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INDLEDNING.

Lige saa langt tilbage, som vort Kendskab til menneskelig Kultur
reekker, kender man til Anvendelse af Pale; allerede i de gamle asiati-
ske Kulturer finder man Pelebroer og Traehuse paa Pwle udover
Floderne.

TFra denne graa Oldtid ved man dog ikke ret meget om Bygvaerker;
forst paa Romernes Tid er Oplysningerne saa fyldige, at man kan
danne sig et Billede af Bygningskunsten. Paa dette Omraade som paa
saa mange andre var Romerne naaet saa vidt, som man ikke skulde
tro det muligt med den Tids Hjelpemidler. Desveerre er Tre et saa
forgengeligt Materiale, at der kun er faa Ting udfort deraf, der er
bevaret fra da, men til Gengaeld findes der en Del derom i de gamie
romerske Skrifter.

Trebroer var kendt lenge for Romerne og blev som ovenfor n@vnt
allerede paa et meget tidligt Tidspunkt udfert med Pewle. Romerne
byggede mange Trabroer. Saaledes kan anfores, at da Caesar i Aaret
59 for Kristi Fedsel gik over Rhinen, anlagde han en Traebro, der
byggedes i Lobet af 10 Dage. Efter Ceesars Beskrivelse har man se-
nere rekonstrueret denne Bro som vist i Fig. 1.%)

Af Beskrivelsen fremgaar det, at der blev anvendt Rambukke til
Nedramningen af Pwlene. Ligeledes forstod man allerede den Gang al
anvende Skraapmle til at optage de vandrette Kreaefter, som Flodens
Strem udever paa Broen.

Da Romerne begyndte at bygge Broer af Sten, fandt Pwzle en anden
Anvendelse, nemlig til Fundering selv af svere Bygveerker. Hvorvidt

1) Billedet findes i Merckel: Die Ingenieurtechnik im Alterthum, 1899;
fra denne Bog er det meste af det meddelte om Oldtiden taget.




10

Romerne var de forste, der anvendte Pelefundering, er ikke let at af-
gore; ganske vist kendte de gamle Asiater som nzvnt at bygge Huse
paa Trepele, men det var kun i Forbindelse med Traeoverbygning.
Bygningskunsten i det gamle Rom naaede sit Hojdepunkt under
Kejser Trajans Regering, og fra hans Tid har man flere Steder fun-
det Broer, der er funderet paa Pwle. Saaledes fandt man ved en Ud-
gravning, der blev foretaget for en ca. 100 Aar siden af Donaubroen

ved Belgrad, Egepele, der iovrigt var fuldsteendig vel bevarede.

Foruden til de her nmvnte to Anvendelser, i Trabroer og til Fun-
dering, brugte Romerne ogsaa Pele til Indfatning for Jordfyld. Saa-
ledes fandtes der i Neerheden af Kejser Hadrians Gravmele, det nu-
verende Engelsborg, en Landingsbro, hvor alle de Bygningsmaterialer,
seerlig Marmor, som de romerske Kejsere anvendte, blev losset. Denne
Bro stod paa et Fundament, der var 66 m bredt og som indfattedes til
begge Sider af to Raekker Palisader, der i en indbyrdes Afstand af
5 m var rammet af tilspidsede Pzle; Mellemrummet mellem Palisa-
derne blev udstebt med Beton, medens Fundamentets 55 m brede
Kerne blev udfyldt med Grus, Ler og Brudsten.

Samtidig med Romerrigets Forfald standsedes den Udvikling, der
havde fundet Sted indenfor Bygningskunsten, og ferst sent hen i Mid-
delalderen begynder Udviklingen igen, dennegang udgaaende fra Vest-
europa, d. v. s. Frankrig, England, Holland, Tyskland og Skandinavien.

Hyad man i den tidligere Middelalder har haft af Peleverker, ved
man ikke meget om; at man selv i de Tider, da ellers den materielle
Kultur stod meget lavt, har kendt til Anvendelse af Pele, er en given
Ting: saaledes har man til Stadighed kendt til at udfere lave Traebol-
vierker, d. v. s. Indfatningsvegge for Jordfyld. Ligeledes har man

forstaaet at lave Traepelebroer; i gamle Moser har man fundet til-

spidsede Pwle, der menes at stamme fra Aar ca. 1000.
Sikre Meddelelser om Paleveerker har man imidlertid ikke for i
det 14. Aarhundrede. Fra det Tidspunkt stammer en Del af de wldste




il

danske Middelaldersborge, og der var paa det Tidspunkt en Tendens
til at leegge dem i saa vaadt og bledt Terrsen, at man var nedt til at
foretage omfattende Pzleramninger for at sikre Bygningerne. [ Ko-
benhavn og i andre danske Kebsteeder har man fra samme Tidsalder

fundet gamle Trabolverker.

e

i
i

E-s

gL

=1 9
g

Imidlertid naaede man ikke for omkring Aar 1600 udover det, som
allerede Romerne havde naaet; da vi fra denne Tidsalder, eller i hvert
Fald fra Slutningen af det 17. Aarhundrede, og frem i Tiden har Teg-
ninger og Beskrivelser af udferte Konstruktioner, kan vi ret noje folge
den Udvikling, der fra den Tids Bygningskunst forer frem til
Nutidens.?)

Fig. 2 viser et Bolveerk fra Dunkerque fra omkring Aar 1700. %) Det,
der adskiller dette Bolyark fra tidligere Tiders, er Forankringen. Bol-
veerket er udfert med Hjertepele A og bagvedliggende Plankebeklaed-
ning. Foran paa Hjertepelene er anbragt to vandrette Stykker Tom-
mer L og M, og til disse er Ankrene C og Q fastgjort. Som vist er der

et hojere og et lavere Anker, idet det viste Bolveerk svarer til ca. 7

2) Da den efterfolgende Beskrivelse af Palevaerkers Historie kun er
bygget paa Arkiv- og Biblioteksstudier i Kebenhavn, ger den ikke i
nogensomhelst Grad Fordring paa at vere fuldstendig.

3) Belidor: Architechture hydraulique, III, 1750.

s s i
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m’s Hojde. Ankrene, der beeres af Palene B, E, H og F, er bagtil faestet
til et langsgaaende Stykke Teommer D, der danner Forankringen.

Fig. 3 viser et Bolverk i Hamburg fra Slutningen af det 18. Aar-
hundrede.*) Det viser en Overgangsform fra de gamle uforankrede
Bolyaerker til de nyere med Forankring. For at undgaa at skulle forny
de forgengelige Traekonstruktioner i en altfor gennemgribende Grad
er Pmlene A foroven derfor afdekket med en Hammer B, der ligger
lige under laveste Ebbe; Pzlene C, der er rammet lige foran Bolveerks-

flugten, tjener nzermest til at holde paa Jordfylden bagved. Ovenpaa

Fig. 3. Fig. 4.

Hammeren B er anbragt lodrette Tommerstykker I med Bagklaed-
ning H; E er ved Ankrene G forankret i det langsgaaende Stykke Tom-
mer J: ved denne Anordning behovede man kun at forny Bolveerket
ned til Hammeren B.

De kobenhavnske Bolvaerker fra samme Tid er vist i Fig. 4 (se iov-
rigt ogsaa Fig. 6). De bestaar af Hjertepelene I, Plankekledningen
G og Spidsplankerne O. Hjertepwxlene er ved Ankrene C forankret til
det langsgaaende Tommer H og til Ankerpzlen J. Det ejendommelig-
ste ved denne Bolveerkstype er de viste Skraapwle L, de saakaldte
Stormpeele. Stormpzlene, der anbringes for hver 3. Hjertepel (sva-
rende til et Bolverk paa 10 Fods Hejde) og Hjertepzlene udger i
Virkeligheden en Pwmlebuk og er saaledes en Forleber for de Pwmle-
bukke, der forst omkring Aar 1850 bliver almindelige som Forankring,

men som da anbringes helt tilbage i Jordfylden. At disse Pele virke-

4) Erling Moller: Nogle Anmearkninger Havnebygningsvesenet vedkom-
mende med Hensyn paa Kebenhayn, 1800.
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lig optraadte som Pzlebukke fremgaar af folgende Udtalelse af Erling
Moller: »Stormpzle forkastes af erfarne Hydrotekter, som Brahms,
fordi de ved Jordens Tryk imod Bolverket hjelper til at heve de
egentlige Bolverkspale.«

Stormpeelene findes i de danske Bolverker indtil omkring Aar

1850: de er vistnok af speciel ostersoisk Konstruktion, ligesom de se-

nere {remkomne Pwlebukke vaesentligst anvendes i Osterso- og Vester-
havshavne.

Medens man tidligere kun forankrede i langsgaaende Tommer, be-
gynder man i Slutningen af det 18. Aarhundrede at forankre i Anker-
pale; et Icksempel herpaa er vist i Fig. 5, der stammer fra Aar 1805°)
(se ogsaa Fig. 6). )

Feelles for begge Forankringsmaader er, at det er det passive Jord-
tryk, der optager de vandrette Kreefter. I Princippet anvendes begge
Konstruktioner endnu. Saaledes svarer den meget moderne Konstruk-

tion, hvor man forankrer i Betonplader, der er anbragt saa langt til-

Y SRS Eytelwein: Praktische Anweisung zur Wasserbaukunst, 1805.
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bage, at det passive Jordtryk faar sin fulde Styrke, til Konstruktionen
med langsgaaende Tommer. Naar der nu om Stunder anvendes An-
kerpezle, forsynes disse i Almindelighed med en langsgaaende Braed-
debekledning, hvorved det passive Jordtryk foreges vaesentligt.

Den nu til Dags saa almindelige Forankring med Palebukke ken-
des forst omkring Aar 1850. En Pelebuk kan karakteriseres derved,

at den bestaar af to Pewle, der er rammet med forskellig Heeldning, 08

Fig. 6.

som er saaledes forbundet foroven, at de kan overfore en vandret
Kraft ved Tryk i den ene Pzl og Treek i den anden. Hvor denne For-
ankringsmaade stammer fra, vides ikke, men den synes som oven-
for nevnt at veere af speciel nordisk Oprindelse.

De forste Pmlebukke, man kender, er de fer omtalte Stormpele,
der sammen med Bolverkets Hjertepele virkede som Pwlebukke. At
denne Virkning ikke direkte tilsigtedes synes at fremgaa for det forste
af den ovenfor citerede Udtalelse af Erling Moller og for det andet
deraf, at Forbindelsen mellem Pelene kun bestod af en Bolt. Der-
imod ser man i et Bolverk, som 1767 blev bygget paa Christanse ved
Refshalen her i Kebenhavn, at Stormpzl og Hjertepzl er forbundet
baade med Bolte og Kile, saaledes at man her har en fuldt udformet
Palebuk. Bolverket er vist i Fig 6.°)

En Forleber for de senere Pmlebukke har man i en af Eytelwein

6) Figuren er taget fra en Tegning, der findes i Ingeniorcorpsets hislo-
riske Arkiv.
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angiven Forankring med en Straber fra Ankerpel til Hjertepel, se
Fig. 7.) Den samme Konstruktion angiver Hagen i 1844.7)
Fig. 8 viser det forste kebenhavnske Bolverk, hvor der er anvendt

Pelebukke til Forankring. Det er udfort Aar 1854 af engelske Inge-

A g

Fig. 7.

niorer ved Dokeen paa Orlogsverftet;®) der er, som det ses, iovrigt
samtidig anvendt Stormpzle.

Som Indfatningsvegge for Jordfyld har man foruden Traebolveaer-
ker fra Oldtidens Dage kendt Kajmure af Sten. Saadanne Mure var
ganske vist betydelig dyrere end Traebolverker, men til Gengeld
havde de en meget lengere Levetid. Naar Stenkajmure blev funderet
paa Pwmle, hvilket allerede er gjort i det 17. Aarhundrede, maaske
for, fortes de helt ned til Grunden, og Pwlene rammedes lodret. De
vandrette Krefter fra Jordens Tryk optages derfor af Pmlene i Boj-

ning, og dette har kunnet lade sig gore, fordi Pxlene helt op til Pale-

7) Hagen: Handbuch der Wasserbaukunst, 1844.
8) Tegningen findes i Orlogsverftets historiske Arkiv.
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toppen var omgivet af Jord. At lade P@lene gaa op over Grunden
med en Plankeklzdning bag og derved spare noget af den dyre Mur
og det dyre Inddemningsarbejde, der kreeves for at fore Muren ned
under Vandet, havde man lige indtil Midten af det forrige Aarhundrede
en steerk Uvilje mod, da man syntes, der var et Misforhold mellem

den dyre Mur og Funderingsmaaden, som man ansaa for daarlig.

- S e do 720
3. st = 2 = e
e ’ 1
A=/ bolls | |
|
& ] _[firéromws aof 2 tn plenting ‘
N P lraps '..11 S8 r'L1 YT
B el o]
[T =)

Vi

3° Jhecting

Fig. 8.

At man dog har kendt en saadan Konstruktion og udfert den, ser
man her i Kobenhavns Hayn, hvor man i Slutningen af det 18. Aar-
hundrede har udfert den i Fig. 9 viste Mur,*) der svarer til det, vi
nu om Stunder kalder Kajmur paa hojt Peleverk.

Kajmuren bazeres af en Rakke Hjmrtepzele sami af to Raekker Baere-
pzle; bag Hjertepzlene findes en Plankekledning og Spidsplanker.
Forankringen er den s@dvanlige for den Tids Bolverker.

Denne Konstruktion var der som sagt steerk Uvilje imod lige indtil
ca. 1850. Senere er den dog treengt igennem, og nu om Stunder fin-
der den udstrakt Anvendelse.

De hidtil skildrede Pzle tjente forst og fremmest som Indfatning

for Jordfyld, og de skulde derfor veasentligst optage vandrette Kreef-

ter. Vi vil nu se n@rmere paa Funderingspele, d. v. s. Pewle, der tjener
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til at overfare overvejende lodret Last, eller nermere preaciseret Pezle,
der primert paavirkes af Krefter i deres Langderetning og kun se-
cundaert af bsjende Krefter. Funde-
ringspele anvendes, naar man kunstigt
vil skabe en Understotning for et Byg-
veerk i en Hojde, hvor déen naturlige
Grund ikke er i Stand til at overfore de
paageldende Kreefter. Oprindelig lod
man ikke saadanne Pwle gaa op over
Grunden, men senere har man ikke folt
sig bundet af dette Hensyn. {
Medens man fer Aar 1800 altid ram-

mede Funderingspele lodret (saaledes Fig. 9.
som neynt under Omtalen af Sten-

kajer), selv om Fundamentet, hvad enten dette var en Bropille, en
Kajmur eller lignende, paavirkedes af skraa Kreafter, kommer Eng-
lenderne i Begyndelsen af det 19. Aarhundrede ind paa at ramme

Pzwlene i samme Retning som de ydre Kraefters Resultant.

Fig. 10.

Saaledes blev Pmlene under Vederlagspillerne for Buerne i den
omkring Aar 1830 udferte London-bridge rammet skraat som vist
i Fig. 10.7)

Fra samme Tid stammer en Del Kajmure i Hull, under hvilke Pz-
lene ligeledes blev rammet skraat.

e
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Dette var selvfelgelig et vasentligt Fremskridt for Pmleverkernes
rationelle Konstruktion, men dog blev man ikke derved i Stand til
at optage varierende Belastning uden ved Bejning i Pmlene. Hertil
kreeves, at der i Pzleverket findes Pmle med forskellig Heeldning;
dette er, vistnok for ferste Gang, udfert ca. 1830 af Englenderen
Telford, der ved en Kajmur i Sct. Katherine’s Dok rammede den
forreste Pzlerskke under en Vinkel paa ca. 25° medens de ovrige
P=zlerzekker var lodrette.

Bemerkelsesveerdigt er i denne Forbindelse et Projekt, der i 1817

e
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Fig. 11.

blev fremsat til Ombygning af Knippels Bro.?) Fig. 11 viser den ene
Klappille, der er funderet paa Pale, som er afskaaret lige under
Vandlinien; Pillen er som vist forsynet med Skraapazle, en Konstruk-
tion, som man ellers forst treeffer paa meget senere.

Ganske vist findes saadanne Skraapzle under de aabne Treebryg-
ger, som allerede kendes i det 17. Aarhundrede, ligeledes under e
gamle Traepazlebroer; men det er kun i Forbindelse med Traover-
bygning.

I Begyndelsen af det 19. Aarhundrede kom man i England og ses
nere i andre Lande en Del bort fra den meget betydelige Tommer-
underbygning, som fer i Tiden fandtes under et Bygveerk, der var
funderet paa Pele, som et Mellemled mellem Bygvarket og Pelene.
Dette Tommer var nedvendigt, saalienge man ikke kendte til sterre
Betonstebninger, men efter at saadanne var blevet almindelige, ude-

®) Figuren er taget fra en Tegning, der findes i Kobenhavns Havnevasens
Arkiv.
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lod man mere og mere af Tommeret og sparede det tilsidst helt i
saadanne Konstruktioner, hvor det ikke af andre Grunde var ned-
vendigt. I amerikanske Kajmure findes endnu en meget gennem-
fort Tommerunderbygning grundet paa en serlig Udformning af Kon-
struktionen, se Fig. 16.

Ved den ovenfor omtalte Indferelse af Pale med forskellig Heeld-
ning var man i Virkeligheden kommet over paa et rationelt Grundlag
for Konstruktionen af Pamleveerker. Saadanne ber nemlig udelukkende

Fig. 12. Fig. 13.

g

ved aksiale Krefter i Palene kunne optage enhver mulig Belastning.
For et fortlobende Bygveerk, f. Eks. en Kajmur, er der kun Tale om al
ramme Skraapwle paa den ene Led, nemlig vinkelret paa Murens
Lengderetning, medens man for et fritstaaende Bygverk, f. Eks. en
Bropille, maa ramme Skraapale paa begge Ledder, saaledes at en
vilkaarlig rumlig Belastning kan optages.

Vi skal med nogle faa Eksempler vise, hvorledes Pzlevaerker efter
Indforelse af Skraapamle udvikler sig fra det nittende Aarhundredes
Begyndelse og indtil nu.

Som allerede n@vnt begyndte man med ved Kajmure at smtte ep
enkelt Pelereekke skraat.

Fig. 12 viser en Kajmur i Geestemunde bygget i 1856;°) her er an-
bragt 2 Rekker Skraapele, men Lodpzlene er i Overtal.

Fig. 13 viser en Kajmur fra Bremen bygget omkring Aar 1880.1°)

10) L. Franizius: Der Wasserbau, 1890.
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Endelig viser Fig. 14 og 15*') Kajmure fra dette Aarhundrede; Be-
gyndelse henholdsvis fra Hamburg og fra Bremen.

Man ser gennem de valgte Eksempler, hvorledes Skraapalene efter-
haanden bliver i Flertal. Ligeledes ser man, hvordan man efterhaan-
den opgiver Fordringen om, at Pelene ikke maa gaa op over Grunden

Der er imidlertid endnu en Ulempe ved disse Kajmure, nemlig at
der kommer et ret betydeligt Traek i Traekpzlene paa Grund af den

Fig. 14. Fig. 15.

store Heeldning af de ydre Krefters Resultant; dette Traek optages, ved
at nogle eller alle Treekpzlene er forbundet med Trykpalene til Paele-
bukke; i Bremerkajmuren er alle Palene forbundet paa denne Maade, i
Hamburgermuren kun en enkelt Raekke.

For at undgaa det uheldige heri har man i de senere Aar udfert
Kajmure saaledes, at den lodrette Belastning foroges saa meget i For-
hold til den vandrette, at der intet eller nesten intet Trak kommer
i nogen Pzl; dette gores derved, at Kajmuren bagud forsynes med
en Plade, der ligger et Stykke under Jordoverfladen.

Herved foreges den lodrette Belastning med Veaegten af den Jord,
der ligger ovenpaa Pladen. Tillige kan man herved opnaa, at den Spuns-
veeg, som under Kajmuren begrenser Jordfylden, beskyttes af Pladen
for Tryk fra den ovenover liggende Jord, hvorved Spunsveggen selv
for store Vanddybder kan udferes af rimelige Dimensioner.

11) Hiitte: Des Ingenieurs Taschenbuch, III, 1911.
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I Amerika udferes denne Plade
som et Tredek; Fig. 16 viser et
Eksempel herpaa.’?)

Her i Europa udferes denne
Slags Kajmure i Almindelighed af
Jernbeton,*®) og Pladen bliver da
en Forlengelse bagud af Kajmu-
ren; da Pladen i de fleste Tilfeelde

gores ret sveer, opnaar man den
Fordel, at Plade og Kajmur udger

et stift Hele, hvorved man faar den

stivest mulige Konstruktion, saale-
des at en lokal stor Paavirkning vil

fordeles over en meget
stor Lengde af Muren.

Fig. 17 viser en saadan
moderne  Kajmur af
Jernbeton.'*)

Paa lignende Maade
som Kajmurene har
udviklet sig i Lebet af
det sidste Aarhundrede,
har Bropiller paa Pele
udviklet sig fra kun at
indeholde Lodpzle til
at have saa mange
Skraapeele, at enhver
rumlig Belastning kan
optages med aksialt
Tryk i Peelene.

[ Fig. 11 er allerede
vist en Bropille, vel nok
en af de forste, hvor Fig. 17.
der findes Skraapwele, og hvor tillige Pwxlene er afskaaret helt oppe
under Vandoverfladen.

12) (.. Greene: Wharves and piers, New York. 1917.

13) Konstruktionen er i 1907 angivet af Ingenierfirmaet Christiani &
Nielsen, der gennem [orseg og teoretiske Undersogelser har sat hele
Konstruktionen i System, og som efterhaanden har udfert den ved
talrige Anleg over hele Europa.

1) Projekteret og udfert i Aaret 1920 i Cuxhaven af Ingenigrfirmaet Chri-
stiani & Nielsen.
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I Fig. 18 er vist en Bropille fra Midten af det forrige Aarhundrede.*®)

Fig. 19 viser en af Mellempillerne til den nye Langebro i Keben-
havn, udfert i Aarene 1900—1901.2°) Pzlene er beskyttet mod Isgang
0g anden ydre Overlast ved en Jordfyldning, der begraenses af en
meget tet Treespunsvaeg.

Der er kun anvendt Skraapaele i Broens Leengderetning, idet man
har ment, at Spunsveeggene gav forngden Stivhed i Broens Tvaerret-
ning. Pwzlene, der er af Tre, blev foroven indstebt i Beton, og Skraa-

Fig. 19.

pzlene blev foroven forsynet med skraa Indsnit, saa Enden dannede
en Svalehale, hvorved Pzlene blev i Stand til at overfere et even-
tuelt Treek.

Endelig skal som Eksempel paa en fuldt ud moderne Pillekon-
struktion vises i Fig. 20 Pillerne til et af de premierede Forslag til
den nye Limfjordsbro, udarbejdet i Aar 1921 af Ingenisrfirmaet
Christiani & Nielsen, der i Aarenes Lgb har udfort et meget stort
Arbejde for Indarbejdelsen af Pmlevaerker, derved at Firmaet ved
talrige udferte Konstruktioner har vist, at udfert paa den rigtige
Maade er et Pwmleveerk et lige saa paalideligt Bygveerk som enhver
anden Konstruktion.

Som man vil se, er der rammet Skraapzle i begge Retninger;
Pillen er kun fort 4 m ned under Vandspejlet, saaledes at Pzlene

15) Deutsche Bauzeitung 1881.
16) Ingenioren 1902.
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staar 5 m frit i Vandet. Pillen er overordentlig stiv overfor enhver
Paavirkning, og den kan derfor med en meget ringe Bevagelighed
overfore en vilkaarlig rumlig Belastning.

Vi har nu i store Trek fulgt den Udvikling, der siden Oldtidens
Dage har fundet Sted ved Konstruktion af Paleveerker, og vil der-
efter folge Udviklingen
af Beregningen af saa-
danne tilbage gennem
Tiderne.

Man vil snart se, at

lige saa gammel An-

vendelsen af Pweleveer-

ker er, lige saa ung er
Beregningen af disse,
for ikke at tale om en
rationel Beregning deraf.

De forste Pealebereg-
ninger, der overhovedel
findes, gaar ud paa at
bestemme Bolvaerkspee-
les Modstand mod Baj-
ning. Saaledes har alle-
rede Parent'”) Aar 1704
udfert Forsog med for- ||

skellige Pele, og senere
har  Belidor'®), = Mu-

schenbroeck) og flere SR e g L e

. . ——t— . — . O
andre gjort lignende AARA R
Forseg. Herved lykke- '
des det at opstille em- Fig. 20.

piriske Formler, hvor-
ved man kunde bestemme Dimensionerne paa Bolvaerkspele.
Ferst henimod Slutningen af det 18. Aarhundrede begynder man
at opstille Regler for Pzles Bareevne i aksial Retning, for derved at
kunne bestemme det nedvendige Antal Funderingspzle for et gi
vet Tryk.
Woltmann®®) angiver saaledes i Aaret 1799 for forskellige Jord-

17) Parent: Memoires de I’Acad. des Sciences, 1704,

18) Belidor: Science des Ingenieurs.

19) Muschenbroeck: Essai de Physique.

20) Woltmann: Beytrage zur hydr. Architecktur, Bd. IV, 1799.
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arter og Pmeledimensioner bestemte Basereevner; disse Tal grunder sig
paa den Hypotese, at en Pwl, som staar fast, kan baere en lige saa
stor Vagt, som der kreves for traekke den op.

Dette er et ganske interessant Synspunkt, idet det viser, at Wolt-
mann betragter Peele som Friktionspzaele.

Den forste, der angiver en bestemt Formel til Beregning af en
Pzls Bzreevne, er Eytelwein,’) som i 1805 angav den Rammeformel,
der den Dag i Dag anvendes. I Tidernes Lob er der fremsat mange
forskellige Rammeformler, saaledes Brix’s, Rankine’s, Weisbach’s
m. fl., der i forskellig Grad tager Hensyn til Pelens Nedsynkning og
Pelens elastiske Sammentrykning.

Ved Hjelp af disse Formler var man i Stand til at beregne det
nedvendige Antal Peele i en Fundering paa parallelle Pzle, hvor Re-
sultanten gik i Pelenes Retning, idet man forudsatte, at denne Re-
sultant fordeltes ligeligt over alle Palene, og derfor anbragte Pslene
saa vidt muligt centralt under Kraften.

De her nzvnte Beregninger har dog forsaavidt ikke nogen In-
teresse i denne Sammenheng, da de kun gaar ud paa at bedemme en
Pzls Styrke, naar Pelens ydre Paavirkning er givet, medens vi her
vil beregne denne ydre Belastning paa den enkelte Pel, naar Belast-
ningen paa den samlede Palegruppe er givet.

Da man i forste Halvdel af det 19. Aarhundrede begyndte at ram-
me Funderingspzle med forskellig Heeldning, vilde det have veaeret
naturligt, om man havde forstaaet at oplegse Kraften i de to Peale-
retninger. Det er imidlertid forst paa et ret sent Tidspunkt, man
begynder derpaa; saaledes findes der ingen Beregning af Pealeveerker
i Brennecke: Der Grundbau, udgivet i 1887, men derimod i Brenne-
cke: Erganzungen zum Grundbau, som i 1895 udgives som et Supple-
ment til den forstnevnte. I Brenneckes forste Bog fra 1887 findes
derimod en Beregning angivet for Pwlebukke, der jo ogsaa er del
simplest mulige Pxleveerk; Beregningen af en saadan kan selvfolge-
lig kun forme sig paa en Maade, nemlig som en Oplosning af den
angribende Kraft i de to Pealeretninger.

Siden 90-erne er der i Tidsskrifter og i Haandbeger angivet mange
forskellige Beregningsmetoder for Paleverker, uden at nogen af
disse dog kan siges at vesere rationel; der har efterhaanden udviklet
sig en Sedvane i Beregninger,”) og vi skal nedenfor angive Hoved-

21) Se saaledes: Brennecke: Der Grundbau, 1906.
Schonweller: Fundering, 1912.
Engels: Handbuch des Wasserbaues, 1914.
Liitken: Brobygning I, 1914.
Hiitte: Des Ingenieurs Taschenbuch, III. Bd. 1919.
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treekkene af disse, idet der ievrigt henvises til § 72 i denne Bog, hvor
en nermere Gennemgang af de forskellige Beregningsmetoder er fo-
retaget. Beregningerne tager i Almindelighed Sigte paa Kajkonstruk-
tioner, men geelder principielt for ethvert Paleveerk.

Beregningerne foregaar f. Eks. paa den Maade, at man forst efter
et Skon, der kan veere mere eller mindre vilkaarligt, fordeler den
lodrette Belastning over Pealene; Skraapalene tildeler man dernaest
en saa stor vandret Kraft, at denne sammen med den til paagel-
dende Pzl svarende lodrette Kraft giver en Resultant i Skraapezlenes
Retning. Derved faar man optaget en vis vandret Kraft, og hvis den
vdre vandrette Kraft er storre, lader man saa Resten optage af en
Pelebuk.

I andre Tilfeelde samles alle Pelene to og to i Pelebukke, over
hvilke man efter Sken fordeler de lodrette og vandrette Krefter,

Hvor man anvender Betonkonstruktioner og Betonpzle, udferes
Beregningen af Paletrykkene paa en lignende Maade, om end noget
modificeret efter Forholdene. Man anvender da ikke Pselebukke, men
lader en overskydende vandret Kraft optage af Trekpzle, d. v. s.
skraat bagud rammede eller lodrette Pele.

Nu om Stunder ser man dog af og til en mere rationel Beregnings-
maade angivet, saaledes i Hiitte III, 1919, S. 217, hvor der er vist en
grafisk Beregning af Paletrykkene i en Pzlegruppe med tre Peleret-
ninger; i den der viste Figur er ganske vist kun angivet to Pealeret-
ninger, men Behandlingen svarer til tre. Den grafiske Beregning fore-
tages ved Hjelp af den Culmannske Hjeelpelinie, idet alle Pele af
samme Heldning tenkes koncentreret i deres Tyngdepunktslinie. Den
ydre Kraft, Resultanten af alle lodrette og vandrette Kreefter, opleses
efter den ene Peleretning og en Hjeelpelinie, der treekkes fra Kraf-
tens Skeeringspunkt med denne Paleretning og til de to andre Pele-
retningers Skeeringspunkt; Komposanten efter Hjelpelinien opleses
derneest efter disse to Peleretninger. Indenfor hver Paleretning for-
deles den fundne Kraft ligeligt over alle Pelene. Forudsat at det er
rigtigt, at alle Pzle i samme Retning faar samme Tryk, er denne
Metode korrekt; det geelder saaledes en Peelegruppe med kun tre
Pezle; en saadan Palegruppe er jo ievrigt ogsaa statisk bestemt. Er
der derimod flere Pele i hver Retning, giver Metoden i Almindelighed
kun en Tilngrmelse.

I Prof. Schonwellers Fundering fra 1912%%) findes en rationel Be-

22) 1 den nye Udgave af denne Bog, udgivet 1923, findes den rationelle
Metode, der er fremsat i Aarene 1910—21 af forskellige svenske og dan-
ske Forfattere, angivet.
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regning for et Pzleveerk med Lodpezle og kun 1 Rekke Skraapzle.
Hvis den ydre Kraft er lodret, optages den udelukkende af de lod-
rette Pale. Hvis den er skraatreitet, maa Trykket i Skraapzlene
vere saa stort, at dets vandrette Komposant er lig den ydre Krafts
vandrette Komposant. Herved er Trykket i Skraapalene bestemt, og
naar dette sammenssttes med den ydre Kraft, faas en lodret Resul-
tant, der paa s®dvanlig Maade fordeles over Lodpzlene, idet der ta-
ges Hensyn til Kraftens Ekscentricitet i Forhold til Palene.

I Lobet af Tiden fra dette Aarhundredes Begyndelse og indtil nu
er det imidlertid lykkedes at opstille et fuldstendig rationelt Grund-
lag for Beregning af Paleveerker. Dette Arbejde er udfert af Sven-
skerne: Per Gullander,*®) W. Fellenius,*) R. Ekwall*®) og T. Hultin,*®)
samt af Danskerne: Prof. H. M. Westergaard®”) og Prof. A. Osten-
feld.28)

I Svensk Teknisk Tidskrift 1902 opstiller P. Gullander en Teori til
Beregning af Pele i en Pwlegruppe med parallelle Pzle. Beregningen
hviler paa de to Forudsetninger, at Pillen kan betragtes som uende-
lig stiv i Forhold til Pewlene, samt at der er Proportionalitet mellem
Pzlehovedets Forskydning i Palens Retning og den deraf folgende
Reaktion fra Pelen. Disse to Forudsetninger dannmer Grundlaget for
alle de senere Teorier og er de eneste, som man behaver for at kunne
stille en rationel Teori op for Beregning af Pzletryk. Gullander be-
handler kun Peleveerker, hvor Pilleunderkanten er plan og vinkelret
paa Pewlene, og hvor de ydre Krefters Resultant er parallel med Pee-
lene; paa Grund af den forste Forudseetning ser man, at Pillens Un-
derside ved den Bevaegelse, som Belastningen fremkalder, holder sig
plan, og at enhver Bevaegelse kan opfattes som en uendelig lille Vin-
keleendring om en Akse, Nullinien, der er beliggende i Pilleunder-
kanten. Paa dette Grundlag opstilles Formler for Pamletrykkene, der
selvfolgelig ikke bliver andet end de almindelige Formler for skev

! 32) Per Gullander: »Bidrag till teorien fér grundpélningar«. Svensk Tekn.
| Tidskrift 1902.
»Grafostatisk metod for berikning af grundpalningare.
Svensk Tekn. Tidskrift 1911.
»Till teorien for grundpalningare. Svensk Tekn. Tids-
‘ skrift 1912.
»Teori for grundpalningare. Stockholm 1914.
24) W. Fellenius: »Om beriikning av kajbyggnader o. d.« Sv. Tekn. Tidskr.
1910.
‘ 25) R. Ekwall: »Berikning av Grundpdlningar«. Sv. Tekn. Tidsskr. 1911.
f ; 26) T. Hultin: »Om berikning av Grundpdlningar«. Industritidningen Nor-
den 1911.
27) H. M. Westergaard: »The resistance of a group of piles<. Journ. Western
Soc. of Eng. Dec. 1917.
28) A. Ostenfeld: »>Beregning af Pmleveerker«. Teknisk Tidsskrift 1921,
Hefte 1.
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Bajning af et plant Tveersnit, der paavirkes af en ekscentrisk Nor-
malkraft.?)

Gullander behandler som sagt kun Palegrupper med parallelle
Pazle, men med denne Artikel er Grundlaget for den rationelle Be-
regning af Peleverker angivet, idet dette nemlig som ovenfor nzvnt
er de to af Gullander opstillede Forudsatninger.

Alle de folgende Teorier behandler kun Peleveerker, der har en Sym-
metriplan, med hvilke alle Palene er parallelle, og hvori Kraefterne
virker, og de gaar ud paa ferst at bestemme Pillens Bevegelse,
hvorefter Peletrykkene kan findes.

Det, at Pillen regnes uendelig stiv i Forhold til Pwlene, gor, at
Pillens Bevagelse kan behandles efter den plane Kinematik, og
man kan derfor slaa ind paa to Veje, enten at bestemme den til den
paageldende Belastning svarende Drejningsakse, eller finde den Be-
lasining, der svarer til en Parallelforskydning efter to faste, paa
hinanden vinkelrette Akser samt til en Vinkeldrejning om en fast
Akse. Den forste Maade krever helt ny Beregning for hver ny
Belastning og egner sig egentlig kun for grafiske Metoder; den an-
den Maade tillader at opstille almindelige Formler for Paletrykkene.

Den neste, der behandler Spergsmaalet, er W. Fellenius, der
i Svensk Teknisk Tidskrift 1910 skriver om Beregning af Kajmure.
Foruds®tningerne er de samme som hos Gullander, og heraf folger,
at Pillen paa Grund af Belastningen indtager en ny Stilling, som
kan antages at fremkomme af den oprindelige ved en Parallelfor-
skydning = x parallel med Pilleunderkanten, en Parallelforskyd-
ning = y vinkelret herpaa, samt en Vinkeldrejning = ¢ omkring
et vist Punkt, nemmest om Pilleunderkantens forreste Punkt. Pale-
trykkene kan udtrykkes ved x, y og & og disse tre Sterrelser be-
stemmes af de tre statiske Ligeveegtsligninger; disse opstilles, men
der udledes ingen almengyldige Udtryk for Paletrykkene, undtagen
for det specielle Tilfeelde, hvor Resultanten og alle Pzlene er lod-
rette,

I Svensk Teknisk Tidskrift 1911 skriver Gullander atter en Ar-
tikel, denne Gang om Beregning af Pmlevaerker med forskellige
Pzleretninger, og' her opstilles Grundlaget for en grafisk Bestem-
melse af Paletrykkene.

Beregningen gennemfgres paa den Maade, at man bestemmer det
til Kraftresultanten svarende Drejningspunkt og Drejningsvinklen,
hvorefter Peletrykkene kan findes.

29) Se saaledes A. Ostenfeld: Elasticitetslere, 1916, S. 369.
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Dette gores ud fra de statiske Ligevagtsligninger, der omformes,
saaledes at de fremtreeder i en for grafisk Beregning anvendelig
Form. Den angivne Metode egner sig kun til grafisk, ikke til analy-
tisk Beregning, hvilket direkte folger af, at Bestemmelsen af Drej-
ningspunkt og Pelenes Afstande derfra skal gentages for hver ny
Kraftresultant. Gullander behandler baade Pele, der er indspeendt
kun forneden og Pale, der er indspaendt saavel foroven som forneden

I Svensk Teknisk Tidskrift 1912 omarbejder Gullander Metoden
saaledes, at den bliver lettere anvendelig for varierende Kraftresul-
tanter; medens han i sin forrige Artikel fandt Drejningspunktet i
Forhold til Resultanten, bestemmes det her i Forhold til Peelegrup-
pens Centrum, der defineres som det faste Punkt, hvorigennem en
Kraft skal gaa for at give Pillen en Parallelforskydning. Dette be-
tyder en stor Lettelse i Metodens Anvendelse, og den forer igvrigt
ogsaa til en god analytisk Beregning, idet Gullander opstiller almin-
delige Udtryk for Peletrykkene svarende til en vilkaarlig Belastning,
henfert til to faste Kraftretninger gennem Psalegruppens Centrum,
samt et Moment om dette Punkt.

En analytisk Bestemmelse af Paletrykkene er angivet af R. Ek-
wall i Svensk Teknisk Tidskrift 1911, Ekwall bestemmer de to
Hovedakser for Pelegruppen, hvorved forstaas Beliggenheden af de
to — og de eneste to — Krefter, der giver Pillen en Parallelfor-
skydning i deres egen Retning. Derneest bevises det, at naar Pele-
gruppen paavirkes af et Moment, vil Pillen faa en Vinkeldrejning
om Hovedaksernes Skeeringspunkt.

Pzletrykkene opskrives derefter for en vilkaarlig Belastning, idet
denne reduceres til to Komposanter i Hovedakserne samt et Moment
om Hovedaksernes Skaringspunkt. Ekwall legger stor Vaegt paa Be-
stemmelsen af 1. Hovedakse, d. v. s. den Retning, hvor Pillen gor
storst Modstand mod en Forskydning, derimod legger han ikke saa stor
Vegt paa Bestemmelsen af 2. Hovedakse og derfor heller ikke paa
Bestemmelsen af Hovedaksernes Skeeringspunkt, hvorved han i man-
ge Tilfelde vilde komme til ganske fejlagtige Resultater.

Ekwall behandler ogsaa det Tilfeelde, hvor Pelene er indspeendt
forneden, idet han erstatter Indspendingens Virkning med en fin-
geret Pzl, der er vinkelret paa den oprindelige Pzl og har en til
Indspzndingsmodstanden svarende Modstandsevne.  Tillige behand:
les det Tilfeelde, hvor Palene er indspsndt baade foroven og for-
neden; her erstattes Indspendingernes Virkning af to fingerede Pele,

der begge er vinkelret paa den oprindelige Pel, og hvoraf den ene
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gaar gennem Pealehovedet, den anden gennem Pealens nederste Tre-
diedelspunkt.

En grafisk Metode er angivet i Industritidningen Norden 1911 af T.
Hultin. Beregningen foretages paa den Maade, at man ferst giver
Pillen en vandret Parallelforskydning og finder ved Bevaegelsens
Projektion ind paa den enkelte Pals Retning Peletrykkene Py og
bagefter ved en Tovpolygon Resultanten af disse, H. En Kraft H'

H'

i denne Resultants Retning vil da fremkalde Paletryk, der er i s

Paa lignende Maade findes Peletrykkene p, og Resultanten V af
disse for en lodret Forskydning: endelig giver man Pillen en Vinkel-
drejning om et vilkaarlig valgt Punkt og bestemmer Pealetryk Py
og Resultant /. Enhver ydre Belastning kan nu opleses efter disse
tre, grafisk bestemte Resultanter, hvorved man faar Krefterne H’,
V'’ og A’
Pwletrykkene bestemmes da af Formlen:
o % '
78 I[I[ ])// ‘{" ‘V 1)\' _}, i

Derneest angiver Hultin, hvorledes man kan medtage en Indspan-
ding forneden af Pelene, idet de Sidekreefter, der i Pealehovedet
fremkommer ved en Beveaegelse, medtages i den grafiske Konstruktion.

I Aaret 1914 har P. Gullander samlet alt, hvad der hidtil har ve-
ret fremsat om Beregning af Peleveerker i en lille Bog: »Teori for
grundpélningar«. Bogen indeholder ikke noget vaesentlig nyt, men
giver en god Samarbejdelse af de tidligere Bidrag. I forste Afsnit
behandles meget udferligt, mere end det egentlig synes nedvendigt,
Pxleveerker med parallelle Peele. Fremstillingen er praktisk talt den
samme som i Artiklen fra 1902. Dernaest behandles Pxlevaerker med
Symmetriplan, med hvilken alle Pxlene er parallelle og hvori Kraften
virker, i andet Afsnit med Pele, der kun er indspendt forneden, i
tredie Afsnit med Pale, der er indspsendt baade foroven og for-
neden. Beregningerne gennemferes baade grafisk og analytisk.

Princippet er det, at forst findes de Peletryk og den Kraft, der
svarer til en lodret Parallelforskydning og til en vandret Parallel-
forskydning. Derneest vises det, at et Moment fremkalder en Vinkel-
drejning om de to fundne Krefters Skeringspunkt, der kaldes Paele-
gruppens Centrum. Pealetrykkene kan nu opskrives som Funktioner
af den ydre Belastning, der er reduceret til Kraefter i de to nasvnte

Kraftretninger samt til et Moment om Pezlegruppens Centrum. Gul-
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lander gor opmeerksom paa den interessante Forbindelse, der er mel-
lem Kraftretning og Drejningspunkt, nemlig at Kraftretning og Ret-
ning fra Palegruppens Centrum til det tilsvarende Drejningspunkt er
konjugerede Diametre i en fast Ellipse, der har sit Centrum i Ps ole-
gruppens Centrum,.

En meget smuk analytisk Lesning giver Prof. H. M. Westergaard
i Journal of the Western Society of engineers. Dec. 1917. Wester-
gaard gor forst opmerksom paa den reciproke Sammenhzeng mel-
lem Kraft og Drejningspunkt, der er en Folge af Maxwells Setning,
nemlig at naar en Kraft R, gaar gennem en anden Kraft R,’s Drej-
ningspunkt, vil R, have sit Drejningspunkt beliggende paa Ri. Ved
Hjelp heraf konstruerer man let Drejningspunktet for en vilkaar-
lig Kraft R, idet man grafisk bestemmer de to Kraefter A og B, der
svarer til en Vinkeldrejning om to vilkaarligt valgte Punkter paa
R. Skeringspunktet mellem A og B er da det Drejningspunkt, der
svarer til R, og Peletrykkene bestemmes derefter grafisk.

Derngest bestemmer Westergaard Pazlegruppens Centrum ved Hjelp
af to til vilkaarligt valgte Parallelforskydninger svarende Krefter.
At Skeeringspunktet mellem disse er Drejningspunktet for et Moment,
bevises let ved den ovenanforte Ssetning om den reciproke Sammen-
heeng.

Endelig uddyber Westergaard nermere Fgenskaberne ved den af
Gullander anforte Ellipse og viser, at denne er den samme, som Ritter
behandler i sin grafiske Statik®’). Heraf folger, at Kraftlinie og
tilsvarende Drejningspunkt er Polar og Antipol med Hensyn til en
Ellipse med Pelegruppens Centrum som Centrum og Akser i Pele-
gruppens to Hovedakser.

Det sidst fremkomne Bidrag til Losningen af det her behandlede
Problem er givet af Prof. A. Ostenfeld i Teknisk Tidsskrift Jan.
1921. Det er her lykkedes at fremstille simple og let anvendelige
almengyldige Udtryk for Pewletrykkene. Der behandles veesentligst
kun Paleveerker med simpelt understottede Pele, samtidig med at
der antydes en Fremgangsmaade for Beregning af Pealeveerker med
Paele, der er indspendt baade foroven og forneden. .

Prof. Ostenfeld indferer som et Udtryk for Pwxlenes Modstand
mod Sammentrykning en Konstant for hver enkelt Pel:

EF

5 — cos? a,
s

30) W. Rilter: Graphische Statik, 111 Bd. S. 259—264, 1900.




31

hvor E er Palens Elasticitetskoefficient, F dens Tveersnit, s
dens Lengde og o dens Vinkel med en lodret Linie. En Pewls o-
Kraft er den lodrette Komposant af Pealetrykket for en lodret Be-
vaegelse 1. Dernzst bestemmes den Kraft R’, der svarer til en lod-
ret Beveegelse 1 nedad, R’s Vinkel med den lodrette kaldes o': R”
er den Kraft, der svarer til en vandret Bevaegelse 1, ¢ er dens Vin-
kel med den lodrette. Skaringspunktet mellem R’ og R” er Psle-
gruppens Centrum, og dets Koordinater i et retvinklet Koordinatsystem
med Abscisseakse i Pilleunderkant og Ordinatakse lodret bestemmes.
Naar den ydre Belastning reduceres til en vandret Kraft H, en lod-
ret Kraft V begge gennem Pzlegruppens Centrum samt et Moment
M, er Paletrykket S i en vilkaarlig Pzl bestemt af Ligningen:

. v tg ¢’ —tg o v tga —tg o
Scose =1V el = = -+ H . 25 — B ~
20 g’ —tge 2vtge tge" —1tga

—M I; (x— yo tg e),

hvor I er Pzlenes Inertimoment om Centrum og y, Centrums Ordinat.

Seerligt behandles specielle Tilfelde af Pzlegrupper, hvor den an-
forte Formel bliver overordentlig simpel, nemlig 1) Pwlegruppen
indeholder kun Lodpzle, 2) Palegruppen bestaar af Lodpzle og
Skraapaele, hvilke sidste alle har samme Heldning og 3) Pamlegrup-
pen er symmetrisk om en lodret Akse.

Samtidig med, at det saaledes er lykkedes at fremstille en rationel
Beregningsmaade for Peleveerker, ser man i Tidsskrifter flere Ar-
tikler, hvor de eldre Metoder, der ikke tager Hensyn til Palenes
Elasticitet, behandles, saaledes M. Buchwald i Deutsche Bauzeitung
1913; disse Artikler har ingen Interesse i denne Forbindelse.

Endelig skal det anferes, at Prof. Jacoby, Riga, i 1909%) har of-
fentliggjort en Beregning af parallelle Pszle, der er symmetriske om
den Plan, hvori Krefterne virker; der opstilles en Formel for Pele-
trykket, men Jacobys Undersogelse er ikke ner saa udtemmende og
omfattende som Gullanders i 1902.

Skont det nu er over 20 Aar siden, at Gullander skrev sin forste
Artikel, og skent det nasten er 10 Aar siden, han skrev sin Bog om
Beregning af Pewleveerker, hvori der fandtes brugelige Formler, an-
vender man dog saa godt som overalt endnu de gamle Metoder.

Grunden hertil er sikkert, at de Midler, vi har til Bedommelse af
en Pels Elasticitet, forekommer de fleste Vandbygningsingeniorer saa

1) @sterreichische Wochenschrift fiir den 6ffentlichen Baudienst, 1909.
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mangelfulde, at de mener, det vilde veere illusorisk at gennemfore
en ngjagtig og besveerlig B*eregr‘)ing og saa tro, at man derved kom
Sandheden neermere. Hertil er der for det forste det at sige, at
den nojagtige Beregning ikke er besveaerligere end de gamle Metoder,
hvilket forhaabentlig vil fremgaa af foreliggende Arbejde. Og der-
ngest maa det siges, at det i de fleste Tilfeelde beror paa en Mis-
forstaaelse, naar det synes saa umuligt at bestemme en Pwels elasti-
ske Forhold.

Vi skal, inden vi gaar over til en nermere Omtale af den i denne
Bog udviklede Beregningsmetode, se lidt nzrmere paa dette For-
hold og paa de andre Foruds®ininger, der danner Grundlaget for
Metoden.

Den ene¢ af disse Forudsatninger er, at Pzlehovedets Nedsynk-
ning er elastisk. At dettc maa veere en Forudsetning for et forsvar-
ligt Bygveerk, er selvfolgeligt. Derimod kan Bestemmelsen af Elasti-
citeten volde Vanskelighed.

En Pwls Elasticitet er afhengig af tre Faktorer: 1) Elasticiteten af
den Jord, hvori Pelen staar, 2) den Maade paa hvilken Pzlen over-
forer sin Belastning til den omgivende Jord, 3) Pelens Dimensioner
og Leengde. "

Angaaende 1) og 2) skal vi anfere en Udtalelse af Woltmann fra
Aar 17992°):

»Alle Grundpzle for eet Arbejde maa slaas med et og samme
Ramslag, indtil de staar (det vil sige, at de ikke viger for Ram-
slaget): i modsat Fald kan man ikke vente ensformig Fasthed overalt.«

Det, der er Grundtanken heri, at alle Pelene skal have ens Fast-
Led, er jo netop den Forudswtning, man gor for almindelige Fun-
deringspele, idet man altid fordeler en central Kraft ensformig over
alle Pelene.

Hvis man saaledes rammer alle Pelene til ens Fasthed, og hvis de
tillige har samme Dimensioner og Lengde, og de paavirkes til Tryk,
maa man nodvendigvis sige, at de alle har samme Elasticitet, og da
det kun er Forholdet mellem Pewlenes Elasticitet, man skal kende,
undtagen naar man regner med Pelenes Indspeending, kan man gen-
nemfore Beregningen.

Har derimod Pzlene forskellig Dimension og Leengde, bliver Sagen
straks vanskeligere.

Hvis Pwmlen beerer udelukkende paa sin Spids og den underlig-
gende Jord kan regnes som fast, er Pxlens Elasticitet givet, idet dennc
ligefrem er Palens Sammentrykning i hele dens Lezengde. Nu er
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imidlertid Peele lige saa tit Friktionspzle, d. v. s. de baeres ved
Friktion langs Siderne, hvorfor man ikke kender den virksomme Del
af Pzlen og derfor ikke den Leengde af Pzlen, der sammentrykkes.
Et saadant Forhold har man bl. a. ved en Trakpel, der kun virker
ved Jordens Friktion, samt dog ved en vis Sugning. Pzle af Jern-
beton er mange tilbgjelige til at behandle endnu mere kompliceret
ved at regne med fuldt Tveersnit for Tryk, men kun Jernarealet for
Trek; dette er selvfolgelig ganske forkert og strider imod den al-
mindelige Jernbetonpraksis.

Imidlertid vil Spergsmaalet om aktiv Pzleleengde i de fleste i
Praksis forekommende Tilfeelde ikke volde uoverstigelig Vanskelig-
hed. Naar Pzlen beerer ved Friktionen alene, maa Spzndingen i
Pzlen vere Nul ved Palespidsen og Maksimum i Jordoverfladen, og
hvordan den end varierer derimellem, vil det ikke betyde saa me-
get, at man ikke kan danne sig et ret paalideligt Sken over den
aktive Pemlelengde.

Hvis Pezlen delvis beerer som Friktionspzl og delvis paa Spidsen,
maa Palelengden ligge mellem den ovenfor bestemte og den totale
Leengde.

Betydeligt vanskeligere er man stillet, hvis den omgivende og
underliggende Jord samtidig er elastisk; hvis Pzlene har samme Di-
mensioner og samme Leengde, er som ovenfor nzvnt deres Elasti-
citet ens. Hvis derimod Pzledimensioner og Pzlelengde er for-
skellig, er man overladt til det rent skensmsessige, idet P=zlens sam-
lede Elasticitet er sammensat dels af Jordens og dels af Pzlens egen
Elasticitet. Hertil er imidlertid det at sige, at hvis man med et Sken
kommer ud i det rene Getteri, er man samtidig ude over det for-
svarlige, og man ber absolut i et saadant Tilfeelde foretage et Be-
lastningsforseg med en Pl for derigennem at finde Elasticitetsfor-
holdene, lige saa vel som man aldrig vilde undlade at prgvebelaste
et Bygveerk, hvis Beregning man ikke var sikker paa. Saadanne
Belastningsforsag er ogsaa udfert adskillige Gange.

For at underbygge den fremsatte Teori med et exakt Grundlag er
der i Bogens forste Paragraffer defineret nogle Pmlelengder. Ved
en Pzls Sammentrykningslengde forstaas den Langde, som en Pl
af samme Dimension skal have, naar denne er fast understottet kun
i Spidsen, og naar den skal have samme Nedsynkning af Pealeho-

vedet for en bestemt Kraft som den virkelige Pzl. Paa lignende
Maade defineres en Indspandingslengde og senere (i § 29) en Vrid-
ningsleengde for Pzlene.
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Den anden af naerveerende Beregningsmetodes Forudsatninger er,
at Pillen kan regnes uendelig stiv i Forhold til Pwlene. Det er
denne Forudsetning, der ger det muligt at forme Beregningerne saa
simple, som de viser sig at blive. I de fleste Tilfeelde vil denne For-
uds®tning ogsaa kunne holde Stik.

De typiske Anvendelser af Pwmle er i Bropiller eller Fundamenter
og i Kajmure. For de forstes Tilfeelde vil Pillen altid veere af saa
kort Udstreekning i Forhold til dens Hejde, at Forudsztningen kan
opretholdes. For Kajmures Vedkommende er disses Udstrekning i
horisontal Retning betydelig storre i Forhold til Tykkelsen end Til-
feeldet er med Bropiller, og dog vil det kun vare undtagelsesvis, at
man behover at regne med en Elasticitet af Pillen. Sely i Tilfaelde,
hvor dette straengt taget burde gores, maa man ofte undlade det for
overhovedet at faa en overkommelig Beregning, og da Pillens Elastici-
fet kun vil udligne Differenserne i Peeletrykkene i de forskellige Pzle,
vil Anvendelsen af Teorien i Almindelighed ikke betyde nogen Fare
for Bygverket. Dog skal man selvfolgelig ikke ved virkelig elastiske
Piller, saaledes som den i Fig. 16 viste amerikanske Kajmur, anvend+
den, men i saa Tilfelde vil Forholdene sedvanligvis sely anvise en
den Beregningsmaade, man ber anvende.

Den i det folgende udviklede Beregningsmetode hviler saaledes
paa de to Forudsatninger, at Pelehovedernes Nedsynkning er elastisk,
og at Pillen kan regnes uendelig stiv i Forhold til Palene.

Fremstillingen er rent analytisk; m. H. t. grafiske Metoder hen-
vises til Gullander, Ekwall, Hultin og Westergaard.

I forste Afsnit behandles plane Palegrupper, hvorved forstaas saa-
danne, som er symmetriske om en Plan, med hvilken alle Pzlene
er parallelle, og hvori de ydre Kreefter virker. For saadanne er baade
Beveegelser og Krefter plane, og enhver Bevaegelse kan derfor op-
fattes enten som en uendelig lille Vinkeldrejning om en Akse vin-
kelret paa Symmetriplanen, eller som to paa hinanden vinkelrette
Parallelforskydninger efter to faste Akser beliggende i Symmetripla-
nen samt en Vinkeldrejning om en fast Akse vinkelret paa neevnte
Plan.

Pzletrykkene findes paa samme Maade som hos Prof. Ostenfeld
blot med den Forskel, at medens Prof, Ostenfeld opstiller de tre
Ligeveegtsligninger og ved specielle Valg af Koordinater og paa an-
dre Maader derudfra bestemmer de enkelte Leds Betydning, er Re-
sultaterne her udledet ved direkte Betragtninger.

Ligesom ved tidligere Undersegelser finder man her, at alle Kraef-
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ter, der svarer til Parallelforskydninger, gaar gennem et fast Punki,
der her kaldes Pewmlegruppens 0-Punkt; et Moment frembringer en
Vinkeldrejning om 0-Punktet. Til Bestemmelse af dette Punkt er her
fundet den Betingelse, at Pslenes Inertimoment er Minimum om
dette Punkt.

Denne Betingelse kan i mange Tilfelde fore til en direkte Bestem-
melse af 0-Punktet uden nogen Beregning.

Forst behandles en ganske vilkaarlig Pazlegruppe, og bagefter for-
skellige specielle Tilfzelde, hvor Formlerne bliver mere simple.

Fremstillingen er helt igennem gjort saa fuldsiendig som mulig,
saaledes at alt det tidligere fundne er medtaget; herudover er der
tilfojet meget nyt, idet de tidligere Arbejder kun hver for sig har
behandlet en Side af Sagen. Af nyt skal nsvnes den ovenfor om-
talte Setning om Inertimomentets Minimum, Bestemmelsen af Mak-
simumstryk i en Pel, Behandling af Pelegrupper, der delvis paa-
virkes af aktive, delvis af passive Krefter, Bestemmelse af Pele-
tryk i en Pelegruppe, hvis Pzle skserer hinanden i samme Punkt;
desuden er der givet en afrundet Behandling af Spergsmaal, der
tidligere har veweret fremme. Endelig skal neevnes Behandlingen af
indspeendte Pele ved Hjelp af tenkte Pmle. Naar en Pzl er ind-
spendt i Bunden, vil der foruden Modstanden mod en Forskydning
i Pelens Lengderetning fremkomme en Modstand vinkelret paa Pae-
len for en Bevasegelse i den Retning; denne sidste Modstand kan i
Stedet for ved en Indspending fremkaldes ved en tenkt Pl, der er
vinkelret paa Pelen, gaar gennem Pelehovedet og har et til Ind-
speendingen svarende Modstandstal. Naar en Pl er indspendt i
begge Ender, kan Indspendingen paa lignende Maade erstattes af en
teenkt Pel, der er vinkelret paa den oprindelige, men her gaar gen-
nem dennes Midtpunkt; samtidig maa der for hver Pel tilfojes et
Moment, der er proportionalt med Pillens Vinkeldrejning, og som der-
for in(lgmu" som et Led i Pelenes Inertimoment om 0-Punktet. Ved
Indferelse af de tenkte Pwle opnaar man at simplificere Problemet
meget, idet man da kun behover at behandle Piller med simpelt under-
stottede Pele.??)

I andet Afsnit er rumlige Pelegrupper behandlet, d. v. s. Pale-
grupper, hvis Pwle er placeret paa en saadan Maade, at de er i
Stand til at optage en vilkaarlig rumlig Belastning.

a9

32) R. Ekwall har tidligere, se Side 28, indfort »fingerede Pele«, men da de
tenkte Pale i det foreliggende Arbejde er indfert ganske uafhaengig
heraf, indgaar de paa en anden Maade i Systemet.

3
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Dette Sporgsmaal er ikke tidligere behandlet; ganske vist har V.
Lewe®®) i 1915 behandlet en i Princippet lignende Konstruktion og
fundet Betingelserne for et rumligt ubeveegeligt System, men de
deraf dragne Slutninger er saa misvisende, at man faktisk intet faar
at vide om Problemet.

Idet Forudsztningen for Teorien er, at Pillen kan regnes uendelig
stiv i Forhold til Pelene, ved man, at en vilkaarlig Bevaegelse af
Pillen kan opfattes enten som en Skruebeveegelse om en Akse, d. v. s.
en Parallelforskydning samt en Vinkelrejning om en Akse parallel
med Forskydningen, eller som Parallelforskydninger i tre paa hin-
anden vinkelrette faste Retninger samt i tre Vinkeldrejninger om
faste Akser parallel med de tre Forskydningsretninger. Paa samme
Maade kan en vilkaarlig rumlig Belastning reduceres til en Skrue-
kraft, d. v. s. en ren Kraft og et Moment om Kraftens Akse eller til
tre paa hinanden vinkelrette Krefter, der virker i faste Linier, samt
Momenter om Krefternes Akser. Da der for et rumligt System fin-
des seks Ligevmgtshetingelser, ses det, at Problemet principielt kan
loses som for plane Pelegrupper ved Bestemmelse af Pelens Be-
veegelse og derefter af Pzletrykkene.

Forst er der opstillet en almindelig Teori for en uendelig stiv
Pille, der i al Almindelighed er elastisk understottet; herved faar
de senere opstillede Betragtninger den bredest mulige Basis. For
en saadan Pille bevises der en Del forskellige Swtninger; det vises
bl. a. at der gives tre paa hinanden vinkelrette Retninger, for hvilke
en Parallelforskydning svarer til en Kraft (i Almindelighed en Skrue-
kraft) parallel med Forskydningen. Akserne for disse tre Kref-
ter kaldes Peelegruppens Hovedakser. Endvidere vises det, at en vil-
kaarlig Skruebeveaegelse om en Akse, der skeerer vinkelret to Hoved-
akser, giver en Skruekraft med Akse parallel med den tredie. Her-
ved er der angivet et fast System at knytte Beregningen til, og som
slutter sig naturligt til det for plane Palegrupper fundne, og til
dette Hovedsystem henfores derfor Beregningen af den rumlige Pee-
legruppe. Der kunde tenkes andre Maader at bygge et Beregnings-
system op pa.a, men da for det forste disse andre Maader ikke vilde
gore Beregningerne kortere, og da det her anvendte System giver ot
godt Overblik over en Palegruppes Virkemaade og giver en smuk 08
naturlig Tilknytning til de plane Palegrupper, er dette System valgt.

I 8§ 31, 38 og 44 er der givet almengyldige Formler for Peletryk-
kene, og i §8 33, 39 og 45 er forskellige specielle Tilfzlde behandlet.

%) Beton und Eisen, 1915, S. 162.
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Tillige vises det i § 32, hvorledes man kan bestemme sterst Tryk
i.en Pel, og i § 33 hvorledes man kan afgere, om en Pzlegruppe er
bevaegelig eller fast.

Endelig vises det i § 31, at Pwlegruppens Inertimoment om en af
de ovenfor omtalte Akser, der vinkelret skarer to Hovedakser, er det
mindste, man kan faa for nogen Akse parallel dermed.

Rumlige Pzlegrupper behandles saavel for simpelt understottede
Pzle som for indspendte Pele; Indspendingen erstattes lige som
for de plane Pwlegrupper med tenkte Pwle, men her maa i hvert Til-
feelde indfores to tenkte Peaele, der er vinkelret paa hinanden og skaerer
den oprindelige Pzl og begge ligger i samme Plan vinkelret paa denne.

Der er i § 28 angivet de nedvendige Betingelser, for at en rumlig
Pelegruppe kan behandles som plan, hvilket kan lade sig gere, naar
alle de ydre Krefter ligger i en Plan, i hvilken Pillens Beveaegelser
ogsaa foregaar.

I tredie Afsnit er behandlet plane Palegrupper som specielt Til-
feelde af rumlige, idet der for plane Pealegrupper her gives en ud-
videt Definition, der falder sammen med det ovenfor anforte. Det
vises Punkt for Punkt, hvorledes Sewtningerne for en rumlig Peele-
gruppe gaar over i de i forste Afsnit viste Smtninger for plane Pzle-
grupper. Tredie Afsnit er iovrigt skrevet saaledes, at det skal kunne
forstaas, naar man har lest ferste Afsnit, medens det ikke skulde
veere nodvendigt at lese andet Afsnit.

Da rumlige Pzlegrupper ikke for har veret behandlet, er dette
tredie Afsnit ogsaa nyt. Gullander har i sin Bog: Teori for grund-
palningar paa sidste Side antydet, hvorledes en saadan Palegruppe,
der specielt er symmetrisk om en lodret Plan, kan behandles, men
der gores ikke nermere Rede herfor.

1 8§ 49, 52 og 55 er angivet Pexletryksformler for en saaledes i
udvidet Forstand plan Palegruppe baade for simpelt understottede
og for indspendte Pele.

I § 58 er behandlet det specielle Tilfelde, hvor en rumlig Pele-
gruppe er symmetrisk om to paa hinanden vinkelrette Planer; dette,
der vil vere det i Praksis oftest forekommende Tilfeelde af rumlige
Pzelegrupper, giver simple Formler og er i det hele meget over-
skueligt.

Endelig angives i § 59 Beregningen af en rumlig Pazlegruppe, hvis
Pzle alle er parallelle; dette er tidligere behandlet hos Gullander,
men her indgaar det som et Led i et fast opbygget System, hvorved
hele Opstillingen lettes.
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I fjerde Afsnit er der endelig angivet et Sammendrag til praktisk
Anvendelse af de i Bogen udledede Resultater. Den praktiske Ingenior
maa ikke veere nedt til, naar han i et paakommende Tilfelde skal
anvende en Teori, at studere en hel Bog og finde de Resultater, som
skal bruges, spredt ind mellem Stof, der for ham kun er desorien-
terende.

Derfor er hele Beregningsmetoden treengt sammen paa ganske faa
Sider, hvor der findes alt det, som en Beregning krever, men uden
Beviser og teoretiske Betragtninger. Forst behandles de plane Pale-
grupper, det almindelige og bagefter alle de specielle Tilfelde,
som man steder paa i det praktiske Liv. Baade simpelt understot-
tede Pzle og indspendte Pele behandles.

Dernamst gives der en kort Oversigt over den Slags plane Pele-
grupper, der maa belragtes som specielle Tilfeelde af rumlige Pale-
grupper, medens der angaaende Formler for saadanne henvises til
tredie Afsnit. Vilkaarlige rumlige Pelegrupper behandles overho-
vedet ikke her, idet man har ment, at Beregningen af saadanne for
det forste ikke kan sammentreekkes ret meget i Forhold til det i an-
det Afsnit anferte, og for det andet fordi saadanne Paelegrupper
forekommer saa sjeldent i Praksis, at det ikke vilde veere hensigts-
meaessigt at medtage dem i en Fremstilling, der udelukkende tager
Sigte paa det daglige, praktiske Liv.

1 8 68 er angivet en Del feerdige Formler for specielle Peelegrupper.

I § 72 er der anstillet en Sammenligning mellem de gamle Regler
for Pzleberegninger og den i nerverende Bog angivne Metode. Da
de gamle Regler endnu staar saa hejt i Kurs og neesten altid anven-
des, har man ment, at en saadan Sammenligning var meget onske-
lig, idet man kun herigennem kan se, om det er nedvendigt at for-
lade de gamle Regler. Som Helhed vil Sammenligningen vise, at det
er i hajeste Grad onskeligt at gaa over til en rationel Beregning, idet
de gamle Regler i visse Tilfelde kan give fuldsteendig vildledende
Resultater: serlig gelder dette, da den rationelle Beregning opstil-
let i praktiske Former ikke vil veere vanskeligere at gennemfore
end de gamle Metoder.

Endelig er der i § 73 givet nogle Anvisninger paa Dimensionering
af Palegrupper. Alt, hvad der tidligere i Bogen er anfert, har ner-
mest taget Sigte paa Beregning af Paletryk i en given Konstruktion,
medens det jo i ferste Omgang altid drejer sig om en Dimensione-

ring. At angive faste Linier for en saadan, lader sig ikke gore, da

der er saa mange Ting, man kan variere paa i et Pxlevaerk. Men
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for de forskellige specielle Tilfeelde kan man angive Fremgangsmaa-
der og Opstillinger af Formler, hvorved man lettest kommer til nogle
Dimensioner. Det er det, der i denne Paragraf er gjort, samtidig med
at der er angivet forskellige Tilnermelsesformler, der kan anvendes
ved en forste Gennemregning, og hvorved kan bestemmes det Peele-
veerk, paa hvilket de eksakte Formler da kan anvendes,

Der er enkelte Steder i Bogen anvendt smaat Tryk, som angiver, at
vedkommende Del kan springes over ved Lesningen, uden at Sam-
menhaengen brydes.

Fremstillingen er hele Bogen igennem belyst ved gennemregnede
Eksempler, der ikke alene skulde tjene til at understotte Tilegnelsen
af Stoffet, men tillige skulde kunne hjzlpe den udevende Ingenier
til en praktisk Opstilling af Beregningen.

i
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FORSTE AFSNIT.

Plane Pazlegrupper.
I. Grundleggende Begreber.

§ 1. Pxles Bzreevne. Ved en Pazls Bereevne forstaas den
Belastning, som en Pzl kan bsere, uden at den faar en bli-
vende Nedsynkning.

Hvordan en Pzl overforer sin Belastning til den omgivende
Jord, er et endnu ikke helt klarlagt Problem. Hvis en Peel
rammes gennem et ganske bledt Lag ned til et underliggende
fast Lag, vil den fortrinsvis baere paa sin Spids; hvis derimod
Pzelen rammes ned i et bledt Lag uden at naa fast Bund, vil
det fortrinsvis veere Jordens Friktion langs Pelens Sider, der
bzerer denne; hvordan Friktionen fordeler sig ned langs Pz-
lens Sider, ved man derimod ikke.

De i Praksis forekommende Tilfzelde vil i Almindelighed
veere en Mellemting af de to newevnte, men hvordan Belast-
ningen fordeles mellem Friktionen langs Siderne og Trykket
paa Spidsen, og hvordan Friktionen fordeler sig langs Siderne,
kan ikke afgeres.

Bestemmelsen af en Paxls Beereevne foretages i Almindelig-
hed ud fra Resultaterne fra Ramningen, idet man maaler Pee-
lens Nedsynkning for et Slag, Ramslagets Vagt og Faldhejde
og derfra regner Bzreevnen ud ved Hjzlp af en Rammeformel,
hvoraf der i Tidens Leb er fremkommet flere, saaledes Eytel-
weins, Brix’s m. fl. Disse Formler er delvis empiriske, delvis
teoretiske, men de giver kun et meget omtrentligt Billede af
Forholdene. Bedre er det at foretage Belasiningsforseg med
den ferdigrammede Pel, hvilket er udfert ved store Arbejder
i Sverrig, hvor man bl. a. foretog langvarige Belastningsforseg.
Herved kommer man de virkelige Forhold betydelig nsermere
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end ved Rammeforsog, idet Jorden har faaet Lov til at komme
i Ro omkring Pelen.

Dog faar man ogsaa her et forkert Resultat, hvis man f. Eks.
belaster en Pzl, der staar midt i en tet Pwlegruppe, idet et
saadant Forseg giver en storre Baereevne, end hvis Pzelen stod
a ene, da Belastningen ligefrem for en Del gennem Jorden
overfores til de andre Pale; det virkelige Forhold er imidler-
tid det, at ved tet rammede Pzle griber de forskellige Pzeles
Baereomraade ind i hinanden, saaledes at den samlede Gruppes
Beereevne er mindre end Produktet af Palenes Antal og den
enkelte Paels Beereevne.

Hvordan nu Pzlen end overferer sin Belastning, maa man
forudseette, at Paxlehovedels Nedsynkning er elastisk, d. v. s.
at Belastning og Nedsynkning er forbundet ved en bestemt
Lov saaledes, at naar Belastningen atter fjernes, gaar Pslen
tilbage til sin oprindelige Stilling; hvis Palen ikke er rammet
saaledes, maa den betragtes som ubrugelig i et forsvarligt ud-
fort Bygveerk; det er en l'*‘()i'(ll'ing, som stilles til alle Kon-
struktionsdele.

Hvis man i et Koordinatsystem afsatter Palens Nedsynk-
ninger som Abscisser og de tilsvarende Belastninger som Or-
dinater, vil man faa en Kurve, som vi vil kalde Pxlens Arbejds-
linie. Hvordan denne er, ved man ikke, den kan vaere retlinet
som for Jern og Tre, eller den kan vere krum som for Beton.
Vi vil i det folgende forudseette, at Arbejdslinien er retlinet,
idet man for det forste kun under den Forudsatning kan ud-
vikle en i Praksis anvendelig Teori, og for det andet, fordi
man kender for lidt til den virkelige Arbejdslinie, til at det
kan veere bereltiget at anvende en anden og mere kompliceret
Kurve. Denne Forudsaetning er jo i Virkeligheden den samme,
som man gor ved Bejning selv for andre Materialer end Jern
og Tree.

Under denne Forudssetning har man:

Pl

hvor 1 er Pzlehovedets Nedsynkning, k en Konstant og P
Belastningen. Hvis Palen er fast understotlet kun i Spidsen og
har konstant Tversnil, har man:

EF

S

p=="3,
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hvor E er Elasticitetskoefficienten for Pzlens Materiale, F

Palens Tveersnit og s Palens Laengde.

Hvis Pxlen ikke er fast understottet og ikke paa Spidsen
alene, kan man skrive:
EF |
==

S

P — : (1)
hvor s, er en Konstant, som kun kan bestemmes ved Forseg.
s vil i det folgende blive kaldt Pzlens Sammentryknings-
lengde, og den maa i hvert enkelt Tilfzelde bestemmes enten
ved Skon eller ved Forseg. Man vil iovrigt senere se, at det
kun er Forholdet mellem Pzlenes Sammentrykningslengder,
der faar Betydning, hvorfor en ngjagtig Bestemmelse af den
sjeeldent er ngdvendig.

§ 2. Peeles Indspending. Hvad der hidtil er sagl om
Peles Sammentrykning i Lengderetningen, gwlder ogsaa Peles
Sideudbejning. Hvis Pelen er rammet langt ned i Jorden, og
den faar en Sideudbejning, vil der fremkomme Indspzendings-
kreefler, og disse forudsettes altsaa at veere elastisk afhangige
al Udbejningen, og Afheengigheden forudszettes at vzere linegr.

Indspaendingskrzefterne vil veere afhaengige af, om Palen
foroven er simpelt understottet, eller om den er indspeaendt.

1) Hvis Pewlen er simpelt understottel foroven, vil der kun
[remkomme en Tveerkraft 7, i Understolningspunktet foroven :
denne vil vi forudswlte proportional med Udbgjningen, saa-
ledes at man har:

=
hvor 7T, er Tveerkraften, k¥ en Konstant 0g 4, Udbojningen.
Hvis man har en Pel, der er indspaendt i et bestemt Punkt
forneden, vil man have:
T, — .31‘11r i
St

hvor I, er Pwlens Inertimoment og s Pzlens Laengde fra Ind-
speendingspunkt til Understgtningen foroven.

Hvis Pelen ikke kan siges at vere indspeendt i noget be-
stemt Punkt, kan man skiive:

o
el 2)

s

hvor $, er en Konstant, som kun kan bestemmes ved Forsag.
$¢ vil i det folgende blive kaldt Pslens Indspzen(‘lings]wngde,
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og den maa ligesom Sammentrykningslengden i hvert enkelt
Tillzelde bestemmes enten ved Forseg eller ved et Skon.

Hvis man regner Palene indspzendte, vil Forholdet mellem
Sammentrykningslengden og Indspzendingslengden indgaa i
Beregningen, hvorfor det her er vigligere at bestemme disse
Leaengder nogenlunde rigligt, end hvis man kun regner Pelene
simpelt understottede forneden.

9) Hvis Pelen er indspandt baade foroven og forneden,
vil der i Understotningspunktet foroven fremkomme baade en
Tveerkraft T, og et Moment M,.

Man kan derfor skrive:

A=k Ts + ks M,

¢ = kyTs + kM,
hvor %, er Udbgjningen foroven, ¢ Vinkeldrejningen foroven
og ki, ky, ks og k, Konstanter; her er iflg. Maxwells Setning
ol

Hvis Pzlen er indspendt i et bestemt Punkt forneden, vil
man have:

LTy | Mys?
L=+ g5y * T, | "
N L T l =
5 ARG Y T A 1

hvor s er Palens Lengde mellem Indspeendingspunkterne og
I, Pxlens Inertimoment.

De to Konstanter k, og k, i de forst anforte Ligninger kan
imidlertid altid skrives som i den forste Ligning (3), naar man
bestemmer en Indspzndingslengde s, og et Inertimoment Ir
derefter. Derimod er det ikke givet, at k, kan skrives som
den sidste Konstant i den anden Ligning (3), men man kan
altid skrive de to Ligninger paa folgende Form:

Tss:; M()i:
WS T l (3a)
D a
A Tss} M, s,
o6 i SR

Vi vil her sette @ =1, da for det forste e altid vil veere
meget ner 1, og da de Forsog, hvorved « skulde bestemmes,
sikkert ikke kan geres nejaglige nok til en narmere Bestem-
melse af e.
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3) Hvis Pwlen er simpelt understotlet baade foroven og
forneden, fremkommer der selvfolgelig ingen Indspaendings-
kreefter.

$ 3. Plane Pzlegrupper. Ved en plan Palegruppe forstaas
en saadan, hvor alle Pelene er parallelle med en bestemt Plan,
i hvilken de ydre Kreefter virker; tillige maa Pxlene veere
anbragt symmetrisk om Kraftplanen.

Det skal i et senere Afsnit vises, hvorledes man kan udvide
Begrebet plan Paelegruppe til at omfatte alle Pelegrupper, der
blot er symmetriske om Kraftplanen, saaledes at man ikke
behover at opretholde Fordringen om, at Pzlene skal veere
parallelle med denne Plan.

Teorien for Beregningen af saadanne Pzlegrupper hviler
foruden paa de almindelige fra Elasticitetsleeren kendte For-
udszetninger tillige paa folgende to Forudsatninger:

1. Pzletrykkene er linezre Funktioner af Paxlehovedets Ned-
synkning, og de paa Palen til Bgjning af denne virkende
Kreefter er lineere Funktioner af Pezlens Udbgjning og
Vinkeldrejning.

2. Pillen er uendelig stiv i Forhold til Pzlene. (Ved Pillen
forstaas det Bygveerk, hvori Pelene foroven er fastgjort).

Hvad den forste Forudsztning angaar, har vi i de to forste
Paragraffer undersogt dennes Berettigelse. Her skal blot til-
fajes folgende:

Pewlenes elastiske Forhold er til en vis Grad uafheengig af
Pzelenes Bereevne, og man faar derfor ikke noget egentligt
Holdepunkt til Bedommelse heraf ved Ramningen, hvad man
derimod faar ved Belastningsforseg. Man maa i Virkeligheden
gaa ud fra, at lige lange og lige svzre Pzle, der er rammet

i samme Slags Jord, har samme Elasticitet. Rammer man saa-

ledes 3 Pale efter hinanden, hvoraf Nr. 1 og 3 giver samme
Nedsynkning for sidste Slag, medens Nr. 2 maaske giver det
dobbelte, maa man alligevel forudsztte, at de alle tre har
samme Elasticitet, iseer da Ramningen foregaar under en vold-
som Forstyrrelse af de berende Lag. Hvis man alligevel mener
sig berettiget dertil, kan man tage Hensyn til Forskelligheden
ved at finde Pwletrykkene, naar Pal Nr. 2 svigter. Man maa
i det hele taget gore sig klart, at Beregningen kun geelder
under de bestemte Forudsztninger, man har gjort med Hensyn
til Paelenes Elasticitet, og at det selvfolgelig er en nyttig Sik-

By ¢
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kerhed ved en vanskelig Jordart, som ikke er nermere under-
sogt, at regne med nogle >eeles Svigten, idet man aldrig skal
stole for meget paa sine Undersogelser af Bunden, hvis disse
ikke er meget omhyggelige.

Den anden Forudsetning, at Pillen er uendelig stiv i For-
hold til Pzlene, vil i de aller fleste Tilfselde veere lige saa
rigtig som de almindelige Foruds®tninger i Elasticitetsleren.
Kun hvor Pillen har stor Udstraekning og ikke er konslrueret
seerlig stiv, kan der maaske blive grove Afvigelser fra denne
Forudsetning; dog er man ogsaa i saadanne Tilfzelde henvist

til at regne, som om Pillen var 0
uendelig stiv, da Beregningen

ellers bliver uoverkommelig. A
Naar en Pille udseettes for en
Belastning, vil den paa Grund
af Pelenes Sammentrykning og
Udbejning faa en Bevagelse,
uendelig lille i Forhold til Sy-
stemets Udstraeekning. Der bliver
kun her Tale om Beveegelser i
Kraftplanen, idet alle Pelene,
som ovenfor defineret, er paral-
lelle med og symmetrisk anbragt om denne Plan. Da Pillen er
uendelig stiv, vil dens Bevaegelse altid bestaa af en Drejning
om et vist Punkt eller af en barallelforskydning*). Kender
man forst Bevaegelsens Drejningspun kt og Drejningens Storrelse
(Parallelforskydningens Retning og Sterrelse), kan man finde
Paelenes Forskydninger og deraf Paeletryk og Bejning i Pwxlene.
I Beregningen af en plan Palegruppe er der derfor kun 3
ubekendte, nemlig Drejningspunktets to Koordinater og Drej-

Fig. 21.

" ningsvinklen, saaledes at Opgaven under de givne Forudset-

ninger kan lgses med de tre statiske Ligevaegtsbetingelser.
Faar Pillen en Drejning ¢ om Punktet 0 (se Fig. 21), vil
Paelehovedets Forskydning i Peelens Leengderetning veere:
A = r¢ cosy = pg, (4)
hvor p er den vinkelrette Afstand fra Pkt. O til Pzlen.

Peletrykket er da:
EF
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P py. )

* Se J. Hjelmslev: Leerebog i Geometri, 1917, Side 109.
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Pzlehovedets Beveaegelse vinkelret paa Pelens Lengderetning
faas paa samme Maade:
A = resiny = qo,
hvor g er Afstanden fra O til en Linie vinkelret paa Palen
gennem Palehovedet.
Vi vil i det folgende undersoge 3 Arter af Peeleveerker,

1) Peleveaerker, hvis Pzle er simpelt understottede foroven
og forneden,

2) Peleveerker, hvis Pazle er indspendt i Bunden, men sim-
pelt understattede i Pillen,

3) Peleveerker, hvis Pzle er indspsendt baade foroven og

forneden.

II. Peleverker med Paxle, der er simpelt under-
stottede foroven og forneden.

§ 4. Sammenhzengen mellem Paavirkning og Drejnings-
punkt; Inertimoment. Som omtalt i forrige Paragraf kan
man ved de tre Ligeveegtsligninger bestemme Drejningspunkt
og Drejningsvinkel for en vilkaarlig Belastning; man kan
imidlertid finde forskellige Betingelser mellem specielle Kraft-
linier og de tilherende Drejningspunkter, saaledes at man ved
at oplese den vilkaarlige Belastning paa en bestemt Maade
kan skrive almengyldige Formler op for Peletrykkene.

Palenes Vinkel med den lodrette kaldes « og regnes positiv
fra den lodrette med Uret.

Det forudswettes indtil videre, at Pilleunderkanten er plan.

Naar Pillen faar en Parallelforskydning 1 lodret nedad, vil
der i en vilkaarlig Pzl fremkomme et Tryk:

EF
o CcOS «.
2%
Idet man ssetter:
El
V= cos* a™) )
Sy
faas:
e
Lodret Komposant af Paletrykkene: P;= 3 costa = p.
']
o
Vandret » » » P Po= 5. cosesine = v tge.
V3

*) Indfert af A. Ostenfeld i Teknisk Tidsskrift 1921 Nr. 1,
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Resultanten R’ af disse Peletryk gaar gennem Tyngdepunktet
for de lodrette Krafter v virkende i Pzlenes Skeeringspunkter
med Pilleunderkant og danner en Vinkel o’ med den lodrette
bestemt ved Ligningen:

tg o' = (8)
Leegger man en vandret Plan i en vilkaarlig Hejde, vil Skee-
ringspunktet mellem denne og R’-Linien vere Tyngdepunktet
for de lodrette v-Kreefter virkende i Pzelenes Skeeringspunkter
med Planen.

Naar Pillen faar en Parallelforskydning 1 i vandret Retning
til venstre, vil der i Pzlene fremkomme et Tryk:

SR
P = —sine.
Sg
DI
Lodret Komposant herat: Pr— sin « cosa = v tg a.
Sg
B s -
Vandret » R == sin? a — e,
S5

Resultanten R” af disse Paletryk gaar gennem Tyngdepunktet
for de lodrette Kreafter vtga virkende i Pelenes Skaerings-
punkter med Pilleunderkant og danner en Vinkel «" med den
lodrette bestemt ved Ligningen:

(9)

tg o' =

Det er verd at legge Merke til, at den vandrette Komposant
af R’ er lig den lodrette Komposant af R” (jevnfer Maxwells
Seetning). Vi skal senere vende tilbage hertil.

Leegger man en vandret Plan i en vilkaarlig Hejde, vil
Skeeringspunktet mellem denne og R’-Linien veere Tyngde-
punktet for de lodrette v tga-Kreefter virkende i Pelenes Skee-
ringspunkter med Planen.

Af det her fremforte folger: ,

Naar Pillen paavirkes af en Kraft i R’-Linien, vil Pillen faa
en lodret Parallelforskydning, d.v.s. dreje sig om det uende-
lig fjerne Punkt i vandret Retning.

Naar Pillen paavirkes af en Kraft i R"-Linien, vil Pillen faa
en vandret Parallelforskydning, d. v. s. dreje sig om det uen-
delig fjerne Punkt i lodret Retning.
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Naar Pillen paavirkes af en vilkaarlig Kraft gennem Skee-
ringspunktet mellemm R’ og R", vil Pillen faa en Parallelfor-
skydning, . d. v.s. have sit Drejningspunkt uendelig fjernt, idet

1 o
Ne” |

=3

Fig. 22.

Kraften kan opleses i Komposanter efter R’ og R", og hver
af disse giver en Parallelforskydning.

Ifolge den reciproke Sammenhzng mellem Kraft og tilhe-
rende Drejningspunkt®), som gaar ud paa, at naar en Kraft
R har Drejningspunktet O, vil en Kraft R, gennem O have sit
Drejningspunkt beliggende paa R, har man, at en Kraft gen-
nem de to nzevnte uendelig fjerne Drejningspunkter, altsaa en
Kraft i Planens uendelig fjerne Linie, hvilket svarer til et Mo-
ment, har Drejningspunkt i R'og R" Liniernes Skaeringspunkt;
dette Punkt kaldes Pelegruppens 0-Punkt.

Dette fremgaar ogsaa direkte af det folgende: Leegger man
gennem O-Punktet en vandret Plan i fast Forbindelse med
Pillen, og giver man denne en Vinkeldrejning om en vandret
Linie gennem O vinkelret paa Paxlenes Plan, vil der fremkal-
des Peletryk, hvis lodrette Komposanter er:

"
N

P ; pg €os « = quy,
2

og hvis vandrette Komposanter er:

#) Se Ritter: Graphische Statik, 1900, 3. Del, S. 260, og en Artikel af
H. M. Westergaard i Journ. Western Soc. of Eng. Dec. 1917.
4
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EF :
P, = Py sin ¢ = oy g «,
Sa
idet 7 er Afstandene i denne vandrette Plan fra O-Punktet til
Pelenes Skeringspunkter med Planen, positiv til hgjre.
Svptg e er imidlertid Nul, da O-Punktet ligger paa R"-
Linien.
Svy er ligeledes Nul, da O-Punktet ogsaa ligger paa R’-
Linien.
Pzletrykkenes Resultant bliver saaledes et Moment M, og
Vinkeldrejningen ¢ bestemmes af Ligningen:

= M

=7 I

hvor: l )
I =Zvg% )

Man ser, at dette Udtryk er ganske det samme som det, der
findes i den almindelige Bejningsteori, naar man erstatter

F
Arealenhed med — cos? «.
Sy

Det Inertimoment I, som faas om Punktet O, er det mind-
ste, der kan fremkomme i nogen vandret Plan om noget Punkt.
Denne Betingelse vil mange Gange kunne fore til en direkte
Bestemmelse af O-Punktet uden nogen som helst Beregning.

At dette er rigtigt, kan vises paa felgende Maade:

Laegger man en vandret Plan i en vilkaarlig Hejde, faas i
denne Plan Minimum af I = Zvg? om Planens Skeeringspunkt
med R’-Linien, idet dette Punkt er Tyngdepunktet for v-Kreef-
terne. Vi vil nu opsgge den Plan, hvor dette Inertimoment er
Minimam.

Idet der leegges et Koordinatsystem med Begyndelsespunkt
i O-Punktet (Skeeringspunktet mellem R’ og R”) og med lodret
z-Akse, positiv opad og med vandret Abscisseakse, positiv til
hgjre, har man for Pzlenes Skeeringspunkter med en vandret
Plan i Afstanden z fra Abscisseaksen (se Fig. 22):

7=+ z(lge—1ga),
hvor 7 er Abscissen til Peaelens Skeeringspunkt med Abscisse-
aksen, 7/ den vandrette Afstand fra R’-Linien til Palen i den

nevnte Plan.
Man finder da:

I = Zoy? = Svg? 4 2230 (1g @« — tg &')2+ 2230y (1§ « — tg &').
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I dette Udtryk er det sidste Led Nul, da:
Soptgee =0 og Svuy=0,

idet Begyndelsespunktet baade ligger paa R"-Linien og R
Linien.

Det forste Led er konstant, det andet Led er altid positivt,
og man faar derfor Minimum af [, hvis dette andet Led er
Nul, hvilket kun sker, naar:

=i

Altsaa faar man I, om O-Punktet.
Da: I'=2pp= 3 -——p?, (11)

er altsaa felgende Seetning bevist:
O-Punktet er saaledes beliggende, at Paelenes Inerti-
moment om dette Punkt er Minimum.

I de specielle Tilfeelde og i Eksemplerne er denne
S@etning anvendt flere Gange.

Kaldes i et vilkaarligt Koordinatsystem med X-Akse i Pille-
underkant, positiv til hejre, og lodret Z-Akse positiv opad, Ab-
scissen til R’-Liniens Skeeringspunkt med Pilleunderkant for
ay og til R”-Liniens Skeeringspunkt med Pilleunderkant for
ay, og kaldes O-Punktets Koordinater x, og z,, har man:

Al s . » g L " /
Xy— Xo = 2yt a’; X5 — Ty = Zylg &, (12)
hvoraf felger:
(] ’ ’
= ————— Xy = Lo + 2t @
0 tg an tg ar ’ 0 b
hvor: I
r n
C = &0 =30«

(13)

x, 0g z, kan altsaa beregnes ved Hjeelp af tg«/, tg «" og Tyng-
depunkterne for Kraefterne v og v tg«.
y findes af Formlen:

=0 — Xy Zotg o (14)

EF ., :
Iovrigt ser man af Udtrykket /= = 5 p? at Inertimomentet

9
2

er uafhzngigt af Pilleunderkantens Retning og Beliggenhed.

§ 5. Peeletrykkene. Naar Pillen faar en lodret Beveegelse 1

nedad, vil Pzletrykkets lodrette Komposant veere :
4:5:
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P eos ai=—0;
medens Resultanten af alle Paletrykkene er en Kraft

2v : \ ;
;» 1 Retningen R'.
cos «

Naar Pzlegruppen derfor paavirkes af en Kraft R, positiv i
den paa Fig. 22 angivne Retning, vil Paletrykkets lodrette
Komposanl vere:
- o
Pcose =Reosa —-

Naar Pillen faar en vandret Beveegelse 1 til venstre, vil Peaele-
trykkets lodrette Komposant veere:

Peosie = vitgie;
medens Resultanten af alle Pwletrykkene er en Kraft

N y 2
2D C8 S s
= g;, i Retningen R".
sin «

Naar Palegruppen derfor paavirkes af en Kraft R", positiv i
den paa Fig. 22 angivne Relning, vil Paletrykkets lodrette
Komposant vere:

vig «

Pcos o = R'sin o' = ——
2v g%

Naar Pillen faar en Drejning ¢ om O-Punktet, positiv med Urel,
vil Peeletrykkets lodrette Komposant veaere:

pl Al
N

P cos a = “= pe cos &« = -+ v,
= P ¥4

2

Da:
M
(p = I ?
faas:
Pcosa = + M ";/ .

En vilkaarlig Belastning kan altid reduceres til en Kraft R’,
en Kraft R" og et Moment M.
Paeletrykkets lodrette Komposant er da:

’ v 1 et " ot £
Pcosoe = R'cose’ — + R'sinw ;l——g:l + M -l (15)
2v Svtg* e

Man kan i Stedet for en Oplesning af den vilkaarlige Belast-
ning i R’, R" og M foretage en Oplesning i Q:, Q. og M,
hvor Q- og Q. er henholdsvis en lodret og en vandret Kraft
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gennem O-Punktet, positiv i Koordinataksernes negative Ret-

ninger.
Idet: 0*—'Ricosici R" cos «"
og
Q. = R’sin o' + R'sin o,
faas:

’

v g’ — g Lo v tge—tge
Sp tga” —1g ¢

D 608 o8 — 1 ; " —tga’
Pcosa = Q- " Sotge tga’ —tg e’ (16)

& 6. Hovedakserne #*), Til Bestemmelse af disse anvender

vi kun Parallelforskydninger og dertil ho- ot
rende Kreefter, der jo gaar gennemO-Punktet. b
in lodret Parallelforskydning 1, d. v. s. svlpu
en Bevaegelse med Drejningspunkt i den DN
vandrette Linies uendelig fjerne Punkt, giver y R

en Kraft i sin egen Retning paa 2v og en

Kraft vinkelret derpaa paa 2v tge. | s
En vandret Parallelforskydning 1, d.v.s
Ky gl id v s Fig. 23.

en Bevegelse med Drejningspunkt i den
lodrette Linies uendelig fjerne Punkt, giver en Kraft i sin egen
Retning paa 3vtg?e og en Kraft vinkelret derpaa paa Sotg a.

Hvis man giver Pillen en darallelforskydning 1 en Retning,
der danner Vinklen ¢ med den vandrette, faar man en Kraft,
hvis Projektion i og vinkelret paa Bevagelsen kaldes henholds-
vis R, og Ry.

Af hosstaaende Figur 23, hvor Krefterne fra en lodret og
en vandret Forskydning 1 er angivet, finder man, idet Beveegel-
sen opleses i en vandret Beveegelse 1-cos ¢ og en lodret Be-
veegelse 1:-sin ¢:

R, = cos®@3v g’ | sin ¢ 20 + sin 2p23vtg .

R, = } (Sv— 3v tg® @) sin 29 + cos 293v g a.

— 5
er de samme Som dem, man

Disse Transformationsligninger
#5)  paar man erstatter

finder for en plan Sp:endingstilslaml'*"

#) Udtrykkene (15) og (
feld i Teknisk Tidsskrift 1921 Nr. 1.
#4) Hyad der findes i dette Afsnit, er principielt bevist i Ritter: Graphische
Statik, 111 Bd. 1900, S. 264. Fremstillingen her er dog en vaesentlig anden.
#¥¥) Se saaledes A. Ostenfeld: Elasticitetsleere, 1916, S. 66.

16) er i en lidt anden Form opstiliet af A. Osten-
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Snit med Retning til Drejningspunkt, Normalspanding med
Kraft i Bevagelsesretning (0. og gy med henholdsvis 3v tg? «
08 2v) og Forskydningsspaending med Kraft vinkelret paa Be-
vaegelsen (r med 3vtge). Kraften ,i Beveegelsesretningen vil

iovrigt altid kunne skrives som X % cos’a, hvor e« maales i

"
Forhold til Bevagelsesretningen, Kraefter vinkelret paa Bevea-

EF i
gelsen paa samme Maade som 3 5 Cosea-sina.
2

Man vil derfor have ganske de samme Relationer mellem
Retning til Drejningspunkt og tilhorende Kraft som mellem
sammenherende Snit og Spaending, 0g man kan derfor opstille
folgende Satninger :

1. For to paa hinanden vinkelrette Parallelforskydninger 1
er Krafterne vinkelret paa Beveegelsen lige store; dette frem-
gaar ievrigt ogsaa direkte af Betti’s Saetning #).

2. Sammenherende Retninger til Drejningspunkt og Kraftretninger danner
involutoriske Liniebundter; Involutionen har ingen Dobbeltstraaler, da der
hertil kreves, at der findes Beveegelser, for hvilke Komposanten af Kraften
i Bevagelsens Retning gaar imod Bevzgelsen.

Heraf folger, at Kraftretning og Retning til Drejningspunkt kan ombyttes.
Dette gelder iovrigt ogsaa for Krefter, der ikke gaar gennem 0, naar man
blot taler om Retningen fra 0 til Drejningspunktet, idet en saadan Kraft
foruden en Drejning om det uendelig fjerne Punkt i en vis Retning tillige
giver en Drejning om 0. Retningen fra O til Drejningspunktet vil saaledes
vere ens for alle parallelle Krafter.

3. Der findes to paa hinanden vinkelrette Retnin-
ger, i hvilke en Parallelforskydning giver en Kraft
i sin egen Retning. Disse to Retninger kaldes Pxle-
gruppens Hovedakser og bestemmes af Ligningen :

DR i €
tg Do —= ‘Ulg a‘{— = = ,:)', e (17>
v —3Svtgia cotg ' — tg o

hvor @ er Hovedaksernes Vinkel med den lodrette.

Dette Udtryk kan ievrigt ogsaa let udledes direkte ved at udtrykke, at
en Parallelforskydning i Retningen o giver saadanne Pewletryk, at Summen
af disses Projektioner paa en Linie vinkelret paa Bevaegelsen er Nul,

4. Hvis man ud fra O afsetter som Radius vector de til
de forskellige Beveaegelsesretninger svarende Kreefter, vil man
fremstille en Ellipse, hvis Hovedakser er Palegruppens Hoved-
akser. Radius vector i disse kaldes henholdsvis R; og Ry.

#) Se A. Ostenfeld: Teknisk Statik I, 1920, S. 282.
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5. 1 en Ellipse med Hovedakser i Pzlegruppens Hovedakser og med Halv-
akser af Leaengden JR, og VR, vil konjugerede Diametre vwere sammenho-
rende Kraftretninger og Retninger til Drejningspunkt, For de Bevaegelses-
retninger, der svarer til de om Hovedakserne symmetriske konjugerede
Diametre, har man den storste Afvigelse mellem Kraft- og Bevaegelsesretning.

6. Hovedaksernes Retninger og Leengder findes lettest gra-
fisk ved Land’s Cirkelkonstruktion *), idet man gaar ud fra en
vandret og en lodret
Bevaegelse:

Heraf faas:

Ry =12, Ry=Tl.

By
M 12
Vil man beregne /
Hovedaksernes Ret-
ning, anvendes den

for anforte Ligning 7,

(17) ’ P ’ch
Sterrelsen af R; og @ »

R; findes af Lignin- 7 B

gerne: Fig. 24.

2’}:-&@‘1} t Sotgte) + J(Sv—Svtglap + 4(Svtge?- (18)
I1

§7. Drejningspunktets Beliggenhed. En Drejning kan op-
fattes som en Vektor beliggende i Drejningsaksen og af Storrelse
lig Drejningsvinklen, positiv i den Retning, hvorfra Drejningen
ses mod Urviseren, og en Parallelforskydning kan opfattes som
et Vektorpar i en Plan vinkelret paa Parallelforskydningens
Retning: dette Moment drejer mod Uret, naar det ses fra den
Side, hvor hen ad Forskydningen gaar )]

Naar man for en vilkaarlig Belastning vil finde det tilsva-
n gaa frem paa folgende Maade:

rende Drejningspunkt, kan ma
aft R’, en

Den vilkaarlige Belastning reduceres til en Kr
Kraft R" og et Moment M, og man finder da:
En Kraft R’ giver en Parallelforskydning lodret nedad:

; R’

=
4 v )
cos o

En Kraft R" giver en Parallelforskydning vandret til venstre:

#) Se A. Ostenfeld: Elasticitetslzere. 1916, S. 67.
#*) Se C. Juel: Rationel Mekanik, 1913, S. 165.

f
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o Rl/
s iy
sin &”
Momentet M giver en Drejning:
M
@ = *
Yok

Den samlede Forskydning af Pillen kan derfor opfattes som
en vandret Kraft ¢ gennem O-Punktet (vinkelret paa Pzlegrup-
pens Symmetriplan), et Mo-
ment y’ i en vandret Plan 0g
el Moment y" i en lodret Plan.
Man faar derfor den i Fig.
25 viste Konstruktion af Drej-
ningspunktet O':
Fra Punkt O afszwttes et Stykke
y R coso
v ¢ o
udad en vandret Linie. Fra dette Liniestykkes Endepunkt
afszettes udad en lodret Linie Stykket

izl it s sing”
() 9 2wigia

Herved kommer man til Punkt 0', det endelige Drejningspunkt

for den givne Belastning.

Man finder nu Peletrykkenes lodrette Komposanter:

Fig. 25. a —

vy’

Pcosa =+ vpy’ =+ M l/ )
hvor I er Inertimomentet om O-Punktet, og 4 er den vand-
z rette Afstand fra det ende-

lige Drejningspunkt 0,
positiv til hejre.
Q Det kan imidlertid paa-
vises, at Kraftlinie og Drej-

12 ;
o % Nx nmgspun.kt er‘ l"olar 0g
< = Sioma 4 Antipol til en Ellipse med
- Hovedakser i Paelegrup-

pens Hovedakser *),

[ Figur 26 er angivet
Pwxlegruppens to Hovedakser I og II, der anvendes som Koordi-
natakser. R er den angribende Kraft, O’ det tilsvarende Drej-
ningspunkt.

Fig. 26.

#) Se Ritter: Graphische Statik, III, Bd, 1900, S. 264.
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R, og R, er Kraften R’s Komposanter efter henholdsvis

I og I.
Man har nu Momentet om O-Punktet:
[WZ:—RI n::—‘Rufls A
hvor f; og [, er Afstanden fra O til R’s Skaringspunkt hen- J
holdsvis med II og I.
Koordinaterne til Drejningspunktet O': ¥
it et N g PR
BRI Rk TR [
SN e | AR TR |
B B e

Den Linie, hvori R virker, har Ligningen:

o z
+ =—=1.
fu /l
Hvis man heri indseetter de Veerdier for f, og fi;, som findes
af de ovenfor anferte Udtryk for a og b, faar man:

xa zb i
( ] -+ 7 >_— 412
Ry (1{, i

Dette er Ligningen for Punkt O'’s Antipolar med Hensyn til
en Ellipse med Halvakserne:

l/’ SRiapL
Ripas 7 |/ R;
Man har altsaa: Kraftlinie og Drejningspunkt er Polar og

Antipol med Hensyn til en Ellipse, der har Hovedakser i
Pxlegruppens Hovedakser, og hvis Halvakser har Langderne:

- /I 0g I/I . ' ‘
V By o VR ;

$8. Farligste Belastning for en Pel; Pzlegrupper, hvor 1
Pzlene ikke kan tage Treek. Vi vil nu undersoge Indflydel-
sen paa Pwletrykket i en vilkaarlig Pzl af en Kraft af |
Sterrelsen 1, naar denne indtager forskellige Stillinger i Kraft- ‘
planen. Feorst vil vi finde de Stillinger, der giver Paletrykket
Nul.
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I hosstaaende Fig. 27 er angivet O-Punktet og den i S
omtalte Ellipse, som vi vil kalde Polarellipsen; tillige er an-
givet den vilkaarlige Pzl P:, der undersoges.

For at Trykket i denne Pzl kan blive Nul, maa Drejnings-
punktet ligge i Pzlens Retningslinie, og Kraften maa derfor
gaa gennem Pzlens Antipol, K, med Hensyn til Polarellipsen.

En vilkaarlig Kraft kan altid parallelforskydes til Punkt K,
naar man tilfojer et Moment. Peletrykket vil, da en Kraft
gennem K intet Pzletryk
A giver, veere ligefrem pro-
portional med Momentet,
for en Kraft 1 altsaa med
Kraftens Afstand fra K.
B A, Man har derfor:

f Alle de Kreafter, der
f A7y giver Pzletrykket Nul i

en vilkaarlig Pel, gaar
gennem Pewlens Antipol
K med Hensyn til Polar-
)V ellipsen. Alle Kreefter af
samme Storrelse, der tan-
Q ' gerer en Cirkel med K
som Centrum, fremkalder
det samme Peletryk i
Palen, saaledes f. Eks. Kreefterne R, og Ry i Fig. 7.

Den Kraft gennem O, der giver storst Peletryk, gaar vinkel-
ret paa OK, idet dens Virkning er proportional med dens
Afstand fra K. Kreefter gennem O symmetrisk beliggende om
OK har samme Virkning paa Peletrykket.

[ Praksis vil man i Almindelighed have en Belastning, der
er givet ved vandrette og lodrette Krefter; for at finde den
farligste Placering af den beveaegelige Belastning vil vi behandle
de lodrette Krefter for sig og de vandrette for sig.

Hvis der kun findes en lodret Kraft, Q:, er Peletrykket ifolge
Ligning (16):

Pieasigr=1);

Fig. 27.

v tge" —tg
2o tge' —tga

’ “&‘ (.):Pv l)[)/ ’

hvor e, er Kraftens Afstand fra O, positiv til hejre.
Peletrykket vil derfor vaere Nul, naar:

I tga'"—tga

730 lg o —tga’

Dette svarer til, at Kraften gaar gennem Punkt K.

ey — —

(19)
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En Influenslinie for lodrette Kreefter vil veere retlinet og
have sit Nulpunkt i Afstanden e, fra O-Punktet. Man skal der-
for for at faa Maximum eller Minimum i Pezlen kun fage de
lodrette Krzefter med paa den ene Side af Punkt K.

Hvis Belastningen kun bestod af en vandret Kraft, Q., vilde ?
Peeletrykket veere: g
v tgo —tg vy |
P cos = U — . — e ();-P 2

e Svtga tgo'—tgea SE T 3

hvor e er Kraftens Afstand fra O, positiv opad.

Skal Pezletrykket vaere Nul, findes:

g %
~s I tga —1ga’ (20) !

p3vtge tga'—tga

En vandret Kraft i denne Beliggenhed gaar ligeledes gennem
Punkt K; e, og e er saaledes Punkt K’s Koordinater i Forhold

il O-Punktet.
Paa samme Maade som for lodrette Kraefter vil Influens-

linien for vandrette Kreaefter veere retlinet og have sit Nulpunkt
i Hojden e;.

Man skal derfor, for at faa Maximum eller Minimum af Pzele- h
tryk, kun tage de vandrette Krzefter med paa den ene Side af

Punkt K. ’
Om Krefter parallelle med en vilkaarlig Retning vil man il

almindeligt kunne sige, at en Linie gennem K er Nullinie, og '

Kreefter paa den ene Side af denne Linie giver positivt Paele-

tryk, Kraefter paa den anden Side negativl Paeletryk. |

Hvis Palene i en Pwlegruppe ikke kan overfere Trek, maa man, naar |
Beregningen giver Trek i en Pwl, udskyde en
saadan og saa gentage Beregningen; da man
herved kommer til at operere med en ny Pele-
gruppe, der har et andet O-Punkt, andre tg o’
og tg¢” m. m. end den oprindelige, vil denne
Fremgangsmaade vewere temmelig besvearlig, of
vi skal derfor anfore en anden Maade, der kan
gore en saadan Beregning hurtigere.

I hosstaaende Fig. 28 er vist en Pzlegruppe,
hvor den yderste Pzl til hejre faar Trek; den
vdre Belastning skal nu holde Ligevaegt med de
resterende Pale. Hvis man tenkte sig, at man
bibeholdt Traekpaelen, men satte en Kraft N paa Fig. 98
i Pwlens Retning, lig og modsat rettet det Treelk, A
som den ydre Belastning samt N, fremkalder i Pelen, vilde man opnaa |

akkurat det samme, som om Trakpelen var taget bort, idet den ydre Be-
lastning nu holder Ligeveegt med de resterende Pwele plus to ligestore og

modsat rettede Kreefter.
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Det Peeletryk, der fremkaldes af en Kraft 1 i Pwlens Retning, positiv mod-
sat rettet det paa Figur 28 for N, viste, kaldes X,.

Naar nu Pezletrykket skal vaere Ny for den ydre Belastning plus Kraften
Ny, idet denne regnes positiv som angivet i Figur 28, faar man:

Nr= P, — N: X,
hvor P, er Pwzletrykket for den ydre Belastning i den oprindelige Pzelegruppe:
ik
el
Nu beregnes altsaa de ovrige Peeletryk for den ydre Belastning samt N,
Hvis der er flere Pzle, der faar Traek, maa der swttes en Kraft N, for
hver af disse Pwle; man faar da:
Ny=F Py =N X — NpXep . ...
Np= Pyo— N; Xpr — Np Xpp. ...
Ved X, forstaas Trykket i Pewlen r for en Kraft 1 nedad i Pzl P o.s. v,

Af disse Ligninger kan man finde de Kreafter N, der skal anbringes paa
Pelegruppen. Man ser let, at ogsaa denne Metode bliver besverlig, hvis det
er mange Pele, der faar Trak. I et saadant Tilfrelde vil det betale sig straks
at udskyde alle Traekpzlene, dog ikke saadanne, der staar lige paa Greensen,
man regner saa om med denne nye Pelegruppe, og hvis endnu en enkelt
Pzl faar Traek, behandles den paa den ovenfor anforte Metode.

Naar man saaledes borttager Virkningen af de Pzle, der faar Trak, er
det sandsynligst, at Drejningspunktet for Belastningen rykker bort fra disse
Pezle; derved vil maaske endnu en eller flere P:le faa Traek, og disse maa
saa som ovenfor omtalt ogsaa udelades. Men utenkeligt er det ikke, at en
Pel, der i den oprindelige Pwlegruppe fik et Treek, efter Fjeernelsen af nogle
Trakpezle kan faa et Tryk; dog vil dette kun sjzeldent ske og kun, hvis
det er et meget lille Trwk, den faar.

N: (1)

Imidlertid findes der Krefter, der ikke kan optages af en
Pwlegruppe, hvis Pxle ikke kan overfgre Traek, ligesom der
er Krefter, der ikke kan optages af et Tveersnit, der kun kan
yde Trykmodstand. For at en Kraft skal kunne optages af en
saadan Pzlegruppe, maa den veere saaledes beliggende, at der
ikke findes noget Punkt i Kraftlinien, der har alle Palene il
samme Side, d. v. s. at en Drejning af Pillen om dette Punkt maa
ikke give enten kun Tryk eller kun Traek i Peelene; thi hvis man
tager Momentet af alle de paa Pillen virkende Krafter om et
saadant Punkt, vil man ikke kunne faa Ligeveaegt, hvis der
ikke er Trek i nogen Pal.

Saaledes vil den paa Figur 28 viste Kraft R ikke kunne op-
tages, idet Momentet om A aldrig vil kunne blive Nul.

Ligeledes vil en Kraft, hvis Heldning er storre end de mest
haeldende Skraapzle, aldrig kunne optages, hvilket ogsaa ses
umiddelbart, hvis man projicerer paa en Linie vinkelret paa
Kraften.




61

8 9. Almindelige Bemeerkninger. Denne Udvikling vil prin-
cipielt ikke forandres, selv om Pilleunderkanten ikke, hvad
der for har veeret forudsat, er retlinet, idet Paletrykkene kun
er afheengige af den vinkelrette Afstand fra Drejningspunktet
til Paclen. Hvis der bruges en grafisk Metode *) til Bestemmelse {

af R og R”, gor man slet ikke Brug af Pilleunderkanten. Hvis /

man bruger Beregning til Bestemmelse af R’, R" og O-Punktet, 1

kan man altid indleegge en vilkaarlig ret Linie som en reg- b ¢

ningsmessig Pilleunderkant, idet man saa maa regne Pelenes

Vinkler ¢ ud fra en Linie vinkelret paa Pillennderkanten. i
Som vist Side 51 er: 1l

e | SEHR . |
I =23vp*=3 & p? }
uafheengig af den valgte Retning for Pilleunderkanten.

Da man i Almindelighed @nsker at gere Palegruppen saa
stiv som mulig, d. v. s. Vinkeldrejningen ¢ og en Parallelfor-
skydning sarlig i 1. Hovedakse saa lille som mulig, skal vi
her underspge, hvad der kan geres i den Retning (Pzeletryk-
kene vil vokse med aftagende Stivhed).

Da O-Punktet ligger saaledes, at Inertimomentet I = Zvy® |
om dette Punkt skal veere Minimum, vil det ligge i en saadan
Hojde, at Skraapzlenes Retningslinier her er samlede saa me- 1
get som muligt. Derfor ber man i al Almindelighed satte Lod-
pelene yderst i Gruppen og swmtte parallelle Skraapzle saa
langt fra hinanden som muligt. Tillige ber man anbringe
disse sidste saaledes, at O-Punktet kommer saa nr som mu-
ligt i den Hegjde, hvori de vandrette Kreefter Q. paavirker
Gruppen, .idet en Hojdeforskel e her imellem frembringer et \
Moment M = (.-e, som giver yderligere Peletryk.

Samtidig ber man saa vidt muligt serge for, at den farligste }
Resultant af de ydre Krefter virker efter Paxlegruppens forste |
Hovedakse, da dette giver den mindste Forskydning og derfor |
ogsaa de mindste Paletryk; den ydre Kraft vil, naar den ligger f.‘
i forste Hovedakse, fordele sig mest ligeligt over Pwlene. ,

Endelig skal det bemzrkes, at hvis O-Punktet ligger imellem '
Q.-Kraften og Pilleunderkant, vil den vandrette Beveegelse fra
(., virkende i O-Punktet, modvirke den vandrette Beveaegelse
fra Momentets Drejning, medens det omvendte vil veere Til-
feeldet, naar O-Punktet ikke ligger mellem (Q.-Kraften og Pille- |

#) Angaaende saadanne: Per Gullander: Teori fér grundpalningar og den
tidligere citerede Artikel af H. M. Westergaard. ;
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underkant. Dette har Betydning, naar Pzelene bliver paavirkede
til Bojning fra Indspzndinger, og vi vil derfor vende tilbage
hertil i et senere Afsnit.

Disse Betragtninger geelder kun som en Vejledning ved Pzle-
placeringen. I Almindelighed er denne ret bunden af praktiske
Hensyn, men det, der kan gores i de antydede Retninger, vil
altid virke til Gunst for Pzlegruppen.

§ 10. Specielle Tilfelde.

1. AllePzlene i Pelegruppen er parallelle.

En saadan Pelegruppe vil kun kunne optage en Krafl, der
er parallel med Pwlenes Retning; en Kraft i en hvilken
helst anden Retning vil selvfolgelig ikke kunne holde Ligeveegt
med Peletrykkene, hvilket umiddelbart ses ved at projicere
paa en Linie vinkelret paa Pewleretningen.

Ved Beregningen af Peletrykkene er det simplest at ind-
leegge en regningsmeessig Pilleunderkant vinkelret paa Peelene.

Paletrykkene er da:

P= Q. .El‘)u —ML

] (‘)‘))

L

2. Pxlene kan deles i toGrupper, indenfor hvilke
de er indbyrdes parallelle.

Ifolge Seetningen om, at [— 2vy? skal veere Minimum, ind-
ser man umiddelbart, at O-Punktet ligger i Skeeringspunktet
mellem de to Gruppers Tyngdepunktslinier.

En Kraft i den ene Gruppes Tyngdepunktslinie giver kun
Peletryk i denne Gruppe, hvoraf folger, at Pillen faar en
Parallelforskydning vinkelret paa den anden Gruppes Pwle-
retning. Hvis derfor de to Retninger for Pzlene er vinkelrel
paa hinanden, falder Hovedaksernes Retninger sammen med
Paleretningerne. Peletrykkene for en saadan Kraft er ligefrem
proportionale med Palenes v-Krafter.

Hvis den ene Gruppes Pwle er lodrette, vil " vaere lig den
anden Gruppes Pzlehaldning, medens «' bestemmes som szed-
vanlig af Ligningen:
2vig«

tgc =
> v

Hvis Palegruppen paavirkes af en Kraft, der gaar gennem
O-Punktet (Skeeringspunktet mellem de to Pzelegruppers Tyngde-
punktslinier), kan man simpelthen foretage en Oplesning i de
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to Paleretninger af Kraften og fordele de derved fremkomne
Krefter over Pelene; hvis den ydre Kraft ikke gaar gennem
O-Punktet, kan man forelage den samme Oplesning, naar man
blot i Pwletrykket tager Hensyn til Kraftens Excentricitet.

: 1
Har den ene Palegruppe Hzldningen o 08 den anden Heeld-
1

: e
ningen — > findes Pzletrykkene:

ny

Forste Gruppe <Haeldning 17):

ny,

1 j—— D n 18/ = D vy |‘fl +,’,{2
Py = — ) 3 Qp——t /1+n M-t —-
e = Qs n;+n, s S0 0 n,+ng EEE; Esn—*—l I n,
: : 1
Anden Gruppe | Heldning r
2
1 -y n / v vy Y14-n2
P=Q. s Y o.M it — M
e =0 ny+ng g ST nl—{—n?] Al 3w 3] I ny

Ved 3,v forstaas en Summation kun over forste Gruppes Pele,
ved 3 v en Summation kun over anden Gruppes Pezle.

250 g 2w

1
og anden Gruppes Peleantal.

Hvis den ene Pzlegruppe bestaar af Lodpzle, f. Eks. ny=00,
findes :

Tryk i Skraapzle:

kan tilnsermelsesvis settes lig henholdsvis forste

o7 1
P = (i R

-8

vy V1 + né ’

Tryk i Lodpele: (23a)

1 v

vy
= - T r — .
P = Q: S Qe Sl

Y

Er Skraapalenes Haeldning negativ, skal Fortegnene for (.’s
Bidrag til Peletrykkene have modsat Fortegn af de angivne.

Disse Formler egner sig godt til Dimensionering af Pale-
antallene og Paledimensioner, idet Momentet M sjeldent faar
storre Betydning, naar man placerer Pzlene saa centralt om
Kraftlinien som muligt og spreder dem, saa Inertimomentet
bliver stort: bedst er det, hvis de to Gruppers Tyngdepunkis-
linier skaerer hinanden i Kraftlinien, da Momentet i saa Til-
feelde bliver Nul.

(

2

3)

2
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Selviglgelig er det i alle Tilfeelde kun ved en forelgbig Be-
regning, at Momentets Indflydelse kan bortkastes, se ievrigt
naermere herom i § 73.

3. Paxlegruppen er symmeltrisk om en lodret Linie.
I dette Tilfzelde er 3vtg « = 0, hvorfor man har:
2vig o

g = e T Do v =

o

v tg?a

g = —eci N eli=200:

 Sntg e
Tyngdepunktet for v-Kreaefterne ligger i Symmetrilinien, Tyngde-
punktet for v tg «-Krefterne ligger uendelig fjernt.

O-Punktet maa selvfplgelig ligge paa Symmetrilinien, og
dets Hgjde over Pilleunderkant er bestemt ved:
Svx g o

(24)

0T Sntgle
Det ses heraf, at z, kun er afheengig af Skraapwlene. Hvis
Skraapeelene i den ene Halvdel af Palegruppen er parallelle,
ligger O-Punktet i Skeringspunktet mellem en Linie parallel
med Skraapszlene gennem disses Tyngdepunkt og Z-Aksen.
Dette ses umiddelbart af Sztningen om Minimum af Inerti-
moment, men ses ogsaa af Ligningen for z,.

Paa Grund af Symmetrien kan man negjes med at medtage
Skraapelene i den ene Halvdel; tge er da konstant:

1 Svx 1
Zy = — e =— x
y tgae v e

hvor a, er Afstanden fra Symmetrilinien til Skraapelenes
Tyngdepunktslinie.
Peletrykkets lodrette Komposant er:
SF e Y 10 viga oy UL ! 95)
1(05a~():zv+ e 5 4 i (20)

Svtgle

Pzlegruppens forste Hovedakse er Symmetrilinien, den anden
Hovedakse en vandret Linie gennem O-Punktel.

Det vil ses af Formlen for Pzletryk, at en vandret Kraft Q.
kun giver Tryk i Skraapalene.

Endvidere ser man, at hvis der kun findes 1 Skraapeel i
hver Retning, vil et Moment kun give Tryk i Lodpzlene
(O-Punktet ligger nemlig i saa Fald i Skraapzlenes Skeerings-
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punkt). I hvert Fald kan man sige, at hvis man seetter Lod-
pelene yderst i Gruppen, vil Skraapzlene kun i forsvindende
Grad blive paavirket af et Moment. For at faa alle Pzlene
udnyttet saa godt som muligt skal man serge for, at Lod-
pelene optager Momentet, medens Skraapzelene jo optager den
andrette Kraft. Dette opnaas ved at sette Lodpalene yderst v
i Pwlegruppen og samle Skraapzlene i Midten (se saaledes
f. Eks. Fig. 34).

4. Alle Palene skaerer hinanden i samme Punkt

Da O-Punktet ligger saaledes, at [==vy* herom er Minimum, :
ser man, at O-Punktet ligger i Palenes Skeeringspunkt, idet |
man der -har I = 0.

Heraf folger, at naar Pelegruppen paavirkes af et Moment,
faar Pillen en Drejning:

=

¢ — — 5T

Dette vil sige, at Pewlegruppen er beveegelig for et Moment,
eller sagt paa en anden Maade, at Pelegruppen kun kan op-
tage en Kraft gennem Pelenes Skeeringspunkt, hvilket ogsaa

indses umiddelbart.

Den Side 17, § 7 omtalte Ellipse bliver i dette Tilfzelde et Punkt. Derfor
vil en hvilken som helst Kraft udenfor O-Punktet have sit Drejningspunkt '
beliggende i O-Punktet. ‘

Drejningspunktet for en Kraft gennem O-Punktet er ubestemt, kun Ret-
ningen til det er bekendt, nemlig konjugeret Diameter med Kraftretningen
i Ellipsen. Dette kan paa en anden Maade forklares saaledes:

Giver man forst Pillen en Parallelforskydning i en Retning vinkelret paa
den fundne Retning til Drejningspunktet, vil Resultanten af Pwletrykkene
netop vere den givne Kraft igennem O-Punktet, og en derpaa falgende
Drejning om dette Punkt vil intet yderligere Peletryk fremkalde.

For at denne Pwlegruppe kan blive brugelig, maa Pzalene
veere indspendte enten forneden alene eller baade foroven og
forneden, hvorfor den vil blive omtalt nermere senere. Dette
vil ievrigt sige, at ved denne Pelegruppe er Pezlenes Ind-
spendinger ikke af sekundzer Betydning, som de er ved de
andre Pazlegrupper. Forskellen kan karakteriseres ved For-
skellen mellem en Brodrager, der er opbygget af Trekant- ,’
systemer, og en Vierendeeldrager.

J.

5. Palegrupper, der paavirkes dels af aktive og :‘

dels af passive Krafter.
Efter den Anvendelse, hvortil en Pwlegruppe er bestemt,
5
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kan man skelne mellem fritstaaende Pxlegrupper og stettede
Pzlegrupper.

Ved en fritstaaende Pelegruppe forstaas en saadan, der frit
kan foretage den til Belastningen svarende Bevagelse, f. Eks.
fritstaaende Bropiller.

Ved en stottet Pxlegruppe forstaas en saadan, der meader
Modstand mod den til Belastningen svarende Bevegelse, f. Eks.
Kajmure.

Den forste Slags Pwlegrupper er dem, der almindeligvis fore-
kommer i Praksis, idet man i de l]este Tilfeelde, selv hvor
Pelegruppen er stottet, vil beregne den for visse bestemte
Kreaefter.

Den anden Slags Pewlegrupper, de stottede, kunde i og for
sig godt beregnes, og bliver det som nsvnt oftest, under den

forste Slags, da de passive Krafter selvfalgelig kan indbefattes

under de ydre Krefter. Da de passive Kreefter imidlertid af-
henger af Pillens Bevaegelse, kendes de ikke i Forvejen, og
vi skal derfor undersoge dette Problem lidt naermere.

Efter den passive Modstands Art kan man dele Peelegrup-
perne i to Klasser: a) Enhver Bevaegelse fremkalder Modstand;
b) kun visse Bevagelser fremkalder Modstand.

a) Enhver Bevaegelse fremkalder Modstand:

Man kan f. Eks. teenke paa en Pille i en Jernbetonbro, hvor
Brooverbygningen er stebt i et med Pillen. Modstanden vil for
en saadan Pzlegruppe bestaa af:

1) En Modstand mod en vandret Bevaegelse; denne Modstand
er lige stor, hvad enten Bevaegelsen gaar i den ene eller
anden Retning; hvis Modstanden mod Forskydningen 1
er ki i vandret Retning og ki i lodret Retning, tager man
Hensyn til den ved overalt i Formlerne at swette k° 4 Svtgle
i Stedet for v tg’a og ki + Svtge i Stedet for v tga.

2) En Modstand mod en lodret Bevaegelse; denne Modstand
er lige stor, hvad enten Bevaegelsen gaar op eller ned; hvis
\/Iodstanden mod Forskyduningen 1 er k7 i vandlel Ret-
ning og k; i lodret Retning, ks = ki, tager man Hensyn
hertil ved overall i Formlerne at swtte k} - 3p i Stedet
for 3v og som nsevnt ovenfor lq—l 2vtge 1 Stedet for
Svtga.

3) En Modstand mod en Vinkeldrejning om Pelegruppens
O-Punkt. Man vil legge Merke til, at paa Grund af de
under 1) og 2) naevnte Modstande vil Pwlovluppens O-Punkt
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flyttes (at O-Punktet for en Pille, der saaledes er under-
stottet delvis paa Pazle og delvis paa anden Maade, men
helt igennem elastisk, faar samme Betydning som for en
Pille understottet udelukkende paa Pele, fremgaar af det
i §28 anforte). Hvis Modstanden mod Vinkeldrejningen 1
er ky, numerisk lige stor, hvad enten Vinkeldrejningen
gaar den ene eller den anden Vej, tager man Hensyn til o
den ved at satte I = Svy* + k.

in saadan stettet Palegruppe kan godt for sig selv

-

vaere bevaegelig, idet
en Bevegelse her er # 1
hindret af de pas- ey
sive Kreefter ogsaa i [Eesjes—lc
2 WEHAg T/ S ) r| @

den Retning, hvor Pae-
lene ingen Modstand
yder. >
b. Kun visse Bevagelser Fig. 29a. Fig. 20b.
fremkalder Modstand.
Hvis Pelegruppen f. Eks. indgaar i en Kajkonstruktion, vil
Modstanden mod Kajmurens Bevagelse vere af en anden Art
end den ovenfor omtalte, idet f. Eks. en vandret Bevagelse er
imod Fylden, men derimod ikke bort fra Fylden.
Ligeledes kan en lodret Bevaegelse veere hindret nedad, men '
derimod sjzldent opad. Endelig kan en Vinkeldrejning om
Pzlegruppens O-Punkt veere hindret, men det er ikke givet,
at Modstanden derimod er lige stor i begge Retninger. En
saadan Pzlegruppe har en Del tilfzelles med et Tveersnit, der ‘
gver Tryk- men ikke Traekmodstand. !
Man kan derfor ikke for en saadan stottet Paelegruppe give
men der skal nedenfor ved nogle Eks-
man tager Hensyn til de passive

hindret ind

almengyldige Formler,
empler vises, hvorledes
Kreefter.

Man maa her skelne mellem to Slags Pzlegrupper, 1) Be- :‘
regelige Peelegrupper, der kun er i Ligevaegt ved Hjelp af
de passive Krefter, 2) Stive Pelegrupper, hvor de passive ‘ |
Krefter kun bliver af sekunder Virkning.

1) Beveegelige Palegrupper:

[ Fig. 29a er vist en saadan beveaegelig Pelegruppe; alle
Pillen stotter i Punkt C mod et ela-
aaledes at en vandret Beveegelse |

at den lodrette Bevaegelse,
5*

Pwlene er parallelle, og
stisk eller uelastisk Legeme, s
meder Modstand, samtidig med
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som Belastningen fremkalder, vil mede Friktionsmodstand i
Punkt C; derfor vil Modtrykket K i Punkt C virke under
Friktionsvinklen y med den vandrette. ) er Resultanten af alle
aktive ydre Krefter.

Da Pillen kun er i Ligeveegl, naar Resultanten af alle de
ydre Krafter, baade aktive og passive, virker i Palenes Ret-
ning, findes Modtrykket K ved den i Fig. 29b viste Kraft-
trekant, hvor P er parallel med

~”\! Peleretningen. P er den sam-
\ < lede ydre Kraft, der efter de
5' / < sedvanlige Formler fordeles

over Palene.

2) Stive Pelegrupper.

Den i Fig. 30 viste Pille stotter
i Punkt C mod et fast Legeme,
saaledes at dette Punkt under
Pillens Bevaegelse maa folge en lodret Bane. ( er Resullanten
al alle de aktive ydre Krefter.

Modtrykket K i Punkt C teenkes som ovenfor at virke under
Friktionsvinklen y med den vandrette. Gennem Punkt A,
Skeeringspunktet mellem Q og K, maa den resulterende Kraft
R gaa; derfor maa det tilsvarende Drejningspunkt ligge paa
A’s Antipolar P med Hensyn til Pelegruppens Polarellipse
(se §7). Da man tillige ved, at Punkt (’s Bane er lodret, maa
Punkt B, Skeringspunktet mellem P og en vandret Linie gen-
nem C, vere det sogte Drejningspunkt. Punkt B’s Antipolar
er da da den Linie, hvori det resulterende Tryk virker. Man

kan derefter ved en Krafttrekant finde K.
Principielt er hermed Opgaven lost; det skal imidlertid vises, hvorledes
man analytisk kan finde K; sam-

# tidig skal Opgavens Losning gores
% mere almindelig, idet man twen-
}—i«{ . c ker sig, at det faste Legeme, som
SN
~-~4-4

l I Pillen stotter sig paa, er elastisk,
Q \ saaledes at man faar en vandret
<’ Beveaegelse: | = Ke, hvor ¢ er
en Materialkonstant.

I Fig. 31 er Pamlegruppen vist
igen, og som for ved man, at
Drejningspunktet, der svarer til
det resulterende Tryk, maa ligge

P
Fig. 30.

paa Punkt A’s Antipolar P. Denne bestemmes ved de to Koordinater x, og
z,, idet Punkt O, svarer til en Kraft R’ gennem A parallel med den til en
lodret Parallelforskydning svarende Kraft, og Punkt O, svarer til en Kraft R”
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den til en vandret Parallelforskydning svarende Kraft.
legruppens O-Punkt til R" og R” kaldes p' og p”, har

gennem A parallel med
Hvis Afstanden fra Pz
man (se § 7):

I cose’ I sine”

il T 5 AT T pr Soitgie
Hvis Kraften Q giver Krefterne In”Q og RE; i Retningerne R’ og R", posi- 4
tive som vist i Figuren, findes Drejningspunktet O, svarende til Kraften Q »

ved Koordinaten:
| Ry zt REPGt R

Q= R'Op’ + I ’(\’)p"

Paa samme Maade findes Drejningspunktet Oy for en Kraft i Linie K, naar
L8

K =1 giver R}, og R
B0 R p' 2, + Ry p” (2, + %)
= Ri p'+ Rgp”
Den vandrette Bevaegelse o af Punkt e

A = g2 P = Ke.
Herved faar man:

R’Q p'z, + R}\') p” (2, + 2,) + fLR’Kp’ z, + Ry p" (%, + :1‘\1i K= Kel.
Af denne Ligning kan K bestemmes.
Hvis man i Ligningen swtter &=
det forstnevnte Tilfeelde, hvor Punkt € havde lodret Bane.

RYpR:

0, faas den Verdi for K, der svarer til

& ¢ 11. Eksempler.

Eksempel 1.

Pwxlenes Tvaersnitsareal:
F—i0:1850m2

20 ey ol T 475
f |
I [ |

‘ X » Leengde: 5,0 m. '
10% : ‘
—_.p — 36:cos’e.
E
& Der indlegges et Koordinat-
o system med x-Akse i Pilleunder-
Fig. 32. kant og z-Akse i Py.
i I i I A i |
Pel | =« 1 tgee |cose | U vtge | vX ‘vtgtx~.tt\ v tg‘-’a\ 7o D
| | | | | | | | |
| | ] |
BN R0 I 0o | 1,0 36 l‘ 08 510 0 ’ 0 |=3,88 541
4+ 27,0 3,6 |+2,18] 147

095 | 324| 108[+ 167+ 556/ 36 |+052 9
_ L 095 | 34| 108+ 019 + 83,2 3,6 |+ 3,07 304
P, |4 8,75+ 1 | 0.986| 35,0 + 58|+ 181+ 218/ 0,97 025 2
' Y | o0ose| 350 <+ 58 -+ 208 -+ 34,7 0,97 4

P, 42500 4 |09 324| 108 + 8l

2,45 210 f
e |

Sum 203,2 |+ 20,8 | 836 -+ 109,3 12,74 5 1213
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I forste Kolonne i Tabellen er anfort Palenes Abscisser i
et Koordinatsystem med X-Akse i Pilleunderkant og Z-Akse
i P, og ud fra dette Punkt bestemmes Tyngdepunkterne for
Kreefterne v og v tge; efter at O-Punktet er fundet, regnes de
1 10. Kolonne angivne #-Verdier ud for Pzlene, positive til
hejre fra O-Punktet.

836 109,3
G (il e PO e B LD T
3 !~203’2 s e =l 30,8 ==9.26);
c=x,—xf =—1,16m,
o B SO A Sty
i — 2032 0,102; tge! = 20,8 0,611;
1,15

St o gm BB R e i SR
0T 770,611 — 0,102 e

O-Punktets Abscisse i Forhold til P, er:
Xy =+ 4,11 — 2,26-0,102 = 3,88 m.

Ved Hjeelp af Formel (16) regnes da Pzletrykkene ud:

Pre 4:17 - Q- — 0,350 Q. — 8:)8 M.
P= 01’90 Q. + 0,744 Q. — 1(: M
bo s 101}50 Qe+ 0,744 Q. + 6%:4 i
Pi= g5 0 + 0744 0 + s
P 3,%5 Q- — 0,900 Q. + ;6 M.
B 3;1857 Q- — 0,900 Q. + 1;1 M.

Hovedaksernes Vinkel med den lodrette findes af Ligning (17)

9 [ 6909
i) ) = - ==3 - = 2 ,—‘,: =
tg 20 0.2478; @ =1 960 09"

Hvis Pzlegruppen paavirkes af en Kraft 10¢ i 1ste Hovedakse,
har man:

Q.= 10-cosw = 9,94,

0 =10=sit 0 = 1,07.

Man finder da Pzletrykkene :
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P, = 1,74,
P, = P =P, =il
P, = P, = 1,62.

Man ser, at Paletrykkene tilnzermelsesvis er lige store for en
Kraft i forste Hovdakse.

Eksempel 1a. En Pzelegruppe af den i Fig. 33 viste
Form med 3 Skraapezle
og 1 Lodpel angribes af Az
en lodret Kraft Q. 1,0 m bag
den forreste Skraapzl og  |— X T 2:‘?0,'.,,-25_0-1

en vandret Kraft Q.=10Q: Q
i Pilleunderkant. X
Bestem Lodpalens Plads
og Skraapalens Hzldning
saaledes, at Resultanten q.
af Q. og Q. ligger i Pele-
gruppens forste Hoved-
akse; alle Pzlene er ens Fig. 33.
i Tveersnit og Lengde.
E : 5
For Lodpalen har man: 0= -, 1; vigae = vigia = 0.
Sk | RS ¢ E RSN
& raape 2 == — 5 ) = .
en Skraapeel » R - i+n® vigu s, 141
i Jo
) —r
A Sy 1-Fn
EF 3n ! EF( 3n? s [EA G e O
Sviga = = 2V = (1%—" ): ~ :
sy le=n* Sg 1+nr# 1-4+n? sy
Shggi B D
> 2 0p— =
8 Saaliens
Hovedaksernes Vinkel bestemmes af:
. osptge 60
= Sp— Svtgle 400 — 2 ,
34 8

tg w = 1; tg2e = T 15

110’ il
@
Heraf findes: n = 2,98 ~ 3.

Resultanten af-Q: 08 Qx skaerer Tyngdepunklslinien af Skraa-
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pelene (d. v.s. P,) i et Punkt, hvis Afstand z, fra Pilleunder-
kanten bestemmes af Ligningen :

2 =1,0 4 1’ = 2,50 + ;’ s 2o =— 18 m.

Dette Skeeringspunkt skal ligge paa Lodpzlen, da O-Punktet
ligger paa Skaeringspunktet mellem Lodpalen og Tyngdepunkts-
linien for Skraapalene. Man finder derfor Lodpalens Afstand
x; 1 Pilleunderkant til forreste Skraapael :

r=10—18=_—35m,
Pzletrykkene :
g o = 21’;{? =3 j’lng = 0,243,
tgo” = ‘:;’I’)g%‘ = ,11 = 0,333,
- lff] f’,,s .2.2,50% — 1311,25.

Pi=1.—2950. =026 @,
P, = Py = P, = 1,035 Q. = 0,26 Q..

Man ser saaledes, at alle Pzlene udnyttes i lige staerk Grad.
Hvis Q. forhgjes til det dobbelte, vil den ydre Paavirkning
altsaa veaere:
20,

_ 0
()1 =] 2

M = Q.45
Py = 1,26 Q.,

P, = 0,26Q,— —175 M=—0,69 Q..

)

4
1)3 = 0726 QZ’

P, = 0.26 Q, + -1

i M=1210..

Det ses, at saa snart Resultanten af den ydre Belastning
ikke ligger i Hovedaksen, vil Pzlenes Paavirkninger afvige
meget fra hinanden,
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Eks. 2. En Pille, der er symmetrisk om en lodret
Linie. (Se Fig. 34). Alle Pzlene har samme Tveersnit og samme
Leengde.

O-Punktet skal ligge paa Symmetrilinien og paa Tyngde-
punktslinien for Skraapzlene; derfor er, naar alle Pzlene er

ens:
d+a . S 4

.:(7_ 4

) 1
Skraapzlene har en Hezldning tge = —

COS & == n ——
5 Y1+ n?
[ 22
\' ——
3v ) <2+41+”)
s EF 4n
Svtga = i = nz.

For en Skraapel:

X vt a»fﬂlgl‘?.,f{.l .
g = B
b EE  n?
X o sy 14 n?
For en Lodpel:
EF
vige =0; v=-——"
Yol By Int .((1~ a)? o b*\
s; \1'+ n® 4 2 .
Pxletrykkene bliver da:
1\2
1 +(5)
n 2b
Pr—i0 9 : — M ne g i
11'31}7() 1 —}—112< ey
T
(d— a) -
1 elsuls
&;QolfTHan —M— i :
= 5 d — a)? + 2b?
”24—() 1+'3( a)? +2b
n?
/ 5 (d— a\
] p 2
P = 1 e HV ;n M - 141 i
= + 6 {1 nt (d — a)? - 2b?
Py= —Py; Pr=—F;; Pi=—P,.




g

ﬂb"

Taleksempel:
a=25m; d=60m; b=100m; n= 6.

n* n?
- — s 2. 7 2 2 ® € 2 2.
1+ n? U, )76 ; e nt (11 (l) 4 2b 212 m
P AERL ST
T T T

L 0 ; 1
P,=-%+152H— M.

6

Q 1
D — IS5 .
13_G+1,52H~} 62M.

III. Peleverker med Pmle, der er indspendti Bun-
den, men simpelt undersigttede i Pillen.

£12. Definition af den teenkte Pzel. I forrige Afsnit gjorde
vi Brug af, at naar en Pzl var simpelt understottet i begge
Ender, vilde den kun yde Modstand mod en Forskydning i
Pwelens Retning.

~ 1

Denne Modstand, der gaar i Pelens Retning, er %P for For-

skydningen 1, hvor s, er Peelens Sammentrykningslaezngde, saa-
ledes som denne er defineret Side 43.

Naar Pzlen er indspzendt forneden, vil den imidlertid som
omtalt Side 43 ogsaa yde Modstand mod en Forskydning af
Paxlehovedet vinkelret paa Pzlens Relning. Denne Modstand,

der er vinkelret paa Pelens Retning, er 3‘::1 for Bevaegelsen 1,
hvor s, er Pelens Indspendingslengde, saaledes som den er
defineret Side 43.

Som det fremgaar af Ligning (6) og Fig. 21 i§ 3, er For-
skydningen af Pzlehovedet i Retning af Linien AB, der gen-
nem Paxlehovedet er trukket vinkelret paa Pzlen, proportional
med AB’s Afstand fra Drejningspunktet. Hvis man derfor
fjerner Paelens Indspeending, og i Stedet for i Linie AB ind-

QK

5 3EI . .
forer en teenkt Pzl, hvis Modstandstal er = vil man faa
1

en Pxlegruppe, der statisk og elastisk er identisk med den
oprindelige. Man opnaar ved Indforelsen af de tenkte Pele,
der jo selvfolgelig ikke er andet end en anden Talemaade for
Transversalkraften i Paelehovedet, at man faar en Pille, der
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kun er understottet af simpelt understottede Pzle, og da man
netop i den udviklede Teori har givet hver Pzl sit seerlige
Modstandstal, blot med den fwlles Betegnelse v, kan hele den
udviklede Teori ogsaa anvendes i dette Tilfeelde, hvor Pelene
er indspeendt forneden.

Det skal blot her nzvnes, at hvis Pzlene er indspendt for-
oven og simpelt understottet forneden, skal man lade de
teenkte Pele virke i Pazlens nederste Punkt, hvorefter alle de
nedenfor gjorte Betragtninger gzlder, naar man tager Hensyn
til det i § 16 anferte om Pilleunderkantens Form.

Den tenkie Pwl anbringes saaledes, at dens Vinkel med
X-Aksens negative Retning er mindre end 90°.

£ 13. Sammenhang mellem Paavirkninger og Drejnings-
punkt; Inertimoment. Vi indferer nu foruden Betegnelsen

JOA
v = cos?a den ny Betegnelse:
3EI 3 i 1
u—=—5 cos’e. (26)
61

Da de tenkte Pxles Vinkel med den lodrette er e -+ 909,
faar man:

ki 3EI . >
Tils - ——cos* & svarer —  sine = utg’e,

Sg s

1075 : 3EI : o
» ptge =———cosesine > s x)cosa=—1Uutge, (27)

3 Sy L
C N 0 s 3EL .

» vigla=— sin’c » —— cos?’e = u.

8, G

Herved er Fortegnet for Trykkene i de teenkle Paele givet,
idet en Beveegelse il hojre giver Traek i den teenkte Peel, d.v.s.
at Bejningsmomentet fra Pwelenes Indspznding giver Trak i
Pexlenes venstre Side. !

Vi skal nu kort gennemgaa alle de i forste Afsnit opstillede
Betragtninger, idet de der forte Beviser lige saa godt geelder
her. Indtil videre forudsettes Pillens Underkant retlinet.

For en lodret Parallelforskydning 1 nedad vil Peletrykkenes
Res .. ant R’ gaa gennem Tyngdepunktet for de lodrette Kreef-
ter (v} utg?«) og danne en Vinkel «' med den lodrette be-

stemt ved Ligningen:




I
H

e~
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Sp—wmige
S+ utg’a)

For en vandret Parallelforskydning 1 til venstre vil Pele-
trykkenes Resultant R” gaa gennem Tyngdepunktet for de

=
tg ' =

(28)

lodrette Kreefter (v — u)tge og danne Vinklen «" med den
lodrette bestemt ved Ligningen:
Stga + u) )
o =B L, 924
8« Sv—un)tge (39

Her som for er den vandrette Komposant af R’ lig den lod-
rette Komposant af R" begge lig:
(v—u)tgc.
Den lodrette Komposant af R er: (v + utgie).
» vandrette » » R" er: (vtg?e 4 n)
En vilkaarlig Kraft gennem R’’s og R'’s Skaringspunkt, O,
giver Pillen en Parallelforskydning.
Naar Pillen paavirkes af et Moment, vil den dreje sig om
O-Punktet. Drejningsvinklen ¢ bestemmes af Ligningen:

(P:Iln

- 3E
Ii— E ESP p?+ E ds.jlq‘-' — B o e (30)
2 S

g er den vinkelrette Afstand fra O-Punktet til den tenkte
Pxl, 7, er lig Afstanden fra
O-Punktet til Skeeringspunklel
mellem en lodret Linie gennem
O og den tenkte Pel.

< Inertimomentet

= Svg? -+ Zuy;

=
QD
&

skal lige som for veare det
mindste, der kan dannes om

<  noget Punkt.
Kaldes den vandrette Afstand
i Pilleunderkant mellem R" og
R’ ¢ (Afstanden mellem Tyngdepunkterne for henholdsvis de
lodrette Kreefter (v — u)tge og (v + utg?w), findes O-Punktets
Hojde over Pilleunderkant:

Fig. 35.
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~1
~1

e £ . ¢ = I." e ,l.” (.§]’
&0 = lg “H_Lg; n/" 0 i i \¢

a2 og x! er Koordinalerne i Pilleunderkant til de foromtalte
Tyngdepunkter i et vilkaarligt Koordinatsystem med X-Aksen
i Pilleunderkant og Z-Aksen lodret opad.

O-Punktets Abscisse er:
e xh -+ z, tg o' (32)

Herved er O-Punktet bestemt, og det vil i de fleste Tilfelde
vise sig, at det ikke ligger langt fra det O-Punki, der findes,
naar Pxlene regnes simpelt understottede, seerlig naar Peelene
er lange. O-Punktet ligger altid narmere Pilleunderkanten end
O-Punktet for simpelt understottede Peele.

7 og 7, findes af Formlerne:

N =X — Ty + 25l e, ;
i R (33)

= "B~ (& — X )itE 0.

§ 14. Peeletrykkene. Ligningerne (15) og (16) i forrige Af-

B

snit gaar her over til

ST p e S by ' v apitiesse it v tg e OIS
Pcose=R'cosw S - R"sin o« S0 tggrc+-u\+‘1 » (34)
v lga — g e v lga—1g o UL roes |
2eoso = ES _+M-1. (35)
S ‘) (v+ lltU‘a\ tgo' — lffoz' +e S(v—u) tgu 10 o'—tg o Jfn ST

Pxletrykkene i de tenkte Pzle, d. v. s. Transversalkraften
de oprindelige Pele, er:

utg o o u 1y
Tcos e=— R’ cose’ ——————-+R"sine” . ML 36)
T cos « R’ cosa ShFatgla) FR" sin e« SiP i I (36)
u tgrz tﬂ a1 u lga’lg‘aj'fl ur,
Tcosa=—Q: < Qs i oy A
P (",},'(u—%ll tg2e) tg o’ — (gn AN S(v—a)tge tga"—tge’ I W

Indspendingsmomentet forneden i Pzlene bliver:

M, =Ts,. (38)
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& 15. Drejningspunktets Beliggenhed. Hovedakser. Den
i § 7 viste Figur til Bestemmelse af det endelige Drejnings-
punkt / svarende til en bestemt Belastning, bliver her gan-

ske den samme, naar man satler:

L R’ cos a'
I a — 0
o S+ utge)
; R" sin a”
™ o= = - )
o T(wigia + u)
M
hvor ¢ = =
1y
’ Naar saaledes Drejningspunktet O’ er bestemt, findes Peele-
trykkenes lodrette Komposanter:
vy’
Pcosa =+ M-
I
Transversalkrefternes vandrette Komposant er:
nar s
T cose=-+ M e
1

Den i §6 viste Konstruktion af Pelegruppens Hovedakser ved
Hjzelp af Land’s Cirkel bliver den samme, naar man erstatter:
Sv med = (v + utgie),
Svtgle » Z(vigie + u),
Svtge » Zw—uw)tge.
Hovedaksernes Retninger kan beregnes af Formlen:
2

I "'
colg « tg e

(39)

tg 20 =

Hovedaksernes Storrelser kan beregnes efter en Formel, der
er ganske analog med Formel (18) i §6.

Normalkraften for en Bevewgelse, d. v. s. Projektionen af
den af Beveegelsen fremkaldte Kraft i Bevaegelsens Retning,
kan deles i to Dele, et Bidrag fra v, nemlig 2v, og et Bidrag
fra u, nemlig 3u tg?, hvor « maales i Forhold til Beveaegelses-
retningen; paa samme Maade kan Kraften vinkelret paa Be-
veegelsen deles i to Dele, Sviga og — 2utge. Heraf ser man,
at man kan behandle v-Krefterne for sig selv, og u-Krafterne
for sig selv, og det vil altid vise sig, at Hovedakserne for
u-Kraefterne alene meget neer falder sammen med Hovedakserne
for v-Krefterne, saaledes at 1. Hovedakse for de forste og 20
Hovedakse for de sidste saa godt som falder sammen, 08
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Hovedakserne for v»- og u-Krafterne tilsammen falder .meget
ner sammen med Hovedakserne for v-Kreefterne alene, sarlig
da w-Krafterne i Almindelighed er meget smaa i Forhold til
v-Krefterne.

Man ser saaledes, at i forste Hovedakse er Bidraget fra
v-Krefterne til den Modstand, Palegruppen ger mod en Be-
veegelse, praktisk talt Maximum, og u-Kraefternes Bidrag Mini-
mum, medens det omvendte er Tilfeeldet i anden Hovedakse.

Dette forudssetter, at v-Kreefterne for en Pal er storre end
u-Krefterne, hvilket i Almindelighed i allerhgjeste Grad er
Tilfeldet. Hvis v- og u-Kreafterne er lige store, er 3 (v—u)tge
altid Nul, hvorfor Palegruppens Kraftellipse (se § 6, Pkt. 4)
gaar over til en Cirkel, hvilket vil sige, at Palegruppen gor
lige stor Modstand mod en Bevagelse i en hvilken som helst
Retning, og at Bevagelses- og Kraftretning altid falder sammen.

Hvis u-Kreefterne er storre end v-Kreefterne, vil forste Hoved-
akse meget ner falde sammen med anden Hovedakse for
v-Kreefterne alene.

Heraf ser man, at u-Krafterne udjevner noget den Ujaevn-
hed i Bzereevne, som v-Krafterne alene giver for Bevaegelser
i forskellige Retninger, og at altsaa Udjeevningen kan gaa saa
vidt, at Modstanden bliver ens i alle Retninger.

Det skal i denne Forbindelse bemerkes, at rent teoretisk
vil en Pille, hvor v-Krefterne er Nul, godt kunne have Bere-
evne ved Hjelp af u-Krefterne alene.

Ligesom i §7 vil man her finde, at Kraftlinie og tilherende
Drejningspunkt er Polar og Antipol med Hensyn til en Ellipse,
der har Hovedakser i Pwlegruppens Hovedakser, og Hoved-
aksernes Leengder er:

o 1/
R R,

Hvad angaar farligste Belastning for en Pel, det veere sig
en oprindelig Pl eller en teenkt Pal, geelder akkurat det
samme som i & 8 anfert. Saaledes vil alle de Krefter, der
giver Peletrykket Nul i en Pxl, gaa gennem Pwlens Antipol
med Hensyn til Polarellipsen, og alle lige store Kreefter, der
tangerer en Cirkel med denne Antipol til Centrum, vil give
det samme Pzletryk.

Ligeledes vil man kunne finde en Nullinie for lodrette
Kraefter og for vandrette Krafter og faar her de til (19) og
(20) svarende Udtryk:

A
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For en oprindelig Pel:
! g i ]1 : lg “”,A.—,}g o«
l -3 +utgle) tge"' —1tgo
: P I ) tga —tga’
e I 730 —utge tgo' —tge
| For en tenkt Pel: (40)
-
ot I8 'lg(c"lgrz—%],
: .30 +utg?e) tge" —tga
p o Iy .lgrc'lgaﬂ—*—l.
‘ 7 S(v—uwtge tge' —1g a

Angaaende Pwlegrupper, hvis Pwle ikke kan overfore Treek,
gelder det samme som i § 8; blol maa man her huske paa,
at der udgaar altid baade en oprindelig og en tenkt Pzl paa
en Gang.

& 16. Pilleunderkantens Form. 1 del foregaaende er det
forudsat, at Pilleunderkanten er retlinet. Hvis den ikke er det,
kan man indfore en regningsmessig Pilleunderkant akkurat
som i forste Afsnit; blot maa man huske paa, at en Pzl og
dens tznkte Pzl stadig skal skaere hinanden i den virkelige

Pilleunderkant, hvorfor to saadanne Pezle ikke altid vil gaa
Ll gennem samme Punkt af den regningsmeessige Pilleunderkant.
ff R’ gaar derfor ikke igennem Tyngdepunktet for Kraefterne
v+ utgle, men for Kraef-

‘ terne v og Kreefterne utg?a
i taget hver for sig med hver
sine Angrebspunkter; det

samme gelder for R"; tge’

og tge' bliver de samme,

som hvis Pilleunderkanten

“1 Fig. 36. var retlinet. Da R’ og R"
} og derfor ogsaa disses lod-

rette og vandrette Komposanter ligeledes er de samme, som
hvis Pilleunderkanten var retlinet, er Retningerne og Storrel-
serne for Pelegruppens to Hovedakser ligeledes de samme,
men ikke Beliggenheden.
: Dette opstilles lettest i Beregning paa folgende Maade:
} Hvis der mellem den virkelige Pilleunderkant og den reg-
| ningsmeassige afskeeres Stykkel s, paa en >eel, kan man regne
:

T ep—
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med, at Pwl og tenkt Pzl skeerer hinanden i den regnings-
maessige Pilleunderkant, naar man tilfgjer Momentet:

sp sec Py,
hvor P, er den vandrette Komposant af Trykket i den tenkte
Peel.

Hvis man derfor bestemmer Tyngdepunktet for Kreefterne
v+ utg?e i den regningsmessige Pilleunderkant, skal dette
flyttes til venstre et Stykke:

5 Sutgesysec «
xp= 3 — (41)
S+ utg?a)
Paa samme Maade skal Tyngdepunktet for Kreefterne (v —u) tge
flyttes til hojre et Stykke:
n_ =2USpsecw

Xp="§ 5 <
PT Sv—un)tge

(42)

Man kan derfor henfere hele sin Beregning til den regnings-
messige Pilleunderkant, naar man blot szetter:

+ (! !
(lg.fiig}?)' zo=Th+ ztgd —ap.  (43)

§ 17. Almindelige Bemerkninger. Som nevnt under for-
ste Afsnit vil man altid bestrsebe sig for at gere Peelegruppen
saa stiv som muligt; dette har szerlig Betydning her, hvor en
Bevaegelse af Pillen vil fremkalde Momenter i Palene. For
en Pmlegruppe med ret korte og stive Pxle kan Momenterne
godt faa ret afgorende Betydning, og det er derfor af Vigtig-
hed, at man serger for, al den farligste Belastning giver saa
lille en Bevaegelse som muligt; seerlig vigtigt er dette, hvis
den farligste Belastning er saa godt som randret, idet det da
for en stor Del kan blive Momenterne i Palene som optager
Bevaegelsen. Det mest ideelle ved en saadan Pelegruppe er,
at Drejningspunktet ligger saa naer Pilleunderkanten som
muligt (eller rettere saa nx®r Tyngdepunktet for de tenkle
Pxle som muligt), hvorfor man ifalge det under forste Afsnit
nezevnte bor sgrge for, at O-Punktet ligger imellem Resultanten
af de vandrette Kreefter og Pilleunderkanten; dette har serlig
Betydning for Pezlegrupper, hvor Inertimomentet fra v-Kreel-
terne alene er meget lille (naar Pelene narmer sig til at
skeere hinanden i samme Punkt), idet et Moment i saa Til-
feelde veesentligst skal optages af u-Kreefterne.

6
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8 18. Specielle Tilfeelde.

1. Alle Pxlene i Pxlegruppen er parallelle. Dette
Tilfelde svarer til Nr. 2 af de specielle Tilfzelde 1 forrige Af-
snit, hvor Pwlene kunde deles i to Grupper, indenfor hvilke
de er indbyrdes parallelle.

|%
L O-Punktet ligger i Skeeringspunktet mellem Tyngdepunkts-
88 o J S0 l
~ linien for de oprindelige Pwxle og Tyngdepunkislinien for de
< teenkte Pele. Pwelegruppens to Hovedakser er henholdsvis

parallel med og vinkelret paa eleretningen. For en Kraft i
Pzlenes Retning (i 1. Hovedakse) bliver der ingen Indspaen-
] dinger, idet Bevaegelsen al Pillen da gaar i Pxlenes Retning.
’ For en Kraft vinkelret paa Pzlenes Retninger faas der kun
Indspzendinger, intet Peletryk. Her er altsaa v-Kreefternes
Bidrag til Modstanden mod en Bevzgelse i 2. Hovedakse Nul,
Bidraget fra u-Krafterne til Modstanden mod en Bevaegelse i
1. Hovedakse Nul. Er Forholdet mellem u og v konstant for
alle Palene, vil O-Punktet ligge i Pilleunderkanten.

Hvis Palene staar vinkelret paa Pilleunderkanten, vil alle
de tenkte Pxle ligge i samme Linie, nemlig Pilleunderkanten.
Det Pynkt i denne Linie, der ligger i de oprindelige Peles
Tyngdepunktslinie, er da O-Punkt. En vilkaarlig lodret Kraft
vil have sit Drejningspunkt liggende i Pilleunderkanten og
vil derfor ikke frembringe Tryk i de tenkte Pzele, d.v.s. ikke
fremkalde Indspzendinger.

For en saadan Pille vil altsaa en lodret Kraft (). gennem
O-Punktet og et Moment M kun fremkalde Peletryk, men ingen
Indspzendinger, medens en vandret Kraft (). i Pilleunderkanten
vil fremkalde Indspendinger, men intet Peletryk:

Pezletrykkene er:

P—10, \’f” LM f;” . [ = Sv.

} Paxlenes Transversalkreefter er: . (44)
i
$ u
! o AL
5 - Qe Su

I dette Tilfeelde kan man ogsaa let foretage en grafisk Oplos-
ning af de angribende Kreefter i de to Peleretninger, idet man
dog ikke maa glemme Momentets Indflydelse paa Paletrykkene.

Hvis Pelene ikke staar vinkelret paa Pilleunderkant, ber
] man ved Q. forstaa en Kraft i de oprindelige Paxles Retning




()‘)
og ved Q. en Kraft vinkelret derpaa. Formlerne (44) gelder
da alligevel, naar man blot tager de tankte Pxle med i
Muy;
Low
2. Pzlegruppen er symmetrisk om en lodret Linie.
dette Tilfeelde er 3 (v — u) tge — 0, hvorfor man har:

Inertimomentet og i Udtrykket for T tilfojer -

&
S(v—au)tg o
g’ = = ) h, = NG
3 (v + utg’e) '
w 2 |
. 2tg? e+ u)
tgo'=oD B CTW _ o 47— goo,
2W0—u)tg e
Tyngdepunkterne for (v-u tg?e)-Krafterne og (vtg?«+u)-Krel-
terne ligger i Symmetrilinien, Tyngdepunktet for (v —u)tge-
Kraefterne ligger uendelig fjernt.
O-Punktet ligger selvfolgelig paa Symmetrilinien, og dets
Hojde over Pilleunderkant er bestemt ved:
S(v—u)tgox

A s T tg? « + u) &)

idet Koordinatsystemet er lagt med Z-Aksen i Symmetrilinien;
denne er 1. Hovedakse, en vandret Linie gennem O er 2. Hoved-
akse.

Man kan ikke her som ved den samme Pille med simpelt
understottede Paxle sige, at z, er uafheengig af Lodpzlene, idet
sidste Led i Naevneren ogsaa faar Bidrag fra saadanne, men
da u i Almindelighed er ret forsvindende i Forhold til v, vil
O-Punktet ligge ret nzer ved det tidligere bestemte O-Punkt.

Pxletrykkenes lodrette Komposanter er:

v vitge : vy

e =)y 0 < -M
Gigvsas i S4+utg®e) T 2(viglet+u) i L

(46)

Man ser, at Q. intet Bidrag giver til Lodpzelenes Tryk, og
at for en Skraapzl vil Bidraget fra Q. veere det, der forandres
mest, naar Pzlene bliver indspandt.

Den vandrette Komposant af Peelenes Transversalkreefter er

ulgw u un,
T oS = 0. ta) ; /“. =
Tcosae=— Q. S(wtulge) 0z St atu) + M (47)

Man ser, at Q. intet Bidrag giver til Lodpzlenes Transversal-
kraft.

-~
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3 Alle Palene skzrer hinanden i samme Punkt
Dette Tilfzelde er egentlig ikke specielt, naar Palene er ind-

) speendt, idet det ikke adskiller sig principielt fra det alminde-
' lige; dog er der enkelte Ting, der ber fremhzeves.
c Saaledes er det tidligere bemerket, at O-Punktet 1 Alminde-

lighed ikke ligger langt fra O-Punktet for simpelt understottede
Pele, der i dette Tilfelde er Pzelenes Skeringspunkt; derfor vil

-, v-Krefternes Bidrag til Inertimomentet ikke blive stort, og
derfor vil der som omtalt i § 10, Pkt.4 fremkomme ret kraf-
1 tige Momenter i Pzlene, naar Pillen paavirkes al et Moment.
i Hvis Pilleunderkanten er formet efter en Cirkelbue gennem Pelens Skee-
o ringspunkt, vil en Kraft, der gaar
igennem dette Punkt og er konju-
geret Diameter med Cirklens Dia-
4 meter i den ikke indspeendte Pale-
gruppes »Kraftellipse«, kun give
Peletryk og ingen Indspzndinger,
(Dregmmgs- 0% idet Drejningspunktet da tmenkes
Ay liggende i det til Peelenes Skerings-
punkt diametralt modsatte Punkt.
Dette vil sige, at der ingen Ind-
spaendinger kommer i Pewlene.
Fig. 37. Da Systemet er i Ligevaegt ved
et saadant Valg af Drejningspunkt
og Opgaven er entydigt bestemt, maa det valgte Drejningspunkt veere det
i rigtige®). Herunder indbefattes ogsaa det forste af de specielle Tilfwelde i
b L dette Afsnit, i det Tilfeelde hvor Belastningen er en Kraft i Pwelenes Retning.

Seerlig Interesse kan det have at betragte en Paelegruppe,
der er symmetrisk om en lodrel Linie.

Det kan nemlig vises, at en vilkaarlig Kraft gennem Peele-
nes Skeeringspunkt ingen nwevnevaerdige Momenter fremkalder
i Peelene.

Betragter man forst en lodret Kralt, vil det vaere klart, at
den lodrette Parallelforskydning, der derved fremkommer, kun
fremkalder forsvindende Momenter i Pelene.

i Betragter man dernzest en vandret Kraft, maa den vand-
rette Projektion af Trykkene i de teenkte Peele veere Nul, da
deres Resultant ikke vil kunne falde sammen med Q.. D.v.s
at Drejningspunktet, der jo ligger i Symmetrilinien, maa ligge
saaledes, at 3¢=0, altsaa imellem de yderste Skringspunkter
mellem Symmetrilinien og de teenkte Pwle, saaledes at Drej-
ningspunktet kommer il at ligge 1 umiddelbar Naerhed afl
Pilleunderkanten. Da tillige O-Punktet ligger i Neerheden afl

#) Se P. Gullander: Teori for Grundpalninger, Side 52.
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Pzelenes Skeeringspunkt, vil man indse, at Drejningsvinklen
bliver ret lille (da Q. virker paa saa lille en Arm), samtidig
med, at Afstandene ¢ er meget smaa, og derfor vil de frem-
kaldte Momenter i Paelene blive meget smaa.

Ligger Pewlenes Skeringspunkt godt fjernet fra Pilleunder-
kanten (i Afstanden z,), hvad der i alle praktisk forekommende
Piller vil veere Tilfeeldet, kan man satte: I, = z5 3u, saaledes
at Trykket i en tenkt Pel,
naar Pelegruppen paavirkes
af et Moment, tilnaermelses-
vis kan seettes til:

s : .M
IRCOS o=l
I
hvor m er Pwlenes Antal.

En tilnzermet Verdi for
eeletrykkene findes paa fol- B
gende Maade:

Q. regnes at give samme
Pzeletryk, som hvis Palene
ikke var indspeendt:

COS «
P=Q:—5—:
S costa
For en Kraft Q. vil Drejningspunktet ligge mellem Punkterne
A og B i Fig. 38.
Nu er: PPy

Hvis man derfor regner med, at Pwletrykkene er propor-
tionale med Afstandene x, vil man faa et Resultat, der ikke
er meget forkert, iseer da det kun er Forholdet mellem Af-
standene il de forskellige Pzle fra Drejningspunktet, del

kommer an paa.
Seettes Peeletrykkene: P=ka, giver Momentligningen om A:

Skt =—0:z,
]‘ === (\)1 \:32
P=— sy

[t Moment M maa fremkalde saadanne Pwletryk, at deres
Resultant er en vandret Kraft =— 3T cos«, idet Resultanten




v

G A o A Y R’ S By 5 S I, i Rt~ SO 3, oo i s v WA S % & =

86

af Transversalkrefterne er en vandret Kraft 3T cose i Pille-
underkant. Paletrykkene vil derfor svare til en vandret Kraft

M ; :
Q. =+ — gennem O, hvorfor Pzletrykkene {ra et Moment bliver:

A8
MEoiet %
B 5 =P LY
l—+ 2 \‘.;é — 1 A‘[ NS a2
Zg 2 X"
Tilnermet har man da:
CoS « Lk X
= O: 5 A ()1 .\ > *|‘ M T (\48)
26 0ol L 5 i

Den vandrette Projektion af Palenes Transversalkreefter er:
1

Tcose =+ M—

. (49)
Zom

Q-, Q. og M refererer sig her til Pwlenes Skaringspunkt.

Af Formel (48) ser man, at hvis Palegruppen er paavirket
af en vandret Kraft Q. i Pilleunderkanten, bliver Peletrykkene
lig Nul, og Trykket i de tenkte Pale:

1 0.
Teose=4 Quzs —=-+ - (492)
ZsIM m

§ 19. Eksempler.
Eks. 1. Samme Pmxlegruppe som i Eksempel 1, §11.

7
e >elenes Dimensioner:
E=018me; L =10,002m=%;
I —-4’—”—7»‘27—1-”0»‘-05—& U S s =150
i ‘ % | ’
¥ LoE b
| RS Yooy g v=36cos’a;
4 : 102 g v s
¢ —u = 0,048 cos®«; = 750).
E AT
Pel | x tg o cose | v u v } vtge | utgea
P, 0 0 1 36,0 | 0,048 | 0 0 0
P, | 4250 | 0,95 324 | 0,043 | + 81 10,8 0,014
P, | +5,5 Yy, | 0,95 | 32,4 | 0,043 + 167 10,8 0,014
I2 S ] 1, | 0,95 824 | 0,043 | 249 108 0,014
P, | +37| —*, | 098 | 850 0,047 | 4+ 131 |— 5,83 |— 0,008
P, | +595 —1Y, | 0986 | 350 0047 | 4208 — 583 —0,008
Sum | ‘ 3 203,2| 0,271 | 4 836 |+ 20,74 0,026
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Pel | (v —u)tge - x v tg? e |lutgle | utgle-x| 7 ns | I, =2v o+ Zuns
B 0 0 0 0 3,89|— 2,19 543
P, L 9695 | 8,6 | 0005! -+ 0,013 —212—1,72 16
I 4 55,60 3,6 | 0,005 0,025 4 053 — 2,61 9,4
B + 83,00 3,6 | 0,005 - 0,038 |- 3,08 — 3,46 308
P — 21,83 | 0,97! 0,001 --0,004 |\ 0,22 — 2,21 25
P 34,64 0,97 0,001 | -+ 0,006 -} 242|— 1,84 205,3
Sum | <+ 109,08 12,74 | 0,017 4 0,086 1214,0

Opstillingen af Tabellen svarer til den i Eksempel 11 §11
anvendte. I forste Kolonne i Tabellen er anfort Palenes Af-
stande fra P, i Pilleunderkant, positivt til hejre, og ud fra P,
bestemmes Tyngdepunkterne for Krafterne (v -+ utg?a) og
(v — u)tgee; efter at O-Punktet er bestemt, regnes de i 13. og
14. Kolonne angivne 7- og #,-Veerdier ud for Pwlene:

{
836,086 109,08
I L L T O ik PRSI
th =+ guaa17— T 1L W=dgg71g =1 524,
¢ =ai— 2 =— 1,13 m:.
20,714 13,011
o o 3 = 9. o ;) o ) A
g o = 903.917 0,102 ; tge 90.714 0,624,
1,13
Ty = — 2 = — 9,
0 0,624 — 0,102 gl

O-Punktets Abscisse i Forhold til Py er
Xy =+ 4,11 — 2,17-0,102 =+ 3,89 m.

Pwxletrykkene bliver da:

1 1
D — — 0, — 0337 0z — M,
P,=175 Q: — 0337 Qe — o= M
D : Q-+ 0,723 Q= — : M,
A g D A TR

1 1
. 0, - 0,723'0: +—=M,
B = 106 Q: + 0,728 Q= + 575

1 ]
T . ~-0,728'Q; M,
Py 10.6 Q: + 0,723 Q= + 1.6

1 1
B Lot 0,04 Y0, A= M
Pi= 378 Qo090 0a o 8

1

om0 0,08 S0k =M

3,78 ~ " 14,3
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Transversalkrefterne og Momenterne bliver da:

39100 +997 Q- — 11(1550 L 44112@ 4514(‘) T 9170 e

1940 0 “) O 14:300 LR 7"-’511351&@:“4(;,6@” 5 ‘)%140 M
% 19140 Q- +2;3()“‘ P L 97100 Sl e 38%’(‘)’ 4(: G 8()‘) <

St 1940 Q=+2:133 Qs — 72180' ¥ "”“';T*""::s;s@:”4.61 6YsT 14;‘)

‘)‘-36() Q-+, 32( 11%;’00 S Elie 4;9 ”‘“4(15;4 Q=+ 2316() L
_2360 Q- +‘) 39 ¢ 1%070' Wi Me=desi= 05 ():_4;),4 Qut 33120 M

For Z = 200 finder man:

tg o’ = 0,102; tge” =0663; zy=—2,09;

O-Punktets Abscisse er:
Xy — + 3,90 m; 1] — 1299.

P = 411778 Q. — 0,315 ()““8,17(; M,
P, = 101120- + 0,677 Q. — 1712&1,
P, = 10 - 0. + 0,677 Q. +
P, = 1012()- + 0,677 Q. Fll
P, = 3;8 Q. — 0,853 Q. + 1(156 M,
P, = 3;9 Q: — 0,853 Qx + | i,r) M.
_6.‘;4 O + 6;,"6 O — 3’2’150 Maiseastteg 1;7 O 2,920 in o
‘5;0 ()Z+ﬁé,2("“"44!60 My Moo= 11]00() 31,24("“ +8£1)2 K
_‘*5;00 T (;2() _28170 o M“‘:‘,l""‘s‘;ulo,n() i 13{24()"' +5;4 ¥,
Qink =i My Mo it e
0')0 " 66,2 2170 110,0 13,24 434
Ly 7(7 Q-+ 651 — 32150 MR 7‘-’)”’:14;,4@’“ 1’3?22@“' " fs;,()" ‘
it 7'11’7 Q- + 661,1 Q0w — 39110 LR :14;,40’"‘ 13,122()'* 7;2 v
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Hvis Pilleunderkanten ikke er retlinet, men har den i Fig.
39 viste punkterede Form, vil Beregningen forme sig som her

. > v 0
vist; vi behandler den P’ille, der er gennemregnet med — —200.
u

Pzl $p ‘ 8, sec u | utge us, sec ¢ | u tg @ s, sec «
| |
12 | 1,50 1,50 0,18 0 0,270 | 0
B 1,580 (1 1,66 0,171 0,057 0,284 0,095
B ’ 1,54 | 1,56 0,176 | — 0,029 0,275 — 0,045
Sum | ; 0,8‘29‘ 0,050
0,050 0,829
! ) " 3 .
Tp = v 0; xp = ——— = 0,04 m.
P 203,264 P 20,642

Tyngdepunktet for Krefterne (v — u)lge flyttes altsaa 4 cm
til hejre.
1,15 — 0,04

o SR
i 0,663 — 0,102 1,98 m.

O-Punktets Abscisse er:
2y =+ 4,11 — 1,980,102 =+ 3,91 m.

Pzel ‘ i ‘ i, J,= Son? -+ Zun;
| | |
‘ !
P, e IS =0t 544
P, 180,07 144
P | 4 0,54 f =208 10,6
P, +3,09 | —3,.21 310,3
P, + 0,22 | —0,44 1,9
P, 4242 | —1,64 201,2
Sum 1222,0

Det vil saaledes ses, at det eneste Sted, hvor Pilleunder-
kantens forandrede Form praktisk talt har Indflydelse i Form-
lerne for Paeletryk, vil veere i Transversalkraefterne (i Leddet,
der hidrerer fra et ydre Moment) for de Pzle, der er blevet
kortere, samt i noget steerkere Grad i Momenterne i de samme

Pzle.
Tillige vil det have den Indflydelse i de virkelige Paeletryk, at
den ydre Belastning nu skal reduceres i Forhold til et Punkt,

der ligger 11 cm leengere nede.
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Eks. 2. En Pille, der er symmetrisk om en lodret
Linie. Samme Pille som i Eksempel 2 i §11.
= 0.18-m2w I= 000204 /5] = 5= 90

( 103 Aoz 103 . v o
: — p = 36 cos?e; —n = (0,048 cos? « ; =700
P E E u
L&
Pzl £ tg « | cosa v u | vtge | u tg o
J |
j N M 0 1 36,0 | 0,048 o |0
B —3,0 | . o 10,986 35,0 | 0,047 5,83 0,008
i B L 1) X (),98677‘ 35,0 1 0,047 | 5,83 | 0,008
Sum | : | 1060 0,142 | ,
Pel | (v--nu)tge .- | o tgie ‘ utg*e ‘ 7 ‘ g | Sop?--Zu r;_;"’
1 | | t
P, 0" 0 0 — 5,00 11,85 907
P, — 17,466 0,97 0,0013 | — 1,02 12,35 44
P, — 2T 0,97 0,0013 | 40,73 | 12,06 26
Sum . —24,743 | 194 | 0,0026 | ‘ j 977
(v — u) tg ex 24,763 e
! 20 = 'V(« 2 g — = ——— = 11,85 m.
j S(vtg?e + u) 2,082
" (Hvis Pzlene ikke havde veeret indspaendt, havde man
fundet z; = 12,75 m).
Naar z, er l)cslcml, kan 5, 5, og 1= Zvp®-+Zuy; be-
stemmes.
Hele Beregningen er fort i ovenstaaende Tabel.
Paxletryk, Transversalkrefter og Momenter
/ g 1
P — ()- A‘w
; 5.9~ 10,8
| 1 1 y b Heoo
I} Pr— ). - 1420 — - M oo \
| % 2 6 ()( l— ) (-1 5 3 ( b : 2 =
o AY N
D, = Ly N ) e p
T 5() Fig. 40.
f=i-ta.r T A Rt
S T Jx T g« M AYL ) — S e y
1 877 T 9480 T 174 ** 686
1 1 1 1 1 1
To— — g 0 M oM. =15 ). — ) — M
# 26 100 +_87 6" =t 33()() 'l“qa 291 2‘)0( 17,52("'l 660
Ll = i B | 1 1
b Ti=—— )z ) M.:".,s = () Qr— M
s "()100( +87( Qat i480 Mo=T381= 59509 17,52% ~ 696

e ———
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Praktisk talt er Transversalkraften ens 1 alle Paxlene.

Hvis _ = 200, finder man:
25— .95,
Fass 5],9(‘):“ 11?44» -
= 131,0(‘) =+ 1,20 Q= — 355 M,
Fo «sl.u(‘)’ S E 141,0 L
T 2(;9 Qx ”14” M; M =T 5 —= 5,138(‘)"' o 251}0 M,
Ty ’7(3918<1Q:+ 271,(30“' J 10172 e Sl :”13196(‘):*5,1320“‘—‘)14
L S «ss:so('): i 271,(3("“’ 3 11102 B et 13196("):— 5,1320 s 2;()

Eks. 3. En Pille, hvis Paele skerer hinanden
i samme Punkt, og som er symmetrisk om
en lodret Linie.

Samme Pale som i Eksempel 1 og 2.
v .
— = 750.
u

a. Nojaglig Beregning:

i |
Peel @x tg e cos « v u |-vtge | utge
, |
] et
P, | =250 1Y, 0,97 34,9 | 0,0466 | 8,725 | 0,0116 @
2 L [ 1 0,99 35,7 | 0,0476 4,463 | 0,0059 & ‘“é
P, 0 0 1,00 | 36,0 | 0,048 0 0 N
3 | [ & S
ey | , ? N
Sum | [ | |
! ‘ ‘ ‘ Fig. 41
‘ ‘ 4 Ly 2 . 2
Pel | (v—u)tge-x| vigie utga | Y 7 2oy 4 Zu
| | |
B — 21,78 2,18 0,003 | — 0,10 9,893 | 4,6
sl — 5,575 0,558 0,001 | — 0,05 9,736 | 4,5
P, 0 e 9,580 | 44
= s e o | e
Sum — 27,306 2,738 ‘ 0,004 | 3
! : |
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27,355

2= — — 9 58 m.
v 2,856

(Hojden til Paelenes Skeeringspunkt er 10,0 m).

g 1 o 1 ‘
8 P, = 493 Q: + 1,63 Qu— M,

6,3
1
1) =

AT
1

2

by = 1.93 0

1
Q: + 0,82 Q.— M,
Q-+ 0,820.— 55 M

1 1 1

i o O :
I 14800 Q=+ 115 47.6

1 1
To=— — (),
fy 29800 O=+ 115
1 1

115 0= + 49,2

Qx - =M,

T, =+ M.

v . .
For: = 200 faas: z; = 8,60 m.
u

L R Y LA

B — =
: 4,93 6,4

1 i
i = S M,
s 4,91 Q=+ 0,71 O — 19 ¢

1
t o i
& 4.93 Q-
1 1 1
by 0. i
4100 Q= + 3605 " B3 2

] Q- 1 0.+ _] - M,
il

T, =

Ts==3000 ¥ 357 %
1 1

=t g3 Tt

b. Tilnermet Beregning.

f Seosta=4,92; Zxt=156; 2z, —=100.

’ 1
(\): 1D 1,()0 (\,)x  — 6125 A“I,
1
), = Q-+ 0,80 Q. — M,
& 97 G 0800 =5 M

o — 5.07

(@2}
—_ -

1
Po= 495 U=




| Iy =+ 185 M,
1
| h
(S oE M,
1
T, = oL M. /
3 50

Henfores Q. til O-Punktet, skal man i disse Udtryk sette

i . v - 3
Momentet lig 1) for = 750: M+ 0,42 Q. og 2) for [; —=9200:

M -+ 1,40Q., hvorved Formlerne gaar over til:

U - 12
1) =) 2) 200 :
144 u
P L 0 e el p R e
! U R s b A T i e T
P, - Lo ST = | B e 0 0000, e
2 4’97 N E b N 12”—) ) 2 4‘97 oz ) N 12,5 )
1 1
2
Fy 4,92 Q- Lo = 4,992 Q-
1 1 1 i
e O M, T, =- )e _M,
1= 115 YT 485 3 Jr34,7 @ T 185
1 1 1 1
7 e M, y RPN S b o M,
I 117,5(‘)a ' 49,5 J | kR 35,4 0 +49,;> :
s 1 A0 fitlle AN 1y,
Iy =+ 119 &=+ 55 M- hpe=sh 35,7 Qe +py M

Man ser saaledes, at Tilnsermelsen er overordentlig god, og
pregver man den med andre Healdninger paa Palene, vil man
se, at den 1 al Almindelighed er fuldtud tilfredsstillende.

IV. Paxleverker med Pale, der er indspendte for-
oven og forneden.

§20. Definition af den teenkte Peel. Naar en Peelegruppe
om et Drejningspunkt O faar en Drejning ¢, vil Palehovedet
faa en Forskydning qg¢ vinkelret paa Peelens Retning, hvor
q er Afstanden fra O til en Linie vinkelret paa Pelen gennem
Pzelehovedet, samt en Vinkeldrejning ¢.

Herved vil der fremkomme et Moment og en Transversal-
kraft i Peelehovedets Forbindelse med Pillen.
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Med de paa Fig. 42 viste positive Retninger for Pzlens
Indvirken paa Pillen har man (se'§ 2, Lign. (3)):

o e s MR T B Tss?  Mys,
IF=50 SPF TooRE 4 bl G
Heraf faas:
e 12E1 : 6E Ay "
I's =+ X (@ + Lspg; My=— (q-F+3%s)9. (50)

Hvis man lader T virke i Palens Midtpunkt, vil Momentet i
Palehovedet blive:

6EI s, 12E1

M —— RS + —= (g +Ls)e>
M, 5 (@ + %5y @ 5 s (g + 3s)g
51 .
My =— Q. (51)
SI

M, kaldes Palens Drejningsmoment.

Da T, er proportional med g + }s;, vil Virkningen af en
saadan Indspeending af Palen foroven og
forneden lige saa godt kunne opnaas ved
at indfere en tenkt Pel, der skeerer den
oprindelige Pzl under en ret Vinkel i
Midtpunktet (d. v. s. i Midtpunktet af
Palens Indspaendingslengde s;), naar man
blot til de ydre Krafter, der paavirker
Pillen, tilfojer et Moment af Sterrelsen

Bt v :
/ M= iy for hver Pzl i Pelegruppen.
i s
Fig. 2. Disse tenkte Pwle skal behandles gan-

ske som de oprindelige Pzele, naar man blot lader deres
12E1 , 0
— Man vil se,” at dette Modstandstal
!
er 4 Gange saa stort som for de tenkte Pele i forrige Afsnit.

Modstandstal veere

§ 21. Sammenhgeng mellem Paavirkninger og Drejnings-
punkt; Inertimoment. Vi indforer nu foruden Betegnelsen

EF. .. 12E1 3
v = — cos’e en ny Betegnelse r = A
aa ot

Svarende til det i tredie Afsnit angivne har man:




: EF 2B i 3
= : cos?e svarer —;— sin®e = rig?e.

22 1

EF : 12E1 .
» vige = cose sine svarer ——— Sine« (—cosa) = — r tge,
Sy 85
“ PR 12E1 5
vigia—= SIn® e » 5 COS*e = T.
So .S'l

Vi skal nu kort som i tredie Afsnit gennemgaa alle de i
andet Afsnit opstillede Be-
tragtninger, idet de der forte
Beviser ogsaa her galder
uforandret. Indtil videre for-
udseettes Pillens Underkant
retlinet.

For en lodret Parallelfor-
skydning 1 nedad vil Pele-
lrykkenes Resultant R’ gaa )
gennem Tyngdepunktet for de lodrette Kreefter v og rtg®e,
idet Kreefterne v virker i Pzelehovedet for de oprindelige Pale,
medens rtg’e virker i Peelehovedet for de tenkte Pale. R’
danner Vinklen «' med den lodrette bestemt ved Ligningen:

Fig. 43.

S — E(,” =i i (52)
2 -+ rtgle) ‘
Tyngdepunktet for de lodrette Kreefter v og rtg?e« kan findes
paa folgende Maade:

Trykket i den tenkte Pzl opleses i det Punkt, hvor den
skeerer en lodret Linie gennem den oprindelige Pals Hoved,
i en lodret Kraft og en vandret Kraft. Man kan derfor lade
Trykket i den tenkte Pzl virke i Paelehovedet, naar man til-
fajer Momentet: rige s sece. Vi setter: 1s seca =5, og
man finder derfor det omspurgte Tyngdepunkt ved at finde
Tyngdepunktet for de lodrette Kraefter (v -+ rtg?a) virkende
i Pelehovederne af de oprindelige Pele og flytte dette Punkt
lil venstre et Stykke:

¢ 3s'rtg e 53)
Se = < o (5
2 Sw+trtgla) /

For en vandret Parallelforskydning 1 til venstre vil Pale-
frykkenes Resultant R” gaa gennem Tyngdepunktet for de
lodrette Kreefter vtge og —rtge, idet Kraefterne » tg « virker
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i Paelehovedet for de oprindelige Peale, medens —r g« virker
i Plehovedet for de tenkte Paele. R” danner Vinklen «” med
den lodrette bestemt ved Ligningen:

no=(vigie 4+ 1) (54)

tg o' =———
Sw—r)tga

Paa lignende Maade som for findes Tyngdepunktet for de
lodrette Kreefter vtge og —rtge at ligge et Stykke s fil
hgjre for Tyngdepunktet for de lodrette Krefter (v —r)tge
virkende i de oprindelige Paeles Hoveder, idet:

s
i ;‘.rs el

* Sw—r)tge

Her som i forrige Afsnit er den vandrette Komposant af R’
lig den lodrette Komposant af R” begge lig:

S(v-—r)tge.

Den lodrette Komposant af R’ er: X (v -+ rtg’e),
»  vandrette » » R” er: 3 (vtge + 1)

En vilkaarlig Kraft gennem R’’s og R"'s Skeeringspunkt, O,
giver Pillen en Parallelforskydning.
Naar Pillen paavirkes af et Moment M, vil den dreje sig
om O-Punktet. Drejningsvinklen ¢ bestemmes af Ligningen:
El
M— = 7
= T; 2
hvor I; = Zvy? + Zryi.
ye er lig Afstanden fra O-Punktet til Skeeringspunktet mellem
en lodret Linie gennem O og den tenkte Pel:

=1+ =1z +8—@—x)tge, (56)
hvor 7; har samme Betydning som i forrige Afsnit.

7 =L~y T %y lgc.
Man finder nu:

¢ E
Livg=M— ¢ @I: = - = s Al
Sy g :
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M
= < 3 = v e
. Zvp? 4+ 3rgpi -+ 5 3rs®
Vi saetter derfor: ' ' (1)
I, = Svyp? + 3rypi 4 % 3rs’?-

Dette Inertimoment skal som i de andre Afsnit veere det
mindste, der kan dannes om noget Punkt, idet det sidste Led :
1 3rs” nemlig er konstant, og de andre Led ganske svarer til
Udtrykkene i de forrige Afsnit. Derfor indser man straks, at
O-Punktet maa ligge leengere nede end i forrige Afsnil, og her
igen laa det nsermere Pilleunderkanten end O-Punktet for en
Pille med simpelt understottede Peele.

Kaldes den vandrette Afstand i Pilleunderkant mellem Tyngde-
punkterne for de lodrette Kreefter (v -+ rtg?«) og de lodrette
Kreefter (v — r)tge for ¢, findes O-Punktets Hojde over Pille-
underkant:

s lS ‘ > R RS g =
0T g —tg ﬂ' ARt (58)
O-Punktets Abscisse er:
x, =, +z,tgo — 5. (59)

§ 22. Peeletrykkene. Ligningerne (15) og (16) i § 5 eller
(34), (35), (36) og (37) i §14 gaar her over til:

i) vig«a vy
Deosa=R' ¢ R" > ML, 60
Pcosa=R'cos ¢’ S0 +l 1g m—l " sin e Swigetn) -+ 12 (60)
v tg "' —tg & v tg «—lga’ vy
> cos = L0 ) il W e T
Booso=ics S(v+rtg? 20 tge'—tg e’ 0 S(v—r)tge tga"—tga g i oy
>eletrykkene i de tenkte Pele, d. v. s. Transversalkraften
i de oprindelige Pwle, er:
r lg « "o ” r A I'I/[ »
T cosa=— R cos SRS - -+ M 62
T cosw R cos « Sy F R"sine S itetn t I, (62)
r tgatge+1 L tga' tgee1 .
Tcosae—=— e - -+ M=% - (63)
Feose Q- S(v-+rtg? u) tg o’ "—tge Y .E(U*l‘)lgu tga"—tg o’ 2 I, (63}
Jea i rs 25
Drejningsmomentet bliver: M, —— 31, M. (64)
Indspaendingsmomentet foroven bliver da: My =M, — 1 )
:, (65)
» forneden » B = ")

~1
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§ 23. Drejningspunktets Beliggenhed; Hovedakser. Den
i § 7 viste Figur til Bestemmelse af det endelige Drejnings-
punkt O" svarende til en bestemt Belastning, bliver ogsaa her
ganske den samme, naar man satter:

R cos o
= e 5
(7 224 (I) ~+r tgzu)

I R" sin «”
= S e L]
o 2(vtgla 4+ r)
M
hvor: ¢ = —-
I

Naar saaledes Drejningspunktet O’ er bestemt, findes Pele-
trykkenes lodrette Komposanter:
!
I)I/
Is

Pcosae=-+M

Transversalkreefternes vandrette Komposanter er:

r

ry,
Pcos e =-+M .
. COS « | 7
Momenterne bliver:
rs'?
My =— M.
: 3L,

Den i §6 viste Konstruktion al Paelegruppens Hovedakser ved
Hjeelp af Land’s Cirkel bliver den samme, naar man erstatter:
51)] med X (v + rtgie),

(v tg?a + r),
(Dr="rpibgee:

Suigie 31 3
Sy tgs v 13
Hovedaksernes Retninger kan bestemmes af Formlen:

9
i cotg &' — tg «” ' )

Hovedaksernes Storrelse kan beregnes efter en Formel, der er
ganske analog med Formel (18) i § 6.
Man kan anstille de samme Betragtninger over r-Krafternes
Indflydelse paa Kraftellipsens Form som i § 15 for u-Krafternc.
Saaledes vil i ferste Hovedakse Bidraget fra o-Kraefterne til
den Modstand, Pelegruppen gor mod en Beveegelse, praktisk
talt veere Maksimum og r-Kreefternes Bidrag Minimum, medens
det omvendte er Tilfeeldet i anden Hovedakse. |




99

Hvis v- og r-Kreeflerne er lige store, vil Pelegruppens Kraft-
ellipse gaa over lil en Cirkel, saaledes at Paelegruppens Mod-
stand mod en Bevaegelse er ens i alle Retninger, og at Kraft-
0og Beveegelsesretning altid falder sammen.

Da r-Kreefterne er 4 Gange saa store som u-Kreefterne, vil
Udjeevningen i Kraftellipsen veere storre, naar Pealene er ind-
spendt i begge Ender, end hvis de kun er indspaendt forneden.

Ligesom i § 7 vil man her finde, at Kraftlinien og tilherende
Drejningspunkt er Polar og Antipol med Hensyn til en Ellipse,
der har Hovedakser i Pewlegruppens Hovedakser, og Hoved-
aksernes Leaengde er
/b o k.
/ I\)[/ =E 1{/

Man vil her ligesom i § 8 og i § 15 finde, at alle de Kreefter,
der giver Pwaletrykket Nul i en Peel, gaar gennem Pelens
Antipol med Hensyn til Polarellipsen, og alle lige store Krzaef-
ter, der tangerer en Cirkel med denne Antipol til Centrum,
vil give det samme Peletryk.

Ligeledes vil man kunne finde en Nullinie for lodrette
Kreefter og for vandrette Kreelter og faar her de til (19) og
(20) svarende Udtryk:

For en oprindelig Pel :

PR l, g u',' — g« ,

2 (v -+ rig?e) tge” — tg o'

) 1y g« —tg o
% n2(v—r)tg « tge — g &

For en tenkt Pel: (67)

I, lg " g a+1

e ne S(0+r lgﬂu)‘ tga —tg a' {

I5 tg o' tgee -1
Lo 1,1.'(1)—1)10‘«.1” ' —tg a

Pzlenes Drejningsmoment vil for alle Krefter gennem O-
Punktet blive Nul, og alle lige store Kreafter, der tangerer en
Cirkel med Centrum i O-Punktet, giver samme Drejnings-
moment.

Peele, der er indspendt baade foroven og forneden, vil i
Almindelighed ogsaa kunne tage Traek. Kommer man ende-
lig i det Tilfeelde, at Peelene ikke kan overfore Trak, maa de

-3

/
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Pzle, der efter Beregningen faar Traek, udskydes og Bereg-

ningen gentages.

§ 24. Pilleunderkantens Form. [ det foregaaende er detl
forudsat, at Pilleunderkanten er retlinet. Hvis den ikke er
det, kan man indfere en regningsmessig Pilleunderkant som
i §16, naar man blot stadig lader den tenkte Pzl skeere den
oprindelige i dennes Midtpunkt.

Herved vil hele Udviklingen blive den samme som for en
Pille med retlinet Underside, naar man blot overalt erstatter
si— 1l secie meds

si={ds, + s,)sece, (68)
hvor s, har samme Betydning som i § 16, nemlig det Stykke,
der afskseres paa en Pel mellem den virkelige og den reg-
ningsmeassige Pilleunderkant.

Man vil derfor se, at Retningerne og Sterrelserne af Pale-
gruppens to Hovedakser bliver ganske de samme som for en
Pille med retlinet Underside, hvorimod O-Punktel flytter sig.
Hvad der i §9 og §17 er sagl om Pillens Stivhed gelder og-
saa her.

Da r-Krafterne er 4 Gange saa store som de tilsvarende
u-Kreefter, vil en Pille, hvis Peele baade er indspaendt foroven
og forneden, veere endnu stivere end en Pille, hvis Pele kun
er indspeendt forneden, hvorfor baade Forskydninger og Vinkel-
drejninger vil blive mindre for en tilsvarende Belastning, sam-
tidig med at der fremkaldes storre Momenter i Palene.

§25. Specielle Tilfeelde. -

1. Alle Pxlene 1 Pelegruppen er parallelle.

O-Punktet ligger i Skeeringspunktet mellem Tyngdepunkits-
linien for de tenkte Pazle og Tyngdepunkislinien for de op-
rindelige Psele. Pwelegruppens to Hovedakser er henholdsvis
parallel med og vinkelret paa Pzelenes Retning.

For en Kraft i forste Hovedakse (d.v.s. i Pelenes Tyngde-
punktslinie) vil -Palene kun faa Tryk, ingen Indspandings-
momenter. For en Kraft i anden Hovedakse (d. v.s. vinkelrel
paa Pelene og i de tenkte Paeles Tyngdepunktslinie) vil Peelene
intet Tryk faa, men der vil fremkaldes Indspandingsmomenter,
der er lige store foroven og forneden. Ved en saadan Pille
er altsaa (tilsvarende Pillen 1 i §18) v-Kreefternes Bidl":lg til
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Modstanden mod en Forskydning i 2. Hovedakse Nul, Bidraget
fra r-Krefterne til Modstanden mod en Forskydning i 1. Hoved-
akse Nul.

Hvis Paelene staar vinkelret paa Pilleunderkanten (denne
regnes i saa Tilfzelde vandret), og Indspeendingslengden den
samme for alle Pazlene, vil alle de tenkte Pewle ligge 1 den
samme Linie, nemlig en Linie parallel med Pilleunderkanten,
gennem Pwlenes Midtpunkter. O-Punktet vil derfor ligge paa
Pzelenes Tyngdepunktslinie i Hojde med Palenes Midtpunkter.

Af den Grund vil et Moment intet Tryk fremkalde i de
teenkte Paele, og Momentet i de oprindelige Pale er derfor
konstant i hele Pelens Leengde, lig:

9
rs*
| Mi=—_—M
. Tl
19 = .\..Vl)l'/2 kl— l— Spedi= .}.‘U}/i -+— '|1§ S‘f >r. (69)

En vandret Kraft (). gennem O-Punktet fremkalder kun Tryk
i de teenkte Peele.

Peletrykkene er:
(70)

Y r
1= J (\)1 >
Momenterne er:
'Sk
My=—-—- M.
; 120

2. Pelegruppen er symmetrisk om en lodret Linie.
[ dette Tilfzelde er X (v — r)tg @« = 0, hvorfor man har:

S —n)itgien

tg o/ = ——— = =)
2 3 (v + rtgla)

Swtgle+r) e
toiad— k— 8 - J — PO =900
: 2w—rtge

O-Punktet ligger selvfolgelig paa Symmetrilinien

Neo'p
(S' srtg « “) ,

" S+ rtgda)

og dets Hojde over Pilleunderkanten er bestemt ved:
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o 2(w—rntgex -+ Zrs 1)
e S(wtgde + r) (

Symmelrilinien er 1. Hovedakse, en vandrel Linie gennem
O-Punktet er 2. Hovedakse.
Peelelrykkenes lodrette Komposanter er:

v vig o
Pcoso = (), L) e
NZ N I T N U

2 (v-+rtgla)

01
L =L

72)
S(vtg?a-+tr) Ig (
Man ser, al (), intet Bidrag giver til Lodpwlenes Tryk, og
at for en Skraapzel vil Bidraget fra (). veere det, der forandres
mest, naar Pewelene bliver indspeendt.

Den vandrette Komposant af Peelenes Transversalkrafter er:

ides : '
Tecosa=— Q, —; Elgie e I_, +M T (D)
2(v+rigle) S (v 1g?a+r) 3

Man ser, al
kreefter.
Peelenes Drejningsmomenter bliver:

N

). intet Bidrag giver til Lodpelenes Transversal-

rs'?
A s , 74
M, 31, M (7

3. Pwlene skaerer hinanden i samme Punkt.

Som ved en Pille, hvis Piele kun er indspendt forneden, vil v-Krefternes
Bidrag til Inertimomentet i Almindelighed viere meget lille, hvorfor Pwlenc
vil faa meget store Momenter, naar Pillen paavirkes af et Moment, dog ikke
saa store som naar Pwmlene kun er indspwendt forneden.

Hvis alle de twenkte Pale skiwerer hinanden i samme Punkt, vil en Drej-
ning om dette Punkt ikke fremkalde Tryk i de tenkte Pwle, men derimod
nok Momenter i Pwmlene, konstant i hele Pwmlens Lwngde. Den til en saa-
dan Drejning svarende Kraft vil veere parallel med den til Linien fra de
oprindelige Pwles til de tenkte Pwles Skeeringspunkt svarende konjugerede
Diameter i den Kraftellipse om de oprindelige Pweles Skaeringspunkt, der
svarer til v-Kreefterne alene, idet r-Kreefterne bliver Nul og derfor udgaar,

o 8 5 . : 2M;
og den ydre Krafts Afstand fra denne konjugerede Diameter er: e = B
hvor R er Resultanten af Pwletrykkene; hvis Pwelenes Drejningsmomenter
ikke fremkom, vilde Peletrykkenes Resultant nemlig gaa gennem Pwlenes
Skeeringspunkt.

For en Pille, hyis Pewle er indspendt haade foroven og forneden, kan® der
ikke stilles simple tilnzrmede Vierdier op for Peletrykkene, som man kunde

for Pillen med Pelene kun indspaendt forneden.
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§26. Eksempler.
Eks.1. Samme Pille som i Eksempel 11 §11 og §19.
108 Lo 1 p
E v = 36 cos?«;
P L 250 425, 190 .04, 475
103 ; g Tio) e
T 0,192 cos®e ; ¥
v bt WY T S
— X7 R - N AN
[ e & T\, w\Q
N &y
Sih— Sy="0,00an, Fig. 4.
|
Peel x tga | cosa v 1 VX vtge | rtge |(v—r)tga-a
|
P (] 1,0 36 | 0,192 0 0 0 0
P, [4250] 1 0,95 324 0,173 | + 81 10,8 | 0,058/ -+ 26,85
P, |+515 % | 095 | 324 0173|4167 108 0,058 55,30
P, |+1790 1 0,95 324 0,173 |4 249 108 | 0,058 -+ 82,70
P, |4+375—1 | 098 350 0,187 4 131 — 583 —0,031 — 21,75
P, |4+59 —1 | 098 350 0,187 - 208 — 5830031 — 34,51
Sum 203.2 1,085 | - 836/4-20,74 0,112 108,59
Pzl | vtgle ,‘ rtg?a | rtgiex Ul 7, s st rtgaest]
P, e T 0 | —388 4025 250 048 | 0 ! 542
P, 3,6 | 0,019 | -4 0,05‘\i2,13‘ 10,84 263 0455 | 0,153 | 148
P, 36 | 0019 | + 0,10|- 0,52 — 0,05 2,63 | 0,455 | 0,153 9
P, 36 | 0,019 | + 0,15+ 3,07| — 0,90 2,63 | 0,455 0,153} 306
P, 0,97 | 0,005 | 4+ 0,020,241 0,27] 254 | 0,475 | 0,079 3
P, 0,97 | 0,005 | + 0,03 | + 2,44 0,64 | 254 | 0475 | 0,079 | 209
Sum | 12,74| 0,067 | + 0,35 15,47 | 2,795 | 0,617 | 1217

Opstillingen af Tabellen er ganske
og §19.

den samme som i § 11

836,35 108,59 . .
2! = e s =4 2 =—1596: c=x,—x,=—1,15
zi=-tongamr T oLLi T topgent 0 C= T So——L1bm,
0,617 ¢ 3795 ,
So™ " 208987 0.0 20,8985 g
920,628 , 13,825 .
o = 2 ) = = (
tga 903,267 0,102; lge 90.628 0,670 m,

1,15 + 0,14

=— 2,25 m.

770,670 — 0,102
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O-Punktets Abscisse i Forhold til P, er:
xy =+ 4,11 — 2,25-0,102 =+ 3,88 m.

Peeletrykkene er:

1 1

o= Qo= 0518 rasle— g
P, s 0 —- 0,313 i Vi
s ! Q.+ 0,663 0, — 1 M
= 1103 A N 16600
12— - Q- + 0,663 Q. -+ 1 M
2 TS 2 ST s o
S 10,6630, 4+ L N
- 11051 % { S T
P 2l 0. w8100 £ -t W
it 3,89 2 Vs 143
Je— . Q. — 0,810 Q. - - M.
6 3,89 N b NG I 14’0
Palenes Transversalkrefter er:

1 1 1
Pree—e Q; b —10.F M,
- 600 ~° e | 23400 it

1 1 1
To=—— z (0 £ M,
L 517 Q= + 628 e+ 7780 "

1 1 1
= == | 0 M
Uy ol g - 62,3 ™ 223000

1 1 1
T, = 0. O— A

2 o R i 6203 7600 Ay

1 1 1

T,=— Q- - 0 ===,
L 683 Q= + 0298 = 5 23700 4
1 1 1

o 0, - i,
li=—%83 YT 629 % 10000 M

Peelenes Drejningsmoment er:
1

— 3035 "

A‘[q -

S D Lo
Hvis — = 50, finder man:
7

iy Lt = 5 96 ¢ et =gl —— 114,
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8y =1000;01 Ssie=t015T
fge’'= 10,1015 tge!" =:0.828:
Zg =—2,29 m.

O-Punktets Abscisse i Forhold til P, er:
Ly —-1 0iS8m o ="1223.

Peletrykkene er:
1 1

= gge MR R W,
P 817‘\ Q: + 0,536 Q. — (;1, i
Pi= g 0:+ 0536 Qu o+ 761,0 M,
Bi= 5178 Q- + 0,536 Q. + 1115_ M,
P,= 4118 0s — 06430, 4= 1;6 M,
P, = 4}18 Q.— 0,643 Q. + ]412 M.

Pwxlenes Transversalkrefter er:

Ll 9})4 it ‘)(lw et ‘)9100 i
i 1:39 @i 90 gt ‘>2135 il
s 1239 e 2’(1)',9 Oa— 1951%0 o
i 1159 Q:+ 2(1)',7.) G 21140 i,
e 21;9 Q=+ ‘>} p e 7.>100 M,
is= ‘);9 s 21,1 O« 29125 o

Pwxlenes Drejningsmoment er:

1 .
My =— o6 M.
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Hvis Pilleunderkanten ikke er retlinet, giver dette ikke en
mere kompliceret Beregning end den i Tabellen angivne, idet
man blot indlegger en regningsmeessig Pilleunderkant som
angivet i § 24, og man indferer da kun under Rubrikken s’
Sterrelsen :

s = (2 s; - Sp)sece,

idet man husker paa stadig at lade de tenke Pwle virke
Midtpunkterne af de virkelige Pxle og regner 7 ud herfra.

\ Eks. 2. Samme Pille som i Eksem-

\ pel 2i §11 og §19.
/ Der regnes med de samme Pele som i
| § 11 og § 19.
\ - v -
/ Naar = 750,
/ I :
W v o3 s
i er — = 1.750 = 187,5.
\ \ J (e

o 10°
\\ \\ (‘ v = 36 cos® «

/ . E :
/qo 1({., X (f() cos2a = 0,192 CoS%ee;
| I 187,56
o

Sii= s — 0,0

=

Fig. 45. 2
Pl X tg o cos ¢ v r vtge ‘ rige
2 — 5,0 0 1 36 0,192 0 0
I — 3,0 3 0,986 35,0 0,187 5,83 0,031
P, 55 1 0,986 35,0 0,187 5,83 0.031
Sum 106,0 0,566
Pzl (v—ntgex, vtgle | righa ‘ s’ Y | Y, | ik
; ‘ 1
P 0 | 0 0 2,50 — 5,00 | 11,78 927
Py - 17,40 | 0,972 0,005 2,54 1,453 ‘ 12,32 104
2y 7.25 | 10,972 0,005 2,54 -- 0,297 1 12,03 30
Sum | — 21,65 1944 | 0,010 | 1061
S —1rtg a-x+2rs 24,65 — 1,43
Zp = — : ? >\ = _ =19 28'm.
2(wlgte + r) 2,610
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(Hvis Pelene ikke havde veeret indspzendt, havde man faaet
zo = 12,75 m; hvis Pelene kun havde veeret indspsendt for-
neden, havde man faaet z, = 11,85 m).

Naar z, er bestemt, kan %, 5 og [y = 3Svg®-|- Zry, + 13rs?
bestemmes.

2

Hele Beregningen er fort i ovenstaaende Tabel.
Peeletryk, Transversalkraefler og Drejningsmomenter findes
da:

B = (s M
; B 9" iR

1 1
P,- o I § T M,
: T s R T

1 1
P O VT O = B
6.0 Y= LTG50
T, = SRS e L g
L OFR L g

1 1 1
Paes 2o O Rt s 3
2 6770 " 265 ** 910

1

LA, N M

B0 L o985 T L 088

Praktisk talt er Transversalkraften ens i alle Pealene.

1 3
M, =— 5390 M for alle Pelene.
Hvis i, = 50, svarende il Lo 200, finder man:
J u
Zq =460 Di:
1 1
D = ) M,
P, 5,9 Q. TRt
1 1
b 0.-0,728 Q. — M,
by g0 LT0T8 Um0 M
P, = : 0.-10,728 Q.— : M.
i 6.0 = ’ 144
1 1
T, — D M,
I iy 11,3 Q= 468
1 1 1
A oy 0. M,
4 IO = 15 3 443
e — 1 @Ok : ()l ] M.

1800 == e 5 46D
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Eks.3. En Pille, hvis Paele skeerer hinanden i samme
Punkt og som er symmetrisk om en lodret Linie.

Der regnes den samme Pille igennem som 1 Eks. 3, §19.

f W 1 ! ]
L ’/" "\\ Pzl . | o ’ cos e sl IenT | vtge | rtge
; \ \ 1 i ‘ ‘ f
1\ 1 f ‘
4 W\ P, | —250| } 0,97 | 339 | 0,181 | 8,475 | 0,045
|\ P, | —125] & | 099 35,3 | 0,188 | 4,413 | 0,024
¥4 P, | o0 | 0 | 1,00 | 360 | 0192 0 0
L Wl g ‘ ! |
\ \ Sum | | |
i T -
\
Pzl i(lu—r) tge - x| vtgie rtgle| o Y 7, 7
§ [ : g T
Q P, | —21,10 | 212 |"0,011| 2,65 |— 0,475/11,375| 31,5
‘ 3 12 — 548 | 0,552 0,008 2,53 |— 0,237| 10,786 24,2
X P, 0 et o | gs0 0 10,60 | 22,0
{ 0 - ) 1 I
i | Sum | — 2658 | 2,672 0,014
Fig. 46. I, = 1334
26,58 — 1,20
Ty = — e — 8. 110
v 3,137 5
Pri= + 1,393 Q. — - M
B 305 0 80
| 1 1
P, = Q.+ 0,711 Q. — M,
. dpn e o T TR
1
Po= — Q-.
o 4,86 (»-
1 1 1
T, =— ) ) b i
: 3770 Y= 33,6 Ca A 63,0
% I Q. + Do M
| : i ‘)1() d& ,0 65,2 "
‘ 1 1
= -+ ) | 65 M,
y f 32,7 O +- 65,8
1
Ms—— M.
i 334

v
For — = 50 faas:
T

A S —

zo = 4,92 m.
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1 1
e Q. + 0,993 0, — M,
& 5,06 *° | ‘ 8.0 ‘e

1
G ) = 505105 ==
Py 4,90 Y= 0000 Q- — 355
1= 1 <o
g 4,86

1 1 1
T 0. 0 M
I 1005 =+ 12.6 ' 62,0
Ts- : @ ey | M
LA 0T A T T el Y T

= 0t M

. +1;,_>5 Y 67,0

1
M= i
i 240 !
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ANDET AFSNIT.

Rumlige Palegrupper,
. Grundlaeggende Forudsaelninger.

§ 27. Naar en Palegruppe, hvis Pwle er placeret paa vil-
kaarlig Maade, paavirkes af en Belastning, vil den faa en
Bevaegelse, som i Almindelighed ikke vil kunne reduceres til
en plan Bevagelse. Medens vi i forrige Afsnit kun behandlede
>relegrupper, hvis Peele var parallelle med og symmetriske om
Kraftplanen, hvori hele Pillens Beveaegelse foregik, vil vi her
beskzeftige os med ganske vilkaarlige Pwlegrupper paavirket
af en vilkaarlig Belastning.

En saadan vilkaarlig Belastning vil ikke i Almindelighed
men derimod altid til to

kunne reduceres til en Enkeltkraft,
vi vil i det folgende

vilkaarligt beliggende Enkeltkraefter®);

reducere til en Enkeltkraft samt et Moment med Akse parallel

med Enkeltkraften; en saadan Kraft kaldes en Skruekraft.
Der vil her blive gjort de samme Forudsetninger som i

forrige Afsnit:

1. Pzlenes Reaktioner er af en saadan Arl, at de giver Pillen
en fuldsteendig elastisk Understotning.

2. Pillen regnes uendelig stiv i FForhold til Pzlene.

Hvad den forste Forudsaelning angaar, skal der til det lid-
ligere neevnte kun tilfejes, at hvis en Pzl foroven kan over-
fore Indspeendinger, vil den i Almindelighed ogsaa kunne
overfore en Vridning. Hvis Pelen foroven faar en Vinkel-
drejning 0 om en Akse parallel med sin Lengderetning, vil
den blive paavirket af et Vridningsmoment M,, og ger man

#) Se Mohr: Abhandlungen aus dem Gebiete der tecknischen Mechanik,
1914, S. 31.
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her den samme Foruds@ining som tidligere, nemlig at der er
Proportionalitet mellem Formforandring og Kraft, har man da:

T M, = k9,
‘ hvor k er en Konstant.

Hvis Palen var fast indspendtl i et bestemt Punkt, havde
man :

S

G
M,=Skg

S

hvor G er Forskydningselasticitetskoefficienten, I, Palens po-
leere Inertimoment, og s er Pzlens Laengde; man kan altid
ved et passende Valg af s ligesom ved de tidligere omtalte
Indspendinger skrive den forste Ligning paa Formen:

GI,

M= 0 i

y

~1
n

3
hvor s, kaldes Pzlens Vridningsleengde.

Den anden Forudsztning, at Pillen er uendelig stiv, vil i
de fleste Tilfelde veere rigtig, i al Fald med en rimelig Til-
nermelse, men paa dette Punkt maa man altid gere sig
Teoriens Begransning klar.

Under disse Forudsatninger vil det veaere muligt at opstille
en almindelig Teori for vilkaarlige Palegrupper og herigennem
finde almindelige Udtryk for Trykket og Indspaendingerne i
en vilkaarlig Peel.

Naar en uendelig stiv Pille faar en uendelig lille Bevaegelse,
vil denne altid kunne reduceres til en Drejning om en Akse
og en Parallelforskydning i Retning af Drejningsaksen; en
saadan Bevaegelse kaldes en Skruebeveagelse *).

Idet baade Kreafter og Beveegelser kan betragtes som Vek-

' torer, ser man, at en Bevaegelse er bestemt ved 6 Betingelser,
0g da Kraefternes Ligevaegt giver 6 Betingelser, kan altsaa en
vilkaarlig Belastnings Bevzegelse altid bestemmes ved de 6 sta- ; ‘
tiske Ligeveegtsbetingelser, uden at man behover at gere flere
Forudsztninger end de navnte.
Vi vil i det folgende undersoge tre forskellige Arter af Pale-
grupper: 1) Peelegrupper, hvis Pzle er simpelt understottede
foroven og forneden, 2) Pwlegrupper, hvis Pwxle er simpell
understottede foroven, men indspendt forneden, og 3) Pzle-
grupper, hvis Peale er indspzndt baade foroven og forneden.

#) Se foromtalte Afhandling af Mohr, S. 31.
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§ 28. Almindelig Teori for en uendelig stiv, elastisk
understottet Pille. Vi vil, inden vi gaar over til Behand-
lingen af Peelegrupper, betragte en uendelig stiv Pille, der i al
Almindelighed er elastisk understottet.

Naar en saadan Pille belastes, vil den faa en uendelig lille
Bevaegelse, der som omtalt i forrige Paragraf kan sammen-
settes til en Skruebeveegelse, ligesom den paa Pillen vir-
kende vilkaarlige Belastning kan reduceres til en Skruekraft.
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75y v
’ ! ’
aﬁ,’ oy s"
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)
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’ ’ )
-~ ) ’ 2
x =37 5.0//‘ e »
. it
\
\
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Fig. 47a. Fig. 47 b.

Vi vil nu vise, at for en saadan Pille findes der altid
3 og kun 3 paa hinanden vinkelrette Retninger, for
hvilke en Parallelforskydning giver en Skruekraft
parallel med sig selv.

[ Fig. 147a er vist et vilkaarligt retvinklet Koordinatsystem
XYZ. En Parallelforskydning 1 parallel med X-Aksen giver
en Kraft parallel med den paa Figuren viste Kraft P., en
Parallelforskydning 1 parallel med Y en Kraft parallel med P,
samt en Parallelforskydning 1 parallel med z en Kraft parallel
med P,

Hvis man giver Pillen en Parallelforskydning 1 i en Retning
0A, der danner Vinklerne «, 8 og y med henholdsvis X-, Y-
og Z-Aksen, vil man faa en Kraft P’. Bevagelsen i 04 kan
imidlertid erstattes af en Bevwegelse cos« i X-Aksens Retning,
en Bevaegelse cos 8 i Y-Aksens Retning og en Beveaegelse cos y
i Z-Aksens Retning.

Hvis man derfor legder et skaevvinklet Koordinatsystem
O-X'Y'Z', se Fig. 47b, med Retningerne P., P, og P. som
Koordinatakser, og heri afszetter ud fra Nulpunktet O’ i Stor-
relse og Retning Speendingen P’ svarende til Bevaegelsen O-A,
vil Kraftens Endepunkt P’ have Koordinaterne:
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@' = P.cose; y =PycosB; z = P.cosy.

Hvis nu Retningen O-A varierer, vil «, 8 og y variere, og
man faar derfor det geometriske Sted for Punkt P’ ved at
eliminere «, 8 og y af de tre ovenfor anferte Ligninger samt
af Ligningen:

cos® ¢« + cos? B + cos?y = 1.

Herved finder man:

L z'?
sty st

Denne Ligning fremstiller en Ellipsoide henfert til tre kon-
Jugerede Diametre som Koordinatakser. Krfterne svarende
til hvilkesomhelst tre paa hinanden vinkelrette Bevagelser er
konjugerede Halvdiametre i Ellipsoiden. Det kan imidlertid
veere praktisk for at faa en Analogi med en rumlig Speendings-
tilstand at lade en Bevaegelsesretning veere repraesenteret af en
derpaa vinkelret Plan; kaldes en saadan Plan et Snit, wvil
Snithjernet O og Krafthjornet O’ veere reciproke Snit- og Kraft-
hjorner, hvilket er en direkte Folge af Maxwells Setning. En
Bevaegelse vinkelret paa Plan X'V’ vil saaledes give en Kraft
parallel med Z-Aksen.

Da det valgte Koordinatsystem XYZ er vilkaarligt, maa et
hvilketsomhelst Seet af tre paa hinanden vinkelrette Bevaegelses-
snit svare til et Set konjugerede Diametre i Kraftellipsoiden,
men omvendt maa ogsaa et hvilketsomhelst St konjugerede
Diametre i Ellipsoiden veere parallelle med Krzefterne for tre
paa hinanden vinkelrette Bevzegelser.

Kun eet St konjugerede Diametre i Ellipsoiden danner et
retvinklet Hjorne, og betragter man forst dette som Krafthjerne
og finder det tilsvarende Bevaegelseshjorne og dernzest betragter
det som et Bevagelseshjorne og finder det tilsvarende Kraft-
hjorne, indser man, at for disse tre Bevagelsesretninger vil
disse og de tilsvarende Kraftretninger falde sammen *),

Man indser let, at dette Bevis geelder for alle Vektorer, der
er projektivt forbundne.

Der er ikke i den anforte Udvikling sagt noget om Beliggen-
heden afl de paageldende Krafter eller om eventuelle Momenter;
vi har kun ved Ellipsoiden bestemt den paageldende Kraft

¥) Beviset er taget fra A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslzere 1916, S. 96.
8




|
|

-

114

i Retning og Starrelse, men disse Ting @ndres jo heller ikke

af eventuelle Momenter.
Vi har altsaa nu fundet, at der eksisterer tre paa hinanden

'vinkelrette Rétninger, for hvilke en Parallelforskydning og

den dertil svarende Skruekrafts Akse er parallelle.
Akserne for disse tre Skruekrwfter kaldes de tre Krafl-

hovedakser.
Det kan nu vises, at en vilkaarlig Skruebevegelse

z
a /% Peg is 5
Bk i =5 e
Ay x 5 g

R
o
[N

Fig. 48.

om en Akse, der vinkelret skeaerer de to Krafthoved-
akser, frembringer en Kraft, der er parallel med
den tredie Hovedakse.

[ hosstaaende Fig.48 er angivet de tre Hovedakser I, II. og
II1, hvoraf den ene II er vist vinkelret paa Papirets Plan, og
de to andre derfor parallelle med Papirets Plan.

I forste Hovedakse er Forskydningen 1 angivet som [, 0g
dertil svarende Kraft og Moment som P; og M,; tilsvarende
for de andre Hovedakser. :

Vi teenker os nu, at Pillen faar en Skruebevagelse omkring
Aksen L, der skezrer forste og anden Hovedakse vinkelret.
Skruebevegelsen er bestemt ved Forskydningen. f og Drej-
ningen . Den til denne Skruebevaegelse svarende Belastning
teenkes oplost i tre med Hovedakserne parallelle Skruekraefter:
P., M. parallel med 1. Hovedakse, P., M. med 3. Hovedakse
og Py, My med 2. Hovedakse.

Man kan nu gere Brug af Betti’s Seetning®), der lyder:

El’m Amk — —SPI: —ll:m,

*) Se A. Ostenfeld: Teknisk Statik I, 1920, Side 282.
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hvor P, og P er to Sat vilkaarlige Belastninger, A, de af
Belastningen Py frembragte Forskydninger i Punkterne m i
Pn’s Retning, og Aim de af Belastningen P, frembragte For-
skydninger i Punkterne k i Py’s Retning.

Vi vil her kombinere folgende Belastninger:
1) Belastningerne P;M; og den segte Belastning:

Pfi=P. -0+ M-0=0,
l)z =0

2) Belastningerne P;M, og den sogte Belastning:

Pofy = P,-0+ My-0 =0,
Py =0

Man ser altsaa, at den til Skruebevaegelsen om L svarende
Belastning er en Skruekraft parallel med L.

Den i Fig. 48 viste vilkaarlige Belastning, maerket a, kan
altsaa erstattes af Belastningen b, en Enkeltkraft P og Mo-
mentet M, begge med Akse parallel med L.

Hvis vi anvender Betti’s Setning paa PM og P;M,; faas:

Pﬁ: = M;9 + Psf-
Myy + Pyf =0, (76)

Hvis man saetter

faar man altsaa et rent Moment, hvis Akseretning dog ikke
behgver at vaere parallel med L, idet P samtidig med at vare
Nul, kunde ligge uendelig fjernt.

Af Ligningen M;¢ + Pyf =0, ser man, at hvis M; = 0, vil
en ren Drejning om L give et rent Moment, idet f=0 da
giver My9 + P,f = 0.

Hvis en Parallelforskydning i en Hovedakse giver en ren
Kraft, vil en ren Drejning om en Linie, der skarer vinkelret
de to andre Hovedakser, frembringe et rent Moment.

Hvis det rene Moment, der svarer til ovenanferte Ligning,
har sin Akse parallel med L, vil en vilkaarlig Skruebevaegelse
om L altid frembringe en Skruekraft beliggende i den Hoved-
akse, der er parallel med L, idet nemlig den rene Forskyd-
ning fremkalder en Skruekraft i III og den rene Vinkeldrej-
ning et Moment med Akse parallel med III.

Hele denne Udvikling kan imidlertid lige saa godt som for
Parallelforskydninger anvendes for Momenter, idet en Kraft

8
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og en Vinkeldrejning kan betragtes som Vektorer, og Momen-
ter og Parallelforskydninger som Vektorpar. Man kan derfor
foretage folgende Ombytninger: Parallelforskydning til Moment,
Drejning til Kraft og omvendt®). Herved vilde man komme
til et andet Hovedsystem, Momenthovedsystemet, end det, der
svarer til Parallelforskydninger, og som kaldes Forskydnings-
hovedsystemet; i Momenthovedsystemet vilde der altsaa veere
tre paa hinanden vinkelrette Linier svarende til Linierne L
ovenfor, i hvilke en vilkaarlig Kraft svarer til en Skruebevza-
gelse med Akse parallel med Kraften selv. Kun naar Skrue-
beveaegelsen gaar over til en ren Parallelforskydning, vil denne
ikke veere parallel med Skruekraften. Alle de forskellige Skrue-
kreefter i de paageldende 3 Linier, altsaa ogsaa en ren Kraft
og et rent Moment, vil derfor svare til en Vinkeldrejning om
en fast Akse samt en Parallelforskydning i en fast, men fra
Skrueaksen forskellig Retning.

I det specielle Tilfelde, hvor et rent Moment i de to Ho-
vedsystemer har en Skrueakse parallel med sig selv, vil de
to Systemer falde sammen, og i det Tilfelde vil altsaa en
en hvilkensomhelst Skruekraft i en Hovedakse svare til en
Skruebevaegelse om en Linie, der skarer vinkelret de to andre
Hovedakser.

Der kan ogsaa findes forskellige Relationer mellem vilkaar-

lige Kreefter og de tilsvarende Skrueakser.
Vivil forst bevise, at Skrue-

akserne for vilkaarlige Skrue-

T ——————

‘(’1;‘ kreefter i en fast Akse A alle
" Y skeerer vinkelret en fast Linie
f. F, som vi vil kalde Felles-
\\F ;’: linien for Akse 4, og at en
B yM Kraft i F har A til Felles-
~0 linie.

\\\,(2 I hosstaaende Figur 49 er
‘/./'Mt vist Aksen.A og en vilkaarlig

Fig. 49. Skruekraft deri K, M,.

S, er Skrueaksen for den

rene” Kraft K,, og Skruebeveegelsen bestaar af en Parallelforskydning y, og

en_Drejning ¢ .

S, er Skrueaksen for det rene Moment M, og Skruebevaegelsen bestaar af

Yy %8 Py

Skrueaksen for vilkaarlige Skruekreafter i A vil da findes ved at sammen-

#) Se Mohr: Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik
1914, S. 6.
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swtte Skruebeveaegelserne i S, og S,, idet den ene af disse varieres i Sterrelse
i Forhold til den anden.

Retningen af denne Resultant maa veere vinkelret paa den Linie F, der
skeerer vinkelret S, og S, da Resultanten maa ligge i en Plan, der baade
er parallel med S, og S,. Tager man nu Momentet om F af S, og §S,, er
dette Nul; det samme maa derfor gwelde Resultanten, hvorfor denne maa
skere F.

Skrueaksen for en i en fast Linie beliggende vilkaarlig Skruekraft skerer
altsaa vinkelret en fast Linie, Faelleslinien.

Skrueaksen for en i en vilkaarlig Skruekraft K, M, i F er §;,, og Skrue-
bevegelsen bestaar af y, og ¢,.

Vi benytter ny Betti’s Swetning:

1) Belastningerne KM, og M,:

Den forste Belastnings Arbejde er Nul; derfor maa M’s Arbejde ogsia
veere Nul, d. v. s. at Skrueaksen S, maa staa vinkelret paa A (eller ¥, veere
Nul; er dette Tilfweldet, er S, ikke stedbestemt, men kun retningsbestemt og
kan derfor parallelforskydes, saa den skaerer A).

2) Belastningerne K,M, og K,:

Den forste Belastnings Arbejde er ogsaa her Nul, hvorfor K,’s Arbejde maa
veere Nul. Da §, staar vinkelret paa A, maa den skere denne. (Hvis ¢, er
Nul, maa §, staa vinkelret paa A, for at K’s Arbejde kan blive Nul; for
beviste vi, at S, i dette Tilfelde kunde betragtes som skeerende A, hvorfor
dette Undtagelsestilfeelde: @, = 0 giver samme Resultat som det almindelige).

Kraftakse og Felleslinie er altsaa reciprokt forbundne,

Imidlertid kan man tale om en anden Slags Felleslinier,
idet nemlig parallelle, rene Kreefter i en Plan har Skrueakser,
der skaerer vinkelret en fast Linie; denne Linie kaldes Fzlles-
linien for en Kraftretning i en Plan.

I hosstaaende Fig. 50

4 5 . P e TR
er vist en Plan P, hvori ><’ / £
Krafterne virker. { & b

i
Sy er Skrueaksen for e e A o
et Moment med Akse vin- B i
kelret paa Planen; Si er 2o

Skrueaksen for en Kraft
R i Planen. Skrueaksen
for en vilkaarlig Kraft R’ parallel med R og beliggende i Plan
P vil derfor skeere vinkelret den Linie, der skaerer vinkelret
Sr 0og Sy idenne Linie; F, vil vi kalde Krafterne R's Feelleslinie.
Sr, er Skrueaksen for en anden Kraft R, beliggende i Pla-
nen, men ikke parallel med R. Kreflerne R,’s Fealleslinie vil
ligeledes skaere Sy vinkelret.
Alle Felleslinierne for Kreefter i Planen vil saaledes veere
parallelle med en Plan vinkelret paa Sy.

Ved Ombytning af Parallelforskydning med Moment vil man af Beviset
Side 113 se, at Sy er konjugeret Diameter til en Diametralplan vinkelret paa

Fig. 50.
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den til Sy svarende Momentakse i Momenthovedsystemets Ellipsoide. En
vilkaarlig Ellipsoide kan altid twenkes opstaaet af en Kugle ved tre rette
Affiniteter: Sy og tilsvarende Momentakse er tilsvarende Ellipsoide- og Kugle-
diametre, herved forstaar vi en Kuglediameter og den Ellipsoidediameter,
som Kuglediameteren gaar over i ved Affiniteterne. Paa samme Maade vil
Planen P og den Plan, alle Planens Fewlleslinier er parallelle med, veere til-
svarende Ellipsoide- og Kuglediametralplaner, eller sagt paa en anden Maa-
de: Planen P er Diametralplan for Sy som konjugeret Diameter.

Det kan nu vises, at Kraftretningerne i en Plan og de til-
herende Felleslinier danner involutoriske Liniebundter, naar

disse sidste parallelprojiceres ind paa en Plan vinkelret paa

‘_.f?I a:
b g A danbil s o ’
. 2 )y
L% Y il
Vi [ g o
S’ A A, 2 = 5
[re jac” ></ ”’X
r i Ay y{. s
- g '
5/7///72 A, 55 V’
g i f
% WA
= yy'
Fig. 51.

Sy, og idet vi teenker os de to Planer drejet ind i hinanden;
undtaget herfra er dog et enkelt specielt Tilfzelde, som skal

omtales nedenfor.
Vi vil dele denne Undersegelse i tre Dele:

1) Si er parallel med alle S..
2) Sy er ikke parallel med nogen S;.
3) Sy er parallel med een og kun een S..

1) Sy er parallel med alle S..

[ Fig. 5la er vist i Parallelprojektion paa en Plan vinkel-
ret paa Sy de to til de i Fig. 51b viste Kraftretninger R og
R, svarende Felleslinier. Sz og Sk, er Skrueakserne svarende
til Krefterne R og R,. Ved at parallelforskyde R vil det vere
muligt at faa den tilsvarende Skrueakse til at falde uendelig
fijernt, hvorved Skruebevaegelsen gaar over lil en Parallelfor-
skydning. Denne kan, som tidligere naevnt, betegnes ved et
Vektorpar (her og i det folgende kaldet en Momentvektor), og
den vil veere vinkelret paa den til Kraftretningen svarende
Felleslinie F. Momentvektoren er i Figuren angivet ved y: og
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yo (se ligeledes Snit A;—A,). Den til den rene Parallelforskyd-
ning svarende Kraft er vist i Fig. 51b som R

Paa samme Maade kan R, parallelforskydes til R}, saaledes
at Bevmegelsen svarende til Ri bliver en Parallelforskydning;
denne er betegnet ved y; og y, (se Fig. 5la og Snit 4,—A4,).

En vilkaarlig Kraft gennem Punkt O i Planen P kan altid
opleses i Komposanter efter R" og Ri, og den samlede Bevze-
gelse kan findes ved Sammensetning af disse Komposanters
7.~ 0g yrBevaegelser. Da Fellesliniernes Retning er vinkelret
paa den resulterende y, og uafhengig af y;, vil Relationen
mellem Fellesliniens Retning og Klaftletmnden blive den
samme som mellem Snil og Speendingsretning i en plan Span-
dingstilstand (se saaledes ogsaa Beviset Side 53, 1. Afsnit), og
man finder derfor, at Falleslinien danner en Involution. med
den tilsvarende Kraftretning.

Hvis Sy staar vinkelret paa Plan P i Punkt O, kan man
yderligere bevise, at en vilkaarlig Kraft er Antipolar i en El-
lipse for det Punkt som Pol, i hvilket Bevmgelsesal\sen skee-
rer Planen.

I dette Tilfeelde vil ifelge den lige ovenfor bethe Involu-
tion Kraftlinien og tilherende Felleslinie veere konjugerede
Diametre i en Ellipse. y

I hosstaaende Fig.
52 er vist det i Fig.® , |
b7 iz a r

51 fundne Punkt O,

den angribende Kraft i

R og den naevnte El- O
lipses to Hovedakser 7
I og II; disse tages

til  Koordinatakser; b

w—

R skwerer Y-Aksen i e
Fig. 52,

Afstanden f; fra O,
X-Aksen i Afstanden f, fra O.

R kan tenkes oplest i sit Skeringspunkt med X-Aksen i en
Kraft parallel med Y, R;,, og en Kraft parallel med A\ R.. Mo-
mentet om O er: Mg = Ry f,. “

Idet Sy svarer til Momentet 1 og y, til Kraften 1%*), finder
man, at Skrueaksens X-Koordinat er (se 1. Afsnit S. 56)

#Y !/l’,l og yl” svarer til Kraften 1 i Akse 1I
— - — L.

I I
Y, 08 Yy
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l]’ ’R y f,’
Ry, fvSv S

a = —

Hvis R tenkes oplest i sit Skaringspunkt med Y-Aksen i
Komposanterne R. og R, (Momentet om O er: My = R.f),
findes Skrueaksens Y-Koordinat:

I

Yy

[ ST Sl
’ 3

Den Linie, i hvilken R virker, har Ligningen :

e e
for R
Heraf findes:
xa yb

) ™
Su/  \S

Dette er Ligningen for Skrueaksens Antipolar med Hensyn
til en Ellipse, hvis Hovedakser er:

Vi
- 08 .
bM 3 AS M

2) Sy er ikke parallel med nogen S,.

I dette Tilfelde vil ingen Kraft i Planen svare til en Parallel-
forskydning, idet en Sammenszetning af Sg, Sg, og Sy aldrig
‘ vil kunne blive en ren

Se 5 A e
= ,[/ s e Momentvektor.
3, = .
g . AtKraftretninger og Feel-
et leslinier danner to involu-
Vi toriske Liniebunter frem-
d \a,’ gaar af det ovenfor anforte,
5, . a2 0
% idet Fellesliniernes Ret-
Fig. 53.

ning er bestemt af de
Komposanter af Sy (S, i Fig. 53), der er parallelle med en Plan
vinkelret paa Sy.

3) Sy er parallel med een og kun een Sy.

I dette Tilfelde er f. Eks. S, =0 i Fig. 53, medens S, ikke
er Nul. Enhver Sammensatning af Sg og Sk, har sin S, parallel
med S, og alle Felleslinier vil derfor vere parallelle med F’
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undtagen for Sg; i den til denne Felleslinie svarende Kraft-
retning vil man kunne finde en Kraft; der svarer til en ren
Parallelforskydning, men dette kan man kun finde for denne
ene Kraftretning i Planen.

Til Slut skal vi endelig bevise, at hvad der nedenfor vises
for en Pelegruppe, galder for enhver elastisk understottet
Pille.

For et uendelig lille Arealelement af Understgtningen vil’

dettes Indvirkning paa Pillen kunne opfattes som Snitspeen-
dinger i et elastisk Legeme, og da disse Speendinger kun er
afhengige af Elementets Forskydning, vil man iflg. Beviset
S. 113 kunne finde tre paa hinanden vinkelrette Retninger, for
hvilke Forskydningsretning og Speending falder sammen. Hvis
man nu helt fjerner Understotningen og i Stedet for hvert
lille Element saetter tre taenkte Pazle i Elementets tre Hoved-
akser og giver disse Pale Modstandstal, der svarer til Hoved-
spendingen divideret med den tilsvarende Bevaegelse, vil man
faa en Understgtning, der statisk og elastisk er identisk med
den givne, og man ser derfor, at hvad der er bevist for Pzle-
grupper, er ogsaa bevist for en vilkaarlig, elastisk Under-
stelning.

I et senere Afsnit skal vi beskeeftige os med plane Pale-
grupper i udvidet Forstand, idet vi ved en plan Peelegruppe
vil forstaa en saadan, hvor alle ydre Kreefter ligger i den
Plan, i hvilken de tilsvarende Beveegelser foregaar. Vi vil
imidlertid allerede her opstille Betingelserne for saadanne
plane Kraft- og Bevaegelsestilfeelde; et saadant vil fremkomme,
naar Sy er en ren Vinkeldrejning vinkelret paa Kraftplanen
og S: er en ren Parallelforskydning i Kraftplanen; naar dette
er Tilfeeldet, vil to af Pelegruppens Forskydningshovedakser
ligge i Planen, og Betingelsen for plan Pzlepruppe er derfor,
at folgende tre Ting samtidig finder Sted:

1) To Hovedakser maa skere hinanden.

2) En ren Kraft i disse to Hovedakser maa svare til en ren
Forskydning.

3) Enren Vinkeldrejning om den Hovedskrueakse, der skaerer
vinkelret de to ovennzevnte Hovedakser, maa frembringe
et Moment parallelt med Skrueaksen.




H. Pxlegrupper, hvis Pele er simpelt understottet
foroven og forneden.

8 29. Pezlenes Heeldningsvinkler. [ hosstaaende Fig. 54
er vist et Koordinatsystem,

L [.A i !
b hvor XY-Planen er lagt i
il Pilleunderkanten.
# 7 [ Punkt A i Pilleunder-
kanten virker en Pzl P,
i —% hvis Vinkel med Z-Aksen
i ',,;” er «.
| = Vinklen mellem Z-Aksen

og Pwlens Projektion paa
XZ-Planen kaldes «. og
mellem Z-Aksen og Plens
Projektion paa YZ-Planen
«y; disse Vinkler regnes
positive, naar paageldende
Koordinat (x eller y) aftager med aflagende Z-Koordinat; saa-
ledes vil den viste Pal AB have negative a. 08 «y.
‘ Vi indferer nu ligesom i forrige Afsnit Betegnelsen:

EF .
i ] v = — cos? «. a7
i Sg
i
i hvor F er Pelens Tveersnit, s, dens Sammentrykningslengde

' og « dens Vinkel med Z-Aksen.
1 Man finder da:
b \ ‘Naar Pillen faar en lodret Parallelforskydning 1 nedad (i
Z-Aksens negative Retning), vil Pzlen faa et Tryk, hvis Kom-
posanter efter de tre Akser er:

o=

P.=+4 vig a.,
Py =-- v'tg ey

‘ Pzletrykkets Komposanter regnes positive i Koordinataksernes
3 I
positive Retninger, naar der regnes med Pelens Indvirkning

paa Pillen.

Naar Pillen faar en vandret Parallelforskydning 1 i X-Aksens
negative Retning, vil Forskydningens Projektion ind paa en
lodret Plan gennem Pzlen veere:

e —————

o ":-L"
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1 tg s

g

Den lodrette Komposant af Peletrykket bliver da:
P.=4 vig a-.

Den vandrette Komposant af Peeletrykket bliver:

tg «.
¢

vtg? e n =vlg e tg a;.

Denne opleses i Komposanter efter X- og Y-Akserne; disse
bliver da:

tg «.,
Pr=+4 vig e tg «. t: =+ v tg? wx,
«
8
> : g «y :
Pi=1vigatlg a: ligi(it =4 vige.tg«y.

Naar Pillen faar en vandret Parallelforskydning 1 i Y-Aksens
negative Retning, findes Peletrykkets Komposanter paa lig-
nende Maade som for:

P.=4vigay,
P, =+ vtg a. tg «y,
Py,=+4 vtgie,.

Betegnes ved P,, Peletrykkels Komposant efter p for Bevagel-
sen q har man altsaa:

Pa= = pited st P pit el e o Poy =00
Poy= Ppa="ivitgaigey Poo= Po=-vigey; l (78)
B =Py — - UiC oy

Vi vil, inden Udviklingen fortszettes, definere Fortegnene for
Skruekrafter og Skruebeveegelser.

For en Skruekraft regnes Kraft og Moment at have samme
Fortegn, naar Momentets Akse har samme positive Retning
som Kraften. Et Moments posilive Relning er defineret saa-
ledes, al Momentet ses at dreje med Urviseren, naar man ser
ud ad Aksens positive Retning. For en Skruebevzgelse regnes
jo som bekendt Vinkeldrejningen som en Veklor beliggende i
Skrueaksen, medens Parallelforskydningen regnes som et Mo-
ment; dette regnes at have samme Fortegn som Drejnings-
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vektoren, hvis Forskydningsmomentets Akse har positiv Ret-

ning i samme Retning som Drejningsvektoren.
Drejningsvektoren regnes positiv i samme Retning som en

Momentakse, d. v. s. at Vinkeldrejningen skal ses at gaa med

_ Uret, naar det ses ud ad Aksens positive Retning.

L Forskydningsmomentets Akse regnes positivt i den Retning,

mod hvilken Forskydningen foregaar.

P

§ 30. Hovedakserne. Som i §28 anfort findes der tre paa
# hinanden vinkelrette Retninger, for hvilke en Parallelforskydning
og den tilhgrende Skruekraft er parallelle. Disse findes saaledes:
I hosstaaende Fig. 55 er vist de
z for Parallelforskydninger parallel
med de tre Koordinatakser frem-
kommende Kreefter angivet med
i de i forrige Paragraf angivne
x Betegnelser.
f Hvis man nu giver Pillen en
' Parallelforskydning 1 i en Ret-
ning, der har Retningscosinus-
: % Flg. 55. serne 4, w og » med Akserne,
vil den hertil svarende Kraft P
§ Fig. 55. veere lig Resultanten af de Kreaef-
i ter, der svarer til Parallelforskydningerne 4, u og » i Retning
4 af henholdsvis X-, Y- og Z-Aksen.
4 Naar denne Retning for Parallelforskydningen skal vare
‘ parallel med en Hovedaxe, maa P ligeledes have Retnings-
4 cosinusser 4, p og » med X-, Y- og Z-Aksen, og man faar da
ved at projicere henholdsvis paa X-, Y- og Z-Aksen:

Pi = A3v tg? e, + p3v tg axtg ay + v2vtg a.,
‘ Pu = 230 tg a.tg oy + u3v tg2 e, + vEvtg ay, I (79)
! Py = A3vtg ax + u3v tg ey + v3v.

Hvis man mellem disse Ligninger og Ligningen A%4p?+4r2=1
eliminerer 4, w og », finder man:

P -— (Svtglea. + Svtgla,; + 3Sv) P? 4 (Svtg’e.3v tgd ¢y + Jv tglay Sv )
| 4- Sv1g%a. 30 — (Zv tg aatgay)? — (v tga.)? — (v tg ey)?) P (80)
Z — (S8 S0ty S0 230t tgery S0 tg e Svtga,— 018 (S0 tgd!')zl /
I

— 2vtglay (Svtgwa.)? — 3v (Svtga-tgay)?) = 0.
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Heraf kan de tre- Hovedaksekreefter findes, og naar disse er
bestemt, kan de tilsvarende Retningscosinusser findes af Lig-
ningerne (79) og Ligningen:
A2 4w+ =1,

Herved finder man til Bestemmelse af 1, u og »:
. (P—2v)dvtgaztge, + Sviga:2vig e,
(P — 3vtgex) Svtg oy + Svtg a. Svtg watg y s,

_ (P—2v)dvigestgey + Jviga.Svig ey (81)
~ (P— 3v tg¥x,) 3v tg o + Svtg e, Svtg e, tg ooy 4
A2 4 u? =1,
Man maa legge Maerke til, at Teelleren i de to Breker er
den samme.

Ved her at indsette for P de tre Hovedaksekreafter finder
man de tre Hovedaksers Retningscosinusser, der betegnes ved:

A

III. Hovedakse: 4; uy »,
IL. » D Ay Wy Vi,
I. » 3o A o Vg
Angaaende Fortegnet for Retningscosinusserne se Eks. 1, § 34.
Vi legger nu et nyt Koordinatsystem med samme Begyn-
delsespunkt som det oprindelige, men med X;-, Y;- og Z;-Akserne
parallelle med henholdsvis III, IT og I
Hovedakse.
Lad AB i Fig. 56 vere en Pel i det
oprindelige Koordinatsystem:
Man har da:

X
tg B e lg[‘y —_—

n |

Fig. 56.

Koordinaterne i det nye System er®*):
Punkt A4: '1'1 — e T
Punkt B: x, = 4@ + wy; Y, = Aot + 1,y  Z3 = Agx 4+ pgy.

Man finder derfor i det nye System:

fe a4y — vz Algee + uytgey + M
S oy = = .

Ay + pgly — V32 Astg s + pstgay, + vy
A+ ey — va7 _ Aetgax + putgey -u ] (82)

o e
gy Ay + sy — V32 T Igtgas + pgtgey + vy
cos?a’ = (Aztg wx + ps tgeey 4 »;)? cos’a.

) Se ( Juel: Elementeer analytisk Stereometri, 1916, S. 19.
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Ligningerne for en Pzl gennem et vilkaarligt Punkt i XY-
Planen (x,, 1y, 0) er i det gamle System:

Y=Y+ 2t ay,
x =@y I 2lg ax,

hvor Tangenserne gaelder i det oprindelige Koordinalsystem.

Naar heri indsaettes @, y og z udtrykt ved de nye Koordinater,
findes for z, =0:

; Xo (g — v3 tg eey) — Yo (Ap — 5 18 aa)
Ly = — D SR,
o (b — v tg ) — o (g — v, g ) (822)
g = i s
hvor
D=4y — tges) (pa—y t8ery) — (y—y tgey) (Ay—, tgera).

x; og y; er Koordinaterne til Palens Skeeringspunkt med den
nye X,Y;-Plan.

I det folgende vil vi, skent der er sket en Koordinatendring,
betegne baade Koordinater og Vinkler uden Index; altsaa paa
samme Maade i Forhold til de nye Koordinatakser som i
Forhold til de gamle.

Den nye XY-Plan veaelger vi nu til regningsmassig Pille-
underkant, hvilket man kan gere, da Pwxletrykkene er ganske
ualhangige af Pilleunderkantens Form; det er jo kun Pzlenes
Afstand fra-den paageeldende Skrueakse, der bestemmer Pzle-

trykket.
Derneest vil vi finde de tre Hovedaksers Beliggenhed i det

nye Koordinatsystem.

III. Hovedakse:

Denne svarer til en Parallelforskydning parallel med X-
Aksen. Herved frembringes Paletryk, hvis Komposanter efter
Akserne er:

s — Ditg= e
Pre— vig o tg ey,

Pre— vitg og.

Resultanten af disse Peletryk vil have Koordinaterne:
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Syv tgla. — Sxv tg axtg oy
Y = : T ?
Y 3o tgla,
. Sxv tg ax
i =— e

S0 tgle. (83)

Kraften, der virker i III. Hovedakse er:

I)m — ) tgzll,l-: Ium :—2'!]11 lg Cx.

II Hovedakse.

Denne svarer lil en Parallelforskydning parallel med Y-
Aksen; de herved frembragte Peletryk har Komposanterne
efter Akserne:

by —witglatg e —sby.:
Pyy = v tg*y,

P =vilgic
Resultanten af disse Peletryk har Koordinaterne:

v tgley; — Syv tga. tgay
bt o o [l ool - S - L

L= = ;
3o tg’a,

2yvtg ay ,
3v tgla, : (84)

i =

Kraften, der virker i II. Hovedakse er:

Bir=r2oite ey Mir— Sxvitg oy

I. Hovedakse:

Denne svarer til en Parallelforskydning parallel med Z-
Aksen, og de herved frembragte Peeletryk har Komposanterne :

P..=wv lg o =Py,
Pye =018 ) = Puy,
Rez=0,

Resultanten af disse Peletryk har Koordinaterne:

Sxv 2yv
X =——; Y= >
v 4 5))

Kraften, der virker i I. Hovedakse er: (85)

Py = 3v; M;= Syvtge.— Sxvtgey.

Det ses ievrigt, at M; -+ M, + M;; = 0.
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De tre Hovedskrueakser har Ligningerne:
Lm:y =Y, *Z=Zu.

Ved Ly forstaas den Skrueakse, der er parallel med

11I. Hovedakse. (86.)

L =@~ 2 =201,

Li:x = ®u, Y="Yur-

$31. Peletrykkene. Rene Krafter. Som anfort i § 28
vil en vilkaarlig Skruebevaegelse om en Hovedskrueakse altid
fremkalde en Skruekraft parallel med Aksen. Vi vil nu be-
stemme de Skruebevaegelser om Hovedskrueakserne, der giver
rene Kreefter (d.v.s. Skruekrzfter, hvis Momenter er Nul), og

Beliggenheden af disse Krefter.
Ferst vil vi indfere nogle Afstandsbetegnelser fra Hoved-

skrueakserne til Peelene:
Ved 7. vil vi forstaa den vandrette Afstand fra III. Hoved-

skrueakse til Pealene:
P = Y — Y1 + Zu tg ay. (87)
Ved 7, vil vi forstaa den vandrette Afstand fra II. Hoved-
skrueakse til Pelene:
ny = & — Xp + Zun 18 . (87a)
Ved 7. vil vi forstaa den korteste Afstand fra L. Hovedskrue-
akse til Palene multipliceret med tg«

N = (y — ylll) tg R (J.' e il?[]) lg y. (871))

1) III. Hovedakse.

Vi tenker os at give Pzlegruppen en Parallelforskydning
1 parallel med III. Hovedakse og en Vinkeldrejning ¢ om
I11. Hovedskrueakse.

Pxlenes Komposanter efter de tre Koordinatakser er da:

P. = — om0 tg ez + v tg%e:
Py = — gu=0 tg oy + v 1g acx tg ty l (88)
P, = — @itV + v g aa.

Betingelsen for, at Resultanten af Peletrykkene er en ren
Kraft, er:
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M,= —3P.q.= 0.
Heraf findes:
by
‘.qu ig [
P = EU;;EW 3 (89)

Beliggenheden af den rene Kraft findes ved Koordinaterne:

o b EPz"]:. 7, s Epzﬂy
Y = Y + mpr CmT <1 j_jpx""
Herved faas:

9’1112?/,1-7/:1)
Vg2 — 3.0 tg .

o)
Ut — JlL== ¥

(90)

Pty

Z = S e = e
20 tg Cx — QI 2=V tg (125

Naar Pelegruppen paavirkes af en Kraft Q;, positiv i X-
Aksens negative Retning og beliggende i Linien:

g o T S
Y=g+ " = *up

vil Paeletrykkenes lodrette Komposanter veere:

vig e — Pz
Pcosa = Q e e
cose = (s 5 tg2: — 13920 tg oz (91)

2) II. Hovedakse.
Vi giver Pelegruppen en Parallelforskydning 1 parallel med

I[. Hovedakse og en Drejning ¢; om II. Hovedskrueakse.
Paletrykkenes Komposanter er da:

Py = @unyvtg e + v tg ex tg ety l
Py = guryv g ey + v tg’a, [ (92)
P. = gunyv + v tg oy

Betingelsen for, at Resultanten af Peletrykkene er en ren
Kraft, er:
M; = 3P,y = 0.
Heraf findes:
Snyv g ey

2oy &

Q=
Beliggenheden af den rene Kraft findes ved Koordinaterne:

21’27/;_ o S 3P 9.

4 »
Xy = Tn—

DL o Al
3P, ‘u 3P,
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Heraf findes:
L =B — 205 7({)“42:”;‘! AR T ]
Svtgley + o2y g ay i
S P11 2Ny U i
7 ey ‘:”tgg Gy +T%P1137/gl) tg u_,,.

Naar Palegruppen paavirkes af en Kraft Q. positiv i Y-
Aksens negative Retning, og beliggende i Linien:

% e il e v — wP
T =0 2= 2y,

vil Paxletrykkenes lodrette Komposanter vere:

vtg ey + Quyyv (95)

Sv tglay + @y, 8 ay

Pcosa = Q,

3) I. Hovedakse.
Vi giver Pelegruppen en Parallelforskydning 1 parallel med

I. Hovedakse og en Drejning ¢; om L Hovedskrueakse.
Betingelsen for, at Resultanten af Pwxletrykkene er en ren

Kraft, er:

M. = ¢ 3vg? + 2oy = 0. (96)
Heraf findes:
_ 2oy ¢
Pr= Svy: ek

Beliggenheden af den rene Kraft findes ved Koordinaterne:

SP.yy, Py

Ay — P =
of =w+5p% ¥ =it 3p, 98)
P. = v+ ¢rvy-.
Herved findes:
Son Y=
xf = ar + ;TFP’I '1’!{\{ e
S0 |- @1 207z (99)
B b

P
g =ty 4 v 30T,

Naar Pewlegruppen paavirkes af en Kraft Q, positiv i Z-
Aksens negative Retning og beliggende i Linien:

— — P
x'“'l]& l]—l]’,

vil Paletrykkenes lodrette Komposant vere:

L A (100)

Pcos e = Q < L
o 3v + g1 Svy-
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Momenter.

1) III. Hovedakse.

Som det vil fremgaa af § 28, vil man faa et rent Moment,
naar Drejningsvinklen ¢ og Forskydningen [ i en Hovedakse
er forbundet ved Ligningen:

A’”]”g? + l)/“f: ()

p=1; f:f’”7

Seetter vi her:

faas:
i My ,
fur = Do (101)
Svarende til:
=1 og f=fm
findes Pzletrykkenes Komposanter efter de tre Akser:
PY = — 9.0 8 @ + fiv tgax
1’;; = — 08 ¢y + [0 g oz tg «ty I (102)
P = —w.0 + finv tg ..
Momenterne om de tre Hovedskrueakser er:
M. = — 3Py, = vz —finZn.v 18 .
My. = ISPy, = — Svg.q, (103)
Mo = ZPYy. = — Svy1.

Det vil ses af disse Udtryk, at M.., My. og M., har Dimen-
sioner som et Inertimoment, naar v betragtes som Arealenhed.

Det kan nu bevises, at Inertimomentet om en Hoved-
skrueakse er det mindste Inertimoment af alle om
Akser parallelle med Skrueaksen.

Ved Inertimoment vil vi her forstaa:

M = Svy; —finZya.v tg oz,

hvor ya. er den vandrette Afstand fra paagzldende Drejnings-
akse til Palen.

Ifolge Ligning (83) Side 127 er
My = — 3oy tg 0. = — Svg. tg o
altsaa er:
M = Zvy; + fiuMu.

Sidste Led er derfor konstant.

ES
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Vi vil nu opsege den Drejningsakse, der giver Minimum

for Svy?.
Yo=Y — Yr + 2 tg ay,

hvor yi og z« er Koordinaterne til den sogte Akse.

Svy? = Zvy® + yi3v + 5 3v tg2y -+ 2z, Svy tg ay
— 2y, 2 20 tg ey — 2y 20Y.
Leddet :
— 2y zi 20 tg ey
er lig Nul, da:
Svtge, = 0.
Man har nu:

d (Zvya)
=Y — 9y 3Sv — 23vy.
e Y20 vy
Minimum faas altsaa for:
2oy
Yk = }7

Dette ses ogsaa umiddelbart, da Drejningsaksen selviolgelig
maa skere Tyngdepunktslinien for Peelenes v-Kreefter, for at
disses Inertimoment kan blive Minimum.

N\ 2
d%uy") = 22,30 tgay + 230y tg ay.
Zk

Minimum faas altsaa for:
2vy g ay

v tglay

ol =
Man ser altsaa, at den spgte Drejningsakse faar samme Ko-

ordinater som III. Hovedskrueakse.
Hvad der her er bevist for III. Hovedskrueakse, gaelder selv-

folgelig lige saa godt for de andre Hovedskrueakser.

2) 1I. Hovedakse.
Paa lignende Maade som for III. Hovedakse ser man, at:

v Mll
p=1; fu=—Fp (104)
siver et rent Moment.

Pwxletrykkenes Komposanter efter de tre Koordinatakser er:
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P:L: qy 0 tg ax + fuv g ax tg ay

P;’y: nyv tg ay + fuv tgley l (105)
P::]: Ny U *]—- f”U {g y.

Momenterne om de tre Hovedskrueakser er:

M;ry =i —\-P._{‘; o=t EU"/}"x:/'i.ll

Mbse= EP‘:‘; i = 207/3 + fuZnyvtg a_l,l‘ (106)
— SPM e =

M.y= 3P} q. = Zoqy7s.

3) 1. Hovedakse.
Her vil en Skruebevaegelse om I. Hovedskrueakse, bestemt

ved:
M
p=1; fr=—7p (107)

give et rent Moment.
Pxletrykkenes Komposanter efter de tre Koordinatakser er:
P¥ = p.otg a: + fivig ax
P —mvts oy + [1vig ey [ (108)

yz

PY = .0 + fiv.

Momenterne om de ire Hovedskrueakser er:

M..= — 3Py, = — Svn.7. ‘
My.= = ’2’; y = 2oy (109)
Mz = IS PSS — S o = S Ui ’

Det vil af Udtrykkene for disse Momenter ses, at
Moy =-Myz; Mez= Moz My= My,

hvilket igvrigt ogsaa fremgaar af Betti’'s Seetning.
Det ses af Udtrykkene for alle de her fundne Momenter, at
de naar

= — iy —0,

er Inertimomenter eller Centrifugalmomenter for Pelenes v-
Krafler om de tre Hovedskrueakser, idet man dog for Centri-
fugalmomenternes Vedkommende maa erindre, at Afstandene
til Akserne maales i forskellige vandrette Planer.

Man er nu iStand til at skrive Peletrykkene op som Funk-
tioner af Momenterne M,, My og M; om Koordinatakserne X,
Y og Z.
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For at faa et rent Moment om X-Aksen maa man for Vin-
keldrejningen 1 om IIl. Hovedskrueakse faa Vinkeldrejningen
¢u,m om II..og ¢;m om I. Hovedskrueakse, hvor disse to
Storrelser er forbundet ved Ligningen:

My + Myy @i, 0 + My=91,u1 = U} (110)
Mz + My i, 0 +Mzzpr, 10 = 0.

Paa tilsvarende Maade faas Betingelserne for et rent Moment
om Y-Aksen, naar Vinkeldrejningen om II. Hovedskrueakse
er el
l"l.n' @i, 1 o l‘l.t'y + 1‘14':?’/.11: 0 (111)
Mz @ui, i + Myz + Mz 91,0 = 0.

Endelig faas Betingelsen for et rent Moment om Z-Aksen,
naar Vinkeldrejningen om I. Hovedskrueakse er 1:

I‘Ix‘rfﬁlll‘l + 1"1’5] P11 ’i— ~‘I.7;: =) l

(112)
My @it + Myy g, s + My = 0-'
Af disse Ligninger findes:
_ My My: — MMy, e My: My:— My M-
P = M.. MyJ M;: s Qu = M., Myy— W;:
Mz Myz— My M- Mo My —My- Mo | (113)

Puit 11 =y M.. —M?, B e W= M2,

May Mae—Mye Mee _ MMy 7—\11~ M,,
P = Mo Myg—E, P T Mo Myy—

Teeller eller Neevner er fxlles for to og to af disse Sterrelser.
Pzeletrykkene kan nu for en vilkaarlig Belasining skrives:

v tg ey + puvyy

+ v téi(tv,-{- P 'I;l;‘g“!/

v tgot1 — P VY
2 EUtgﬁltl _— q)[uquv tgﬂz

+Q v+ 10
L3041 30y

M P M _|_ Pt oM
Pt m zq+9’/ ! ‘f’u/ T8 ke +9.u P

3an:+931[ 1111W§1,+5()1 IIIM 7 90111 uMz,x—f—MJq—{—fpl it M:,-
P, 1 zr+¥’n Il)zf/+1)‘l

fpm 1Mu+9lu /M +M~-.
P, PY og PY findes af Ligningerne (102), (105) og (108).

zy

Pcosa =0,

- (114)
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Hvis man vil udtrykke Pzletrykkene ved Kreefter i og Mo-
menterne om de oprindelige Koordinatakser, nemlig P, Py,
P., M., M, og M., kan man opstille folgende Transformations-

formler:
4
Qs =Peds+Pyly - Pdy, |
Qg = Pupy+ Pypag + Papey
Q1 =Pevs + Pypy+Peyy
My= My My Mok, - (Papi + Pypts + Pejsy) 2, — (Pevg+ Py + P )y, ((119)
My = Mupg+ Mypy + Mopp;— (Puhs + Py, + Pody) 28 - (Pevy 4 Pyvy + Povy ) 27
M, = My + Myvy+ My, +(Pihg + Pyhy + Pedy) yb, — (Papig + Pypes + Py 7,
Man maa i hele den givne Udvikling veere klar over, at
alle Fortegn knytter sig til de nzvnte Definitioner og til den
bestemte Omlgbsretning i Koordinatsystemet.
I §34 er vist et gennemregnet Eksempel. »
)

§ 32. Farligste Belastning for en Pzl. Vi skal her under-
soge Indvirkningen af en vilkaarlig ren Kraft paa Paletrykket
i en bestemt Pzl og vil forst finde Beliggenheden af Kraften,
naar Paxletrykket skal veere Nul; vi regner her stadig med en
Kraft af Sterrelsen 1. » &

Lad Kraftens Retningscosinusser med X-, Y- og Z-Aksen
veere L, w og » og Kraften gaa gennem det vilkaarlige Punkt ,
x, Y, z; man har da:

PE= ety s Dy ‘
M, =—pz+rvy; My=2iz—rvx; M.=—1y + pax. \
Naar Peletrykket skal vere Nul, kan man skrive:

Bl + Byu + By + By (—pz + vy) + By e —w2) |
+ By (— Ay + px) = 0, l (116)

hvor Konstanterne B findes af Ligning (114) og (115).

Hvis man heri lader 4, @ og » veere konstante og varierer
x, y og z, fremstiller Ligningen en Plan, saaledes at alle
Krefter i ‘denne Plan parallel med den givne Retning giver
Pwzletrykket Nul; en saadan Plan kaldes Retningens Nulplan.

I Fig. 57 cr vist to Nulplaner, ABCD og EBCF, for en vil-
kaarlig Pel; AB og IEB er de paag®ldende Kraftretninger. BC
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er Skeeringslinien mellem de to Nulplaner. Man ser, at enhver
Kraft, som er parallel med Plan ABE og som skeerer BC, giver
Pezletrykket Nul, idet den nemlig kan opleses i Komposanter
i de to Nulplaner paral-
7 lelle med henholdsvis AB
\ og EB. Linien BC kaldes

» Plan ABE’s Nulakse.
Det kan imidlertid be-
= vises, at Nullinierne for
Fig. 57. alle Planer falder i en og

samme Linie.
Ligning (116) kan nemlig opfattes som et Planknippe, hvor
Ligningerne for tre af Planerne kan skrives:

8

(1) A(By— Bsy + B;z) =0, l
(2) u(By + Bgx — Byz) = 0, l (1164a)
(3) »(Bs — Bsx -+ Byy) = 0.

Af disse Ligninger ses, at Retningscosinusserne for Skarings-
linierne for disse ire Planer er proportionale med henholdsvis
By, By og B;, saaledes at disse tre Nulakser og derfor alle
Nulakser er parallelle.

Dette geelder ogsaa for den Plan gennem Koordinatsystemets
Nulpunkt, der er parallel med Nulakserne, saaledes at en
Kraft gennem Nulpunktet og med Retningscosinusserne B,
B; og B; giver Peletrykket Nul; man har derfor:

B,B, + B,B; + ByB; = 0. (116b)
Skaeringslinien mellem Plan (1) og Plan (2) har Ligningerne:

(@): By — Bgy + B;z = 0,
(b): By + Byx — Bz = 0.

Skeeringslinien mellem Plan (1) og Plan (3) har Ligningerne:

(a): B — Bgy + Byz = 0,
(c) : By — Bgx -+ By = 0.

Af de to sidste Ligninger kan y elimineres:

(d): B,B, + ByB; — ByBsx + B,B,z = 0.
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Man kan nu se, at Ligning (b) og Ligning (d) -er identiske;
Betingelserne herfor er:

B, 1 g ol By
BBy BB BB - BB
Begge disse Betingelser falder sammen med den ovenfor fundne
Ligning (116 b) og er derfor opfyldt.

Heraf ser man, at de to omtalte Skeeringslinier falder sam-
men, og derfor vil alle Nullinier falde i den ved Ligningerne
(@) og (b) bestemte Linie.

Resultatet af denne Undersogelse er derfor, at alle de Kraef-
ter, der giver Peeletrykket Nul skeerer en fast Linie, Nulaksen,
og omvendt vil enhver Kraft, der skeerer Nulaksen give Ple-
trykket Nul, saaledes ogsaa alle Kreaefter, der er parallelle med
Nulaksen.

Da baade Kraefterne EB og FC i Fig. 57 giver Paletrykket
Nul, ligesaa alle andre Krzflter, der skerer BC og er parallel
med Plan ABE, ser man, at et hvilketsomhelst Moment med
Akse vinkelret paa BC giver Peletrykket Nul.

Dette ses ogsaa direkte; et vilkaarligt Moment 1 kan op-
losesttiM. =29 M =" og "M; —».

Naar Pewletrykket for et saadant Moment skal vere Nul,
har man:

AB + uB; + vBg = 0.

Heraf ses det, at Momentaksen er vinkelret paa en Linie, hvis
Retningscosinusser er proportionale med henholdsvis B,, B,
og By.

I en vilkaarlig Plan vil enhver Kraft af konstant Sterrelse, der tangerer
en Cirkel med Centrum i Planens Skaringspunkt med Nulaksen, give kon-
stant Peeletryk, nemlig det der fremkommer for et Moment med Akse vinkel-
ret paa Planen af Sterrelse lig Kraflten multipliceret med Cirklens Radius;
dette ses ved at parallelforskyde Kraften til Skering med Nulaksen,

Alle de Momenter, der giver Pzletrykket Nul, har deres Akser beliggende
i en Plan, der er vinkelret paa Pwlens Nulakse.

Storst Peletryk fra Momenter faas for det Moment, der har sin Akse
vinkelret paa Momentnulplanen, altsaa parallel med Nulaksen.

Alle Momenter, der giver samme Pwletryk, har deres Akser beliggende
som Frembringere paa en cirkuler Kegleflade, hvis Akse er Nulaksen, og
Pzletrykket er proportionalt med Cosinus af Vinklen mellem Keglens Frem-
bringere og Akse.

Naar det nu gelder om at faa storste Tryk eller Traek i en
Pel, skal man kun medtage de Krefter, der giver samme
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Fortegn for Peletrykket. Af Udtrykket for dette vil man se,
at hvis den ydre Belastning f. Eks. kun bestaar af en Enkelt-
kraft parallel med X-Aksen, er Pzletrykket en linezer Funktion
af Kraftliniens Koordinater; dette geelder for en vilkaarlig
Kraftretning, da Koordinatsystemet er vilkaarlig valgt. Nu
ser man imidlertid, at Ligning (1) i (116a):

B, — Bgy 4+ Bsz= 0

er Nulplanen for X-Akseretningen. Man skal derfor, -naar der
er Tale om Krefter parallelle med X, medtage alle Kreefter
paa den ene Side af denne Plan.

En vilkaarlig Belastning kan altid reduceres til Kreefter
parallelle med de tre Akser, og man faar for saadanne Kreefter

bestemt storste Traek og Tryk i en Pzl ved:
For Krefter parallelle med X-Aksen at medtage Krefterne

paa den ene Side af Planen:
B, — Bgy + B;z =0,

for Kreefter parallelle med Y-Aksen at medtage Krefterne paa
den ene Side af Planen:

B, + By — B,z = 0,

og for Krefter parallelle med Z-Aksen at medtage Krefterne
paa den ene Side af Planen:

B, — Bx + B,y = 0.

§ 33. Specielle Tilfelde.

1. En ren Forskydning i en Hovedakse giver en
ren Kraft; Momenthovedsystemet falder ikke sam-
men med Forskydningshovedsystemet.

Betingelserne herfor er som for neevnt:

IW[ = 1’”1/ = MIII — 0

~Herved vil selve Hovedakserne veere de Linier, hvori de rene

Kreefter virker, saaledes at disses Indflydelse kan skrives
direkte op efter det i § 30 anferte, uden Beregning af

PP -
Yurs Zuey P 02 S Ve
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Ved Beregningen af Momenternes Indflydelse paa Peletrykkene
er der ingen Lettelser udover, at man overalt kan swette

fl = fll - ful = 0.

Peeletrykket fra de rene Krefler bliver:
vig s v tg ay v

P.cos.e.— QO e =i
23vigta, ' ' 3v

N

L Q (117)

) tg? .,

2. Momenthovedsystemet falder sammen med For-
skydningshovedsystemet.

I dette Tilfeelde vil enhver Skruebeveegelse om Hovedskrue-
akserne frembringe en Skruekraft i den tilsvarende Hovedakse;
de til en Skruebevagelse om Hovedskrueakserne svarende
rene Kreefter vil derfor ogsaa ligge i Hovedakserne.

Betingelsen for, at dette er Tilfeeldet, er:

My = M. = M,: = 0. (118)

Herved bortfalder ligesom under 1 Beregningen af de rene
Kreefters Beliggenhed, medens Udtrykkene for Peletrykkene
ikke her simplificeres.

Derimod vil Beregningen af Momenternes Indflydelse paa
Peeletrykkene blive meget simpel, idet Palelryksformlerne fra
Momenterne gaar over til:

1).\/ 1).\/ I)::ll
Pcosa = My o= My 32 4-My 37° - (119)
" ArEhy zz

3. Momenthovedsystemet falder sammen medFor-
skydningshovedsystemet, og en ren Forskydning i
en Hovedakse giver en ren Kraft.

I dette Tilfeelde vil Beregningen af baade rene Kreefters og
rene Momenters Indflydelse blive meget simpel. Her vil vi
Seettes

M= Soy;, = I, l

(120)

Myy = vy, = I,

M —Svns =L

Man finder da Udtrykket for Peletrykkene:

S e ey
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Cylar v ig ey vig «, i
il (\)3 El; igigigt.r ()2 v lgsfiu >P‘ ()l E:’ l
‘ 121y
U« vy, D1
= My T oy ol o, T |

Hvis yderligere to af Hovedakserne skeerer hinanden, vil Pale-
gruppen for enhver Kraft, der ligger i disse to Hovedaksers
Plan, kunne behandles som en plan Palegruppe (se Side 121),
idet Paelegruppens Bevaegelse for en Kraft i denne Plan altid
vil bestaa af en Drejning om en Akse vinkelret paa Planen
og altsaa foregaa i Kraftplanen.

Endelig kan den ene Hovedakse skaere begge de andre
Hovedakser, og i dette Tilfeelde vil Beregningerne yderligere
simplificeres.

Disse sidste Tilfeelde vil blive szerligt behandlet i 3. Afsnit,

der behandler plane Pealegrupper som specielt Tilfeelde af

rumlige Palegrupper.
Seerlig vil folgende tre Arter af Palegrupper blive undersogt:

a) Paelegrupper, der er symmetriske om en Plan,

b) » > » » to paa hinanden vin-
kelrette Planer,

¢) Paelegrupper, hvor alle Pezlene er parallelle.

4. Hovedakserne er parallelle med de oprindelige
Koordinatakser, og en ren Forskydning i en Hoved-
akse giver en ren Kraft; Momenthovedsystemet fal-
der sammen med Forskydningshovedsystemet.

For at Hovedakserne kan vaere parallelle med Koordinat-
akserne, maa man have:

20 tg e = Svlg ey =0; Zvtgo.tgoy=>0.

Hovedaksernes Beliggenhed findes af Ligningerne (83), (84), (85)
og (86).

Udtrykkene for Paletrykkene findes da efter Ligning (121).
Denne Ligning kan imidlertid godt bruges, i det Tilfzelde da
Momenthovedsystemet ikke falder sammen med Forskydnings-
hovedsystemet. Hvis nemlig den ene Momenthovedakse er
parallel med Z-Aksen, vil det tidt veere bekvemmest at regne
med Momenter om de tre Momenthovedakser, i Stedet for
Momenterne om Koordinatakserne,
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XY-Planen vil i det Tilfeelde indeholde de to Hovedakser 1
Momenthovedsystemets Ellipsoide, og man vil derfor i Analogi
med Ligning (17) i 1. Afsnit finde disse to Hovedaksers Vinkel
«w med X-Aksen af Ligningen:

2M,,

tg 20 = M:x == Myy-

(122)
Inertimomenterne og Koordinaterne ., 3, og 7. i Ligning (121)
skal da regnes ud i Forhold til de Skrueakser, der svarer til
Momenthovedakserne.

5. Bevagelige Pelegrupper.

For at en Pzlegruppe skal veere bevaegelig, maa der kunne
finde en Beveegelse Sted, uden at der fremkaldes nogen ydre
Kraft, eller omvendt, der maa findes en Skruekraft, der frem-
kalder en endelig Beveegelse. i

Nu kan imidlertid en vilkaarlig Skruekraft frembringes ved
en Parallelforskydning, sammensat med en til et rent Moment
svarende Skruebevagelse; man opseger forst den Parallelfor-
skydning, der giver en Skruekraft parallel med den segte, og
hvis rene Kraft er lig- og ensrettet med den sogte Skruekrafts
rene Kraft, og den saaledes fundne Skruekraft kan da ved
Tilfejelsen af et rent Moment @ndres til den segte.

Pelegruppen vil derfor vere ubeveagelig, hvis folgende to
Betingelser samltidig er opfyldte:

1) Der findes ingen Parallelforskydning, der svarer til den
ydre Kraft Nul.

2) Der findes intet rent Moment, der svarer til en endelig
Bevegelse.

Omvendt vil Pelegruppen vaere bevagelig, hvis en af de to
Betingelser ikke er opfyldL.

Den forste Betingelse vil veere opfyldt, naar ingen af de tre
Hovedkrzafler i Forskydningshovedsystemet er Nul.

Om den anden Betingelse er opfyldl eller ej kan ses paa
felgende Maade.

Hvis der af de Skruebevegelser, der svarer til rene Momen-
ter, findes en, der giver Momentet Nul, maa alle Moment-
akserne, der svarer til uendelig smaa Bevaegelser, ligge i en
Plan vinkelret paa Nulmomentets Plan; hvis man nemlig
teenkte sig et Moment med Akse udenfor denne Plan, vil dette
Moment give en Komposant i Nulmomentets Retning, og il
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denne Komposant svarer en endelig Skruebevaegelse. Svarende

til en uendelig lille Skruebevzagelse vil den paageldende Kompo-

sant derfor blive Nul, og Momentets Akse altsaa ligge i Planen.

De Side 131—134 omtalte tre Skruebevzaegelser, fremkalder

rene Momenter, der er konjugerede Diametre i Momentellip-
soiden (se Side 116); disse tre Mo-
menter skal allsaa ligge i samme
Plan for at Pzelegruppen kan veere
bevaegelig.

X I hosstaaende Fig. 58 er vist det
i § 31 anvendte Koordinatsyslem
XYZ, hvis Akser er parallelle med
de tre Hovedskrueakser. Vi vil
nu finde Betingelsen for, at de

g hs, tre ovenfor omtalte Momentakser
ligger i en Plan ABC, hvis Normal OL har Retningscosinus-
serne 4, w og » med X-, Y- og Z-Aksen.

De tre Momenters Projektion paa OL skal altsaa vezere Nul:

Mz + My + Mo v = 0 ]
M.yA + Myp + Myyv =0 (128)
M:h + Mypo + M. y = 0.l

Hvis disse tre Ligninger ikke er i Strid med hinanden, vil
de tre Momentakser ligge i samme Plan.

Man kan sammenfatte det fremforte saaledes:

Hvis en Pewlegruppe ikke skal vere bevagelig, maa folgende
to Betingelser samtidig veere opfyldt:

1) Ingen af de tre Hovedkraefter i Forskydningshovedsyste-

met maa vaere Nul.
2) Ligningerne (123) skal vaere i Strid med hinanden.
Som Eksempel paa en bevaegelig Palegruppe

kan man tenke sig en, hvis Pwle alle skerer iR
en bestemt Linie; en Drejning om denne vil l Bkl 4
nemlig intet Peletryk fremkalde. T l
[ Fig. 59 er vist en anden bevwegelig Pele- CAEYETL
gruppe. A
W Fig. 59.

Pzlenes Projektion paa en Plan vinkelret paa
Aksen O tangerer alle en Cirkel med Radius r; deres Heeld-
ning i Forhold til O er for alle Pzlene c.

For en Parallelforskydning 1 i Retningen O findes:
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Kraft parallel med O: P, = 40
Moment » » O:M.=4vtge-r.

For en Drejning ¢ om O findes:
P.=4vtga-rg
M, = 4v tga-rig.
Betingelsen Mg + Pf = 0 for et.rent Moment giver:
1

rtg e [

¢ =—
Det hertil svarende Moment er Nul.

§34. Eksempler.
Eksem pel 1:

.
5 Y 7 e RS
. B A
’ =R
Z
Y
20 /o g, 2o
il
T I A
&
54

I’ B-5B
Fig. 60.

En Pille som den viste kan tenkes at komme i Anvendelse-
f. Eks. som Maskinfundament i Hjornet af en Bygning, hvor
man ikke kan ramme ind under Nabobygningen.

I Figuren er vist en Plan og to lodrelte Billeder af Pale-

gruppen.
Beregningen er angivet i de nedenstaaende Tabeller.

b Al
N &l

v = — coS2w
So

2

er sat ens for alle Palene.
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Pl !

N i y v | tgey | tgey | vtgey| vtg eyl vigies vigley vigeatgey
¢ r. | {
B | AR R
| : 1 =800 +10 1 A e RIS R el 0
, 2 =10l == 1,001 0| =, OfiR== 1/ SN0 W 0
3 1,00 +1,0] 1 (1)g] B 0| —1,1 O 1, 0
i PO BB e ) S e R 0| 1Y, 0 0
o ’ 5 [480]—100. 0| =Ml . 0=t 013, | 0 0
p 6 Ea, e =20 185 0 0 0| o] o 0 0
| : 70— =100 A 0 0 0| 0| o0 0 0
8 | —30[—10| 1 0 0 0| . 0| o 0 0
! Sum 8 =y =1} 3 0
Hovedakserne bestemmes af Ligning (80):
1 7 P—G+3+OP+ G558+ 18—1—pP
— @38 — 41— 4H=0
[)3_,7(;7,[)2_{_531)__%?:
Heraf findes:
] 8,1832
il | P = 10,2732
l 0,0992.
‘, ‘ Af Ligningerne (81) findes Hovedaksernes Retninger:
' ] 6 3
i N e e e e ool L 2 2 2= 1.
1 T 8P A :
b |
i | 1) P =8,1832: 1;—=— 0,0828, Fortegnene for Retningscos.
| wy=— 0,1260, maa bestemmes saaledes, at
‘ vy =+ 0,9890. Omdrejningen
{ : : ' - X —Y,— 2,
2) P =0,2732: 4,=—0,6183, . pjiver den samme som
il Ha =5 05109, X—Y—2Z
,’ vy=-0,0473. Kontrol paa Regningens Rig-
’ 3) P =0,0992: 1,— 4 0,7710, tighed haves i Betingelserne:
| : wy =+ 0,6070, Ay Z.z + pg e + v3v, =0,
| n=-+ 0,1420. Aydy + pspy + vy =0,
l Aydy + papy + vav, = 0.




Ved Hjezlp af Ligningerne (82) og (82a) er nedenstaaende Tabel udregnet

| .

L ‘ = 2 = = B = & =
Pzl | [ L = 3 = ; :

| 2> Py =) =0 o = =

tg o itga v | =z y v vy ) s 2 = : K S 5 5
= :
Nr. : %0 o0 3 S 30 2 0 e
= | = | =
B S = 5= ) ) s \ S
a 5 | |

| | | ‘\
| | ; | | | i z |
| ‘ | , \ | i } 1 \ ;
i

|
1 “—0,0586 —0,208/1,062| —1,745 +-2, 675‘_1 333‘4 2,841| 10,0097 -0,0802‘ —0,0226 | 40,0346 | -1-0,1086 | —0,1665
| ‘
|

+0.3855 | —0,5910
1

1 \ ‘
—0,0586/—0,2081,062| - 0,179 41, 393 —0, 190 -+1,481| +0,0051 | —0,0083 | - 0,0023 ‘ +0,0181 | +0,0112| —0,0870 | +0,0396 | — 0,3082

v
eyl

| \ | l
—0,0007 -—O,3OG5§ —0,0252

1 ‘ ‘ ‘ "
—0,0386) - 0,208,1,062| 41,387 +0,114 1,473 + 0,123| +0,0004 +0,06371‘ 40,0179 | 40,0015 | —0,0864
| 1 i

. L
4 |—0,113 |40, 249‘1033 +2,93 |—0 1995 13,029 —1,028| —0,00131 +O,1878‘ —0,0853 | 10,0290 | —0,3425

+0,1163 | 40,7540 \ —0,2555

| | i [
5 |—0,113 |[+0, 249 1,033 -1-0,74 ‘—2 615 +1,797| - 2,701 ———0,00345\ 40,1117 l —0,0506 | 40,0761 ; —0,2035 +0 3057 n -+-0,4470 | —0,6730

| | |
6 [+0,144 +0 0480977‘ L0,17 ‘—1 405|4+0,166 —1,373{ —0,00284| 40,0004 | 4-0,0011 | —O0, 0090\ 40,0239 | ——0,1975 --0,0080 | —0,0658

7 (+0,144 |+ 0,048 0, 977‘ —1,45 |- 0,166/ —1,417 —0,162| —0,00033| —0,0032 \ —0,0098 | —0,0011 | —0,2038 [ - 0,0233 | —0,0679 | —0,0078

| \
8 |-L0,144 |4-0,048 0,9,71_3,035 41,070/ —2,965 1,045/ 4-0,00217| —0,0068 | —0,0205 | +0,0072 | —0,4260 | +0,1505 —0,1420 | +o 0501

(=) et PR

\ a | |

| | ! | ! \
Sum | ‘ 8,183 +0,040?+0,226l_0,00424 0,2651| —0,1721 | 40,1559 | —1,1186 | +0,0975 | +1, 1177‘ —1,8764
1 } +0, ‘ ) ‘
|

| | |
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Heraf findes:

T

i
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— 0,00424 + 0,1721 _

II1. Hovedakse: y;,= = 1,693 m,
¥ 70,0992
1,1186
2 — I 0 09()‘) =1
P]” = 0,()992 5 1‘[111—4-‘* 0,0975
0,2651 — 0,1559
II. Hovedakse: x, = 0 27;—2——7 = 0,400 m,
1,8764 e
2 = 0 27/3’2 = 6,37 1.
VPr="0.2732 M —4= L7,
E 0,040
I. Hovedakse: a5 = 8, 18"32 = 0,0049 m,
0,226 s
yr =g ’18‘3') = 0,0276 m.
) o
P =8,1832; M;=+ 0,0975 — 1,1177 =— 1,0202.
Pzl ’ . ] | ‘ ‘l’ | 2 1 2 1.3 |l
[ Tz | Ng | Yz Uz vy U7z U7 U’/U [ V%, | Ulxly | U%adjz | DYy7z
Nr. | 1 | f | ’ |
1l | | I }
1= 229\_2 412/ —0,503|+1,305| —2,568/—0,5 ls.s il ()00J 6,190(0,270 —3,145|—0,657|--1,294
2 | —0,057|—0,846/—0,103| —0,060/—0,899, — 0, 109 0, 003/ 0,761(0,011| 4+ 0,051+ 0,006/ 0,093
‘ ’ .
3 |—1,332/40,720 40, 2‘)8}—1 415/+0,765/ 40, 1,886 0,551‘0 ,095/—1 020‘ 0,422/ +0 228
4 +0 ()94f+1 Gall— ,.S26‘—| 0,718|+1, 70[) —0,336/0,498| 2,822/0,109 -1 187\7 0,234 — 0,557
5 ‘—0 ‘)2‘5‘+0 461{-+-0,152| —0,957|+0, 47()‘-1-() 158] 0,884 0,'219 0,024/ —0,441| —0,145| 4 0,072
6 |—1,100(41,788/--0,435|—1,072|4-1,743|—0, 429 1,181| 3 11/‘0 13%‘~ 1,920/+-0,467 —0,076
7 17—370,136‘{—0.168‘ - 0,179,--0,133|4-0,164|—0, 174/0, 018’ 0,028 0,081|-0,022 —0,024 —0,029
8 | 11,375 —1.417)--0,075| 11344 _1,385/--0,074/1 850/ 1,962,0,005 —1,906 40,102 —0,104
i ) } Bty i 1+ ) (T 2 ik
Sum 13 ’_0,002 +o,00° = 024 7, 920’ 5,650 0 7231_ 7 17,3 08 9071 0,921
Pel | “ el e ‘ [
o taly 4 o e | [ s g .
[z vtg o ny vty a‘]‘ S o ‘ I Byl B, By § B:. | B

| 1
[—0,0757’—}—0 5‘320 —1 244{

1

2 J:_ooosss +0,1855 40,121 —0,809|+0,024 |~
b |40,0836/—0,1600 |-1,476 4 0.85 55 40,451
4 \_0 0803+-0,4220/— 0,603 | 41,600 —0,207
5 10,1090 +0,1117* 11,072/ 4 0,371 +O"87
6 —0,1590|4-0,0833 0,935 1 1,723|—0, 300/ +1,a’)‘)‘—() 398 40,0
7 140,0194]49, 0077‘ 0,271/ 40,145/ —0,052 +1, 4wi+o 186 -

| | 1 ; |

2,478/ — 0,400/ — 0,800~ 0,197 0,046 +0, 034,_0 150 —0,487
-0 6‘)9‘—0 soo 40,185 +o 10() —0, 10) +0,046
=0, 456—1 416‘ 0,584

40, 709/ +0 OS‘L—O,_H +0,247 — 0,385
1 07z 1,160 40, 186 +0 1.,7 —0,071|--0,352

--0,112|—0,843
0,109, —0(168 4 0,045|—0,055

8 —I—O 197.)—00[368—1484—1 405 +()196 +—1'26 7}07.')4 +0 1()()—()2)4—0()18—}0738

Sum | 40,0983 -+—1 1212‘-{-0 002 +0 002/ —0 ()01‘—0 002rv 0,002| 41,000 {»O(Jl)l +0, 000, -{ 0,000
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0,0983

0,0975

Y= 7—9—20 =+ 0,0124; fi= —()”09*93 =— 0,982,
1,1212 . 10077
NS B 0 o 9 . = el e <
o 15.65 0,0712; fu 02732 0,409,
e N o (N
91 = g =1 LAI0G  [i=+ guges =+ 0,125
0,0124-0,907
P
Yym= 1,693 + 0, 0992 — () ()124 0 ()98‘ R
0,0124-7,172

2P — 11,28

1

~ 0,0992 — 0,0124-0,0983 T 1087 m,

0,0712-0,921

2P = 0,400
Ty = 0400 + 6o 0071211212~ T 4
0,0712-7,172
2P = 6,87 =
n= 087 —Goras  Gei-11g1e - | o
, 1,410-0,921 .
x? = 0,0049 + 2 = 40,20 m,

8,1832 — 1,41-1,024
, 1,410-0,907
P = 10,0276 — 2 — 2 = —
i ,0276 81832 — 1.41-1,024 0,16 m.
M., ==+ 7,920 4 0,982-0,0983 =--8,017,
f‘ly.r :+ 7,172,
M.. =+ 0,907,
My, =+15,65 — 0,409-1,1212 =+4-15,19
M., =+ 0,921,
M.. =+ 0,728 — 0,125-1,024 —+- 0,600.

7,172-0,921 — 0,907 15,19
P11 = ""0600-15,19 — 0,9212

0,907-0,921 — 7,172-0,600 _
Yu,= 0 600- 16,10 — 0,921F Lo

oy 92907 0,921 — 7,172-0,600
: 8,017-0,600 — 0,907*

0,907-7,172 — 0,921-8,017
8,017 0,600 — 0,9072

6,907-7,172 — 0,921-8,017

P = HpIg ROl — 072 e

7,172-0,921 — 0,907 - 15, 19

PuLl = B 198,017 — LI . LR

=—10,868 ;

=— 0,869 ,

——0,220.

YrLu =

10
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Kontrol paa Regningens Rigtighed faas derved, at

2vp. = Mr; Svg. = 3oy =0; Zn.018 . = Syv tg o,
Spyotg ey — Sxotgay; SPY = 21)':‘{, = IP¥ = (,

3B, = 3B, = 3B, = 3B, — 3B, — 0.

Konslanterne B er Koefficientérne i Udtrykkene for Pale-
trykkene, saaledes at man har:

Pcos @ = B,Q; + BsQy + B;Q, +B,M,; + B;M, + BgM,,

idet den ydre Belastning er reduceret til rene Krefter i de
tre Krafthovedakser og til Momenter herom.

I | Eksempel 2. ,
& 05 = Den i hosstaaende Figur an-
. il , givne Palegruppe med de i
9 ;?,;E.i,;_ Mﬁ_ ., o1~ omstaaendeTabel angivne Held-
, H Y e '{f\ ninger falder ind under spe-
0/ Lielleo | vo l \\ cielt Tilfzelde 4, Side 140, idet
iy de tre Hovedakser er parallelle
Fig. 61. med Koordinalakserne; at dette

er Tilfeeldet, ser man let, da der
er Symmelri om de to Planer XZ og YZ m. H. t. alle Skraa-
palene ; herved vil en vandret Bevaegelse parallel med X-Aksen
give en vandret Kraft i Plan XZ, en vandret Bevaegelse parallel
med Y-Aksen, en vandret Kraft i Plan YZ og en lodret Be-
vaegelse en lodret Kraft.
Da alle Skraapzlenes tga. =+ % eller Nul, ser man, at
III. Hovedakse har Koordinaterne:

zip= 9,0mm; pum=0; Mpn==0

Da alle Skraapzlenes tg e, =+ 1 ser man, at II. Hovedakse
har Koordinaterne:

zn=4,0m; xu—=0; Myp=0.
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38 el L) itg“:r tgey v tg¥ey) v tg? “y“ VR ; Ll Al
| | |
| | | i \ ’ i
1 |—3,0—1,00 1[+1|+1,| 0,111{1-0,0625—3,0/—1,0—0,143|10,143| 40,417
2 |—3,0--1,0] 1|+%),—"/,| 0,111 |40,0625 *3,o!+1,01770,143 1.0,143|—0,417
3 |43,0(+1,0 1|—/,l—",| 0,111 |4-0,0625 +3,0‘f+1,o‘~-o,143 140,143|4-0,417
4 [43,01—1,0) 1 —1];/4],[ 0,111 40,0625/ 43,0 —1,0/—0,143 40,143 0,417
5 |—2,0—1,00 1 0 4', 0 |4+0,0625—201,0—0,143—1,857 40,50
6 |—2,0+1,00 1| 0 |—,| 0 |40,0625|—2,0/+1,0—0,143|--1,857|—0,50
7 |4+2,04+1,0 1‘| 0 |=', 0 [40,0625/+2,0 +1,0—0,143|+2,148/-1-0,50
8 +2,0~.»1,0§ 1i 0+, 0 |4+0,0625/+2,0 _1,0{_0,143 +2,143/—0,50
9 |—1,0—1,00 1| 0] 0] 0 0 |—1,0/—1,01—1,143/—0,857| 0
10|10 01| ol 0| o 0 |—100 0 |—0,143—0,857 0
il L) ) S ) 0 |—1,0/+1,0-+0,857|—0,857| 0
11 5 ) sl T o) o 0 0 | 0 |—0,143/4-0,143] ©
18| 0 l+10 1| o o o | o | o |+1,0+0857+0143 o0
1 |+1,00+100 1| ol o o | o |410 +1,0§+o,857 4+1,148) 0
Sum |14 | | 0,444i 0,500 |—2,0 +2,0‘i
| | 1 |
— 2,0 3 + 2,0 1
Al 0J1435:5" yr= ‘—14' = 0,143.
Pzl 2 [ 9 ‘! 5 5 l \[ ‘
NI v7,, | vy, ‘ o7, B, i B,“, B;‘ B, 125 B,
T R |
1 | 0,02 0,02 | 017#| 40,75 +0,500/-+-0,0715| 40,038 +o,no7) 40,246
2 | 0,02 | 0,02 0174 40,75 —0,50040,0715 40,038 -+0,007| —0,246
3 | 0,02 002 0174 0,75 —0,5004-0,0715 10,038 10,007 10,246
4 0,02 0,02 0,174 —0,75 +0,5004-0,0715/ 40,038 -+0,007| —0,246
5 | 0,02 | 3,44 | 0,25 0 | 40,500]+0,0715 -+0,038] 0,091\ 1-0,295
6 | 0,02 1 344 0,25 0 | —0,500 +0,0715| 0,038 0,094 —0,295
7 | 0,02 | 4,61 (0,25 0 | —0,500{40,0715| 40,038/ 40,109 0,295
8 | 0,02 461|025 | 0 f+0,500 40,0715 }-0,038| +0,109| —0,295
(o 5 Dl e T 0 [4+0,0715 +0,309) —0,043] 0
10 | 0,02 0,73 | 0 L0 \ 0 |40,0715 40,038 —0,043 0
11 | 078 078| 0 |\ o | 0 [ £0,0715| —0,231 —0,043 0
12 | 002|002 0 | 0 | 0 [+0,0715 0,038 40,007 O
13 (078|002 0 | ¢ | 0 |[+0,0715 —0,281 40,007, 0
14 ‘ 078 131 0 | 0 ' 0 Mo,oﬂs\ —0,231) 40,058 0
Sum | 3,70 |19,72 | 1,696 | i i | |
| |

Konstanterne B har samme Belydning
Taleksempel.

her som i forrige
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III. Pelegrupper, hvis Pxle er indspandt forneden,
men simpelt understottet foroven.

§35. Definition af teenkte Psele. Naar Hovedet af en Peel,
der er indspzendt forneden, faar en Forskydning, vil der frem-
kaldes en Kraft, der i en eller anden Retning gaar gennem
Pzlehovedet.

Afh@ngigheden mellem Kraftretning og Forskydningsretning
er ganske som den i § 28 undersogte, idet Forskydningen og
den tilsvarende Kraft kan opleses i tre paa hinanden vinkel-
rette Retninger; derfor er Kraftretningen konjugeret Diameter
1 en Ellipsoide til en Plan vinkelret paa Forskydningsretningen.
Ellipsoidens ene Hovedakse er Peleretningen, idet en For-
skydning her kun fremkalder Normaltryk i Pwzlen, altsaa en
Kraft i Forskydningens Retning. De to andre Hovedakser
ligger derfor i en Plan vinkelret paa Palerelningen. En For-
skydning i denne Plan svarer imidlertid i Virkeligheden til
en Bojning af Pelen, og Planens Skeeringskurve med den
ovenfor omtalte Ellipsoide er derfor ganske den samme som
den Ellipse, man benytter ved Beregning af skaev Bgjning af
et Tvaersnit*). I de fleste Tilfeelde vil Paxlens Bojningsmodstand
vaere ens i alle Retninger, og Ellipsen vil i saa Fald gaa over
til en Cirkel.

For en vilkaarlig Drejningsakse vil Projektionen af et Punkts
Forskydning i en vilkaarlig Retning veere:

A = gasin o,

hvor ¢ er Vinkeldrejningen, a den korteste Afstand mellem
Forskydningsretningen og Drejningsaksen, og hvor w er Vink-
len mellem disse to Linier. Trykket i en Pzl, der danner
Vinklen ® med Drejningsaksen, vil saaledes veere:

P = kega sin o,

naar k er Pazlens Modstandstal d.v.s. Paletrykket for For-
skydningen 1 i Palens Retning.

Den i Pwxlen fremkaldte Transversalkraft er proportional
med Forskydningen af Palehovedet vinkelret paa Pezlen ; hvis
man derfor ecstatter en Puls Indspznding med to tmenkte
Pzle, der ligger i de to af Pxlens Hovedakser, der staar

#) Se saaledes A. Ostenfeld: Elasticitetslere, 1916, § 55.
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vinkelret paa Pzlen, og giver disse tenkie Pzle Modstandstal
svarende til den Kraft, Forskydningen 1 i den tenkte Pels
Retning frembringer, vil Pillen statisk og elastisk veere identisk
med den oprindelige Pille. Peletrykkene i de tenkle Pele,
hvilke Tryk svarer til Transversalkrzfterne i de oprindelige
Pexle, vil ifolge den ovenanferte Ligning, P= kya sin , findes
ganske som Peletrykkene i de oprindelige Pzle og altsaa paa
samme Maade som for disse angivet i § 31. Det er for at
opnaa denne Simpelhed i Beregningen, at det er nedvendigt
at indfere de tenkte Pzle i Hovedaksernes Retninger.

Naar disse tenkte Pzle er indfert og Pewlenes Indspznding
fjernet, gennemfores Beregningen af Hovedakser og Paletryk
paa samme Maade som angivet i § 30 og 31. Men medens
man der var uafhzngig af Pilleunderkantens Form, skal her
den oprindelige Pzl og de tilsvarende teenkte altid skeere hin-
anden i Pilleunderkanten.

£ 36. De teenkte Pzeles Heeldningsvinkler. Vi vil i det
folgende antage, at to hvilkesomhelst paa hinanden vinkelrette
Linier i en Plan gennem Pzlehovedet vinkelret paa Paxleret-
ningen kan anvendes som tenkte Pzle. Modstandstallet for
de tenkte Peele vil veere:
__3EI

b
3
Sl

k (124)

hvor s, er den Side 44 definerede Indspandingslengde, og I
den oprindelige Pzls Inertimoment om en Akse vinkelret paa
vedkommende tenkte Peel.

Den ene tenkte Pal vil vi karakterisere ved Index s, den

anden ved Index t.
Den oprindelige Pzls Retningscosinusser er:

L=tga.cose; p=tgaycosa; »=COSea. (125)

Den 1. tenkte Peels Retningscosinusser kan da bestemmes af
Ligningerne:

tg .r)-rs T lf’ Uy flg ~ )/s:O7
g g wyps + } (126)

1 e k=1

Her kan den ene altsaa velges, hvorefter de to andre er

bestemt.
For 2. tenkte Pael har man da:

e AT
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ig ij.( —!'— tg Gy Wt —'I* Ve = O, l
Ashe + ps e + vywp = 0, (126 a
Brmtr=1 |

R Hermed er de tenkte Pales Vinkler bestemt.
I8 B Ligesom man for en oprindelig Pzl maaler dens Vinkel med
q‘ Z-Aksen, vil vi maale 1. teenkte Psels Vinkel med X-Aksen,
b J} s, 08 2. teenkle Pwls Vinkel med Y-Aksen, «;. Svarende til
¥ 6 tg «. og tg &, faar man da tga: og tge, , tg @z 08 tg a.,.
SR Man finder da:
e 3
; v b
‘ : (126 b
—ra /1 - { —-— ﬂ{ . lg — lt
b 0g COS &; = 0 g Gz, = o 3 g Coy=— ';;
& COs @; 08 €03 e gores allid posilive og herefter relter de
andre Fortegn sig.
Vi indforer nu de nye Betegnelser :
3EI 3EI ”
f Us = —5-C08%as ; 1y =—- cos?ey. (127)
{i ’ ok S
|
I .
lil | Herefter kan alle de i § 30—33 angivne Formier opstilles,
i ' haar man erstatler v med a, for 1.tmenkte og u, for 2. tenkte
Pzl, og naar man lader alle Summationer udstrekke sig over
il f o .
1 alle Pzle, baade oprindelige og taenkte.
b | Saaledes skal Sv  erstattes af 3 (0+u, tgha., +utg?a.),
:{ i 2otgle, » » 3 (vige.+tu,+ u tgla.,).

‘ ! 0 S e Vi

Indlil nu har vi ikke gjort Brug af at kunne veelge Relnin-
gerne for de tankte Pwle vilkaarligt ; imidlertid vil det tidt
veere bekvemt at vealge en speciel Retning paa den ene af de
teenkte Peele; man kan f. Eks. tenke sig at stille Formlerne
[ op under Forudswtning af et af folgende to specielle Valg af

de teenkte Pewle:

a) 1. teenkte Pl legges vinkelret paa den oprindelige Pzls
Projektion paa XZ-Planen, saaledes at dens Vinkel med X-Aksen
bliver «., med Y-Aksen 900 og med Z-Aksen 90 -+ «,,

2. teenkte Peels Retningscosinusser findes da af Ligningerne:
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tg otade + t8 @yt + v =0, l
ry COS tp At — Sin oz vy = 0,

: (128)
2 2 B i
by A g+ g =1 ‘
Heraf findes:
28 coS « ¢ : T
C W= —= g 0y, —— SIN & € o Gy, ;
COS oy’ d (129)
tg a., =— cos?e. tg «y. ’
Vi skriver da:
For 1. tenkte Pel: u = —- cos?a., l
S
1 an
e (130)
. 3EI e :
y 2 » S RA =GOS 0T,
35
og finder da
T F ) SEL o 5 3 %
il v :—9— - cos’a svarer o SInfe.=u tg?e. og m g,
S5 §3
EF SEL ..
» vitg =" cos?e tg . i < sin?e cotg o, —=— n tg . 08 Wetgeer tgctz,
b4 1 =
» vig ey »  Nul og utg az, (131)
> vitg aytg . » Nul og u; tg ay,,
LF , &l 3
» vigla.= =F coste tet e, — sin’e, cotg?ex. = 1t og u; tg*as,,
2 sl
> viglay > Nul og ;.

En lodret Bevaegelse 1 nedad fremkalder altsaa:

En lodret Komposant: v+ utg®a. + v tgles,,
» vandret > efter X-Aksen: vtg a, — utg ezt uitg e tg @y, ¢ (131a)
» » » » Y-Aksen: vtg ey +utg a:, .

En lodret Beveaegelse 1 i X-Aksens negative Retning fremkalder :

En vandret Komposant: vig ox — utg ox + uetg az tg m,,l
» » » efter X-Aksen: v tg?e. + u + i tgte,, (131b)
» » » »  Y-Aksen: v tg . tg «y + utg e, . I

En vandret Bevaegelse 1 i Y-Aksens negative Retning fremkalder:

En lodret Komposant: " ntgay + u tg ez,

» vandret  » efter X-Aksen: vtg e tg ay + uetg oz, (131 ¢)

» » » » Y-Aksen: v tgw, -+ u. l

O

RN il o
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b) 2. teenkte Pzl lmgges vinkelret paa den oprindelige Pzls Projektion

paa YZ-Planen.

Her vil 1. teenkte Pels Retningscosinusser findes af Ligningerne:

: cos
tg ex hs + tg ey ps + vs = 0, cos g = ———,
cos 0y
| < . (132)
COS (¢ Us — Sin €y Vs = 0, tg ez, =—cos® ay tg e
Aok g ettt — 0 tg ey, —— sin &y cosey tgey .
Her skriver vi da:
, 3EL. .,
For 1. tenkte Pel: us = —- cos® &g,
s
4 (133)
3EI
2 » » u = ——cos?ey,
%
og finder da:
= EE B i S
Til v = cos®a  svarer ugtg ez 0g - sin? oy = u tg? ey,
S 5 3 y >
2 i 1
» vig ey y o us tgex og Nul,
BB 3EL ...
y vtgeay =— cosletgay » ustger tg @y, 0§ — - sin¢y cotg ey =— utgey,
! = ¢ Y, 5 ! ! -
2 1 (134)
vtg ey tg ey » ustgey, - og  Nul,
v tg® ey »  Us og Nul,
EF ’ 3EI .
v vigley = e cos?e tglay » Uy tgiay og 'sifi sin®ey cotg? oy = u.

Her kan stilles Udtryk op ganske analoge med (131a, b og c).

[ det folgende er de forskellige fundne Udtryk opstillet for

det Tilfzlde, at 1. teenkte Pzl legges
Projeklion paa XZ-Planen.

vinkelret paa Pelens

§ 37. Hovedakserne. Hovedkrzfternes Storrelse findes af en
trediegrads Ligning svarende til Ligning (80) i § 30, blot at
her er Summationerne udstrakt over alle Pzle, baade oprinde-

lige og tenkte.

Hovedaksernes Retningscosinusser findes af Ligninger sva-
rende til Ligningerne (81) § 30; de betegnes ligesom der.

Idet vi som for legger et nyt Koordi
Begyndelsespunkt som det oprindelige,

natsystem med samme
men med X-, Y- og Z-

Akserne parallelle med henholdsvis I1I, I og | Hovedakse,
findes de nye Tangenser:
For den oprindelige Pel:
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Bl l 08 e + py t8 ¢y + 3% B
Ay tg s eln s 18 ay o Vg
e ik tS{ttx+y21gf¢J+1' (135)

)“ tg es {’u“’slg“uﬁ"& ‘
cos?a’ = (13 tg ax + g tg ey + v3)® cos?ar.

For' 1. tenkte Peel:

i ==Yl
$ by — vy 18 e L
Lo — vy 18 0 '
il vy 18 e : (135a) i
® A — v tg e

cos?a; = (A, — v, t8 @) cos® ..
For 2. tenkte Pel:

A tg &y -+ ps + Vs tg -,
tg e
7 tg ey + p1y + v, 1§ €22
Ay tg «1[—|~,u1 +)1lg s (135b)
l g @y + 1y + vy 1g ¢ [

COSQ((; — ()'2 tg g }—' Wa h’l“ Vo tg (l:t)ﬂ COSz(tz. ‘

tg ”11

Paxlenes Skeeringspunkt med den nye XY-Plan er:
For den oprindelige Peel:

’

o X (g — vy tg ey — !’IWVA'? — vy 18 otx) 4

T=r== D ]
I e e T (136) i
. D |
hvor
D=(hy — vy tg ccz) (e, — vy tg y) — (g — vy t eey) (A — 13 tg tc).

For 1. teenkte Peel:

o Tty £ UG,y Ay 18 00) |

Ly D ]

, . —xtgenpy +y oy + Atges) (1362) |

2 x

hvor D = wy vy + A t8 ) — po (vy + Ay tg ex2). ‘

For 2. teenkte Peel:
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s (x —y tger,) (g— patgez) +y tg sy (hy — g tg @)
R : i) 5
x—y g o, — W tf’w —}—1 tﬂa, A g os

s o LA O — p tges) -yt (1 — py 18 0) (136b)
&

hvor

D=(A; — lga:c,) (v, —pytg eez) — (Ag— oy tgae) oy — iy tge-,).

De tre Hovedaksers Beliggenhed i det nye Koordinatsystem
findes som i Ligningerne (83)—-(86), naar man blot overalt
lader Summationerne udstreekke sig over alle Pale, baade de
oprindelige og begge de teenkte.

Man finder saaledes:

S(vtgle.-y + u, 113+u,tg Oz, Yr) — (Eutgu tguy -+ ustgey,  Tottetgos,- 1)
B S (vtgas + s 4 wtglas,) 7
3 (vtg @arx + Uy tges, x5 + wtgws, tg oy )
S (v tg2as + us + uetgies,)
3 (vtg2ey- -+ u, ig-a‘% §~|— u,x;)—‘.(vtgartgau y+ustgay, - ystutge., - J,)
3 (vtglay -+ ustgiey, + w)
L (Ulgay y + ustg a-, tgoc,,s ys + mitg ez, )
Lol S (v tg?ey + u, tglay,, + w)
(nm + u, tgler, - s + U tgles, vct)
(u + U, tgaa,‘ + I lé’azt)
2E(QJ + u, tgle., -y, + u:tg® oz, 711,)
3 (v + v, tgle., + u tgle.,)

EHl— = )

X ==

Xy =

i —

§ 38. Peeletrykkene. Ligesom vi i § 31 indforte Afstandene
fra de tre Hovedskrueakser til Pxlene, vil vi her indfere til-
svarende Afstande til de teenkte Pale.

5, er den vandrette Afstand fra III. Hovedskrueakse til
1. teenkte Pzel, multipliceret med tge., positiv i Y-Aksens
positive Retning (d. v. s. 7., er lig den korteste Afstand fra
II1. Hovedskrueakse til 1. teenkte Peel multipliceret med tg «y),

man har da:
Yy = g @z (Ys — Y1) + zutg ey,

7., er den lodrelte Afstand fra III. Hovedskrueakse til 2.
teenkte Peel, positiv i Z-Aksens negative Reining:

— %

137)

(138)
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Yue = 18 ez (e — Y1) + zu1. (138a)

7y, er den lodrette Afstand fra II. Hovedskrueakse til 1.
tenkte Pel, positiv i Z-Aksens negative Retning:

Ny, = Zm + (X — ay) tg oz, (138 b)

7y, er den vandrette Afstand fra II. Hovedskrueakse til 2.
tenkte Pel, multipliceret med tg a.,, positiv i X-Aksens posi-
tive Retning (d. v. s. 5, er lig den korteste Afstand fra II.
Hovedskrueakse til 2. teenkte Pel, multipliceret med tg «):

Uy = Zui tg @z, + (X — xp) tg @z, (138¢)

7z, er den vandrette Afstand fra I. Hovedskrueakse til 1.
tenkte Pezl, idet denne Afstand maales, i en med ZY-Planen
parallel Plan gennem Skrueaksen positiv i Y-Aksens positive
Retning:

Wzy = (Ys — Yim) — (s — ) tg oy, . (1384d)

7z, er den vandrette Afstand fra 1. Hovedskrueakse til 2.
teenkte Pel, idet denne Afstand maales i en med ZX-Planen
parallel Plan gennem Skrueaksen, positiv i X-Aksens negative
Retning:

Yze = (Yt — Yur) tg Oy — (X6 — ). (138e)

Man er nu i Stand til at opskrive Udlryk, der er ganske
analoge med de i §31 fundne Udtryk:

v tg . + Uz, —{-211,1/rt tg ey,

Wiy = o T T
$ oz + Juggz, + Sueqs,

g | Qi (S0Y Yz + SR e, + S, 2,)
Y= R e T T

S

Pur (Z0a7y + Sttg g, g, + Stteqe,qy,) (139)
: Ve bl

L=~ 3P,
2P, = 3 (vtgte. + us + w1glas,)
= @it (20 U tg ot 1+ Stsgey + Stege, tg e,
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ey SI/JU tg oy + ‘-Us'u\ g ey, + Suiyy,
e Soqp + Su.ng, + Sws, o
5 P (21}1/qr/ + 2y Yy Yy - Suiny, 1z,
Sy e e P, ——
: . (139a)
- @i (Zvgeny + Sz gy, + S0l Yy)
T iy 3P, ’
3P, = 3 (vtgley, + ustg ey, + w)
+ gu (g, v1g ay + Sueyy, g ay, + 2uyy,).
31)1/ + Sugyz tg oz, + Sty tg @z
P T i S B, "
5 91 (Svng 9= + Ssy,0z, + S0, 72)
x;, = x, + = SP, —_—
(139b)
@1 (30721 + Sustye, 0z, + ST,z
P — — =
Ui —y1+ o
3P, = 3 (v + u,tg?e:, + mitgle:)
+ @1 (Svg. + dugne, tg ey + Stigz 18 o).
Px. PY og PY for de oprindelige Pale findes af Ligningerne

(102), (105) og (108) i § 31.
For 1. teenkte Pl findes:

P_,:i = Us WYz, Sl flll Us,

Py = usq, + fuustg ey, (139 ¢)
P =  uy., + fiustg az.

For 2. tenkte Pel findes:
l):;i =— UMz, + flll 1y tg Oy l
P;:I =" Wy + foue, (139d)
P = w4 frutg es,. |

fur, fu og i findes af Ligningerne (101), (104) og (107).
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M. =3Svyz 4 Su,y2 + Su, oy [11(Z0=0 tg @t Su, g + Suy e 18 €y),
My, =Zvn; +3u, iy, 20y Wi+ fu (Eljy v tg oy Suy iy, tg @y +Su, //yi),
M.. :Zuq;‘+.§'usﬂqfﬂ+.‘3un}?t+f1 (Euq;—l».?usv,:s tge. +Juy., tg )

Mey =— (Svgany + Sty qe, gy, + 2z, My,),

(139e)

M.: =— (Zvg.y, + Su, Naglzg + S0efz,qz,),

My. = (Svgyn. +Susyy 9., + Su, Ny zp)-

Man vil se, at flere af Leddene er ens i de forskellige Udtryk.
For Pzwletrykkene findes folgende Udtryk:

For den oprindelige Pzel:

e V18 ey — @iy vig ay -+ guony,
Pcosa =Q; —- Sp, +Q, — B l
D+ givy. I

>Pl

(140)
+ Oy

Udtrykket for Momenternes Bidrag til Peletrykkene er ganske
det samme som i § 31.

Ligesom man finder de oprindelige Peles Tryk ved deres
lodrette Komposant, findes Trykket i 1. teenkte Pzl ved dets
Komposant efter X-Aksen, og Trykket i 2. tzenkte Pzl ved
dets Komposant efter Y-Aksen ; derfor faas for 1. og 2. leenkte
Pzl ganske tilsvarende Udtryk for Momenternes Bidrag som
for de oprindelige Pwle, naar man blot erslatter e Lo 0K

)/ 19 PM M M DM DM M
P}l med henholdsvis P, Hb ik aiog Pl -PL og Lt

For 1. tenkte Pzl findes de rene Krefters Bidrag:

Tecos ay=0Q;

ay~— (prurlﬁurs Ny ) Ug lg Gy, + g’urll.\- I/;,f
> 7 3P,

us tg -, + @rusy:,

(1404a)
-+ Qy P, l

For 2. tenkte Pl findes de rene Kraefters Bidrag:

g ctuy — Qurtt g, U 4 Qurte gy
t t L) s UL
2R

T;cos oy = Qy—— ~p. 0,

u; tg oz, + gy Uz

+ O o

S

l(l—}()b\.
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§ 39. Specielle Tilfelde. For disse gelder i og for sig det
samme, som er sagt i §33, men her skal yderligere anferes
Peletryksformler for de tenkte Pele.

LN : : :
5%% 1. En ren Forskydning i en Hovedakse giver en
ik , :

L ren Kraft; Momenthovedsystemet falder ikke sammen

med Forskydningshovedsystemet.
Pwletrykkene fra de rene Krefter bliver:

14
It For den oprindelige Peel:
5| €
[t o i R O s 5
e Pcosa = S otgios + e+ wigias) vig o
| Qq Qqv
; 1 3 (vtgley + u,tg%ey +ue) get 3(v + ustgle. + uctgia.)
L& For 1. teenkte Peel: '(141)
Lecos 2o S (vtgla.+ s + urtgles)
‘ ) Q. ustg e
| A : Cs = ey, = ;E—f i
3 (vtgley +u,tgley ) s ' S(v+ utgle.,+ u,tgle:)

For 2. teenkte Pzl findes et analogt Udtryk.

“f 9. Momenthovedsystemet falder sammen med For-
B ’ skydningshovedsystemet.
l I dette Tilfzelde vil Pzletrykkene fra Momenterne vaere
|

ganske tilsvarende de i §33 (119) anforte.

e

ki 3. Momenthovedsystemet falder sammen med For-
‘N,;j skydningshovedsystemet, og en ren Forskydning i
(1 en Hovedakse giver en ren Kraft.

3 I dette Tilfselde vil Udtrykkene for Pezletrykkene blive gan-
f ske simple og svare til de i §33 (121) anforte.

4. Hovedakserne er parallelle med de oprinde-
ki lige Koordinatakser, og en ren Forskydning i en
il - Hovedakse giver enren Kraft. Momenthovedsyste-
met falder sammen med Forskydningshovedsy-
1 stemet.

g Betingelsen for, at Hovedakserne er parallelle med Koordi-
i natakserne, er:

2(1) x3en3 u)lgax + Ell(tgﬂ:t tgaxl = O’ E(L‘lgay "*‘ 1y tg (X:l) = 0’ 1492)
2 (v tg tg oy -+ uctg axt) = 0. J

Y S
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Hovedaksernes Beliggenhed bestemmes af nedenstaaende
Ligninger:

(nld“m#—u Fuctg?e.,)y— (x)lOa tgat, Hulo )X

Y = S ko v
Y (U l“2(11 + u —{'— uy l" (429 ]
2 —wigestu,1g e tges)a

<1 = (l) l("‘(h _}_ u + 1y luifog1 ) )

2 (vtgleytu)r — 3 (v g e tg ¢y + uy tg «.)y
X = 7

Z(ighey + u) " (142a)
S(vtgey + wtga.)y
iy S(vig2ey, + u,)
(v 4 utg?e. + w tg?e., ) x
R = S+ utg?e. + ut tg? z)
3 (04 utgta. + utg?e. )y
Yi :

v+ utg?a, - u, tg? ez,)

Afstandene fra Hovedskrueakserne til de t tenkte Pele findes
afl folgende Udtryk:
ey =—NGwx(y —Y1); py, =2 —(x — ) 18 s Nee=Y— Yur; l
Ney= ez (y—y)+zu; ny, =z tg ey + (@ — @) Ig 0,5 4(142D)
Nee= (Y — Yu)tg ezy — (x — ayy). l
Naar man saetter:
I. = Svp; + Zu, Ny 1+ 2t R
Iy = Svpy + Sugqy, + Sucyi,, (142¢)
I. = Svg; + 3u, Yz, + Zay Wz g J
faar man folgende Udlryk for Palelrykkene:
Den oprindelige Peel:

vig a, vig ay

Pleoste—10) g + 0, =
o R (v g2+ u-+tu, tg?e.,) 0 2 (v tgay+uy)
v e ’
) i o el (142d)
T S(v+tutg?a.tu, lg?e-,) S
U]y l)l/-
+M, M,
I b I" + ]‘—
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1. tenkte Peel:

l (142¢)

Teeosa= 0 sy, i)~ Su g o)
“Mx Iva "t M, l”s—% M. [7/«
2. teenkte Pel:
Ticosar= O% S(l]tggdiﬁiir%lltgzax,) Qs 5w tg”‘l:, Fa)
s (U o H:;tff;‘ TP N “fT:ixl (142 1)

§ 40. Eksempel. Der undersgges den samme Pille som i

Eksempel 2 i § 34.
Vi forudszetter v lige stor for alle Pzle og setter v = 100;
tillige seetler vi:
1
WS at= Gnn V= 0,5.

1. teenkte Pzl laegges vinkelret paa Pewlenes Projektion paa
XZ-Planen. Som i § 34 ser
|| man umiddelbart, at de tre

': HI 4 Hoved.akser er parallelle med
T St % Koordinatakserne.
5 [1,]” har o § Det forste, der maa geres,
' H er at finde 2. tenkte Pewmls
W B e Vinkler for de forskellige
iy Pzele.
Fig. 62. For Lodpzlene og Pwmlene

5, 6, 7 0g 8 findes de umiddel-

bart; detses, at naar en Pzl ligger i enten Plan XZ eller YZ, vil
9. tenkte Pzl staa vinkelret paa Pewlens Projektion paa YZ-
Planen samtidig med, at 1. teenkte Pzl staar vinkelret paa
Pzlens Projektion paa XZ-Planen.

For Pzlene 1—4 findes af Formel (129) tg «., 08 18 a-,.




! J | 8
e e R A i e
i 1 ‘ ‘ 3 S il = 2
? | | | 1 ‘ 2 \
| | | [ | | R
1 | =30 —1,0 100 |+, | +'/, | 11,1 | 625 | —300 | —100 }—11,10}—18,75\ 0,5 | —0,50] —99,5| _25,()& +0,063_o,18‘_0.06
2 | —=30| +1,0; 100 | 4, | -/, | 11,1 ] 6,25 | —300 | -100 (11,10 —18,75| 0,5 | 40,50, —99.5/ _25,of+0,06f —0,18| 40,06 A
3 | 43,0 +1,0) 100 | —', | —1/, | 11,1 | 625 | 4300|4100 |+11,10(+18,75| 0,5 | +0,50 —99.5| —25,0 +0,06| +0,18/ 40,06 i
4 | 430 —1,0] 100 | —y, | +1, | 11,1 ] 625 [4—300 —100 |—11,10/4+-18,75| 0,5 | —0,50| —99,5| _25,0‘+0,06'40,18‘_0,os e
GBI 1o $100 (RS i 6,25 | —200 | —100 0 |—12,50/ 0,5 | —0,50 0 ; —250 0| 0| 0 &
6 | —20[ 4+1,0( 100 0 | —Y,| O | 625|—200(4100] 0 [—1250 0,5 . +0,50| 0| —250 0 0| o X
7 | +2,0/| +1,0| 100 DA R 6,25 | 4200 4100 0 1+12,50§ 0,5 | +0,50 0| —250 0 0F g \
8 | 420 —1,0| 100 ] B R 6,25 | +200| —100| 0 [+1250 05 | —0,50, 0| —a250 o0 0 0 \
9 | —1,0{ —1,0| 100 0 0| 0 0 |—100 —100| 0 | 0 | 05 | 050 0 0 0 0| o
10" E=150% 0 1" 00 | o 0. 0 0 ’_100 0 0| 0] o05| 0 0 0 0 0 o
11| —1,00 41,0 100 | 0 0| 0 0 |—100|+4100{ ©0 | 0 | 05 |+40,50 0 | 0 0 0 0
12 | 0} 0100 0| 0| 0 010 T 0 OB 0 0| 0 0 0| o
130 [0l ISR 100 \ | TR R 0 | o (4100f o0 0 | 05 | 40,50 0 | 0 0 0 ‘ 0
% 14 | 41,00 410 100 | 0 | 0 0 0 |+100/4100| 0 0 | 05 |+0,50] 0 | 0 g 0 0
e —_— - : ‘ ‘ ‘ — | ‘ = : ‘ *
Sum | 11400 } \ 44,4} 50,0 J~2001+2oog 0 e 70 1+1,003—398,03_200,0{ +0,24} a5 0

{
|




R e 5 - = = e
& (.\ o At R
= = & a 5" = =
Piel & e L i g i &
g S 3 7 on o e = B 2 & s
N 2 walss g % : = 3 % : = =
2 5 L S & E: = ]
= L5 =) { =) i — g
| et 3
1 05 | —0075 —0225 981 | 2530 | —281 | —843 | 253,0 | —759,0 | —253,0| --1,5 |-0,0375| 40,1125/ +0,1125
2 0,5 |+0075| +0225 281 | 253,0 | 4281 f —84,3 | +-253,0 | —759,0 | —253,0| 1,5 | +0,0875| --0,1125| —0,1125
3 0,5 —0,075 | 40,225 | 28,1 | 253,0 +28,1 | +84,3 | +253,0 | }759,0 | —253,0 +1,5 | —0,0375| 40,1125/ —0,1125
4 05 |-+0,075|—0225| 281 253,0 | —28,1 | +84,3 | —253,0 | 4-759,0 | —253,0| +1,5 | —0,0375 10,1125/ 40,1125
5 0,5 0 L 0 312,50 0 | 0 —312,50, —625,00 0 —1,0 0 40,1250 0
6 0,5 0 1, 0 312,50 ar = 0 -1312,50| —625,00 0 —1,0 0 -0,1250 0
7 0,5 0 41/, 0 312,50 0 0 0 -1625,00 0 1,0 0 +0,1250 0
8 0,5 0 —, 0 312,50 0 0 0 -1-625,00 0 +1,0 0 +0,1250 0
9 0,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —0,5 0 0 0
10 0,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —0,5 0 0 0
11 0,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —0,5 0 0 0
12 0,5 0 0 0 0 0 0 0 Ld il 0 0 0 0 0
13 0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
14 0,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,5 0 0 0
Sum 7,00 0 0 1124 2262,0 0 0 0 0 |—1012,0 —1,00 0 | -40,9500] 0

Heraf findes:

Y = 0,020 m:
&, = —0,018m;
x, = —0,143m;

2y = 1,15 m
Zp = 3,50 m.
y, = 0,143 m.

TO1



| | [ | e ? = | A
: 1 —0,268+0,381/+3,757| 7,20 | 0,720 7,04 |—0,274 48702 10,062 1500 758 0 140,388 1,020/ 43,069 15,1 | 0,52 4,68 \
2| —0,018 —0,286+3, 757 003 | 0,410 7,04 0274 +8,702-0,062 750/ 758 0 | _0.401-10,980 13,057 16,1 | 048 | 4,68
3 |-0,018 40,286|+3,757 0,03 ‘ 04101 7,04 +0,660 18,898 10,126 4350 791 0,01 10,433 409803093 188 048 476 |
4 | 0268038103757 7,20 | 0,720 7,04 40,660 13,398 0,126 43,50, 79,1| 0,01 |—0,420—1,020—3,005| 17.6 | 052 476 ‘
5 !—0,268‘ 0 |+3786 720 o | 7,12 —1,8574-7,750 0,464 344,00 60,1 011 —0,490 1 020i+1,982 240 | 052 1,96 !
6 |—0,018 0 |13,714 003 | o | 710 \—1,857 17,750 —0,464 344,00 60,1 0,11 —0490/4-0,980/ 11,982 240 | 048 19 =
710018 0 43,714 003 | 0 | 7,10 42143 17,750 10,536 460,00 60,1 0.14 | 0,510 4-0,980|—2,018) 26,0 | 048 204 O |
8 (0,268 0 |43786 7,20 |. 0 | 7,12|42,143+7,750/_o, 536/ 460 00} 60,1 0,14 —0,910—4 020/ —2,018| 26,0 | 052 2,04 \
9 |—1,143 0 |+350 13050 | 0| 6,13 F—o 857/+7,750 0 | 73,50, 60,1 0 | 0 |—1,02040,982 0 | 052 048 \
10 |—,143) 0 |4+350 | 205 | o0 | 6,13(—0857+7750 o 73,50? 60,1 | 0 |—0,020+0,982] 0 0 | 048
11 |+0857 0 |4350 |7350 | ©0 | 613|—0857(4+7,750, o | 73,50 60,1| o 0 |-+0980 10982 0 | 048 | 048
12 10,143 0 |4350 | 205 | 0 | 613|+0,14347,750 ¢ 2,05, 601 0 0 —0,020—0,018 0 0 0
138 14+0,857 0 4350 | 7350 | 0 | 6,13 /40,143+7,750 o 2,05, 60,1 0 0 40,980/—0,018) 0 | 048 o0
14 40857 0 (4350 7350 | o | 613 +1, 143/17 7750 013050 601 0 0 +0,980—1,018/ 0 | 048 | 052
Sum | 384,02 | 2,260 93.38‘ 12065,10, 910,8| 0,52 | 167,6 | 596 | 28,84
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For de oprindelige Pele findes:

| 1
Pzl Nr. B, ‘ B, ‘ B, 1 Al ’ B,
| | | I

e 40,65 | 4044 | 40,0715 | 40,0563 | —0. 0092! +0,195
2 +0,65 —0,44 40,0715 | 40,0038 | —0,0092 | —0,202
3 —0,65 —0,44 | 40,0715 | -0,0038 +oozz2; 40,213
4 —0,65 40,44 [ -10,0715 | 40,0563 | 4-0,0222 | | —0:206
5 0 +0,44 | 40,0715 | 40,0563 | —0,0620 | +0,246
6 0 —0,44 | 40,0715 | +0,0038 [ —0,0629 = —0,246
7 0 —0,44 | 40,0715 | 40,0038 | 40,0722 | 0,251
8 0 +0,44 | 40,0715 | 40,0563 | -1-0,0722 | —0,251
9 0 0 40,0715 | +0,2400 | —0,0288 | 0
10 0 0 40,0715 | 40,0300 | — 0,0288 | 0
11 [ 1} +0,0715 | —0,1800 | —0,0288 | 0
19 0 | 0 40,0715 | 40,0300 | 40,0048 0
13 0 0 +0,0715 | —0,1800 | +0,0048 | 0
14 0 0 +0,0715 ’ —0,1800 | -+0,0385 | 0

I. = 384,02 + 2,26 + 93,38 = 479,66,
I, = 2065,1 + 910,8 + 0,52 = 2976,42,
I. = 167,6 + 5,96 + 28,84 = 202,40.

B, — By er Koefficienterne tll Belastningen i Udtrykket for
Peletrykkenes lodrette Komposanter.

Paa samme Maade som angivet for de oprindelige Pele
findes Peletrykkene for de tenkte Pele.

IV. Palegrupper, hvis Pele er indspaendt baade
foroven og forneden.

§ 41. Definition af taeenkte Pzele. I hosstaaende Figur er

/P Yf vist en Pal P og Pillens
7 Ly Uuderkant, Planen U.
e a X Vi tenker os nu, at Pillen

¥ it A T faar en Skruebeveegelse om
™ Aksen A, Vinkeldrejningen ¢
7 ¢ og Parallelforskydningen f.

D Herved vil vi faa en For-
skydning af Peelehovedet H
og en Vinkeldrejning ¢. For-

i SR skydningen kan tenkes op-

lost i en Forskydning i Paelens Retning og en Forskydning
vinkelret paa Palens Retning, og det samme tenkes gjort
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med Vinkelsendringen ¢. Vi vil nu som i §35 tenke os denne
Forskydning og Vinkeldrejning vinkelret paa Pelen oplost i
de to paa hinanden vinkelrette Hovedakser for Pelens Tver-
snit; disse er vist som T, og Tj.

Parallelforskydningen i Retningen T er:

J = fcos ® + ¢gasin o,

hvor a er den korteste Afstand mellem 7, og A, og w er
Vinklen mellem disse to Linier.
Denne Forskydning samt Vinkeldrejningens Komposant ¢,

efter T, vil give en planBegjning af o

Pezlen i Plan med T, medens baade \4,}4?” \VM
Parallelforskydningens og Vinkel-
drejningens to andre Komposanter
ikke giver noget Bidrag til Bgjningen
i denne Plan.

Der vil ved denne Bejning, sva-
rende til 2 og ¢, fremkaldes en
Transversalkraft og et Moment i
Pxlehovedet, og disse bestemmes
af nedenstaaende Ligninger, idet de
i Fig. 64 er angivet med deres
positive Retninger, naar der tales om Pzlens Indvirkning paa
Pillen :

WY

Fig. 64.

i 12E1 12E1
Iy =+ ’ST"")- ot "sa‘"?}rsl?n l
) 2 (143)
6EI 6EI
M =— 5 A— 5 289

I Fig. 64 er vist Planen PT, med de fremkaldte Krefter.
Hvis man lader T, virke i Pzlens Midtpunkt, vil Momentet
i Pxlehovedet blive:

M, =— f{ 9y (144)
1

p

Hvis Formlen for T, skrives:

o 12EI ;
T, =+ o, (fcos @ + pasin o + § 5,9,),
1
vil man se, at Trykket 7T, er proportionalt med den Forskyd-
ning, man vil faa i en Linie T;, der gaar gennem Pelens
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Midtpunkt og er parallel med T,; dette folger af, at fcos m
er hele Bidraget til Forskydningen fra f og, da Vinkeldrejnin-
gens Komposanter efter P og 7, ingen Forskydning giver i
Retningen T;, vil gasin w 4 1 s, ¢, vere hele Bidraget til For-
skydningen fra ¢. Man vil derfor kunne erstatte hele Ind-
spaendingens Virkning paa Pewlens Bgjning i PT,-Planen med

o

en tenkt Pl T,, hvis Modstandstal er ~~;"", naar man sam-
Er e IS :
tidig tilfgjer et Moment M, —— o P Retning af 7.

“1

Pwxlens Bojning i PT,-Planen kan paa samme Maade er-
stattes af en tenkt Pel 7, og el Moment i Relning af T;.
Man har derfor:

Naar en Pzl er indspzendt baade foroven og forneden, kan
denne Indspanding erstattes af to paa hinanden vinkelretle
tznkte Pzle, der staar vinkelret paa Pwmlen gennem dennes
Midtpunkl; de tenkte Pale skal ligge i Paletveaersnittets to
Hovedakser og have Modstandstallene uf’ mod Tryk og I?[
mod Vridning. % 51

ol Al
<« [

: : ET
Den oprindelige Pals Modstandstal er . mod Tryk og
2

. mod Vridning, hvor s, er den Side 111 definerede Vrid-

11i§1gslzengde.

Vi maa her definere Fortegnet for en Pzals Vridningsvinkel
0g Vridningsmoment; disse regnes med sammenherende posi-
tive Verdier.

Pzlens positive Retning er den, i hvilken Peletrykkel paa-
virker Pillen, naar Palen sammentrykkes, og den Vektor, der
svarer til Palens Vridningsvinkel (se Side 123), regnes positiv
i Pazlens negative Retning.

Denne Fortegnsdefinition falder sammen med, at den paa
Fig. 64 viste Drejningsvinkel giver et negativt Moment.

Ligesom for Pzle, der kun er indspandt i Bunden, er man
ikke her uafhengig af Pilleunderkantens Form, men maa
stadig erindre, at de tenkte Pwle skal skere de oprindelige i
disses Midtpunkt.

Naar de tmnkte Pwle er indfort, og Pewlenes Indspanding
er fjernet, gennemfores Beregningen af Hovedakserne og Pale-
tryk principielt paa samme Maade som angivet i § 30 og 31,
naar man blot stadig tager Pezlenes Vridningsmomenter med.
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Man vil leegge Merke til, at de tenkte Paeles Modstandstal
her er 4 Gange saa stort som for de i §35 anvendte tenkte
Pzle.

Idet vi forudsztter, at Palelvaersnittets Tyngdepunktsellip-
soide er en Cirkel, har man I, = 2], og hvis man satter
G =} E svarende til Poissons Forhold lig 1, faar man den
oprindelige Pzls Vridningsmodstand :

GI, 4 EI

Sg 5 s

Da der imidlertid er Usikkerhed i de forskellige Pzeleleengders
Bestemmelse swrlig for Vridningsleengdens Vedkommende, vil
vi her swtte den oprindelige Pzls Vridningsmodstand lig de
lzenkte Peles, hvilket altsaa svarer til, at Palens Vridnings-
leengde er lig ¢ af Indspeendingslengden. Herved vil Vridnings-
ellipsoiden for Pwlen og dens tilherende to tenkte Pale veere
en Kugle, forudsat at Pzlens Beojningsmodstand er ens i alle
Retninger, og Pwmlens samlede Vridningsmodstand vil altsaa

; EIl e
altid vere et Moment M = — e 7 paralle] med Vridnings-

aksen; selv om Pmlens B(/)jningmnlodsland ikke er ens i alle
Retninger, vil vi alligevel regne paa samme Maade, idet den
derved indferte Tilnzrmelse, der betyder en stor Lettelse i . .,
Beregningen, kun giver en ringe Fejl.

§ 42. De tenkte Paeles Heeldningsvinkler. Vi vil i det
[elgende ligesom i § 36 antage, at to hvilkesomhelst paa hin-
anden vinkelrette Linier i en Plan vinkelret paa Palen gennem
dennes Midtpunkt kan anvendes som tenkte Pele; vi leegger
L. leenkte Pzl vinkelret paa Pzelens Projektion paa XZ-Planen,
og dennes og 2. teenkte Pwls Retningscosinusser og Tangenser
bestemmes ganske som i § 36 ved Ligningerne (129)— (131 c),
idet vi ogsaa her maaler 1. teenkte Pzls Vinkel' med X-Aksen,
as, 0g 2. leenkte Paels Vinkel med Y-Aksen, «;. ‘

Hvis man lzgger 2. tenkte Pzl vinkelret paa Palens Projek-
tion paa YZ-Planen, faar man Udtryk, der bygges op ganske
analogt med de naevnte. Vi vil imidlertid i det folgende forud-
seette, al 1. teenkte Pzl laegges vinkelret paa XZ-Planen.

De tenkte Peales Modstandstal vil vi her betegne ved:

12ET 2 12E1 2%
rs = ——cos’ay; rr=—— cosla;. ' - (145
"8 2 ga
s &
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§ 43. Hovedakserne. Hovedaksernes Retninger bestemmes
af Ligning (80) i § 30, Pwlenes Tangenser og r; 0g I efter
Koordinattransformationen bestemmes af Ligningerne (135)—
(135b), naar man alle Steder setter r; og It i Stedet for u; og uy.

De oprindelige Pzles Skzeringspunkt med den nye XY-Plan
bestemmes efter Ligning (136).

De tmenkte Pxles Skeeringspunkter findes af nedenanforte
Ligninger, hvor x og y er Koordinaterne i Pilleunderkant til
den tilsvarende oprindelige Pzel; vi swetter § s, cos & = Sa.

For 1. teenkte Peel:

v Y—satge)(athy E@}(ﬂs o — sa(1 gl s
o :_Q———Sa tg ay) (v, +4, 8 ax};(w'lg wx — o (14-tg%cx)) oy l (146)
hvor D = iy (v A tg o) — iy (v + Ay 1g ).
For 2. tenkte Pzl:
PR oo LT i L gz
y; ;_ﬂm—g; tges—Sa (tgaxr—tgray "E"‘wl)) (Vlfllq tg%_)j-(y tge., +sa(lftgay tge-,) (4, — tgaz,) (147)

D= (A — ptgas) (v, — ustges) — Ay — tg wx,) (vy — py tg ).

De tre Hovedaksers Beliggenhed i det nye Koordinalsystem
findes af Ligningerne (137) naar u, og u; ombyttes med r; 0g I

§ 44. Peletrykkene. Disse findes paa ganske samme Maade
som i § 38, naar man blot for enhver Vinkeldrejning medtager
Pzlenes Vridningsmodstand.

Pxlenes Afstande fra de tre Hovedskrueakser indferes lige-
som i & 38, og man finder de samme Udtryk her som der,

Ligningerne (138).
Da mange af de i § 38 fundne Udiryk gwlder uforandret

her, naar blot u-Krefter erstattes af r-Kreefter, skal der kun
nedenfor angives de Udtryk, der forandres paa Grund af Peele-
nes Vridningsmodstand.
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202018 oz + 2rsne, + Zrine, tg ey,
Prr— e e - S
2oz + 2rsqz, + Sreqz, + 3 ;
1
o 2yotgey + Sroqy tg ey + Sreqy,
SR Y A R A 0 (148)
Soqy + Zrsqy, + Sreqg, -+ 3

Sy
v + 3rs 7]7:swtg o, + E’rnh ig Oz
El
Svyz + 3rsqz, + gz, +2 3
el

YIE==us

e EI
Mie=3vni+3rep3, E”"ﬁ‘z+§’¢" — fur (Znvtgae+3roqe A 3ros, tges,)
81

s = bl e S A
My, =Svg;-+3r, Nyt 2reny,+ 27? A [11 (Syyv tgeey+ 3rs oy, tgey 4 3reyy,) (148a)
Sy

M..=Zvp?+3rs 7/33+2r,)};’t+2€11+f, (2= 0+ 3rsyz Qe + 3remz, tge:).
it

Udtrykkene for Peletrykkene bliver ligeledes ganske som
de i § 38 angivne, men skal alligevel anfores her:

For den oprindelige Pel:

v tgote— @i Uy v tg eyt+ouoy U @107
Pegsp—y) 58 e il o UM g D GO
COSsc (\3 Epr {“ Ql EPy +(1 Epz
3P: = 3 (v tg2us+tritrotgas,) — @i (32 v tgaa+ 31y Nyt 3renz, tges,)
2Py = 3 (v tglacy+rs tgley, +-re) + ou (Syyv tgay+3r, Yy, tgery, 4 Zremy,)

2P. = Z(v+rtgla- +rotglez)+ 91 (Svg+Zroq. tge. +3ry,, tge.,).

(149)

Udtrykket for Momenternes Bidrag til Paletrykkene er det
samme som i §31; for 1. og 2. teenkte Peel geelder det i § 38
anforte.

For 1. teenkte Pzl findes:

I's— @i T's N

5 rstg ey, + gursyy, rslge: toursy:,
Ticoso,— Q5 — SP. B Pl 5P, ——774—()1' —Sp - (149a)
<l x <Ly <Lz
For 2. teenkte Pzl findes:
; ritgea, — Quileyx, e+ @u iy, retges +girey:,
T cose;=—Qy e AL s 1~ 3P - (149b)




{14
il
IS P
f :; 172
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f? Palenes Vridningsmomenter bliver:
‘ l ! Den oprindelige Pezel:
| t“ M, cos e =— (V 8 ot gu 8y + g
\r' ’ Ay 1‘ 31 & ”11+(Pll ull‘[u/+ P, 111 M... 3
L -, P, 1 lau1+lou,,+gu, I M, P, 118+, iga, +1 l (150)
p 4} I @, ,,Mw +Myy 1, 10 My- @ 111, 1Mz~ g, 1My M-
’\% For 1. tenkte Peel:
Al M 1 . ( 1 + oun, mig oy, - 91, mté,lb.
‘ M, cosas =— —=r, s? '
% : 12 3]‘1151 *)‘— P11, 111 Mw + @1, M- 150
, \ - (150a
G LM $unu + tga_ux =L It tgrz:s Qur 1+ Q1 tg ays -+ lga;\.) ’ 4 >
& L] 2 s =] ST ILTAT e et L el
t Wi, 1 A‘,:ry S fwgy = Wi, 11 lw_u: ! FPIII,IAL(: P i1, 1 1‘151:*‘}‘ M.,
For 2. teenkte Peel:
1 tg ez, + @u, 1 + @1, g e
My, cos ey =— - 1y 8 | M
i 12 Mxr + P, IIIMry "r fﬁl i M (1 _0])
LIE 50b
e 3 M ur,u tg oz, + 14+ @1 tg e, qu 1 tg e -t Y, 1+tgl¢~> ’
‘ l 2 P, 11 [wy:c + Alyy + Y1, 1 ]wy: fPlll 1 M'L"' + (pll l1u y +1‘1
B |
I
i | i De resulterende Bgjningsmomenter, M, i Pelens nederste
i og M, i Pelens gverste Punkt, er:
BlE I 1. tenkte Pzls Plan:
! 1 v m S
Myi— Ml,( + T 5 )
M, = M, — T, 2
& (150¢)
‘1 I 2. teenkte Pals Plan:
I M, =— My, + T: %
l ‘ | —~
(| My =— M, — T, %

Paxlen faar da Tryk foroven i den Side, som vender mod
den paageeldende tenkte Peel.

Rt . o
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§ 45. Specielle Tilfzlde. Angaaende de i §§ 33 og 39 an-
forte specielle Tilfeelde 1, 2 og 3 er der her intet nyt at tilfgje
udover det i de nwmvnte Paragraffer anforte; de tenkte Peele
behandles paa ganske samme Maade her som der; blot skal
man nu lilfeje Pzwlenes Vridningsmodstande.

4. Hovedakserne er parallelle med de oprindelige
Koordinatakser, og en ren Forskydning i en Hoved-
akse giver en ren Kraft; Momenthovedsystemet fal-
der sammen med Forskydningshovedsystemet. Betin-
gelserne for, at Hovedakserne er parallelle med Koordinat-
akserne, er:

2 — r)tg e, - 3r, g, tge., = 0; ZSvtge, - =i tga., =0

2vtg axtg ey + Sritg ar, = 0. (151)

Hovedaksernes Beliggenhed bestemmes af nedenstaaende

Ligninger:
.)'(ynlg‘ﬂ’u&.—H_z;—.su,(guy)rxv{—(y—sl,tga_,,’)r, tgas,) — S(xvtge. tge,+ (@ — s, lges) relgec,,)
Y= et = e 2 o=
2(vtglat+r-try tg?w.,)
5 v tga+ro(Sa—(r—Ssa tgus) tgees) + 3r, (Salgees, +-(x—-S, 1gets) 2
Zpyp=— T
2(vtgle,+t-ri+ritgle,,)
§ 5 Cuy,
. 2avtglay+(x—sitga.)r)—(yotge.tge, FY—Satgey)r tge.,)
= e
2(vtg*ay+r) ”
(152)
2(yotgey+-ri(s.t(y—satgey) tge- )
i =—
SotgPa, +1)
i 2axv—rg(Sq— l——S‘alg(z [“(el)l“u,)—}—._l,(salO(c\l-{—(l ﬁs(,tgu Jlgee- )l go-)
W - _— ——
v }—r\ld at-}—utn - )
y (Yo +ro(y—Satgey) tgies)+ 3 (sq +(y—salgey)tge:)
= L

(v +r, lg'“‘am —l~r17ig’“’u:,)
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For de i § 39 definerede Sterrelser 7., 5, 0og % findes:

e =Y+ zutgey—1yr; Ry=2+zmtgea—s; :=Y—Yu)tgoa—(@—ru)tgey;

tg wx(y — Satgey—yn); Yy, =2m+Sa—(@ —Satgoz—x)tg0ts; 9z =Yy —Salgeey—yu;
Neey— 211 +Sa +(l/_sa tg(/‘y"‘“yl) tga:{ 5 ﬂyt:(m_sa tgx_a:l)lga:t+(zlll+su) tg Oy

9z =(Y—Salgey—Ynntgee,— (X —Satgee—xn); |

Inertimomenterne bliver da:

EI
I. = Svgz + 3rsyz, + 3rgpz, + 2 &
1

il xS . EI

Iy = Svgy + Sragy, + 3Srapy  + 2 s
1

EI

I. = Zvnz + 3rayz, Erﬂ]?l + = 7T
1

Paletrykkene bliver da:

Den oprindelige Pel:

viges vigay
Fieos gt E(utglax ENTy s rttg “xz) +0s S(vtgla, + 1)
0 Ees, SN m;x+M vy 1M 1)1}‘. (154)
T S (v+rotgla.+retgie.) I L3
1. teenkte Peel:
I's
Tscose,= ()3 2(utg2a,+rs+r¢tg axt)
(154a)
st e ) is,t%a“ 2l i""_‘_{_ M Telly; +M, i/ 8
lE(U—’r—rstgf’am—I—rttgzoz:,) Sl & T ‘ I
2. tenkte Peel:
& I g“’ft e r;
Ticosai=(s 2(vtg1ax—|—r3+r¢tg?ax‘) + E(Utgﬂag +r) l
ik ) (154b)
1180z, Ttl=, M L +M't’72:
+G S0+ rotglas+rotgle.,) M- j i 1. Rt

Pxlenes Vridningsmomenter er:

((153)
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Oprindelig Peel:

[ eSS ( tg(lr tgay B
Mocos a=— p- o (M, & 1, B, 1,)
1. tenkte Peel:
oo 1 tga.
M,,xcosur = — 12 (IV — M. Wf;) (155)
2. teenkte Peel:
1 g Py 1g0¢z,
My, cosay = — G laer < +M"I,, + M, 1:>

Angaaende de resulterende Bgjningsmomenter i Palene,
e §44.

§46. Eksempel. Som Eksempel paa Beregning af en Pille
med Pele, der er indspandt baade foroven og forneden, val-
ges samme Pille, som er beregnet i §34 og §40.

En Del af de i §40 anferte Kolonner kan anvendes direkte
her, og vil derfor ikke blive gentaget.

Vi seetter her
Sq = 1,0(), s == 2,00

Man finder af Tabellen:

Yur = + 0,055 m; z;; = + 5,14 m

xy =—0,051m; zy; = + 2,160m

x; =—0,140m; y; = + 0,143 m.
I:I setter vi her lig 1 pr. Pal, saaledes at E%I = 14.
Sy 1

Man finder da:

I.= 5454 + 14 + 311,0 + 14 = 871,8
I, = 2636 + 1174 + 2,7 + 14 = 3826,7
I.= 169,6 - 32,8 1 132,9 | 14 = 349,3.




. e S S =
- (S

T B ¥ 3 & b

S R el T R S 8 S S R (- S

. - ® 5 2 & 28 '*- 3 3 » ; E =

Esel = 2 3 5 = 5 S » = % 3 5 =

: ; = ' | & | 1 + & £ ¥

& = & g - ) &) B & % + g

< | l S = = % il =

& o < £ =

=
1 L1, +'y | =250 | —028 | 4+4,22 | +141 | —6,67 | 40,500 | 40,188 | —0,014 1,350 —0,304 | +2,281 —0,514
2 +'/s —', 2,50 | 40,28 | 1422 | 1,41 | —6,67 | 40,500 | —0,188 | 4-0,014 | —1,350 | —0,304 | 2,281 | 40,514
3 —1, —'/, +2,50 | +0,28 | —0,22 +0,07 | 46,67 | —0,500 | —0,188 | {-0,014 | 1350 | 0,304 -+-2,281 | 10,514
4 'f5 | +'s | —250 | —0,28 | —0,22 | 0,07 | 46,67 | —0,500 --0,188 —0,014| —1,350| 10,304 -+2,281 —0,514
5 0 +1/, —2,50 0 2,00 0 —4,00 0 0 0 +1,000 | —0,250 @ 42,265 — 0,656
6 0 —', |=4+250 0 +2,00 | 0 —4.00 0 0 0 —1,000  —0,250  +2,265 --0,656
7 0 —1, | 42,50 0 | 4+200( o ! 4400 0 0 0 +1,000 | +0,250 | 42,265 0,656
|

8 0 ol —2,50 0 2,00 | 0 44,00 0 0 0 --1,000 | 40,250 12,265 | —0,656

9 0 0 |- —200 0 | eal00 [ Lol EESEIGREES lip 0 0 0 0 +2,00 0

10 0 0 0 0 --2,00 0 —2,00 0 0 0 0 0 + 2,00 0

11 0 0 2,00 0 +2,00 0 —2,00 0 0 0 0 0 -+2,00 0

12 0 0 0 0 +2,00 | 0 0 0 0 0 0 0 2,00 0

13 0 0 | 42,00 0| 0000 -0 0 0 0 0 0 0 +2,00 0

14 0 0 —+2,00 0 2,00 | 0 +2.00 0 0 . 0 0 0 +2,00 0

Sum +4,00 0 -+28,00 | +296 | —4,00 0 0 0 0 0 + 31,824 0

9LI



Pzl ; 2 2 2 . g 2 2 2 2 2 2
/i Ny LES VY Telx, | Tty Ny My My, Vly | Tsy | Tty Nz Nz U=y TsY =, \EE 7,

I | —0,603/ 4046443471 363 0,43 24,1 —1,177 47,204 10,258 132 1035 0,13 |+0,385 —1,305 +3,482 14,8 3,4 | 24,2

2 140,317 —0,369 3,409 10,0 0,27 23,2 —1,147/17,204 —0,258 132 1035 0,13 —0,422/11,195 -3474 17,8 2,9 24,1
3 40317 +0,369 3,409 10,0| 0,27 232 +1,427 47,298 40,320 204  106,5 021 10,448 111953372 202 29 227 i
4 —0,603 0464 13474 363 043 241 11427 +7,298 —0,320 204 106,5 0,21 —0,411/—1,305/—3380 16,8 34 | 227

5 —0,603) 0 |13508 363 0 @ 246 |—18601+6,140/-10,465 346 754 043 0,487 —1305+1,949 237 34 | 7,6 !

6 +0317) 0 43437 10,0 0 | 23,6 —1,860/+6,140|—0,465 346/ 75,4 043 —0487/ 1119511949 237 | 29 | 76
7 +0,317 0 13437 10,0 0 236 |4+2140/+6,140|--0,535 458 754 057 |+0,513/4-1,195/—2,051] 263 | 29 | 84 i
8 —0,603 0 43508 363 0 24,6 2,140 16,140|—0,535 458 754 057 —0,513—1,305—2,051 26,3 3.4 84 A
9 | 1,143/ 0 |43,160{ 131,0{ O | 20,0 |—0,860/--6,140] 0 74 754 0 0 |[—1,055(4+0,949 0 | 22 | 1,8
10 |—0,143 0 |43,160 21| O | 20,0 [—0,860(-.6,140| 0 74| 754| 0 0 |—0,055 40,949 0 0 1,8
11 40857 0 13160 750 0 20,0 —0,860--6,140| 0 74| 54| 0 0 [40,945 10,949 0 180 [Wies
12 |-0,143] 0 (43,1600 -2,1| 0 | 20,0 |10,140|-L6,140 0 2l 74| 0 0 |—0,055—0,051 0 0 0
13 0,857 0 |+3,1600 750 0 = 20,0 --0,140/16,140| 0 2l 754! o 0 [40,945 —0,051 0 1,8 Wl
14 |+0,857 0. |+3,1600 750( 0 | 20,0 [--1,140/4-6,140, 0 | 130 754 0 0 |+0,945-00,949 0 1,81 N1
Sum| 5454 140 311,0 | 2636/1174,0 2,68 169,6 328 1329

¢l
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For de oprindelige Pele findes:
'\’l“ [ o8, B, 1 B, 1 B, B, B,
| |
1 L0461 | + 0,321 [ L 0,0715 | -+ 0,069 | — 0,080 | + 0,110
2 0,461 | —0321 | 40,0715 - 0,036 0,030 0.121
3 — 0,461 | —0321 | 40,0715 | —0036 =+ 0,037 0,129
4 — 0461 | 40,821 | +0,0715 | 0,064 | 0,037 | — 0,118
5 0 40321 | 40,0715 |+ 0,069 0,049 | -+ 0,140
6 0 —0,321 | 40,0715 | —0,036 & — 0,049 | — 0,140
7 0 | —0321 | 40,0715 | —0,036 | -+ 0,056 | + 0,148
8 0 0,321 | 40,0715 | + 0,069 | --0,056 | — 0,148
9 0 0 40,0715 | 0,131 | — 0,022 0
10 | 0 0 | 40,0715 | 40,017 0,022 0
11 0 | 0 | 400715 | —0,098 | —0,022 | 0
12 0 0 | 00715 | —0,017 | + 0,004 0
13 | dll 0 | 400715 | —0,098 | 4+ 0,004 0
14 \ 0o | 0 | 40,0715 | —0,098 = 40,004 0

B,—B; er Koefficienterne il Belastningen i Udtrykket for
Peeletrykkenes lodrette Komposanter.
Paletrykkene i de teenkte Pwele og Vridningsmomenter fin-
des paa ganske analog Maade.




TREDIE AFSNIT.

Plane Pealegrupper som specielt Tilfeelde af rumlige
Peelegrupper.

I. Almindelig Teori.

§47. Definition. Ved de i 1. Afsnit behandlede plane Pz-
legrupper forstod vi saadanne, hvis Pele var parallelle med
og placeret symmetrisk om Kraftplanen.

Imidlertid ser man umiddelbart, at det, der i Virkeligheden
belinger en Pwlegruppes Behandling som plan Pelegruppe
med Hensyn til en bestemt Kraftplan, er, at enhver Bevagelse
svarende til Kreefter i Kraftplanen foregaar om Akser vinkel-
ret paa denne.

Vi vil derfor fastslaa felgende almindelige Definition:

At en Pzlegruppe er plan overfor en bestemt Kraftplan vil
sige, at en vilkaarlig Kraft i denne fremkalder en Drejning
om en Akse vinkelret paa Kraftplanen; Beveegelserne og Kraf-
terne ligger saaledes i samme Plan.

I forrige Afsnit har vi allerede veret inde paa denne udvi-
dede Definition af en plan Pelegruppe. Vi saa der, i §28, at
der findes tre og kun tre Parallelforskydninger, for hvilke den
tilsvarende Kraft gaar i Forskydningens Retning; disse tre
Kreefters Akser kaldtes Peelegruppens Hovedakser. Og vi fandt,
at en hvilkensomhelst Skruebevaegelse om de tre Skrueakser,
der vinkelret skeerer to og to af Hovedakserne, fremkalder en
Skruekraft parallel med paageeldende Skrueakse; dette gzelder
dog ikke den Skruebevagelse, der fremkalder et rent Moment,
idet dettes Akse kun i specielle Tilfzelde er parallel med Skrue-
aksen. Disse tre Skrueakser kaldtes Palegruppens Hovedskrue-
akser, og Systemet kaldtes Forskydningshovedsystemet.

Foruden dette Hovedsystem er der i § 28 omtalt et Moment-
12%
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hovedsystem, hvor de tre Hovedaksers Retninger var dem, i
hvilke et Moment gav en Skruebeveegelse parallel med sig selv.
Betingelserne for Muligheden for plan Palegruppe fandtes

‘ at veere:
¥
é 1) To Hovedakser maa skeere hinanden.
£ 2) En ren Kraft i disse to Hovedakser maa svare til en ren
t{) Forskydning.
i 3) En ren Vinkeldrejning om den Hovedskrueakse, der skae-
|9 rer vinkelret de to ovennaevnte Hovedakser, maa frem-
f s A kalde et rent Moment parallel med Skrueaksen (d. v. s.
at Forskydnings- og Momenthovedsystemerne falder sam-
men).
i' Hvis disse Betingelser er opfyldt, vil Palegruppen vere
plan med de to hinanden skarende Hovedaksers Plan som

Kraftplan.

Vi vil nu Punkt for Punkt paavise, hvorledes de i 1.Afsnit
beviste Setninger for Krefter i Kraftplanen fremtraeder som
specielle Tilfeelde af de i 2. Afsnit beviste almindelige Seet-
y ninger.

a) (1. Afsnit, § 4, S. 49): Enhver til en Parallelforskydning
‘ svarende Kraft gaar gennem el fast Punkt, Kraftplanens
| O-Punkt.

1 Dette er en direkte Folge af de ovenfor gjorte Forud-
selninger 1 og 2, ifelge hvilke de to af Palegruppens to

Hovedakser ligger i Kraftplanen. Hovedakserne, hvis Skae-
ringspunkt er O-Punktel, svarer til de i 1. Afsnit, § 6,
Pkt. 3 fundne Hovedakser i plane Palegrupper.

(1. Afsnit, § 4, S. 49): Naar Pelegruppen paavirkes af el

Moment, drejer den sig om en Akse gennem O-Punkiet.
Dette fremgaar af de ovenfor gjorte Forudsatninger 2

og 3 for plane Palegrupper, hvilke Forudsatninger blot
giver et specielt Tilfeelde af det almindelige Tumlige, nem-
lig det, hvor Hovedkraften i Forskydningshovedsystemet
er en ren Kraft, og hvor Moment- og Forskydningshovedsy-
stemerne falder sammen.

c) (1. Afsnit, § 4, S. 51): Peelegruppens O-Punkt er saaledes
beliggende, at Pezelenes Inertimoment om en Akse gennem
dette Punkt er Minimum, d. v. s. mindre end om en hvil-
ken som helst anden dermed parallel Akse.

b)
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Dette er i 2. Afsnit, § 31, Side 131, bevist for Inerti-
momentet om en Hovedskrueakse i en vilkaarlig rumlig
Pzlegruppe.

d) (1. Afsnit, § 8, S.57): Kraftlinie og Drejningspunkt er Po-
lar og Antipol med Hensyn til en Ellipse, der har Ho-
vedakser i Palegruppens Hovedakser, og hvis Hovedakser

s 1 AE
har Leengderne I/Ah’u 0g VRI-

I 2. Afsnit, § 28, S. 120 har man for en rumlig Peele-
gruppe fundet, at for de Planer, hvor Skrueaksen for et
Moment med Akse vinkelret paa Planen, ligeledes staar
vinkelret paa Planen, d.v.s. for de tre Hovedplaner i Mo-
menthovedsystemet, er Kraftretning og den dertil svarende
Feelleslinie, d. v. s. Retning til Drejningspunkt, konjuge-
rede Diametre i en Ellipse med Halvakser: :

- T
‘/tl}" 0g l/lL",
lSVM SJI
da y og y! er Parallelforskydningerne, der svarer til

Kraften 1 henholdsvis i Il. og I. Hovedakse, kan man

seette:
y"=1:Ry og yi=1:R,

hvor R og R, er Krefterne for Forskydningen 1 i II. og ‘
I. Hovedakse, og da Sy er Vinkeldrejningen svarende til il
Momentet 1, kan man satte: ]

Snl:lil,

hvor I er Pwxlenes Inerttmoment om 0O-Punktet. De to
Halvaksers Leengder kan derfor skrives:

Vi o V=
R B R, |

og den almindelige rumlige Sezetning gaar saaledes over i :

den specielle plane. i
e) (1. Afsnit, § 8, S. 58): Alle de Krafter, der giver Paletryk- 3

ket Nul i en vilkaarlig Pael, gaar gennem et fast Punkt

K, Pzlens Antipol med Hensyn til Polarellipsen. Alle

Krefter af samme Sterrelse, der tangerer en Cirkel med

K som Centrum, fremkalder det samme Peletryk i Pzelen.

';
f
z
!
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Dette fremgaar som specielt plant Tilfzelde af det i 2.
Afsnit, § 32 anforte, idet Plan EBA, Fig. 57, her repree-
senterer Kraftplanen. Punkt K er derfor Skeringspunktet
mellem Kraftplanen og vedkommende Pals Nulakse.

At det faste Punkt K er Palens Antipol i Polarellipsen
fremgaar af den under d) ovenfor omtalte Szetning. Der
skal igvrigt her geores opmerksom paa de i 2. Afsnit, § 32,
S. 138 fundne Nulplaner for de tre Koordinatretninger.

De i 1. Afsnit, § 6 anforte Setninger 1—6 fremgaar paa
felgende Maade af de i 2. Afsnit beviste Seetninger:

1)

N

3)

For to paa hinanden vinkelrette Parallelforskydninger er
Kreefterne vinkelret paa Beveegelsen lige store. Delte ses
af Udtrykkene (78) i § 29; det fremgaar iovrigt ogsaa di-
rekte af Betti’s Saetning.
Sammenheorende Retninger il Drejningspunkt og Kraftret-
ninger danner involutoriske Liniebundter.

Dette folger af den i § 28 beviste Sztning om Faelles-
linier.
Der findes to paa hinanden vinkelrette Retninger, i hvilke
en Parallelforskydning giver en Kraft i sin egen Retning;
disse to Retninger kaldes Pzelegruppens Hovedakser, og
de bestemmes af Ligningen:

220 tg o
B2 S = Sotgn
Eksistensen af de lto Hovedakser folger direkte af de op-
stillede Betingelser for plane Palegrupper.

Ligningen til Bestemmelse af Hovedaksernes Vinkel
med Z-Aksen findes for den plane Pelegruppe som spe-
cielt Tilfeelde af den rumlige ved i Ligning (79), § 30 i
2. Afsnit at sette w = 0; herved findes ved Elimination
afers
220 tg w,

tg 2w = —— 2.
8 v — 3vtgla,

Denne Ligning ses at veere analog med den fra 1. Afsnit
anforte.

4) Hvis man ud fra O afsatter som Radius vector de til de

forskellige Bevewegelsesretninger svarende Krafter, vil man
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fremstille en Ellipse, hvis Hovedakser er Pelegruppens
Hovedakser.

Da Kraftplanen ifslge de ovenfor angivne Betingelser

for plan Pzlegruppe indeholder de to Hovedakser, wvil
Kraftplanen skeere den i 2. Afsnit, § 28, S. 113, fundne
Ellipsoide i den nzevnte Ellipse.
I en Ellipse med Hovedakser i Pzlegruppens Hovedakser
og med Halvakser af Leengde JR; og JRy vil konjugerede
Diametre vere sammenherende Kraftretninger og Retnin-
ger til Drejningspunkt.

Dette fremgaar af den ovenfor under d) neevnte Seetning,
idet den der omtalte Ellipse gaar over i den her navnte ved
RiRy
o
6) Hovedaksernes Retninger og Leengder findes lettest grafisk

ved Land’s Cirkelkonstruktion, idet man gaar ud fra en

vandret og en lodret Bevaegelse.
Dette folger af det under 3) nevnte. Udtrykket (18) i

1. Afsnit for Kreefterne i de to Hovedakser bliver her:

R\
Ru)

&)

Multiplikation med

= 1(3v + v tgle,) + 4 ]/(2'1.1—Elrilg%ux)z-}—tl(},“b tg w.)®.

Det er nu eftervist, hvorledes de i 1. Afsnit opstillede Scet-
ninger fremgaar af de almindelige rumlige, der er udledt i 2.
Afsnit, og det vil af det folgende fremgaa, at de for plane
Pzlegrupper opstillede Formler ligeledes er specielle Tilfeelde
af de i 2. Afsnit fundne.

Den Plan, med Hensyn til hvilken en Palegruppe er plan,
vil vi 1 det folgende kalde Kraftplanen. Da en plan Pele-
gruppe i Almindelighed indgaar som en Del al en rumlig, vil
vi nedenfor ikke alene opskrive Pzletrykkene for Kreefter i
Kraftplanen, men ogsaa for Krefter udenfor denne.

Tillige vil vi for Kraftplanen angive Sammenhang mellem
Kraft og Drejningspunkt, idet vi baade for Krafler og Beve-
gelser i Kraftplanen vil felge Udviklingen i 1. Afsnit, § 4.

For Krefter udenfor Kraftplanen vil vi benytte det i 2.
Afsnit fundne specialiseret paa det foreliggende Tilfeelde, saa-
ledes at det folgende vil fremtreede som en Kombination af
1. og 2 Afsnit.

Underspgelsen vil her ligesom tidligere blive. delt i 3 Dele.

|
|
|
.‘
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1) Piller, hvis Pale er simpelt understottet foroven og forneden.
2) Piller, hvis Pzle er indspzendt forneden, simpelt under-

stottet foroven.
3) Piller, hvis Pele er indspendt baade foroven og forneden.

II. Piller, hvis Pale er simpelt understottet for-
oven og forneden.

§ 48. Sammenhaeng mellem Kraft og Drejningspunkt.
Angaaende Pezlenes Vinkler henvises til § 29.

Der teenkes lagt et Koordinatsystem med XZ-Planen i Kraft-
planen, og XY-Planen regnes som Pilleunderkant; enhver
Bevaegelse svarende til en Kraft i Kraftplanen foregaar altsaa
om en Akse parallel med Y-Aksen.

Hvis man giver Pillen en Parallelforskydning 1 nedad, vil
der fremkaldes en Kraft R’, hvis lodrette Komposant er Zv
og hvis vandrette Komposant er 2o tg c..

R’ danner en Vinkel ¢’ med den lodrette, bestemt ved Lig-
ningen:

v tg o,

v

ool — (156)
og den gaar gennem det Punkt af Pilleunderkanten, der er
Tyngdepunktet for de lodrette Kreefter v.

Hvis man giver Pillen en Parallelforskydning 1 i X-Aksens
negative Retning, vil der fremkaldes en Kraft R", hvis lodrette
Komposant er Svtge., og hvis vandrette Komposant er Svtg2a..

R” danner en Vinkel «" med den lodreite, bestemt ved
Ligningen :

: 2o tg? ax
tg o' = -—2>— 56 4
ga Syl (156 a)
og den gaar gennem det Punkt af Pilleunderkanten, der er
Tyngdepunktet for de lodrette Kreefter v g a..

De to Krafter R’ og R” skerer hinanden i Palegruppens
O-Punki, og herigennem gaar altsaa de to af Palegruppens
Hovedakser, hvis Vinkler ® med den lodrette bestemmes af
Ligningen:

220 tg «, 2
=l 5 R (157)

3v— 3vtgla, cotga —tga”

lg D —

o regnes positiv, naar III. Hovedakse skeerer X-Aksen i den-
nes positive Retning.
Koordinaterne til O-Punktet er:

)
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Rk B
T ige” —tgd

% il Pl
Zo »» hvor ¢ = a, — a ]

ey (158)
L= Xy 4" Zpts o ’
Her er x| Abscissen til R'-Liniens Skeringspunkt med Pille-
underkanten, og- a! Abscissen til R"-Liniens Skaeringspunkt
med Pilleunderkanten.

Paelegruppens O-Punkt er saaledes beliggende, at Pelenes
Inertimoment om en Akse derigennem vinkelret paa Kraft-
planen er Minimum af Inertimoment om alle Akser vinkelret
paa Kraftplanen.

Hvis man paavirker Pelegruppen med et Moment M, vil
Pillen dreje sig om en Akse gennem O-Punktet.

Drejningsvinklen ¢ bestemmes ved Ligningen:

M il
Sl
hvor Inertimomentet I, er: ; (159)
I, = S ’

yy er den vandrette Afstand fra Drejningsaksen:
Myi— XT— Xy - 2yt . (159a)
§ 49. Peeletrykkene.

a) Krefter i Kraftplanen.
Analogt med Ligningen (16) i § 5 findes her:

v toa'—toa. 1] lg Oy —tga vy , 5
PoosrQi et 008 pigne P B8 B E 4o up Dl (a0
sl g e gk o gy 100

b) Krefter udenfor Kraftplanen.
I Fig. 65 er XZ-Planen z
Kraftplan og I og IIl1 de
i denne Plan beliggende
Hovedakser, hvis Vink-
ler w;, og w, + 90° fin-
des af ovenstaaende Lig-
ning; II er den tredie
Hovedakse, L, og L; er
de to Hovedskrueakser,
den lredie Hovedskrue- &
akse er den ovenfor an-
vendte Akse vinkelret
paa Plan XZ gennem I og III's Skeeringspukt, Punkt O.

Fig. 65.
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Pealetrykket bliver da for en Kraft Q, i II. Hovedakse, et
Moment M, i Retning [ og et Moment M, efter III:

Peose =0y 2 8% 1y

y T
2v tg? oy

— sin w; V.-t cos o, vy -

. l(!ﬁl)

COS ; DY + SIN 0y VY
— M, 5 :
I

Koordinaterne x; og zy til L, og Ly’s Skeeringspunkl er:

Svtgieay-x — Svitg atg ay-y
X = ST
20 tg2ey

I ——

2vlg @y Yy

20 tg?ey

e =Y + zutgey; 9.=ytgo.— (@ —xntg ey,
L=l—Z:tgw; L =1L 1+Z.tgwy,
tg w; og Z.. har altid modsat Fortegn,

(162)

= 3oz 5 L.=23vn%; Ziz —— S00:0:.

IIl. Piller, hvis Pele er indspendt forneden, men-
simpelt understottet foroven.

§ 50. Teenkte Paele. Angaaende Definitionen af de tankte
Pzle henvises til § 35.

Vi vil her legge 1. teenkte Pael parallel med XZ-Planen,
altsaa parallel med Kraftplanen. 2. tenkte Pel og den op-
rindelige Peel ligger i en Plan vinkelret paa 1. tenkle Pl,
d. v. s. i en Plan vinkelret paa Kraftplanen.

Da enhver til Kraftplanen svarende Drejningsakse staar
vinkelret paa Kraftplanen, vil ethvert Tryk i den oprindelige
Pzl og i 2. teenkte Pzl veere gensidig proportionale og begge
vere proporlionale med Drejningsaksens Afstand fra de to
Pzles Plan. Da tilmed begge Palenes Komposanter i Kraft-
planen virker i samme Linie, nemlig Skeeringslinien mellem
Kraftplan og Peleplan, vil man kunne behandle de to Pale

under et; svarende til Modstandstallet v = I;Fcos“(z for den
2
oprindelige Peel, vil Modstandstallet for begge Pwmle under et

veere !
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v+ uetgle,, l
eller udtrykt ved den almindelige Pals Vinkler:
~ 3EI

v -+ i cos? e, tg? oy cosie.
)|

(164)

I de fleste Tilfeelde vil Leddet u,tg2a., veere uden videre Be-
tydning og kan udelades. Hvis 2. teenkte Pl er parallel med
YZ-Planen, er tg a., =— tg ey ; g ., =0; dette sker, hvis den
oprindelige Pzl enten er parallel med XZ-Planen eller med
YZ-Planen.

§ 51. Sammenhzng mellem Kraft og Drejningspunkt.
Hvis man giver Pillen en Parallelforskydning 1 nedad, vil
der fremkaldes en Kraft R’, hvis lodrette Komposant er :

\ S+ uetgle,, + utgle.),
og hvis vandrette Komposant er:

2w+ utgle, — u)tg o..

)

Her er u = - S IC0S oy,
S,
R’ danner en Vinkel « med den lodrette, bestemt ved Lig-
ningen :
S+ utg?e., — u) tg . ‘4
tge! = ———— —— 5 (165)
3+ utg? s, + utge,)
og den gaar gennem det Punkt af Pilleunderkanten, der er
Tyngdepunktet for de lodrette Krefter v + utg®e., + utg?e,.
Hvis man giver Pillen en Parallelforskydning 1 i X-Aksens
negative Retning, vil der fremkaldes en Kraft R’, hvis lodrette
Komposant er:
(v + u,tg? oz, — u)tg a,,

og hvis vandrette Komposant er:
3 (0 + utgle) 18% ., + u).

R" danner en Vinkel ¢" med den lodrette, besteml ved
Ligningen :
3 (0 + uetg?e.) tg? e + u)
g o= i

bt TRE S e i ; 65 ¢
S+ utgla;, —u)tg a, g
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og den gaar gennem det Punkt af Pilleunderkanten, der er
Tyngdepunktet for de lodrette Kreefter:

(v -+ uy lggfz,, — u) g a..

De to Kreaefter R og R" skeerer hinanden i Palegruppens
O-Punkt, og herigennem gaar altsaa de to af Peelegruppens
Hovedakser, hvis Vinkler @« med den lodrette bestemmes af

Ligningen:
9
(166)

tg 20 — 5o
2 cotg o' — tga”
o regnes positiv, naar III. Hovedakse skeerer X-Aksen i dennes
positive Retning.
Koordinaterne til O-Punktet er:
c .] 5 = S | Al
e hyonici="1 " —m

(167)
|

:(l = " 3 4
tg " — g «

L) - - c' - ’
Xy — U~ gl

Her er a) Abscissen til R'-Liniens Skeeringspunkt med Pille-
underkanten, og «, Abscissen til R"-Liniens Skeeringspunkt
med Pilleunderkanten.
Hvis man paavirker Pwlegruppen med et Moment M, vil
Pillen dreje sig om en Akse gennem O-Punktet.
Drejningvinklen ¢ bestemmes ved Ligningen:

M
([ﬁ j— b
Y Iy L3
hvor Inertimomentet: ' (168)
Iy = 3 v+ utg?e.) gy + Sugg, . l
7y er den vandrette Afstand fra Drejningsaksen:
Ny = & — 2y + 2o tg . (168 a)

7y, er den lodrelte Afstand [ra Drejningsaksen til 1. tzenkle

Pzl
Ngs = Zo— (& — Tp) 18 @z (168b)

§ 52. Peletrykkene.

a) Kraefter i Planen.
Analogt med Ligningerne (35) og (37) findes her:
Oprindelig Pzl :
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Pcosa=(Q - B & tuli oy
U Y 3 (v+ wetgles, + utgles) tge” —1g o
, B (169)
el v .lgaxﬁlg o Uy
3 (04w tg%,, — u) tge. tge” —tga’ ' I,
1. teenkte Pzl (Komposant efter X-Aksen):
| u tg o” tg . +1
1 08 .z:::"“(): 4 . L 20 s
i ki T3 (vtuctg? e, - utgie,) tg o' —tga
169¢
+Q u ig o' tg aat-1 M ugy, SO
F3(wtutge, —u)tge. tga"' —tga’ Y "

Tillige findes for 2. teenkte Pzl (Komposant efter Y-Aksen):

COS « u g e,
¢ —= Pcos « .
COS oy

T8l

(169h)

b) Krefter udenfor Kraftplanen.
For saadanne Krzefter maa den oprindelige Pel og 2. taenkte
Pzl regnes hver for sig. Ievrigt henvises til § 49 og Fig. 65.
Man finder da:
For den oprindelige Peel:

vlg ey — Sin @, VY. -COS W, V-

P cos @ =Q, s (SRR V)
s )y = M,
= (U lg?ay+ut) 11 T
: (170)
M COS 0y U ~+ SIN 0y Y.
e = 7 2
3
3EI cos*w
Her er: U= "
ST ICoS o,
I, = Svmz+ 3wz, + Sue,; L. = Svgi+Sugz, + w, 7243
Zoz=— 309a1z — S, 2, — ST, Yz,

L=L—Z.tgsw; I=L-+Z.1tgw,
Swiglay + v + S(vigactg ey + wtgar)y
Hpr— , ) ’
& S(vtgle, + u) (170a)

Swtg oy + utg o)y
;

e 3 (vtgla, + uy)

Je =Y + zutgey; g = ylg e —(x — )ty «y,

Yoy =—Ylgoz; 9, =1y,

Nee =Yt oz, + 215 7, = Yy tg oz, — (¥ — Z),

tg &y =— sin @z COS x tgary; g @z =— cosPe tg .

Ang. Definition af 7., %-, 0. s. v. se § 38.
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For 1. tenkte Pel:

¢ — sin wy ug., + €os @, uy-,
gcos O =SV === T2
N (170b)
€OS W Wiz, + SIN @y Uy,
— M; - 7 2
3
For 2. teenkte Peel:
, cosa 0 i i@ — Sin o, W g, cos o, uy:,
= e 2 R R
cosa. ' 3(vtgleytu) ! 1
s (170¢)
COS @y U4z, ~ SIN 0 Ut Yz, ' .
— M, - =
].'E

IV. Piller, hvis P®le er indspendt baade foroven
> p
og forneden.

§ 53. Teenkte Peele. Angaaende Definitionen af de tenkte
Pzle henvises til §41; man vil der se, at der indferes to paa
hinanden vinkelrette tenkte Pale, der skeerer den oprindelige
Pzl vinkelret i dennes Midtpunkt. '

Som i §50 for Pele, der kun var indspeendt i den ene
Ende, vil vi her laegge 1. teenkte Pael parallel med XZ-Planen,
og Fremgangsmaaden ved Beregningen er da helt den samme
i & 50, naar man blot stadig tager Paelenes Vridningsmomen-
ter med. Hvis en Pal er parallel med XZ-Planen, Kraftplanen,
vil 2. teenkte Pl staa vinkelret paa denne Plan, og Vridnings-
modstanden af denne 2. tenkte Pel vil da veere det i § 20,
1. Afsnit, saakaldte Palens Drejningsmoment. Saaledes ind-
gaar dette, som i 1. Afsnit fremkom uden nogen narmere Til-
knytning til hele Systemet, som et naturligt Led heri, og atter
her ser man, at de i 1. Afsnit behandlede plane Plegrupper
er specielt Tilfeelde af en rumlig Pelegruppe. '

§ 54. Sammenhaeng mellem Kraft og Drejningspunkt.
Hvis man giver Pillen en Parallelforskydning 1 nedad, vil der
fremkaldes en Kraft R’, hvis lodrette Komposant er:

2(v + ritg?e., + rtgla.),

og hvis vandrette Komposant er
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2 + retgla., — r) tg ea.

R'" danner en Vinkel ¢’ med den lodrette bestemt ved Lig-
ningen:
X + r lgga:[ — )it o,

lg o' = S 1
6« 2 + retgle., + rtgle,)

(171)
og den gaar gennem det Punkt af Pilleunderkanten, der lig-
ger et Stykke:

2sar 1ges (1 + tg%a.)

4
So = 3 ST
I + retg? a., + rigie,)

(171 a)
1 X-Aksens negative Relning fra Tyngdepunktet for de lod-
rette Kreefter:

v -+ 1 tg’e., + r tgle..

Hvis man giver Pillen en Parallelforskydning 1 i X-Aksens
negalive Retning, vil der fremkaldes en Kraft R", hvis lod-
rette Komposant er:

20 + retgle., — ) tg ax,
og hvis vandretle Komposant er :
2((v + r tg’a-,) tg%e. + r).

R” danner en Vinkel «" med den lodrette, bestemt ved Lig-
ningen:
3((v -+ retgles) tg2a. 4 r) )
[g o= < 7—52—”' = ¢ = ) (1 /1 h)
20 + rptgio., — r)tg o
og den gaar gennem det Punkt af Pilleunderkanten, der lig-
ger et Stykke:

3rsa(1 - tgle,)
¥

114
S0 = =
2+ retgle., —r) tge,

(171¢)
i X-Aksens posilive Retning fra Tyngdepunktet for de lodrette
Kreafter :

(0 + retgla., — r) tg ..

Hovedaksernes Retninger er bestemt af Ligningen:

2

tg20 = — - . 172)
2 cotg o’ — tga" (

Koordinaterne til O-Punkter er:

|
{
{
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e £ )
0T g " —tgo

’ (173)
Tyi= Ly - Ztoie

Betegnelserne er defineret i § 51.
Hvis man paavirker Paelegruppen af et Moment M, vil Pil-
len dreje sig om en Akse gennem O-Punktet.
Drejningsvinklen ¢ bestemmes af Ligningen:

M ,
9= ‘l : (174)
L

hvor Inertimomentet /, bestemmes ved:

' EI
I, = 3(v + retglez) qy + Zrgy, + 3 il (174a)

4 |
Her er:
Ny = & — X "]*’ 2y ‘g Uy

Ny, = Zo + Sa — (X — Sa gtz — @) tg @25 Sa = %5, COS .

§ 55. Peeletrykkene.
a) Kreefter i Planen.
Analogt med Ligningerne (61) og (63) i §22 findes her:

Oprindelig Peel:

v tg o' — tg .
I)C‘OS o= ()Z v /- 9 o9 5 2 i g-, :
S + retgle., + rtglae.) lgo" —tga (175)
5
; v tg o, — tg ' vy "
‘lL“Q.r\. SYE) T TR b T e = /+1wy] ’
(v + rtgle.,—r)tge, tgo" —tga b
1. teenkte Pzl (Komposant efter X-Aksen):
u r tg " lg e +1
Bcosias— A0 Es== - e 2 b 7
S(v + retgla.,+r tg?a,) tg ¢! —tg & Ly
' (175a)
10 it tga'tga. +1 g, l
- Ve §7/ TR T T " ST e =g
S + retg?e., —r)tge, tga’ —1tga i

Tillige findes for 2. teenkte Pel (Komposant efter Y-Aksen):

. cos«a retg o, ‘
i =Peosio . (175b)
COS @z v

Pzlenes Vridningsmomenter bliver:
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Oprindelige Pele:
I s, M

M,cosa = — = 2o-=L1g e,

s

2. teenkte Peel:
CoSio oy My

1 pe
o = — g IS
HEOSd e

b) Kreefter udenfor Kraftplanen:
Oprindelig Pel:

vig w

Pcose = Qy 5; f; g .

U 3(witgdey+ 1))

LR COS W, VY | SIN VY- :

2 I

— Sin vy -+ COS ®,VY:

+ M, I, (76

I. = Zvgz + Srgz, + Sz, =

L= Sope - S Y=
Lz =— SNz — S, Y=y — 2Tt Ny Yz,
L, =L—tgw Ze:; I; =1+ tgw Zy:
S tgey+ rdae—sitg o) —2(yvige.tgay—(y—satga,)ritge.,)
S(vtg2ey + re)
S(gotg ey + re(sa + (y — salg ay)ig @)
S(vtgay + o) '

X =

BT ==F

e =y + Zutgay; 94 = ytg o— (@ — 28 0y
Yo, = — 18 wa(y — Salgey); 7:, = Y — Salg ey,
Yy = (I — Satg )18z, + zur + Sa;

Rz = ( — Sa tg ) tg ae, — (X — Salg ez — ).

For 1. tenkte Peel:

T B (i ey e

— sin o, 1y 4 cos w -,
Il

: s 178
COS @ I'ljx, -+ SIN W Iz, , ko)
e M ; i
1
For 2. teenkte Peel:
_cos « 0 re . —sin @, 'z, CoSwray:,
e : il = =
COS Y S(vtg?ey + ry) i I x
. : L (178a)
COS @ I Yz, ~+ SIN @ I'tY =,
Mol it A : 3
Iy

77
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Pzlenes Vridningsmomenter bliver:

Den oprindelige Pzl:

/

I oSy + sin  tgwx - cos m,
o M,
Sy I

cos o tg «, — sin m,')
3 )3 k

1‘[1, COS ¢ = —

+ M,
b /
For 1. tenkte Pal:
+ sin w; -— cosm, tg e,
I
LM €OS m; - sin @, g «,
= iMg 2
3 I

3

‘M“s COS y = — 5187 <.\l1

For 2. teenkte Peel:

cosa e (5111 oy tg ey, + cos o tg e,
v, = i
L cos ax Rk I
€os @ g ax, — sin w, tge.,)
3

§56. Eksempel. Pwxlene er simpelt understottet foroven 0g
forneden, og Pwlene regnes alle at have samme o-Kraft.

SNIT /-F

19| 20

Yo

Fig. 66.

Som det fremgaar al Figuren har Palene 1,4 0g7 tge, = 1

og de ovrige Pzle tgo, = — i4;; Paxlene 1,2 0g3 hartga, = {,
de ovrige Pale tge, = — .

Med de givne Haldninger og Placeringer al Pelene indser
man umiddelbart, at Paelegruppen baade er plan overfor XZ-
Planen og overfor YZ-Planen som Kraftplaner, iovrigt ogsaa
overfor en Plan # XY-Planen i Hejden z = 15,0 m.
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Ved at betragte Snit 4, — A, vil man se, at Szetningen om
Inertimomentets Minimum giver, at XZ-Planens O-Punkt lig-
ger i Skeeringspunktel mellem Palene med Heldning 1:5 og
Tyngdepunktet for Peelene med Heldning 1:10. Naar alle
Pezlene regnes at have samme v-Kraft, findes O-Punktet derfor let.

Paa samme Maade findes YZ-Planens O-Punkt, og man vil
se, at det ligger i samme Hgjde.

Naar Peelenes v-Krefter regnes ens, bliver 1. Hovedakse
lodret; som Koordinatsystemet er lagt, er Z-Aksen 1. Hoved-
akse, en Linie 15 m lodret over Y-Aksen 2. Hovedakse, og en
Linie 15 m lodret over X-Aksen 3. Hovedakse.

Peletrykkene findes nu let. Formel (121) i § 33 kan umid-
delbart anvendes her.

|
P:el u_:lg a._ti‘tga!,i X Y wvtgmy]’ntgm.‘_ Nae Ny n- | on2 m/_;“; vyZ
1 ‘
1 '1 4),21+0,2[_:s,0?_3,0% 0,04 | 0,04 0 o 0 1
2 | 1| —0,1| +0,2|—1,0/—3,0{ +-0,04 | 40,01/ 0 |—25/105/ 0 | 6,25/0,25
3 |1 —0,1 +0,2/44,0/—3,0| 40,04 , 40,01 0 [+ 2,5‘_0,51 0 | 6,25/0,25
4 | 1|-0,2/—0,1]—8,0/—1,0/ 40,01 | 40,04 |—25] 0 |—0,5/ 6,25/ 0 [0:25
5 | 1]—01|—0,1/—1,0{—1,0{ --0,01 | 40,01 |—2,5/—2,5| 0 | 6,25/ 625/ 0
6 1‘\”.0,11_0,1;.|A4,0‘_1,0f+0,m {-0,01 |—2,5/+-2,5!-1-0,5| 6,25 6,25/0,25
7 | 1|+40,2| —0,11—3,0/4-4,0) 0,01 | 40,04 |+2,5] 0 |--0,5/ 6,25/ 0 10,25
SERNCY _0,1\*0,1\_1,0‘4_4,0 +0,01 | 40,01 |+2,5 —2,5—0,5 6,25 6.250,25
9 |1|—0,1/—0,1|--4,0{+4,0/-1-0,01 J\+ 0,01 |+25 425 0 625 625 0
Sum 9 " | 20,18 | +-0,18 i 37,50/37,50(1,50

|

Koefficienterne for Pzletrykkenes lodrette Komposanter er:

|

A g ClE B, I
Nr. | | 5 ¥
| |
1 sl +1,11 el 0 f 0 0
9 0,55 41,11 10,111 0 —0,067 | 0,333
3 —0,55 5l 40,111 0 | 40,067 0,333
4 Ly Ll 0,55 40111 | - =4=0,087 | 0 ~ 0,333
5 0,55 0,55 | 0,111 | 40,067 | - 0,067 0
8 ol =055 — 0,55 40,111 10,067 | --0,067 | 40,333
0 4-3.11 —0,55 40,111 | —0,067 0 10,353
8 — 0,55 — 0,65 40111 | —0,067 | —0,067 | —0,333
9 | —055 — 0,55 40,111 | —0,067 | 0,067 0

Denne Gruppe falder i Virkeligheden ind under de i § 58
naevnte specielle Tilfzeelde.

13
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V. Specielle Tilfelde.

§57. Peelegruppen er symmetrisk om en Plan. Dette
Tilfaelde falder i Beregningen ganske sammen med det almin-
delige i § 48—55 behandlede Tilfeelde. Hovedakserne falder
som i Fig. 65 vist. Specielt kan 2. Hovedakse skeere en af de
andre Hovedakser, og Palegruppen kunde da behandles som
en dobbelt plan Pelegruppe, se naste Paragraf. Dette betaler
sig dog i Almindelighed ikke, da man i saa Fald skulde fore-
tage en Koordinatransformation.

Der er intet nyt at bemerke udover det i de naevnte Para-
graffer anforte.

- § 58. Pealegruppen er symmetrisk om to paa hinanden
vinkelrette Planer, d. v. s. at Palegruppen er dobbelt
plan. De to paa hinanden vinkelrette Kraftplaner velges til
henholdsvis XZ-Plan og YZ-Plan. Herved falder 1. Hoved-
akse i Z-Aksen; begge Kraftplaners O- Punkier falder i den.
a) Pelene er simpelt understottet baade foroven og
forneden. XZ-Planens O-Punkt findes af Formlen:

2vxtg a.

e ~p lgé e (179)
YZ-Planens O-Punkt findes af Formlen:
2oy tg «y
gy e i D, (179
% 3o tg? e
Peletrykkene kan findes af Formlen :
v1g ety vlg e v
PCoS e =)= i ¥ L0
i LT tg2 e, | O Svtgle, o 3v
I)l/ I’lj UI] (\‘ 80)
MEE | phsl LN B l
1. + M, y - M. L
dfe—==1] + :0!, lg Uy, l
Ny = X + 2y, 18 wx,
: g (181)

N = yig ax — x tg ¢y,
Te=vns: L ="Zup; 5 o= Suns.

Bojningerne i de to Kraftplaner er ikke principielt forskel-
lige fra det i 1. Afsnit anferte. Derimod vil vi se lidt paa
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det nye Inertimoment I., der betinger Pillens Modstandskraft
mod Vridning:

e R : g NS D 2
I. = 3v(y tg ez — x tg oy = S0 g% y* | (182)
+ v tgley-a? — 23xyo tg . tg ay. f R

Man ser, at hvis en Pzl har samme Fortegn for tg «. og tgay,
vil den give mindre Bidrag end en Pzl gennem samme Punkt
og med forskelligt Fortegn for tg «. og tg«,. Del er ogsaa
ganske indlysende, at hvis man drejer en Pzl om en lodret
Lime gennem dens Punkt i Pilleunderkanten, vil Bidraget
til Pillens Vridningsmodstand veere Minimum, nemlig Nul,
naar Pelen skeerer Z-Aksen, og vere Maksimum, naar den
ligger i en lodret Plan vinkelret paa Minimumsstillingens lod-
rette Plan. Det vil ievrigt altid veere en god Regel, at
man lader enten tg«. eller tge, vere Nul for enhver
Pxl. Herved opnaar man at gere Rammearbejdet let-
tere, og man sikrer sig samtidig at faa god Vridnings-
modstand i Pillen.

b) Pelene er indspandt forneden og simpelt under-
stottet foroven.

De tenkte Pxle indfores ligesom i § 50.

XZ-Planens O-Punkt findes af Formlen:

Sv-+u tfza. — u)tg az-x
it L (8 ShetionERy (183)
* 3 (( -+ u 1, tg? ) tga. + u)

YZ-Planens O-Punkt findes af Formlen:

el e e o
“0y — (U tg2(!,, + u[) ( oa

Peletrykkene findes af Formlerne:

Oprindelig Pel:

A vig a. vigay
Feosl el S (0 + uctgla:)tg? otz 11) + Qs (v tgla,,—}—u,) ,
(184)
1 U’j; UI/,,
ph b e iy M,
+0: 3(v+tutgle. +utgiar) s 3 i +M I '
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L. = 3oy + Suyz, + Zugz,,
Iy = Svny + Suyy + Su Ny, >

I. = Svy; + Suyz? + Su Ny s

Nz = _11-}—:011 tgey; ypy—=x+75 tgex; n=ytge,—ax tg «y, (185)
I/J's:— y tg Gy | '/!/.\' = :0.1' s lg Gz 5 '/zs =
Yo=Y 18z t20, 5 Ny =20, 18 eyt tgets; Y=y tg s —w.
I. teenkte Peel:
u
oS — 1) — s
& (0 4 uetgle) tg? . + u) '
utg e uy 117) 1y, \LB6)
— Q-5 S M. M, ey g, M
3 (vt tgie., +utgla) I. e T il i
2. teenkte Peel:
For Krafter i XZ-Planen faas:
CoS « w g o,
- =Pcos'c———. (1864a)
COS v
For vilkaarlige Kreefter faas:
COS « u tg oy, uy
RO s L e T
COS S((o+u tgle, ) tg2a+u) ' ¥ 3 (0 tgle, + u)| .
> (186b)
1 g (42" iy Ij,-l- ll(‘lq Ui,
T ke t 3 —M, t s 191 : /1_
2(v+u; tgle.,+ utge.) L LI I

Hvis alle de oprindelige Pale er parallelle med XZ-
og YZ-Planen (som [. Eks. Fig. 67), faar man folgende
Udtryk:

2 —u)lga.-x
i 2 (v t82%x. + u) ’
. 2(v—u)tgeyy
T S(otgley + w)

Trykket i den oprindelige Pzel:

v tg .
I) o :()1 S ot )‘ -
COS « \Y -\-‘(U ng o + u)_{_(-.lh\’v(u

v Uz
= = ek
2 (v+utgle.+u tgle,) i

v ig «y
tg?ey + )

Uty Uz

+ Q- + o, 5




199
fay = 205 — Y tday; Gy, =—Xlgey; %, ——.
z : (186¢)

I'rykket i 1. teenkte Peel: ’ :
t ;

m u utg e, !

T: cosos=0r < — 0. . °
: It e - ) X (v+u tge, + u tg?ey) ‘
U uy uy: '
%5 (8 (EN

— M, + M + M, —". |

=3 : it Ey {

|

Trykket i 2. teenkte Peel: )

|

L u; u g ey |
Ticosiey— 0y ———: I
(AL YT o e e Q- 3 (0+ u tg? e, +u; tgie,) ;

WV Wiz, Wy, etz

iy 1.1- it 1” Lz ,: |

Palene er indspsendt baade foroven og forneden. 4

&

XZ-Planens O-Punkt findes af Formlen:

S((w+ritg

(v + i tg2a:, — r) 15 2@+ 3rs, (1 + l““)ul\ ‘
2

ot &
T ——
L o \10"((1 +r).

- . (187)

YZ-Planens O-Punkt findes af Formlen:

(v (U«,, Jr—l' Iﬂ @z) Y+ 2resq (1 — lo ty lv e )

O T s J 1 & !
Oy S(vtgla, + 1) i)

Peletrykkene findes af Formlierne:

Oprindelig Peel:

vig vig ay - ?
Pcos e = Qx5 e o 0)
0 (0 4+ ret 9 10 tn 1) " % 30 lgte, + re
(188) ‘
v Y Uy Y- |
| — M =My MR ‘
F O 2 (0-+ry tg”u:[—{—rtg:u__ﬁ 1_r o I.
Her er: ,
TR T EI |
L. = Svnz 4 e, + 2z, —{—..
\ i I:I
]U = _\'l))[f’ ' 2]'1“7.\_ 'If 2"1 1“7/ 5 > 5
24 |
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. El
S St ek Bond kSl L N,
, = Sogt ot Sk, o+ Sregd, 4 37 e
iz = Y-1-Zo, t8ety; y=+2, tg“x s N==Y tg ae — X lgay;
ey —— tgex (§ — Satg y); Yy, =20, +Sa— (¥ — Satg ) lgets;
Yr,= Y — Sat8ey; foy = (Y —Satay)tg s, + 2z, + sa;
Qg = (20,1 Sa) tg &z, + (@ — Sa tg ) 18 @, ;

'/It: (!] ——Sa tg (Cy) tg (‘.\-l = (,( L = Sa tg “.1'>~

1. teenkte Peel:
r
3w+ r,tg a:)tgte, -+ r)
riga Ty, "’I'
v Ll,tg~(r %rlg%i.{) +MJ i T L

T 0080 =:Q
(190)
0. .

2. teenkte Peel:
For Krefter i XZ-Planen faas:

. €OS « relge:,
T, = Picosie———. (1902)
COS & D

For vilkaarlige Kreefter faas:

T cos @ ) retga,, ) re
008 ¢y~ O 3((v-Fretgle. ) tgia_+r) +0 S(vtgley,try)
I tg (l;l rﬂ/:q rt"/yl rl"]zt

+ 0 E(z)+r:tg2fzz,~%rigga,,.)_‘wxill,. + M 1, Tl Tk

(190b)

Pzelenes Vridningsmomenter er:

Oprindelig Peel:
1
F'i

M, coso ==

52 (M B UM, B 1>.
T, i
1. teenkte Peel.

LI fu) (190¢)

Iserintc
A‘[vs COSty = — ]2 I'Sf (Jlx ]..L. 8 !z

2. tenkte Pzel:
cosa 1 <Mt tg «z, 1 tg a=,>‘

/ = e v 2 = ‘V“ [
M., cosa,  12"% I ey T s T
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Hvis alle de oprindelige Pale er parallelle med
XZ- og YZ-Planen (som f. Eks. i Fig. 67), faar man fol- )
gende Udtryk:

E(U—r)tvu1 x + 3rs.(1-+tgas)

Slesiim S(vtg2e. + 1)
- Z(—r)tgey -y+Sresa(l + tg%e,)
~oy g \(”lgz,‘q _l_ “)

Trykket i den oprindelige Pel:

vig . vigay

P =
COS « ( (U tg o + I‘) = ( y ‘(Utgztty >}_ I‘()
v Vljx vy m[ I
) My, —
+0 * 3(04-rtgla, +rotglay) i 1 My Iy i

fay—=—1g ay(y — satge,)+ ~oy+5a, Ny= — (@ —satg “r,)tgay;
feg = — (x — Sa tg @x).

Trykket i 1. teenkte Peel:

Treosos =Uesto tg;d T RS tlglg+ rgiay) i
o,y g e T, |
1, I (1904d)
Trykket i 2. teenkte Peel:
H oSS e s (})'tg-;(':x'—}— r) Q: 5 S(w+tr t;;ti“:{’— ritglay) |
iy "Z i r‘;f" + M. r‘l'f”.

Palenes Vridningsmomenter er:

Oprindelig Pel:

I t 2 «,
M, cos & =— 7+ (M B2, ' g{g Y M, 1> |
\
1. tenkte Pel:
= 1 1 - tg .
M, cos «, = 121s (M B M. 1. >

2. teenkte Pel:

M, cos ay =— 112 I8’ ( 1 w5 lguy>.

o I
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§59. Alle Palene er parallelle.
a) Pelene er simpeltunderstottet baade foroven 08
forneden.

En saadan Pwmlegruppe er bevagelig og kan kun optage en
Kraft parallel med Peleretningen.

Vi vil i det folgende forudsstte, at Pilleunderkanten ligger
vinkelret paa Pwlene; hvis dette ikke er Tilfeldet med den
virkelige Pilleunderkant, indleegges en regningsmeessig, og denne
tages til XY-Plan.

Det fremgaar direkte, at I. Hovedakse er parallel med Pa-
lene, I1. og III. Hovedakse maa derfor vsere vinkelret derpaa.
Modstand mod Tryk i II. og IIl. Hovedakse og mod Vrid-
ning om I. Hovedakse er Nul.

Paa Grund af Palenes Parallelisme er Beliggenheden af II.
og III. Hovedakse ubestemt i Hgjderetningen, og vi vil derfor
leegge dem begge i Pilleunderkanten.

Da Kraften for en Forskydning baade i II. og III. Hovedakse
er Nul, er disse Hovedaksers Retninger ubestemt, og vi valger
derfor Momenthovedakserne til Hovedakser.

Hvis man har lagt X-Aksen i III. og Y-Aksen i II. Hoved-
akse, findes Peletrykkene:

1Y Dl -, DX
P=0Qg, — M + 1"
<~ x 7

Le— Sz sli—"Spy? (191)

lovrigt er dette Tilfeelde ikke andet end almindelig skaev
Bojning af et plant Tveersnit*). Her er v-Kreaefterne Tvzaersnits-
enheden koncentreret i Pzlenes Midte.

II. og III. Hovedakse maa skare hinanden i o-Kraefternes
Tyngdepunkt, gennem hvilket ogsaa I. Hovedakse vil gaa.

Beregningen af en vilkaarlig Pselegruppe begynder man derfor
med, at man paa sedvanlig Maade finder dette Tyngdepunkt
og med det som Begyndelsespunkt indlegger et vilkaarligt
Koordinatsystem XYV,

Hovedaksernes Vinkel ® med X-Aksen findes i Analogi med
Lign. (17) i 1. Afsnit af Ligningen:

DN
SRy (192)

te 2w — - Z ‘
2 Svx? — Spy?

#) Se saaledes A. Ostenfeld: Elasticitetsl:ere 1916, S. 369.
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Hvad der er II. Hovedakse bestemmes derved, at dens tg m
og Spvxy skal have modsat Fortegn.

Hovedakserne kan ogsaa konstrueres grafisk, f. Eks. ved
Hjeelp af Land’s Cirkel, se Fig. 24, S. 55.

Hovedinertimomenterne er*):

— N & S
Iy = .,‘u.xn— ty (:)._.vl).l y | (1922)
Ly = Sva? + tg o3Svay. f

Hvis det i 1. Afsnit § 7 anforte vendes om, saaledes at
Kraft ombyttes med Vinkeldrejning og Moment med Parallel-
forskydning, ser man, at for den her behandlede Pille er
Kraftangrebspunktet og Nullinie, d. v.s. Drejningsakse, Pol og
Antipolar med Hensyn til en Ellipse, hvis Halvakser er:

VIIII 08 'I/III :,{W)

v ()

Saaleenge Nullinien ligger udenfor alle Palene, vil der ikke
komme Trek i nogen Pel. Man vil derfor kunne tale om Paele-
gruppens Keerne, d. v. s. delt Areal, indenfor hvilket Kraften
skal angribe for ikke at give Treek i nogen Pzl. Hvis man som
Pelegruppens Kontur betegner den Linie, der faas ved at
treekke rette Linier fra Midtpunkt til Midtpunkt af de yderste
Pale i Gruppen, saaledes al alle Paelene findes indenfor denne
Kontur, vil Pwelegruppens Kerne begrenses af Antipolarerne
til alle udadgaaende Knaekpunkter i denne Kontur.

b) Pelene er indspendt forneden, men simpelt
understottet foroven.

En saadan Pille er ikke beveegelig, da den kan optage en
vilkaarlig Belaslning.

Vi indferer som s@edvanlig de tenkte Paxle. 1. Hovedakse
ligger i Tyngdepunktslinien for de oprindelige Pwles v-Kreef-
ter, III. Hovedakse i Tyngdepunktslinien for 1. tenkte Pzle
og II. Hovedakse i Tyngdepunktslinien for 2. tenkte Pele;
naar Modstandstallet er ens for en Pels 1. og 2. tenkte Pzl,
hvad vi her forudsetter, vil II. og IIl. Hovedakse skere hin-
anden, nemlig i et Punkt af Tyngdepunktslinien for u-Kreef-
terne virkende i de oprindelige Peles Retning.

#) Se saaledes A. Ostenfeld: Elasticitetslzere 1916, S. 51 og 52.
) » » » » 379,
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Vi indferer nu som regningsmassig Pilleunderkant den paa
de oprindelige Pele vinkelrette Plan, der indeholder II.- og
I11. Hovedakse. '

De to Retninger for de tenkte Pwle er vilkaarlig, ligeledes
I1. og IIl. Hovedakse, vi finder derfor de to under a) navnte
Hovedakser for de oprindelige Pele, II. og III. Momenthoved-
akse, og parallel med disse indforer vi de tenkte Pele og II.
og III. Hovedakse.

Man har nu:

For Krzfter parallelle med de oprindelige Pwle vil de til-
svarende Drejningsakser ligge i den regningsmaessige Pilleun-
derkant.

Hovedinertimomenterne for Kreefter parallelle med de oprin-
delige Pzle, d. v. s. for Momenter om Ill. og Il. Hovedakse,
hedder:

Lin = Sogz 4 Zuyz, l

]// = :I)I/; -i* EU?];I.[

(193)

7= 08 7z, er Afstanden fra III. Hovedskrueakse lil henholds-
vis oprindelige Pzle og 2. tenkte Pwle; 7, og 7y, Afstanden fra
1I. Hovedskrueakse til henholdsvis oprindelige Paele og 1.
teenkte Peele.

Hvis den regningsmessige og den virkelige Pilleunderkant
falder sammen, bortfalder det sidste Led i ovenstaaende Ud-
tryk, og Trykket i de oprindelige Pele er i saa Tilfelde uaf-
haengigt af Pzlenes Indspending.

Trykket i de oprindelige Pzle bliver:

v VY vy
1) —_— T A“I S IW TR
O v o AL In
Trykket i 1. tenkte Peel:
e A‘Ill ’ g (194)

Trykket i 2. teenkte Peel:
0%z,

= M=
I

'1'[ —

En Kraft Q, i Pilleunderkanten gennem II. og I1I. Hovedakses.
Skeringspunkt giver hver af de oprindelige Pzle en Transver-
salkraft i Kraftens Retning:
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u
Mty
]

=" (194a)
Et Moment med Akse parallel med de oprindelige Pele vil
give en Transversalkraft i Paelene paa:

uy:
=

I'="M, I ==unz, (194b)
hvor 7. er den polere Afstand fra Pewlene til Skaringspunklet
mellem II. og III. Hovedakse. Denne Transversalkraft virker
vinkelret paa Linien fra Pelen til det nzvnte Skeringspunkt.

¢) Pxlene er indspandt baade foroven og for-
neden.

Ogsaa her indferes de tenkte Pwele, men her i Palenes
Midtpunkt. Paa samme Maade som for indlegges en regnings-
messig Pilleunderkant i den Plan, hvor de tenkte Pzles
Resultant virker, for lige lange Pele bliver delte i Pelenes
Midtpunkt.

Hermed er Opgaven den samme som den under b) behand-

lede, naar man blot medtager Pzlenes Vridningsmodstand.

Man finder derfor:

= o9 3 Bl
Iy = Svgz -+ Srgz, + 3 =
1
. El =
In = Svg} + Sy, + 2 o (195)
1
3 L EI
I, =3m2 + 3=
Sy

Pxlenes Vridningsmomenter er:

For den oprindelige Pel:

" _Mz EI_
SRS T
For 1. tenkte Peel:
M,”’ IL'I‘

Iy Sy

M= (196)

For 2. tenkte Peel:

My Ei

1[/ 8

Mop——

5
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“' o u‘ “ ‘Q’V e £ S — . A e % = &; ,‘,
el x y tg e, tg ey cos ¢ | 10‘" v vtgea. | vitgey | vigie, | vtgley Na | Ny = 1"1_3 ur/s | 52
Nr. E : : ' ‘
1 ‘
1 1‘ —6,0 ‘ 2,0 0 | 10,20 0,98 34,5 0 ]‘ --6,9 0 1,38 0 —6,0 1,2 0 1242 49,68
2 —4,0 —2,0 0 +-0,20 0,98 34,5 0 +6,9 0 1,38 0 —4,0 —08 0 552 22,08
3 ‘ --4,0 —2.0 0 +0,20 0,98 .| 345 0 | 46,9 0 1,38 0 +4,0 +08 0 552 22,08
4 ‘ 6,0 —2,0 0 +0,20 ‘ 0,98 34,5 0 | +6,9 0 1,38 0 6,0 ' +1,2 0 1242 49,68 o
5 | —-6,0 +2,0 0 —0,20 0,98 34,5 0 | —6,9 0 1,38 0 —6,0 41,2 | 0 1242 = 49,68 g
6 —4,0 +2,0 0 ; —0,20 0,98 34,5 0 —6,9 0 1,38 \ 0 —4,0 @ +0,8 0 552 | 22,08
7 -1-4,0 +2,0 0 —0,20 0,98 345 0 —6,9 0 1,38 0 40 | —08 0 952 | 22,08
8 | +6,0 +2,0 0 | —0,20 0,98 34,5 0 —6,9 0 1.38 0 --6,0 1,2 ‘ 0 1242 49,68
9 —1,0 —2,0 0,20 | 0 0,98 34,5 +6,9 0 1,38 0 -2,0 0 —04 138 0 | 5,52
10 | 41,0 —2,0 | —0,20 0 0,98 34,5 —6,9 0 1,38 0 2,0 0 | 40,4 138 0 5,52
11 —1.0 -+20 | +0,20 0 0,98 34,5 16,9 0 1,38 0 +2,0 | 0 +-0,4 138 0 5,52
12 +1,0 120 | —0,20 0 0,98 34,5 —6,9 0 1,38 | 0 2,0 0 —04 138 0 5,52

Sum 4140 0 0 5,52 11,04 852 7176 | 309,12
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VI. Eksempler.
§ 60.
Pelenes Tvaersnitsareal: 0,18 m2,
a1t 2 e 9 1
H E e H H » Inertimoment: [ (.),O(L m?,
£ o q, ., » ~Loengde: 's; =s:=>5,0m.
s ¢ 2 7 4 I . .
H H — {3: H ﬁ 5 Pillen regnes igennem baade
| ‘ | for simpelt understotiede Pale,
AE 2o | o
t* e Pzle indspandt forneden og Pele
¥ indspandt baade foroven og for-
Big.tovz neden.

Som det direkte fremgaar af Fig. 67, er Palegruppen sym-
metrisk baade om XZ-Planen og YZ-Planen.

a) Pelene er simpelt understottede.
Man ser umiddelbart, at:

1,0

e = 0 9
4

5,0 m ;

2,0

Zoy = 0.2 = 10,0m.

Beregningen er udfert i Tabellen paa forrige Side.

Koefficienterne til Peletrykkenes lodrette Komposanter.

Pzl

3 T [ -

g : B, B, B, B,
1| 0 | -+0624 0,0833 0 — 0,030 — 0133
21 0 | -+ 0,624 | 0,0833 0 | — 0,019 | — 0.090
31 0 |-o0624| 00833 | 0 | +0019 -06090
4 | 0 10,624 | 10,0833 0 + 0,030 | 0,133
by 0 — 0,624 | 0,0833 0 — 0,030 | 10,133
6 | 0 — 0,624 | 0,0833 0 —0019 | &+ 0090
7 0 — 0624 0,0833 0 40,019 | — 0,090
8 0 — 0,624 | 0,0833 0 0,030 | — 0,133
9 -+ 1,25 | 0 0,0833 4+ 0,125 0 | —0,045

20 41,98 | < 0 0,0833 - 0,125 0 4 0,045
ISt d5 | 0 0,0883 — 0,125 0 -4 0,045

TN 95 0

0,0833 | — 0,125 0 — 0,045

b) Pelene er indspendt i Bunden, men simpell
understottet foroven. y

Af Tabellen paa neeste Side findes:

5008 5y
Zo, =+ 6,(;92 =+ 4,53 m,

110,24

-+ 9,51 m.

oy =T 11,608 =




B it ot =3 == - = & — :—ri‘h e : e
. . A PRSP PRI " S iy~ s e
2 - v T, T A e
Peel 100 |10t |- |5 | & S $ ,
N cosep | 5 U | —m UL R j:f So *:f T Yx Tag | Ty e Nz Nz, I Iy I-
10,98 | 0,048 0,047| 0,002 0 0 | —1378) 0 |—008 0 |+4+991/—6,0 |-4,53 —1,2 46,0  4,836/1243 | 51,56
2 098 | 0,048 0047|0002 0 0 | —1378] 0 [—008 0 |+991—40 |4+453 —08| L4,0| 4,836 553 | 23,02
3098 0,048 0,047 0,002 0 0 | —1378] 0 |—0,08 0 |-1991/+40 |-+453 +0,8| —4,0| 4,836 553 | 23,02
4098 0,048 0,047 0,002 0 0 | —1378] 0 |—0,08 0 |1+9,91/4+6,0 | 453 +1,2| —6,0| 48361243 | 5156 P
51 098 | 0,048 0,047 0,002 0 0 | —1378 0 |+40,08 0 |+991—60 | 4453 12| L6,0| 4,836/1243 | 51,56
6| 0,98 0,048 0,047 0,002 0 0 | —13,78) 0 | 4008 0 |+991/—40 |+453 +08| +40| 4836 533 | 23,02
7| 0,98 0,048 0,047 0,002 0 0 | —1378 0 |+4+008 0 | +991440 |+453 —08| —4,0| 4,836 533 | 23,02
8| 0,98 0,048 0,047 | 0,002 [ S —13,78 0 40,08/ 0 +9,91 6,0 +4,53) —1,2| —6,0 | 4,836i1243 51,56
9| 1,00 ! 0,047 0,048 0 | —6,89 1,38 0 40,002 —2,00, 40,4 49,51 —0:094 +4,73 —0,4 11,0 142,349 43 576
10 | 1,00 | 0,047 0,048 0 | —689 1,38 0 40,002 —2,00 40,4 +9,51 4-0,094 +4,73 +-0,4| —1,0 (142349 4,3 576
11| 1,00 0,047 0048 0 = —689 1,38 0 |4+0,002 12,000 —0,4 19,51 —0,094/ +-4,73 104 | 1+1,0(142,349 43/ 576
12 | 1,00 | 0,047 | 0,048| 0 | —6,89 1,38 0 0,002 +2,00 —0,4 19,51 40,004 +4,73 —0.4| —1,0 142,349 4,3 576
AN A e 8 S e SRR e T e Cte oWl el
Sum 0,572 | 0,568 | 0,016 —27,89 5,52 --110,24 --0,008 1 608,08 | 7202 321,36
: |




Oprindelig Pzl

teenkte Peel

Faktor 10*

. teenkte Peel

Faktor 10*

B,

9
10
11

w12

40,594 0,0832
0,594 0,0832
40,594 0,0832
+0.594: 0,0832
—0594| 0,0832
— 0,594 0,0832
— 0,594 0,0832
— 0,594 0,0832

0
0
0
0

10,0832
10,0832

0,0832
i0,0832

0,005/—0,029 —0,129
40,005 —0,019 0,086
40,005 10,019 +0,086
40,005 0,029 0,129
—0,005 —0,029 0,129
0,005, — 0,019 40,086
—0,005 --0,019 — 0,086

—0,005 40,029 0,129,

4+0,113) 0 |—0,043]
+0,113) 0 |40,043
—0,13| 0 |--0,043
—0113 0 |—0,043

B | B
0 0
0 0
0 0

0
0
0
0 0
0 0

—0,23| —0,31
40,23] —0,31
—0,23| 0,31

+4-0,30
+0,30
40,30
0,30
+0,30
+0,30
-+ 0,30
-10,30
10,32
40,32
+0,32

+0,28 1+0,31| 40,32

—3,00
—3,00
—3,00

—3,00

43,00
43,00
3,00
+ 3,00
—-3,00
—3,00
43,00

43,00

+40,5
+-40,5
+40,5
440,56
+40,5
4405
40,5
40,5
+41,3
418
141,3
1413

0,23
4),23‘
—0,23|
—0,23]
093

—'7—1).23‘

+0,23)
40,23

AT
'\1
(=]

b

~1

40,08
+0,05
—0,05
—0,08
10,08
40,05
—0,05
—-0,08
0

+8,78
5,86
— 5,86
—8.78
+8,78
+5,86
— 5,86
— 8478
+1,50
1,50
41,50

—1,50

606



s e T —— = = S e

R -~ e R
& i 2 ey D
» | | |
& $ ‘
Pl Ec e .. 5 ) A ) R L
Nr. = = (3 Ny il Uy Ty Tz i =2 (kT Fo Iy /o
| ‘
& S \
== |
1 0 —13,725 —0,436 0 + 10,77  —6,0 45,23 —1,2 —2,49 -+ 6.00 28,70 1247,9 58,04
2 0 —13,725 —0,436 0 +10,77 | —4,0 +5,23 —0,8 | —249 +4,00 28,70 557,8 26,68
3 0 13,725/ —0,436 0 410,77 | +40 | 15238 +08 | —249 | —400 | 2870 @ 5578 | 26,68 b
4 0’ —13,725 —0,436 0 +10,77 | 46,0 +5,23 +1,2 —2,49 | —6,00 | 28,70 1247.9 58,04 S
5 0 —13,725| 4-0,436 0 +10,77 | —6,0 +5,23 —+1,2 2,49 -+6,00 28,70 12479 58,04
6 0 —13,725| 10,436 0 +10,77 | —4,0 | 45,23 +0,8 2,49 | 4400 | 2870 @ 5578 | 26,68
7 0 13,725 40,436 0 110,77 | 140 | 1523 —08 | +249 | —4,00 | 2870 | 5578 & 26,68
8 0 __13,795| 40,436 0 +10,77 | 46,0 | 5293 —1,2 | 4249 | —600 | 2870 | 1247,9 | 58,04
O R 0 ~2,00 +04 | 41027  —0444 | 45528 04 | —2,00 | 1149 | 158,68 12,9 7,10
10, | —26.86 0 —200 | —04 | 41027 | 40,444 | 15528 | +04 200 | —149 | 158,68 12,9 7,10
11 | —6386 0 +2,00 | —04 410,27  —0444 | 45528 +04 | 4200 | 149 15868 12,9 7,10
12 | —6.86 0 42,00 —04 | 110,27 10444 | 15528 | —04 @ +200  —149 | 158,68 12,9 7,10

, | T s e i
Sum | —27,44 |—109,800 864,32 7274 4 367,28




M

Oprindelig Peel

. tenkte Pl

Faktor 10*

2. tenkte Pl

Faktor 10*

};il Bobem Sae B\ B | B REELCR ) B [0B b B B B | B e BRI
} ‘ ! [

1] 0 | 40,52 0,0832 +0,017 —0,028 —0,113| +246 | 0 0 +1,38) —13,0] 0 |--140,0{ —0,91 +23,4| +0,31| 4+30,7
2| 0 +o,52§0,0832 +0,017 —0,019|—0,075 4246 | 0 0 +1,38 —13,0] 0 |--140,0 —0,91 -|-23,4 10,21/ 420,
3 +0,52( 0,08321-0,017 0,019/ 4-0,075/ 246 | 0 0 0 | +1,38/—13,00 ©0 (--140,0 —0,91| 4234 —0.21 —20,5
1 10,52 0,0832| 10,017 4-0,028/ 0,113 +246| 0 0 0 | 41,38 —130 0 |+140,0 —0,91/ +23,4 —0,31| —30,7
5 —0,52  0,0832 —0,017 —0,028|1-0,113| | 246 0 0 0 |+1,38/ 1300 0 |+140,0 40,91 23,4 +0,31 +30,7
6 0 |—0,52 00832 0,017 _(),019}0.075‘}.,;,.246 0 0 0 | +1,38 +13,0/ 0 |4140,0 40,91 4234|4021 +20,5
0 —0,52/0,0832/—0,017 +0,019/—0,075| +246 0 0 0 | 41,38 +13,0 | 1-140,0 0,91 +23,4i~0,21ﬁ20,5
0 | —0,52|0,0832/—0,017|—0,028/—0,113/ +-246 | 0 0 0 |+1,38 4+13,0 1+140,0/ +0,91| 4-23,4| —0,31] —30,7
f' 9 |+0,89 0 | 0,083240,080(—0,002—0,038/+241| 0 |—0,91 —0,87|+1,43 —10,5| 0 |+144,00 0 |+229 0 |+ 78
10 | —0,89 0 0,0832/-0,080--0,002 40,038 +241 0 0,91 40,87 11,43/ —105 0 11440 0 | +229 0 — 78
11 +089 0 | 0,0832(—0,080 —0,002 40,038 +-241 0  —0,91 | 0,87 1,43 +105| 0 1440/ 0 |+229 0 |4+ 78
£ 12 089 00,0832 —0,080 40,002 Ao,o:ssiii.ﬁu 0 | +091| 40,87 41,43/ 41051 0 |+1440[ 0 [4229 0 |— 7.8

I1c
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LS

I den S. 209 anforte Tabel er angivet Koefficienterne til Pzale-
trykkenes Komposanter, de oprindelige Peles efter Z-Aksen,
1. teenkte Peel efter X-Aksen, og 2. teenkte Pl efter Y-Aksen.

Hvis Pezlegruppen paavirkes af en Kraft paa 10t og et
Moment paa 10tm i hver Hovedakse, vil P2l Nr.1 altsaa for-
neden blive paavirket af et Indspendingsmoment:

T
o

e

v
SEREL

s

il

i 5/ 56.73\2
44 |/ 76.5° + ( ’(;’2,78‘}>

!q, M =50 TS 2 = 0,479 tm.

5l 3 ..; : :

S For en Kraft paa 10t i YZ-Planens vandrette Hovedakse
il 2 vil Pillen faa en Parallelforskydning:

3 10-10°

4 g == =0,0043 m.

e o 17y

‘S’" c) Pelene er indspandt baade foroven og forneden.
e Her er de tenkte Paeles Modstandstal 4 Gange saa slore
OE ¥ som for Tilfzelde b).

{1 Af Tabellen Side 210 findes:

27,44 — 5,75

Il - g, == = 9 78,
e 0 7,808 ’
ik 4l 109,800 — 5,74

ik | Zo, =+ —- = 7,82.

13,312
[ Se= 1 5,0-0,98 = 2,45,

|
I
?;3“ 1 Paa forrige Side er angivet Koefficienterne til Paletrykkenes
!;i 4 Komposanter.
' t Peelenes Vridningsmomenter:
r ] Oprindelig Peel. 1. teenkte Pel 2. teenkte Peel
"‘r ‘H Faktor 10* Faktor 104
H >zel 7 | | "
;' i 5 ool e | o S B IS L S B B,
‘\ i | | : |
1% 1 0 — 0,105/ — 104 | — 4,63 ; 0 0 [0 —054 | +213
1 2 0 |—0,105 —104 | —4,63 |0 0 0| —054| 4213
f 3 0 |—0,105 —10, | —4,63 |0 0 (0| —054] 4213
(& 4 | 0 |[—0105 —104 | —4,63][0 0 ||o|—05¢  +213
. 5 | 0 |40,105 10,4 \i — 4,63 [ 0 | 0 40 [ —loi5anl 918
] : 6 } 0 40,165 — 104 [ —463 [ 0| 0 W il — 0540 =213
L 70 0 | 40105 —104 | —463 0 0 | 0[—054] —213
bl 8 | 0 |40105 —104 | —4,63 0 I ool =g | =213
b | 9 | —089 0 — 10,4 | — 4,53 ‘ 0| +213 0 —05 | 0
P | 10 | +080 0 — 104 || —453 | 0 ’ —218 0 055 0
| 11| —089| 0 104 | — 4,53 | 0 213 0| — 055 0
12 | 450,89 0 — 10,4 [ —4,53" | 0| —2i13i |0 0,55 0

P
o
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Hvis Paxlegruppen paavirkes af en Kraft paa 10t og el
Moment paa 10 tm i hver Hovedakse, vil Pal Nr.1 blive paa-
virket af folgende Momenter (se Side 172).

(— 0,64 +213) 1 el ; i () y i
/ = ~ . - (2¢ "‘,‘ « A « ’ 4 — 4 A
M.=10 104 0,98 -10(246--1,38—13,0) 10 9 - 0,0876 tm
M, —— 0,5843 tm.
M 10 = +10 (140 — 0,91 +-23,4-+0,31430,7) 10—* - =+ 0,6006 tm
ST : NN e R T i dd

My, =—0,4914 tm.

|
{
|
1
|
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FJERDE AFSNIT.

Sammendrag til praktisk Anvendelse.

[ dette Afsnit fremstilles den i de foregaaende Afsnit ud-
viklede Beregningsmetode i sammentreengt Form, saaledes
som den, der skal anvende Metoden, vil faa Brug for den.

Der anfores derfor ingen Beviser, men der vil i Teksten
blive anfort i Parentes de Paragraffer, hvor en nzermere Under-
sogelse af vedkommende Ting er at finde.

I. Plane Pelegrupper.
§ 61. Ved en plan Pwlegruppe forstaas en saadan, hvor
alle Pzlene er parallel med og symmetrisk anbragt om Kraft-
planen.

§ 62. Peelegrupper, hvis Pale er simpelt understottet
foroven og forneden. Der indfores et Koordinatsystem med
X-Aksen i Pilleunder- !
kant, positiv til hegjre,
og Z-Aksen, positiv
opad. - 7+

PalenesVinkelmed & q,
den lodrette kaldes « /
og regnes positiv fra
den lodrette med Uret
{positiv naar aftagen-
de z giver aftagen-
de x).

Viindferer for hver ~ ~ Fig 68,
Peel :

2

Z,
T

TR ey
v="_cos’e,

2

hvor s, er Pazlens Sammentrykningsleengde, se Side 43.
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For en lodret Parallelforskydning 1 nedad (§ 4) fremkaldes
Kraften R’, hvis lodrette Komposant er 3v og hvis vandrette
Komposant er Zvtg«. Abscissen til denne Krafts Skeerings-
punkt med Pilleunderkant er:

e D
e
R’ danner Vinklen «" med den lodrette: ¢ (198)

igie = i :
F 3o

For en vandret Parallelforskydning 1 til venstre fremkaldes
Kraften R", hvis vandrette Komposant er v tg?« og hvis lod-
rette Komposant er 2v tg«. Abscissen til denne Krafts Skae-
ringspunkt med Pilleunderkanten er:

nw_ 20tge-x
0 Svitgw

R"” danner Vinklen «” med den lodrette: ; (198a)

e

2vig «

R" og R" skeerer hinaunden i Pkt. O, Pelegruppens O-Punkt.
Enhver Kraft gennem dette Punkt fremkalder en Parallel-
forskydning af Pillen.

Der findes gennem dette Punkt to Kraftretninger vinkelret
paa hinanden, for hvilke Kraft og Parallelforskydning gaar i
samme Retning. Disse to Retninger kaldes Palegruppens
Hovedakser.

O-Punktets Koordinater findes af Ligningerne:

g Jaie R i 2
s AVOr € =% — T (199)
Ty ="y %, tg o', [

Hvis Pillen paavirkes af et Moment M, vil den dreje sig

om O-Punktet. Drejningsvinklen ¢ bestemmes ved:

i 1;4 ; (200)

hvor I er Palenes Inertimoment om O-Punktet:




‘C\‘.

e i

216
I = Svy>. (200a)

§=x—xy +z,tg« er den vandrette Afstand (positiv til
hgjre) fra O-Punktet til Peelene.

Palegruppens O-Punkt er saaledes beliggende, al Pelenes
Inertimoment om delte Punkt er Minimum. Dette forer tidt
til en direkte Bestemmelse af O-Punktet uden nogen Bereg-
ning.

Hvis Pillen paavirkes af en vandret Krafl (. og en lodret
Kraft ., begge gennem O-Punktet og positive i Koordinat-
aksernes negative Retninger, samt af et Moment M positiv
med Uret, findes Pwmletrykkenes lodrelte Komposanter af Lig-
ningen (§ 5):

v tge'—1ge v tlgew —tga’

3o tga'—tga +0:

L )’I/

M
: /i

Pcosa=0Q: (201)

e ¢ r
Svtge tga"—tga'

Paeletrykket 1 en Pzl bliver Nul (§ 8):
1) For en lodret Kraft, naar Kraflen har Abscissen x, - e,,
hvor:
I tge'—1tge

— (2024
720 tg o —tg o by

ey =

Alle lodrette Kreefter paa samme Side al denne lodrette Linie
giver Pzletryk med samme Fortegn.

2) For en vandret Kraft, naar Kraften har Z-Koordinaten

2001 :

EeI e Lo T (202b)

n2vtg o tg o' —tg @

Alle vandrette Kreefter paa samme Side al denne lodrette Linie
giver Peletryk med samme Fortegn.

Enhver Kraft gennem det Punkt, der har Koordinaterne
Xy + e, 08 zo + e, giver Peaeletrykket Nul, og alle ligestore
Kreefter, der tangerer en Cirkel med dette Punkt som Cen-
trum, og som drejer samme Vej om Punktet, giver samme
Peletryk i den paagweldende Peel.

Hvis Pilleunderkanten ikke er retlinet, kan en hvilkensom-
helst ret Linie indferes som regningsmaessig Pilleunderkant,
idet alle Koordinater og Vinkler da henfores hertil.

Angaaende gennemregnede Eksempler se §11 og § 68.




217

& 63. Specielle Tilfelde (§ 10).

1. Alle Pxlene i Paelegruppen er parallelle.

Idet 5 maales fra Palenes Tyngdepunktslinie vinkelret paa
Pwxlene, faas Pewletrykket:

=l

NS Z

1%} vy

=AM (203)

Denne Formel er ganske analog med den almindelige Bgj-
ningsformel for et Tveersnit, der er paavirket af en excentrisk
Normalkraft.

2. Pxlene kan deles i to Grupper, indenfor hvilke
de er indbyrdes parallelle.

Ifolge Swtningen om Inertimomentets Minimum ligger O-
Punktet i Skeeringspunktet mellem de to Pzleretningers Tyngde-
punktslinier.

g 1
Har den ene Pelegruppe Heeldningen tg « — — og den an-
n,

. 15
den Heeldningen tg « e pea findes Peeletrykkene:

Forste Gruppe (Hae]dning 1: >:
1

1 ‘ v n, / - v vy Y14n?
PG IRERE = e M=l -
O: n,-+n, et B ) T ny,-n, g .\_‘xn_}_ . /i ny
Anden Gruppe (Hae]dning ——"1 >: (204)
1 ) n - v Lopp Y14-n?
B =2 O} / 2 =5 1 / 2 a0 {ral &2 2
Pi=C ny+4ny fd=ietty 2w 0 ny-+ng ity S0 ¥ I n,

Ved 3,0 forstaas en Summation kun over ferste Gruppes
Pwle, ved Zv en Summation kun over anden Gruppes Pele.
P 3
=gl 210 - . - . A
; 0 o kan tilneermelsesvis saettes lig henholdsvis forste
og anden Pzlegruppes Paleantal.

Hvis den ene Pelegruppe bestaar af Lodpzle, f. Eks.
) = n, Ny — 09, hindes:

Tryk i Skraapele: :

17 vy Y1+nt

2\»U+M I n

Tryk i Lodpzle: (204a)

P, = Q.Y1+n?

vy

v I

oy Al A
ff == (~ Elv_(.x"‘\: -+ !
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Er Skraapezlenes Haldning negativ, skal Fortegnene for Q.’s
Bidrag til Pzletrykkene have modsat Fortegn.

Formlerne egner sig godt til en forelebig Dimensionering,
idet Momentet M ikke ber faa sterre Betydning, naar man
placerer Pzlene saa centralt om Kraftlinien som muligt og
spreder dem godt. Herom se nermere § 73.

3. Pelegruppen er symmetrisk om en lodret Linie.
[ dette Tilfeelde er R’ lodret og R" vandret. O-Punktet, der

selviglgelig ligger i Symmetrilinien, har Ordinaten:
2vx tg e

o (205)

S tg? «
Man ser, at z, kun afhenger af Skraapelene. Hvis Skraa-
pzlene i den ene Halvdel af Palegruppen er parallelle, ligger
O-Punktet i Skaringspunktet mellem Skraapzelenes Tyngde-
punktslinie og Symmetrilinien. Dette ses umiddelbart af Seet-
ningen om Minimum af Inertimoment.
Peletrykkenes lodrette Komposant er:

Pcos «=0Q. ;1;+()” e (2052)

$ 64. Peaelegrupper, hvis Pzle er indspaendt forneden,
simpelt understpttet foroven. Naar en Pal, f. Eks. B i
Fig. 68, er indspandt forneden, vil der for en Bevagelse vin-
kelret paa Pelens Lengderetning fremkaldes en Modsland i
samme Retning, i Fig. 68 i Linie AB, og da denne Modstand
er proportional med AB’s Afstand fra det paagmldende Drej-
ningspunkt, kan man erstatle Indspzendingen af en tenkt Pzl
i AB, naar man blot serger for, at Pazlen ger samme Mod--
stand som Indspzndingen. Ligesom man for de virkelige

Al Al

Pale har indfert v = - cos?e, maa man da for de tenkle

SET

~~cos?e, hvor s; er den Side 43 definerede

>eele indfore u =
lndspaendingslscngde'. Ved at erstatte Indspendingsmodstanden
med en Pzlemodstand opnaar man, at Problemet bliver mere
overskueligt, idet det da ikke er forskelligt fra det i § 61
undersogte, og at man derfor kan skrive ganske de samme
Formler op som der, naar blot alle Pele, baade virkelige og
teenkte, medtages (§ 12).
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Kraften R’ skerer Pilleunderkanten i et Punkt med Abscisse

@& 13): |
e v tutg’e)x
T S(v 4 utgie)
R’ danner Vinklen «’ med den lodrette: (206)

Tl
lg((' — —:(l—) rll)tg‘“ 5
v+ utge)

Kraften R" skaerer Pilleunderkanten i et Punk{ med Abscisse:

v 2v—utge-x

T Sh—uoa)tge
R” danner. Vinklen «” med den lodrette: (206a)

ey Switegte 4-u)
vt lde w—utga

Peelegruppens O-Punkt har Koordinaterne:

(‘ v N 4 rn
= i i 7y C= X
g — 8o

<o

(207)

N,

Xy — e zytgial

Hvis Pillen paavirkes af et Moment M, vil den dreje sig
om O-Punktet. Drejningsvinklen ¢ bestemmes ved:

o M ]
& : (208)
hvor Il == ‘Sl)/j2 —}— .}:ll)(,;l- l

s er den lodrette Afstand fra O-Punktet til de tenkte Paele:

M —— e e l

o= 20—\ C— X ]

(208a)

Her geelder ligesom i § 62, at Paelegruppens O-Punkt er
saaledes beliggende, at Pelenes (her baade de oprindeliges og
de tenktes) Inertimoment om dette Punkt er Minimum.

Hvis Pillen paavirkes af en vandret Kraft Q. og en lodretl
Kraft Q., begge gennem O-Punktet og positive i Koordinaternes
negative Retninger, samt af et Moment M positivt med Uret,
findes Pzletrykkene, de virkelige Peeles lodrette og de tenkte
Peeles vandrette Komposanter, af Ligningerne (§ 14):
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De virkelige Pele:

v [g e tg «
P =l e
COS «¢ N \(U ——}— 12 tg ((j [U “ - lg ”

v tgae —tg o vy,
L MY
Q v—utga tg e —tg o 2 I
De tenkte Pele:
A u tg " tg -1
L Q- S(v -+ utgle) tg o — tg o’
b e u . g o tg o + 1 M s
So—mtga tga" —tgeo I

Indspeendingsmomentet forneden i Pelene bliver:
Mt == TSI.

Pzletrykket 1 en Pel bliver Nul (§ 15)

1) For en lodret Kraft, naar Kraften har Abscissen:

Xy + e,, hvor:

a) for en virkelig Pel:
I tga' —tge
7=(v 4+ u tg? o) tg e —tg e

ey =— —

b) for en tzenkt Peel:

I tg " lg @ik,
720 + u tglu) tg " — tg '

(==

(209)

(209a)

(210)

2) For en vandret Kraft, naar Kraften har Z-Koordinaten:

z, + e, hvor:

a) for en virkelig Pel:
u’ I tga —tge
TS —u)tge tga —1ga
b) for en tenkt Peel:

5 /) tg(c lU(e+1
oS —u)tg e g —tg e

(210a)

Hvis Pilleunderkanten ikke er retlinet (§ 16), kan man ind-
lzgge en regningsmessig Pilleunderkant og i den finde baade
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z,
til de virkelige Pzles Skeeringspunkter med den regningsmees-
sige Pilleunderkant, naar man ger a Stykket a;, mindre og

Stykket xp storre, hvor:

og x! ved Formlerne (206) og (206a), hvor x er Abscissen

’
)

&l
4t

, 2utge-sp,seccw i 2us, sec « 9211)
Tp — = A = == e . ’}_‘

PT Sw4utgte)’ TP T Sw—u)tge gl

s, er det Stykke, der afskeeres paa den virkelige Peel mel-
lem den virkelige og den regningsmeassige Pilleunderkant (se
Fig. 36).

Ellers er Beregningen ganske uforandret.

Angaaende gennemregnede Eksempler se §19.

$ 65. Specielle Tilfeelde. (§ 18).
1. Alle Pxlene i Paelegruppen er parallelle.

Dette Tilfelde svarer til Nr.2 af de specielle Tilfeelde i § 63.
O-Punklet ligger i Skeeringspunktet mellem Tyngdepunktslini-
erne for de virkelige og de tenkte Pele.

Hvis Palene er lodrette og Pilleunderkanten vandret, findes:

Tryk i virkelige Peele:
4 v AL PR e S 91¢
PRt S0 -+ M 7 ==y (212)
Tryk i tenkte Peaele:

(3 Al II 3 ‘
1i =) Su (212a)

Man ser saaledes, at Trykket i de virkelige Peele er uaf-
haengigt af Indspzendingen, samt at hele den vandrette Kraft
(). 1 Pilleunderkanten optages af Indspendingen.

2. Paxlegruppen er symmetrisk om en lodret Linie.

R’ er lodret og falder i Symmetrilinien, R" er vandret. O-
Punktet, der selvfolgelig ligger i Symmetrilinien, har Ordi-
te) tel telel J )
naten:
¥ Z(w—un)tg ax
e (v tg?e« + u)

(213)

>eelefrykkene bliver:
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Virkelige Pzele (lodret Komposant):

v HLA LIRS L FTITR

) = e @) b {5
it (v + utgla) | Q".«‘.‘ vtgla + u) 1
o g 1

Tenkte Pele (vandret Komposant):

o e 1717t7g/u 5 ol | s
Tcosa = — Q. + Q- }S(utgza -+ u) |

> (U’—}— u thZz) 1 - (213b)

Man ser, at Q. intet Paletryk giver i Lodpale, og at Q-
ingen Transversalkraft giver i Lodpele.

3. Alle Pxlene skarer hinanden i samme Punkt.

For saadanne Pelegrupper er der ingen Lempelser i en
eksakt Beregning, derimod skal der i §73 angives en Tilnzer-
melsesformel.

§ 66. Peelegrupper, hvis Peele er indspeendt baade for-
oven og forneden. Naar en Pel er indspzndt baade foroven
og forneden, vil den, naar Pzlehovedet faar en Vinkeldrejning
og en Parallelforskydning vinkelret paa Palens Langderel-
ning, blive paavirket af en Transversalkraft og et Moment.
Som man 1 § 64 ved de enkeltindspendte Pale indferte en
tenkt Peel gennem Peelehovedet, kan man her indfere en
teenkt Pel gennem Peelens Midte, idet Transversalkraften ved
en Beregning vil vise sig at veere proportional med Afstanden
fra det paageldende Drejningspunkt til en Linie vinkelret paa
Pzlen gennem dennes Midtpunkt. Naar Transversalkraften
flyttes herned, vil Momentet i Palehovedet vaere proportionalt
med Vinkeldrejningen, saaledes at det kun giver et Bidrag til
Pelegruppens Inertimoment. Dette Moment kaldes Pzlens
Drejningsmoment. Alle de hidtil anferte Formler kan derfor
ogsaa anvendes her, naar blot de tenkte Pwle medtages. For

disse indfgres:
12E1 5
r= s COS“w,
Sl

svarende til » for de virkelige Pzle (§ 20).
Kraften R’ skeerer Pilleunderkanten i et Punkt med Abscisse
(§21): x, —s..
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. S+ rtgloe)x Y 3s'rtg a
. -n PR T ‘.n N s Q J
S +r tgsa) 3(v-+rtgia) (214)
hvor : ’
s' = 1s, seca.

R’ danner Vinklen « med den lodrette:

Sw—nrtgea

SWw+r lgga) ey

il =

Kraften R” skeerer Pilleunderkanten iet Punkt med Abscisse:

=+ g
wio2(0—n)ga: 3 3rs' .
To— = e . 215
Yo (v~l)tg w o Sw—r)tg 0
R" danner Vinklen «" med den lodrette:
w_ 2@tgla + 1) 4
tga' = 215a)
5 ()-—-r)tga i o
Palegruppens O-Punkt har Koordinaterne:
% — ( _f'l(s<. + so?; = .l':' Ly ‘1_:‘/, '
iga'—tge (216)
Xy = X, + Zotg &' — s... J

Hvis Pillen paavirkes af et Moment M, vil den dreje sig om
O-Punktet. Drejningsvinklen ¢ bestemmes ved:

P ]
e 7 (217)
I, = Svy® 4+ Srp} 4 1 3rs. l

ne er den lodrette Afstand fra O-Punktet til de tenkte Pele:

y =x— )+ tge
/i ’0 o8 l 218)
N = Zo + S — (@ — ) tgex. J

Her gelder ganske det samme som 1 § 62 om Beliggenheden
af Peelegruppens O-Punkt.

Hvis Pillen paavirkes af en vandret Kraft Q. og en lodret
Kraft ., begge gennem O-Punktet og positive i Koordinat-
aksernes negative Retninger, samt af et Moment M positiv
med Uret, findes Peletrykkene, de virkelige Pales lodrette og
de tenkte Pales vandrette Komposanter, af Ligningerne (§ 22):
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Lg )
§J:1
. De virkelige Pele:
z ,‘ v tg o — g «
g Picosia — () o2 2
} ' A d ' L DY \ ” o ’
& %)\ (v + rtgie) tg o’ —tg «
B )
[ 1 v tgae —tgo v
(% Jf_(\)L S/ g -2 " ,;1” £
Swo—r)tge tga’ —tg a I,
(219)
De tenkte Peaele:
o r tg o'"'tgex -+ 1
I Cos ¢ — — (\): = 9 g ng {_’
(v + rtgie) g o —tg
r tg e’ tgee 4 1 wy
i e B Ll
S(v—r)tge tg e’ —tg o Iy
, >elenes Drejningsmoment bliver:
i rs?
15 M=y (219a)
i |l 31,
iy Indspendingsmomenterne i Palene bliver da:
I
| - O
| Foroven: My = M, — T -~ :
8l 2
ik 4| (219b)
w | Forneden: M,= M,-- 1 é ,
I |
.‘f |

{ ¥ ; el
t il Paletrykkel i en Pel bliver Nul (§ 23):
e ¥l s . T s
i 4 1l 1) For en lodret Kraft, naar Kraflen har Abscissen: x, Fe,,
|l hvor :

; a) for en virkelig Peel:
e I g " — tg «
i S 2 (v -+ r tgz({)-i{a" ~‘Ig A (290)
b) for en teenkt Pel: i
,‘ ; e I tg " tg e 4+ 1
’ . “T a2+ rigia) tg o g
B: 2) For en vandret Kraft, naar Kraften har Z-Koordinaten:
‘i ! zy + e, hvor:
b a) for en virkelig Peel:
4 2 - JE; .@u»—maL
2 —nrtge tge' —tg
b) for en tenkt Peel: (R
R Y Is .lg(xr'lga-%].
j .} N2 —r)tge tga”"—tga
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Hvis Pilleunderkanien ikke er retlinet (§ 24), kan man ind-
legge en regningsmassig Pilleunderkant. Herved vil hele Ud-
viklingen veere den samme som for en Pille med retlinet Un-
derside, naar man blot overalt erslatter s' = 3s, sece med
s = (s, -+ sp)seca, hvor s, er det Stykke, der afskares paa
en virkelig P2l mellem den virkelige og den regningsmassige
Pilleunderkant.

8§ 67. Specielle Tilfeelde. (§ 25).

1. Alle Pelene i Pzlegruppen er parallelle.

O-Punktet ligger i Skezeringspunktet mellem Tyngdepunkts-
linierne for de virkelige og de tenkte Pele.
Hvis Pzlene er lodrette og lige lange, og Pilleunderkanten
vandret, findes:
Tryk i virkelige Peele :
U’I/‘

i
Iy = Svy? 4 %58 3r. (221)
Tryk i tenkte Pele:

hvor (. altsaa er en vandret Kraft gennem de virkelige Pzles
Midtpunkt.

2. Pelegruppen er symmetrisk om en lodret Linie.
R er lodret og falder i Symmetrilinien, R’ er vandret. O-
Punktet, der selvfolgelig ligger i Symmetrilinien, har Ordinaten:

2(—rtge + 2rs

2o === - «“)2;
o Swigta +r) s
Paxletrykkene bliver:
Virkelige Pele (lodret Komposant):
v vig « v
Pcosa = 0, — Skt S s e/ e M,
e (v + rige) i 2(vtg’e + r) e I,
- (222a)
Tenkte Pzle (vandret Komposant):
g ki e o igee e T 7 IOt
gl = S+ rtgle) + 0 Swtgla+r) T 1,

15
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F)
Man ser, at Q. intet Peletryk giver /i Lodpzle, og at Q.
ingen Transversalkraft giver i Lodpae]e /
Pzlenes Drejningsmoment bliver:

M, — ;SI M. (222h)
§ 68. Eksempler. 1 forste Afsnit §§ 11, 19 og 26 er der
gennemregnet en Del Eksempler, i § 11 for simpelt understot-
tede Pele, i §19 for Pwle, der er indspzndt forneden, simpelt
understottet foroven, og i § 26 for Pele, der er indspandt
baade forneden og foroven. Der er anvist en praktisk Form
for Opstillingen af Beregningen, saaledes at denne bliver over-
skuelig og hurtigt gennemfort.
; Der skal her anferes enkelte feerdige Formler for forskellige
L& " Peelegrupper med simpelt understottede Pzle.
‘ Eksempel 1. En Pille med kun tre Pele.

HFT ¢ En saadan Pille er statisk bestemt,
| ¥ 2 .
PN 4 = J og Pwmletrykkene er derfor uafhengig
i1l ( 7 af Paletversnit og Peleleengder.
| ’ e Peletrykkene kan bestemmes grafisk
’f"‘, = ved Hjelp af den culmannske Hjelpe-
'l 2 p b linie (se Hutte III, 1919, S. 217). Her
W il skal kun anferes en analytisk Beregning.
L iE Fig. 69.
LM‘ { | k=atga; + btg ey — (b— a)tg e,
A s+ blges b— ; 5
BT Pricoste —{J); aig ai_'_—_—b cbic SR Qe < ”a — M '8 “"‘_]t tg{(“,
4 i
L & t (223
‘1 P LOSLZZ_—()bg“IJr() r+u‘g““j;“‘1, )
P3 COS a3 = (\)z a_iéliﬁl, e () + M -E té “} —k 1577“1 .

i ¢y, g 08 @y er positive som vist i Figuren.
f Hvorledes disse Formler kan anvendes som forelobige Til-
' ‘ nermelser for Piller med flere end tre Pzle, men med kun
b tre Paeleretninger, vil blive nzermere omtalt i § 73.
| Denne Type af Pelegrupper kommer meget ofte i Anven-
delse ved Bolverker.
Hvis tg e, = tg«;, ser man at Momentet optages udeluk-
‘ kende af P, og P,.
Hvis man samtidig seetter tge; = 2tga, og regner alle
Pzlenes v-Kreefter ligestore, vil man se, at en lodret Kraft
gennem O-Punktet giver Pillen en lodret Parallelforskydning.
I
:
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Pealetrykkene bliver da, naar man satter tg o, = =

e b, Lt e
y1+4n? 3a 3a
2 /‘"}L =-—0Q: ‘b' + Q= ‘l?” + M l’
¥14n? 3a 3a a
P, 77211”7 4 . N n:
Y14-4n? 3 3

Eksempel 2. Pillen, der er symmetrisk
m Lodpale i en indbyrdes Afstand a

e

Lyl
a

(224)

om Midten, har

(47
og 1 Skraapezl med Hwldningen 1:n 7 b
til hver Side. Afstanden mellem disse
er b. i A “;f‘
Pzelegruppens O-Punkt ligger i Skraa- P e R
pelenes Skeeringspunkt: s
t
n
Zy — b 72'
77 4.
Hvis alle Pzlenes v-Krefter regnes Fig. 70
lige store, findes Peletrykkene: '
1 122
dpale: Be=0.————— M ————-=—5
LoppEe bl m+2+1102m(m2——1)
hvor x maales ud fra Midtlinien, positiv til hejre. (225)

1
loraateslsengiD v, Lact & :
Skraapele: P,=Q. o + O

,2,

e,

Eksempel 3. Pillen er symmetrisk og har 2 Lodpele og 2

Skraapale. Alle Pelene forudsettes at have
samme v-Kraft.
Skraapeelene har Heeldningen 1 :n.
Pewletrykkene er da:

Py } _ Q- M

Bl & rag

P 0.1/, ., 1 , 0 e
2 _. Nz ) 4 T 2.
Rg}w 4 V1+112 + 2 fi+n

/7
@‘ 0
{
1
it
‘ ‘\
4 \
/ \
! \
;

Fig. 71.
15%




-

R
-

=

I

PRSI <,
oy

"3

S

oy

R W

e
T P
S el
o

=

228

Eksempel 4. Pillen er sym-
metrisk og har 2 Lodpzle og 4
Skraapeele, der alle har Heeld-
ningen 1:n. Alle Pzlene forud-
settes at have samme v-Kraft.
Palegruppens O-Punkt er vist i
Kig. 70

Paeletrykkene er da:

7 2b2 —|—'(;f E— 7

5
]
»y
U

2 (b*+b; )+(d = (1)

T (b2+b )* d— ay?

(d1 dicthd: ,
|1+n e op +((1 ay M- (227)
(x /14 n2 + e M.

2b2 4 (d — a)?

Eksempel 5. Pillen er sym-
metrisk og har 4 Lodpzle og 4
Skraapeele, der alle har Heeld-
ningen 1:n. Alle Pwlene forud-
settes at have samme v-Kraft.
Palegruppens O-Punkt er vist i
Fig. 73.

Paletrykket er da:

M,

[ (228)
d=——"d

Vi t e d—ap’

Vl SR e deat

t e d—ap
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Eksempel 6. Pillen har kun 1 Skraa-
pel, men m parallelle Lodpele, der alle
har den indbyrdes Afstand a, og som
alle antages at have samme v-Kraft.

Afstanden i Pilleanderkant mellem
Skraapzl og Tyngdepunktslinien for Lod-
pelene kaldes b.

Pxletrykkene er: Fig. 74.
I Skraapeelen: P;= Qu 7 e
(0 n 18 } (229)
' 5 PN, dlriabyr s TR e U : :
I Lodpelene: P = = (0% = M A=

Eksempel 7. Pillen er symme-
trisk om Midten og indeholder kun
Skraapeele, m i hver Pillehalvdel,
alle Skraapezlene har Heeldningen
1:n, og deres indbyrdes vandrette
Afstand er a.

Pewlegruppens O-Punkt ligger i

Afstanden b Z fra Pilleunderkant, -———
m Ik,

&

hvor b er Afstanden fra Midte til
Midte af de to Skraapzelebundter.

Fig. 75.

Hvis alle Pelene forudsezettes at have samme v-Kraft, findes

Peletrykkene:
A n? 1 n2
po el Mgl i

2nm T

= (1 i nl)

x er den vandrette Afstand fra O-
Punkt til Peel, positiv til hejre.

Sl

m(m2—1)

(2292)

Eksempel 8. Som sidste Eks-

empel skal her gennemregnes en
Pille, hvis Pzle er indspzndt for-

oven og forneden. Pillen har kun 4 =
to lodrette Pele af Leengde [ og
I, med den indbyrdes Afstand a;
Paelenes Tveaersnit er det samme.
Med den paa Fig. 76 viste Belast- ;
ning findes:

N

™2
Q
Lz

Fig. 76.
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/& o4
rx=a——-: .z2=1 5 L
.l,-——-all_l_lz, §III“I:+I: '
Seetter man: : (230)
vy 00 . =) ,
Wi e h
hvor i er Pzletveersnittets Inertiradius, findes:
Peeletrykkene:
I a
By et Gy e M n 3
b= e e iy
I P (230a)
DN =) st Sy s
il Ll e

Indspeendingsmomenterne i Pwlene foroven og forneden er:

3 *9 < = 2
Am}=fohQ A @+§“ JM»

M., e &+

M, L P e
ﬂ:+@43—M—1+ L%E.J

M., D T R I

II. Dobbeltplane, rumlige Pxlegrupper.

§ 69. Grundleggende Begreber. Ved en rumlig Pale-
gruppe forstaas en saadan, der er i Stand til at optage en
vilkaarlig Belastning; denne vil altid kunne reduceres til Kreef-
ter i tre faste paa hinanden vinkelrette Linier samt Momenter
om disse tre Linier.

At en rumlig Pzlegruppe er plan med Hensyn til en be-
stemt Kraftplan vil sige, at Krafter i denne Plan kun giver
Pillen Bevzegelser om Akser vinkelret paa Planen, d. v. s. at
alle Beveegelser foregaar i Planen.

Ved en dobbeltplan, rumlig Palegruppe maa man derfor
forstaa en rumlig Palegruppe, for hvilken der findes to Kraft-
planer, der igvrigt altid maa staa vinkelret paa hinanden,
med Hensyn til hvilke Pelegruppen er plan.

En Pwlegruppe, der er symmetrisk om to paa hinanden
vinkelrette Planer, maa altid vaere dobbeltplan, og det er saa-
danne Pelegrupper, vi her vil beskeftige os med. Vi vil til-
lige kun tenke paa Palegrupper, hvor de to Kraftplaner staar
vinkelret paa Pilleunderkanten. Denne vealges til XY-Plan, og
de to Kraftplaner til henholdsvis XZ- og YZ-Plan.

For en Kraftplan, med Hensyn til hvilken en Palegruppe
er plan, gelder alt, hvad der er anfort for de i §§ 61—68 be-
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handlede plane Pzlegrupper, idet der med Hensyn til Form-
ler henvises til §58.

§ 70. Pzlenes Healdningsvinkler; teenkte Peele. Idet vi
henviser til Fig. 54, skal vi definere folgende Vinkler:

Ved « forstaas en Pwls Vinkel med Z-Aksen.

Ved a., forstaas Vinklen mellem Z-Aksen og Pwlens Projek-
tion paa XZ-Planen; «. regnes positiv, naar den for aftagende
z giver aftagende x.

Ved «, forstaas Vinklen mellem Z-Aksen og Palens Projek-
tion paa YZ-Planen; e, regnes positiv, naar den for aftagende
z giver aftagende y.

For Pelegrupper med Pzle, der er simpelt understottet baade
foroven og forneden, geelder alle de i §§ 62 og 63 angivne
Formler, naar man indferer tge. og tg e, i Stedet for tg « for
Kreefter i henholdsvis XZ- og YZ-Planen.

Ligesom man for den plane Pxlegruppe indforte tzenkte Paele,
naar Pelene var indspeendt, vil vi her indfere teenkte Pale.

Naar en Pzl der er indspendt forneden, men simpelt un-
derstottet foroven (§35), faar en Forskydning vinkelret paa
sin Leengderetning, vil der fremkomme en Modstand herimod,
og denne Modstand vil ligge i en Plan gennem Palehovedet
vinkelret paa Pzlens Retning. Hvis man derfor i denne Plan
indforer to paa hinanden vinkelrette tenkte Pele, kan man
fjerne Indspeendingen. Den 1. tenkte Peel kan passende leg-
ges parallel med XZ-Planen; den faar da en Vinkel med X-
Aksen lig @.. 2. tenkte Pel faar da Vinklen «; med Y-Aksen
bestemt ved:

AT S (231)
COS @

Ved Vinklen a., vil vi forstaa Vinklen mellem Y-Aksen og
2. teenkte Pels Projektion paa XY-Planen. a., regnes positiv,
naar den for aftagende y giver aftagende z. ‘

Ved Vinklen «;, vil vi forstaa Vinklen mellem Y-Aksen og
2. tenkte Pwls Projektion paa YZ-Planen. ., regnes positiv,
naar den for aftagende y giver aftagende z.

Man finder:

tg etz = — Sin &z COS etz tg ay, 9231
tg Oz = — cosax tg ay. @ ‘l)

Svarende til Udtrykket:
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SEl a
u=—cos?e,
P
1

der i §64 indfortes for plane Pelegrupper, indfores her:

3EI
For 1. teenkte Pal: u = 353 cos% .
5 >
‘ o e J L
» 2 » ¥ lg—= ——C0S%x;.

Naar en Pel, der er indspzendt baade foroven og forneden
(§ 41), faar en Forskydning vinkelret paa sin Laengderetning
samt en Vinkeldrejning, vil der fremkomme en Modstand
herimod, der vil bestaa af en Transversalkraft og et Moment.
Som for den enkeltindspendte Pzl kan man her indfere to
paa hinanden vinkelrette tenkte Pzle, men her i en Plan
vinkelret paa Palen gennem dennes Midipunkt. Foruden
Modstanden fra disse tenkte Pzle vil en Vinkeldrejning frem-
kalde et Moment i Pwlen; dette Moment kan altid opfattes
som Vridningsmomenter i den virkelige og de tenkte Reeie)
og Resultanten af disse Vridningsmomenter vil altid veere et
Moment:

El
My =— ~ ®,
hvis Akse vil vere parallel med paagzldende Drejningsakse.

Vridningsmomentet i 2. teenkte Pzl vil sammen med Tryk-
ket 1 1. tenkte Pzl fremkalde Bgjningsmomenter i Pzlen i
1. teenkle Pezls Plan, og Vridningsmomentet i 1. tzenkte Pzl
vil sammen med Trykket i 2. teenkie Pzl fremkalde Bojnings-
momenter i Palen i 2. teenkte Paels Plan.

Vi vil ligesom for den enkeltindspzendte Pzl indfore 1. teenkte
Pel parallel med XZ-Planen, og finder samme Vinkler for de
teenkte Peele.

Svarende til Udtrykket

e 12E1 ‘rye 2
r=—— cos?e,
Sl

der i §66 indfertes for plane Palegrupper, indferes her:

For 1. tenkte Pal: r = l—i—fil COoS? ety
1 ‘): -
_12EI Halos

i » = cos? a.

T
o
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Ligesom man for en plan Pelegruppe finder de i §62 om-
talte to Hovedakser, finder man for en rumlig Pzlegruppe
tre paa hinanden vinkelrette Hovedakser. For de symmetriske
Pzlegrupper, som omtales her, vil I. Hovedakse falde i Z-
Aksen, II. Hovedakse i en vandret Linie i YZ-Planen, og IIL
Hovedakse i en vandret Linie i XZ-Planen. En Parallelfor-
skydning i en Hovedakse vil fremkalde en Parallelforskydning
i Kraftens Retning, og en Vinkeldrejning om en Akse, der skee-
rer vinkelret to Hovedakser, vil fremkalde et Moment med
Akse parallel med Drejningsaksen.

§ 71. Peeletryk. Disse findes ved Hjwlp af det i § 58 an-
forte og skal ikke nzrmere udvikles her. For Palegrupper,
hvis Pzle alle er parallelle, henvises til § 59.

I 88 56 og 60 findes gennemregnede Eksempler, hvor der
er givet Anvisning paa en let og overskuelig Maade at stille
Beregningen op paa.

[II. Sammenligning mellem @zldre Beregningsmaa-
der og eksakt Beregning, Dimensionering og Til-
nermelsesformler.

§72. /Eldre Beregningsmaader. Der findes i de forskel-
lige Haandbeger og Leerebeger®) om Fundering Regler for
Beregning af Pezletryk i Pealeverker; disse Regler er meget
forskellige, og ingen Steder finder man en almengyldig Udvik-
ling, det er altid mere eller mindre specielle Tilfelde, der be-
handles *#).

Grundreglen for de mange forskellige Beregninger er imid-
lertid denne, at Forholdet mellem en Skraapals vandretle og
lodrette Belastning skal vare lig Tangens af Pelens Vinkel med
den lodrette. Med denne Regel klarer man alt, idet Beregnin-
gen i hvert enkelt Tilfeelde udformes seerligt, i de fleste Til-
feelde saaledes, at der er Ligevaegt mellem de ydre Kreefter og
Pzeletrykkene, i andre Tilfeelde uden Hensyn hertil.

#) Se saaledes: Brennecke: Der Grundbau, 1906. — Engels: Handbuch des
Wasserbaues, 1914, — Schonweller: Fundering, 1912. — Liitken: Bro-
bygning I, 1914. — Hiitte: Des Ingenieurs Taschenbuch, 1919.

##) I den nye Udgave (1923) af Prof. Schonwellers Fundering er den af
Prof. A. Ostenfeld i Teknisk Tidsskrift 1921 Nr. 1 angivne Beregnings-
metode for Pwleveerker anfert i en lidt modificeret Skikkelse.
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Der skal nedenfor fremfores nogle af de bedste og mest
typiske Pzeleberegninger, der er fremsat, og det skal undersoges,
hvorledes de forholder sig i Forhold til den i denne Bog ud-
viklede rationelle Beregningsmetode.

1) Peleveerker med kun Lodpzle.

Da disse Peleverkers Beregning for Krefter parallelle med
Pzlene ganske falder sammen med Beregningen af et plant
Tveersnit, der paavirkes til Bgjning af en ekscentrisk Normal-
kraft, er de tidligere Beregninger heraf i Almindelighed fuld-
steendig korrekte. Hvis de ydre Krefters Resultant ikke falder
1 Paleretningen, fremkommer der en Bejning, der fordeles
over alle Pelene.

2) Pelevaerker med Skraapale, der alle haelder til samme
Side, samt Lodpele.

Palegruppen paavirkes af ydre Krafter, hvis lodrette Resul-

4 itant er R og hvis vandrette Resultant
Z vy
NV

er H. R fordeles over Pillen i en
trapezformet Trykfigur som den i

Fig. 77 viste. Hver Raxkke Pzle til-

r—; “ deles sin Del af denne Belastning,
saaledes at der bliver Ligeveegt

‘ mellem R og Peletrykkenes lodrette

eSS Komposant. Hvis man i en Rakke

kun har Lodpewle, optager disse di-
rekte deres lodrette Belastning. Paa
de Raekker, der indeholder Skraapezle, fordeles den vandrette
Kraft. Hvis man i en saadan Rakke vil optage en vandret
Kraft H,, bliver Trykket i Skraapalene: S, = H, cosec «.
Trykket i Lodpzlene bliver: S, = Q,— H, cotg @, hvor Q, er
den til paageldende Raekke svarende lodrette Kraft. Hvis S,
bliver negativ, maa man enten lade optage mindre vandret
Kraft i den Raekke, eller forbinde Skraapzlene og Lodpzlene
til Peelebukke, saaledes at Lodpaelene kan optage Traek. Anven-
des der Betonpzele, kan man lettere overfore Trzek i en Pl

Denne Fremgangsmaade findes hos Liitken og Engels. Prof.
Liitken tilfojer, at i Stedet for den anvendte Trapezbelastning
over Pillens Grundflade, ber man indfere Inertimomentet af
det samlede Peletvaersnitsareal med Hensyn til Tyngdepunkts-
aksen som afgerende for Kreefternes virkelige Fordeling over
de enkelte Pxlerzkker.

Fig. 77.
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Det er ejensynligt, at den Fejl, man begaar ved den anforte
Fremgangsmaade, er, at man regner med, at Palegruppens
O-Punkt er Tyngdepunktet i Pilleunderkant af det samlede
Pexeletveersnit og maaler Ekscentriciteten derudfra i Stedet for
at regne med Peelegruppens virkelige O-
Punkt. At Metoden er vilkaarlig, frem-
gaar deraf, at man indenfor visse Graen-
ser kan fordele den vandrette Kraft efter
Behag. Metoden kan derfor fore til gan-
ske misvisende Resultater, hvilket frem-
gaar af det i Fig. 78 viste Eksempel.

Palegruppen paavirkes af en Kraft R, -
der gaar gennem Pilleunderkantens Midt-
punkt. Hvis R’s lodrette Komposant er N
og vandrette Komposant H, findes Trykket +» 2 3 4
i Py, naar der er lige mange Lodpele i Fig. 78.
alle tre Reekker:

1) Efter gammel Beregning:
2= g— H cotg «,

hvor « er Skraapezlens Vinkel.

2) Efter den rationelle Beregning:

Pzzgl—chotga.
Hvis N = 10H og cotg « = 3,0 findes:
2,5
1) B, =4%H; 2)P,= é H.

Peeletrykket i P, er altsaa i Virkeligheden 2,5 Gange saa
stort som det, man finder efter den gamle Beregningsmaade.
Hvis man kun sewtter saa mange Lodpele i hver Reekke, som
der fordres efter den gamle Beregningsmaade, vil man finde

Joh = E—;’gle Peletrykket vil altsaa efter den gamle Metode

kun findes lig ca. !/, af dets virkelige Veerdi.
For Pzlegrupper med en eller kun faa Skraapale angiver
Prof. Schonweller en udmerket Beregningsmaade:
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[ Fig. 79 er vist en Pxlegruppe med kun een Skraapzl og
for Resten Lodpzle. Hvis Palegruppen
paavirkes af en skraa Kraft R, vil der
fremkomme et Tryk i Skraapelen.
Dette maa have en saadan Sterrelse S,
at dets vandrette Komposant er lig den
ydre Krafts vandrette Komposant; der-
ved er S bestemt, og ved at sammen-
seette S og R faas en lodret Kraft:

Rl — 1{; — S[ 5

for hvilken Lodpelene skal beregnes;
disse beregnes paa almindelig Maade efter Bgjningsformlen
for ekscentrisk Normalkraft.

Hvis der er flere Skraapeele, regner man, at disses Tryk
virker i deres Tyngdepunktslinie, og Beregningen gennemfores
derefter ligesom for.

Saalenge der kun er een Skraapal, er Beregningen fuld-
steendig korrekt, og saalenge Afstanden mellem de yderste
Skraapeele kun er forsvindende i Forhold til Afstanden mellem
de yderste Lodpele, giver den en god Tilnermelse.

En mere vilkaarlig Beregning angives hos Prof. Schonweller
for Pelegrupper med Palebukke, idet der her paa Forhaand
tildeles Pelebukkenes Trakpeel fuldt tilladeligt Traek.

I en rationel Beregning af en Palegruppe maa man helt
bort fra at regne med Pwlebukke og kun betragte saadanne
som en Foranstaltning, der geor del muligt at optage Traek i
Pzlene. Dog kan man ved specielle Udformninger af Piller
komme saa langt bort fra Forudsetningen om, at Pillen er

uendelig “stiv i Forhold til Pelene,

i \ at man bliver nedt til at gaa over
til en saadan Betragining som at tale
~ B8 /I [~

Fig. 79.

om Pzlebukke, hvis man da ikke vil
regne Pillen og Paelene ud efter Elasti-

citetsligningerne.
I Fig. 80 er vist en saadan Pille.
» Stykket AB er den egentlige Pille,
medens BC er en tynd Plade, der kun tjener som Anker for
Jordtrykket paa Spunsveeg og Pille samt til at give en foreget
Belastning til Formindskelse af Trakket i Pzlebukkenes Lod-
pele. Imidlertid vil man her i Europa i de fleste Tilfelde

F.g. 80.
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foretraekke at gore Pladen BC saa tyk, at man kan regne
hele Stykket ABC som uendelig stift, medens den almindelige
amerikanske Praksis er, at BC er en Temmerunderbygning,
der fortseettes ind under Kajmuren AB (se Fig. 16).

3) Pewlevaerker, der indeholder baade Lodpzle, fremad hel-
dende og bagud heldende Skraapele.

Fremgangsmaaden skal illustreres al et Eksempel.

a:
6 l \
/ ol
SR e T
Fig, 81.

I Fig. 81 b er vist en Kajmur, der er undersiottet med en
Spunsveg P, og 5 Paxle P, —P;. Den lodrette Belastning er
vist i Fig. 81a, som angiver Fordelingen over Pillen. Den
vandrette Belastning er H lig 1—5 i Fig. 8l c.

Forst fordeles den lodrette Belastning over Spunsveg o8
Trykpeele paa den i Fig. 81 a viste Maade, Belastningsareal 1
optages af P; o.s.v.

Dernzest foretages en Oplosning af den vandrette Kraft paa
den i Fig. 81 ¢ viste Maade:

1—1’ afsmttes lig den lodrette Belastning i Py og 1'—2 teg-
nes parallel med P; 2—2', 3—3' og 4—4" er lig den lodrette
Belastning i henholdsvis P,, P; og P, og 2'—3, 3'—4 og 4—%
er tegnet parallel med henholdsvis- Py, Py 0g P,. Gennem 5
tegnes en Linie parallel med de to parallelle Traekpele P; og Py,
og denne Linie skarer 4'—5' i Punkt 5. Pxletrykkene er da:

1P, 1—2 iP, %3, iP, 3—4, i P, 4—5 og i P; og P
4 (=5,

Man vil umiddelbart se, at Pillen ved denne Kraftoplesning
ikke er i Ligeveegt, hvilket ikke har forhindret Metodens hyp-
pige Anvendelse, selv ikke hvor Pillen kun indeholder tre
Pwxle og saaledes er statisk bestemt, og Peletrykkene saaledes
entydigt bestemt ved den enkle Fordring, at Pillen skal veaere
i Ligevaegt. Dette kunde man vel opnaa ved at jonglere noget
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med Pwletrykkene, men det er det lypiske ved mange aldre
Pzeleberegninger, at man her har set bort fra den for Statiken,
d. v. s. Ligevegtsleren, saa vigtige Fordring om Ligeveegt.
Hvis man ved en Palegruppe, hvis Pwle ikke kan optage
Treek, ser bort fra Fordringen om Ligevaegt, vil man meget
let kunnne komme til det Resultat, at den i Fig. 28 viste Pzele-
gruppe belastet med den der viste Belastning, faar Tryk i
alle Pxlene, medens Belastningen i Virkeligheden slet ikke
kan optages.

4) Paletrykkene beregnes ved en grafisk Oplosning i Peele-
retningerne.

Som nzevnt i Indledningen er der i Hiitte III. LTSS O T
angivet en Metode til Bestemmelse af Paletrykkene i en Pale-
gruppe med tre Paele-
retninger.

I Fig. 82a er vist en
saadan Peelegruppe,
der angribes af en
ydre Kraft R, i Fig.
o 820D er Oplesningen
i vist.

R opleses i P:ele-
retningen 1 og Hjeelpe-
linien L, der treekkes fra R’s Skeeringspunkt med Tyngdepunkts-
linien for Peleretning 1 (paa Figuren er kun vist een Pal) til
Skeeringspunktet mellem Tyngdepunktet for de to andre Pzle-
retninger. Komposanten efler L oploses atter efter Pzleret-
ningerne 2 og 3, og Trykkene i de tre Pzleretninger bliver
1, 2 og 3, vist i Fig. 82b. Indenfor hver Pwleretning deles
Trykket (i Retning 3 Traekket) ligeligt over Palene.

Denne Beregningsmetode betyder et overordentligt Fremskridt
fra den under 3 naevnte; her er dog altid Ligevaegt, og hvis
R gaar gennem Pzlegruppens O-Punkt, er Metoden korrekt,
og dette vil i de i Praksis forekommende Tilfelde nogenlunde
vere Tilfeldet. Hvis der kun er een Pzl i hver Retning, er
Metoden altid korrekt; Pillen er da statisk bestemt.

Fig. 82.

§ 73. Dimensionering og Tilnsermelsesformler. En di-
rekte Dimensionering af en Palepruppe kan der aldrig veere
tale om; der er saa mange Ting at variere paa, at man er
ngdt til forsegsvis at fastslaa nogle Ting for saa ved Dimen-
sionering at bestemme Resten.
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I det folgende skal der gives nogle praktiske Vink og Til-
nermelsesformler, hvorved man kan blive i Stand til at fore-
tage en forelobig Dimensionering; bagefter en saadan ber
man altid foretage en npjaglig Beregning af Peletrykkene for
derved at afgere Pelenes endelige Antal og Placering; ved
den endelige Beregning finder man de storste Pewletryk, naar
man kun belaster med de ydre Kreefter, der for paageldende
Pzl giver Tryk med samme Fortegn, se herom (202) i § 62.

For vi gaar over til almindelige Dimensioneringsformler,
skal der henvises til § 68, hvor der er angivet faerdige Peele-
tryksformler for nogle specielle Palegrupper.

En gammel Regel, der nesten er klassisk, siger om Bereg-
ning af et Fundament, at det skal have Sikkerheden 1,5 mod
Veeltning om forreste Kant, hvilket vil sige, at Momentet om
forreste Kant af de lodrette Kraefter skal veere 1,56 Gange Mo-
mentet af de vandrette Kreefter; denne Regel, som er opstil-
let og gelder Fundamenter, der staar direkte paa Jord, har
man uden videre overfert paa Paleveerker saaledes, at man
skulde have 1,5 Gang Sikkerhed mod Vzltning om forreste Pzl.

At en saadan Smtning ikke kan opstilles almindeligt for
Paxleveerker, er vist af Prof. Schonweller®). )

For imidlertid at faa en til denne Swtning svarende Sik-
kerhed for Pzlevaerker kan man sige folgende:

Naar Pwlene i en Pxlegruppe ikke kan overfore Trak (eller
kun en enkelt Pzl er i Stand dertil), maa man kunne multi-
plicere de af de til Vzltning virkende Krefter, hvis Bestem-
melse er tvivlsom (serlig Jordtryk) med Sikkerhedsgraden og
kunne optage de saaledes fastsatte ydre Krefter uden at faa
Traek i nogen Pl. (Se Punkt5 i Slutningen af denne Paragraf).

Selv naar Pxlene i en Palegruppe kan overfore saavel Traek
som Tryk, er der dog god Grund til udover at kreve den
seedvanlige Sikkerhed ved Fastsattelse af tilladeligt Paeletryk
at kraeve nogen Sikkerhed mod Veeltning (forstaaet som oven-
for), idet der nemlig i en saadan Pelegruppe vel er Propor-
tionalitet mellem de ydre Krafter og Pzeletrykkene, men det kun
er nogle af de ydre Krefter, der er usikre og derfor ber forhgjes.

Vi vil i det folgende, hvor intet andet er navnt, tale om
plane Pwlegrupper, da det er det mest almindelige forekom-

mende Tilfzelde.

#) Schonweller: Fundering 1923,
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Ved de angivne Dimensioneringsformler er det forudsat,
at alle Pelene har samme v-Kraft.
1) Alle Pzlene er parallelle.
For en saadan Pewlegruppe geelder som tidligere sagt for
Krazefter parallelle med Pelene den almindelige Bojningsformel:
N, M

- —.

R
Rl

Hvis der findes m Reekker Lodpezle med k i hver, og Reek-
kerne alle har samme Afstand a, findes:

257 M
— = —+ = — =0 20)
km 4 akm (m+1) (232)

Prazx

Her kan man variere k, m og a; fastslaas der et tilladeligt
Pzletryk, og fastseettes k og den ene af Sterrelserne a eller m,
er dermed den anden givet.

Det ses umiddelbart, at man udnytter Palene bedst, naar
() virker i Palenes Tyngdepunktslinie. For varierende Be-
liggenhed af () maa man sorge for, at Palenes Tyngdepunkts-
linie ligger mellem (Q’s Yderstillinger, bedst saaledes at de til
Yderstillingerne svarende Peweletryk er lige store.

Hvis Pelegruppen paavirkes af to Momenter, M, og M,, der
ligger i to paa hinanden vinkelrelte Planer (svarende til skeev
Bgjning af et plant Tveersnit), findes:

G W LM Sl E B L e
km = lakm(m+1) I} aymk (k1)
hvor a, er Pelenes Afstand i Reekkerne.

Hvis Peelegruppen paavirkes af Kreefter, der ikke er paral-
lelle med Palene, kan Kraefternes Resultant oplgses i en Kom-
posant i Peleretningen og en Komposant vinkelret herpaa.
Denne sidste maa optages af Palenes Indspending.

Er Pelene kun indspendt i Bunden, opleses Kraefternes
Resultant i dens Skeeringspunkt med Pilleunderkanten. Den
paa Pwlene vinkelrette Komposant optages ligeligt af alle Pze-
lene ved Bejning i disse.

Er Pwxlene indespeendt baade foroven og forneden, opleses
Kraefternes Resultant i dens Skeringspunkt med en Plan gen-
nem Pelenes Midtpunkt. Man er da paa den sikre Side, naar
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man lader den med Pwmlene parallelle Komposant optage af
disse i Normaltryk uden Hensyn til Indspendingen og sam-
tidig regner med et Indspandingsmoment i Palene:

My=M, + T3 1
(232h)
Is, M 2
hvor M, =— Fs. Syt l
S1 =Y

T er den paa Pwmlene vinkelrette Komposant divideret med
Pzaeleantallet.

I og F er den enkelte Pewls Inertimoment, s, og s, dens
Sammentryknings- og Indspandingslengde, M det Moment,
der fremkommer, naar den med Pzlene parallelle Komposant
flyttes til disses samlede Tyngdepunkt, og y er Palenes Af-
stand fra den Linie i Pilleunderkanten, om hvilken M giver
Bojning.

2) Pelegruppen indeholder kun to Paleretninger.

a) Palene er simpelt understottet.

: ; ak 1
Den ene af de to Pealeretninger har HmldmngenT og den
ny

: 1 :
anden Haeldningen P I den ene Pealeretning er der my

2
Reekker Peaele med ky i hver, og Raekkerne har alle samme
Afstand a,; i den anden Peleretning har man de tilsvarende
Veerdier my, ky og a,, Pwlegruppen angribes al en lodret
Kraft ., en vandret Kraft ., begge gennem Pwmlegruppens
O-Punkt, d.v.s. Skeringspunktet mellem de to Pwleretningers
Tyngdepunktslinier, samt af et Moment M (se § 10, Punkt 2).

R ; 1
Forste Peeleretning ‘\Hm}dmng :
Jii

p B sllin,, 1 P L L 1
LSS VR T RS L Tl
1 g KNy ny - ny Kyny

ba, (m; — 1) )

atkymy (m; —1) + a; kam, (m; —1)

+ M

= . l ,‘)‘J'
Anden Pwleretning | Heldning — \ (233)
Ny /
ny 1 T
‘nybn, kymy YU ng-bn, kyms
6a, (m, —1)
+ M : (0

aikymy (m;—1)4-a;kym, (m; —1)

I)lmux = (‘)

16
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En Dimensionering af en saadan Palegruppe kan man pas-
sende begynde med Fastsattelse al Palenes Heeldninger, og
disse maa helst vaelges saaledes, at Resultanten af de ydre
Krefter til ingen af Siderne bliver mere skraa end Pamle-
retningerne. Man maa dernzest fastslaa Paelenes tilladelige
Maksimumstryk. Hvis man i forste Omgang ser bort fra
Momentet og til Gengeeld seetter P, lig et Tryk, der er lavere
end det tilladelige Tryk, efter Sken i Forhold til, hvor stort ‘
Momentet kan blive, kan man direkte af Formlerne bestemme
kym; og k,m, og skensvis fordele Pelene i Reekkerne; derefter
i kan man ved Momentets Bidrag til Peeletrykkene, der jo maa |
dil 3 veere lig Forskellen mellem det tilladelige og det valgte Pale-

tryk, bestemme @, og «,. Hvis disse enten bliver for store

G| eller for smaa, maa man fastsette det valgte Peeletryk, der

Q" svarer til M = 0, henholdsvis mindre eller storre, eller fordele |

(,‘ Pwlene i flere Raekker. Jo mere man er Herre over Pamlenes |
Placering, des mindre Indflydelse faar Momentet.
i Det kan veere, at andre Maader i1 visse Tilfaelde forer hur-
i tigere til Maalet, men i alt Fald vil man ret hurtigt kunne
dimensionere en saadan Pealegruppe. Den forste Dimensione-
ring uden Hensyn til Momentel kan ogsaa foretages som en
grafisk Oplesning. !

Hvis den ene Pwleretning er lodret, f. Eks. n, =00, bliver
Peletryksformlerne simplere, nemlig: 1

B n, oy ’ ;()ax (=1 A
AT ST a; kymy (m? — 1)--a? k,m, (m; —1)

Y 6a, (my, — 1) l
- ajkymy (m}— 1) 4 al kymy (m; —1)

(233a)
1 e Iy
font, ok,

Hvis der yderligere kun findes een
Reekke Skraapeele, bliver Formlen
endnu simplere, denne er angivet i
Eksempel 6, § 68.

b) Peelene er indspzendt i Bunden.

Vivil kun her behandle en om en
lodret Linie symmetrisk Paelegruppe.

Pwlegruppens O-Punkt O, kan fin-
des som det Punkt, hvorigennem |
Pelegruppens Reaktion overfor en
vandret Bevagelse gaar.

|

—- P T —— T
o T ey ==
gz
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Ved- en saadan Bevagelse 1 vil der fremkamme Normaltryk
i Pwelene med en vandret Resultant 2v lg2e gaaende gennem
Pkt. O, Skaeringspunktet for de to Paeleretningers Tyngdepunkts-
linier. Desuden vil der fremkomme Transy ersalkreaefter i Palene,
og disses Resultant er vandret og lig Su og gaar gennem del
paa Figuren viste Pkt. O;.

Hvis man satter:

EF

v Sy Fs -
0 i TRl
!; s.'i

1

findes Afstanden y mellem O og O, af Ligningen:

i 7,.,1‘,‘[_1 —=gzy= b|n 1 s
1 n? n
‘ (223bh)

(14 n?)n
7 n

Man vil se, at saasnart Pelenes Hezeldning og b er fastslaaet,
Og samtidig er Pwxletrykkenc

m som i Formlerne

y=>ob

er y bestemt og dermed Pkt 0.

hestemt ved de samme Storrelser a, k og

(233), idet en vandret Kr aft Q. gennem Pkt. O; dels optages af

Skraapaelene, nemlig med Q- }‘1 -t og dels af Indspandin-
HhsgeLs

2

. n
(6 8 o llelnl]” m ed ()1 : 5
D N > 9
71 n-

man har da tilnermet:

il n V1
T o
lnm:c — ()5 9kem +(‘ 9]“" 71 _{- n®
4+ M Som —:]31) (zi—y)P \
7 s et
km (a (m?2 —1) + T ,,-:‘,)
Transversalkraften i Pealene er tilnzermel: (233¢)
il n?
] ‘:()x =
T=C5km "y, + 2
6 :,‘J—'— y.
71 Y1+ n?

+ M : - 3
2 (m? y* (ze—y)* )
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2km <a (m* —1)+F Loe il )
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¢) Pelene er indspendt baade foroven og forneden.

Dette Tilfzelde behandles paa samme Maade som ovenfor,
idet man her blot skal tilfgje Pwmlenes Transversalkrefter j
Pelenes Midte og derfor skal selte:

1 s
zi=Db (n—k;) L 21 secw 08
EF
% S A 71 . ;
L} BT \gseg)
st
4l |
kWl Herved findes:
G n?
g 1= 4 :
4 gt
]
]é‘{ Udtrykkene for Pewletryk og Transversalkrefter er ganske
| by som (233c).
i1 \ Bgjningsmomenterne i Pillen er:
g4y : Gy
] M= M+ T—=; hvor
Y FRT
1 Is, 12M - (233e)
! \l 4‘[.@ = 9 4 ( ;

e e y? (z:—y)?
25 i p A (s : Th, 2! o i
2km <a (m 1) {—17{?”2 | ¥l ”,))

3) Palegrupper med tre Peleretninger.

a) Med serligt Henblik paa Bolverker.
IA . Vi betragter kun her Pwlegrupper med simpelt understottede
iF 1 Eeeles
‘\" ‘ Her vil Formlerne (223) § 68 komme i Anvendelse.

Hvis der kun er 1 Pzl i hver Retning, er Formlerne eks-
akte; hvis der derimod er flere Pwle i hver Retning, maa
man som P, P, og P, i Fig. 69 regne med Tyngdepunkts-

1 linierne for de tre Paleretninger (se forrige Paragral Pkt. 4),
i men i dette Tilfzelde giver Formlerne kun en Tilnermelse,

’ idet der er set bort fra et eventuelt Moment, d. v. s. at man
' regner, at den ydre Kralt gaar gennem Pwlegruppens O-Punkt.
Hvis man er ret frit stillet med Hensyn til Peelenes Placering,
vil man ved en ngjagtig Beregning kunne omplacere Pelene,
saaledes at Pwlegruppens O-Punkt kommer til at ligge i Neer-
heden af den Linie, hvori den ydre Kraft virker, hvorved
Paleantallet ikke behover at variere; og man vil i de fleste
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Tilfzelde ikke faa fornuftige Pzletryk, uden at dette vet nzer
er Tilfeldet.

Sely om Tilnsermelsen saaledes ofte vil give det rigtige Pale-
antal, ber man dog aldrig undlade efter Dimensioneringen at
eftervise Pwletrykkene ved en nejagtig Beregning.

b) Med swerligt Henblik paa Bropiller

«) Pelene er simpelt understottede.

Bropiller vil saa godt som altid vere symmetrisk om en
lodret Linie. Man ber altid placere
Lodpzelene saa langt fra hinanden &
som muligt, da de derved bliver godt
i Stand til at optage et Moment. { }p..—._g

En saadan Pille er vist i hos-

staaende Fig. 84.

Hyvis de parallelle Skraapzle i den |
ene Halvdel af Pillen ikke har seer- |
lig stor Afstand, d. v. s. at a ikke
er ret stor, kan man ved en fore- :

lgbig Dimensionering regne med fol-
gende Fordeling af Krefterne: Fig.

En lodret Kraft Q. optages ligeligt af alle Pzlene.

En vandret Kraft Q. optages udelukkende af Skraapwlene;

dette geelder eksakt.

Et Moment optages udelukkende al Lodpzlene.

Denne Fordeling al Belastningen ber man altid ved saa-
danne Piller tilstreebe ved at gore Afstanden a mel]em Skraa-
pelene lille, da disse baade bliver paavirket af Q: og Q., me-
dens Lodpzelene kun bliver paavirket af Q. og saaledeb ran-
skeligere kan udnyttes.

Paa denne Maade er del ikke sveert at finde de passende

»eeleantal, for derefter ved en nejagtig Beregning at bestemme
Peaeletrykkene.

Det sker dog, serlig hvis Palegruppen indeholder mange
Pwle, al man ikke kan samle Skraapzlene saaledes som her
forudsal. I saa Tilfzlde er Kraftfordelingen ikke saa klai
idet man maa regne med, al Skraapwlene ogsaa bliver paa-
virket af Momentet. Ved en forelgbig Dimensionering tager
man Hensyn hertil ved al fastslaa et lidt mindre tilladeligt
Tryk i Skraapalene.
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Da Pelegruppens O-Punkt ligger i Skeeringspunklet mel-
lem de to Skraapeleretningers Tyngdepunktslinier, vil man
se, at det er heldigt at placere Skraapzelene saaledes, at O-
Punktet kommer til at ligge i Nerheden af den vandrette
Linie, hvor Q. virker. Dog skal man ikke for at opnaa dette,
hvis Q. ligger meget hejt, give Skraapwlene en altfor lille
Hzeldning, da det altid betaler sig al optage noget Moment
i Lodpelene for at udnytte disse lige saa meget som Skraa-
peelene.

Se iovrigt Eksempel 2—6 1 §68.

Da en Bropille ofte skal kunne optage vandrette Kraefter
baade paa langs og paa tvers af Broen, vil man i saa Til-
felde veere nedt til at ramme Skraapzle baade i Broens Tveer-
retning. og Leengderetning. Hvis ovenstaaende Fig. 84 fore-
stiller en Bropille set i Broens Laengderetning, kan de der
viste »Lodpeele« veere Skraapele 1 Broens Leengderelning. Her
faar man endnu en Fordel ved at ramme disse yderst i Pil-
len, idet man derved gor Pillen i Stand lil al optage el starl
Vridningsmoment (se naermere herom i 3. Afsnit, Side 197).

B) Pmlene er indspendl (enten kun forneden eller
haade foroven og forneden)
Her kan ligesom for Pelegrupper med kun 2 Peeleretninger
findes det Stykke y, som Palegruppens O-Punkt kommer til
at ligge lengere nede, end hvis Peelene var simpelt understotiet:

e ke b
Lo i k: <:( Lt n>
- . (234)

=
; B
(y + n?+ k‘ (1 4+ n?

hvor k, er Skraapalenes og k; Lodpalenes Antal.

Man kan da regne med folgende Fordeling af Kreefterne,
hvorved man er paa den sikre Side:

En lodrel Kraft, Q., optages ligeligt i Normaltryk i alle

Paelene.

En vandret Kraft, Q., optages dels al Skraapaelene, dels al

‘Peelenes Indspendinger.
Den Del, der optages al Indspzndingerne, er:
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\)’1 — \,).r ;'l S
(y + n» + ]‘_[ (1 + n?
Den Del, der optages al [ndsp;m\(lingerne, er: (234a)
4 (1 Y
G+ w2 + 0

Indspeendingsmomenterne i Peelene er da:

Paelene kun indspzndt forneden:
$1

et + ks ;
& b . . (234h)
P:welene” indspendt baade foroven og forneden:
1” = Sy "

2(1\“( —‘}’— ]\"_q) =

Et Moment, M, optages udelukkende al Lodpalene.

Der fremkommer dog lillige folgende Indspeendingsmomen-
ter 1 P=lene:

>selene kun indspendt forneden:
Z18y M

’ ! (234c¢
Te-iotkes v 3172 ( c)

jw =

hvor y_er Afstanden fra Pillens Midte til Lodpwlene.
seelene indspendt baade foroven og forneden:

Igo —[S 1

' o} s

M=M|—=—<3 Tzt e | (234d)

Fs,Sy?— 20k + k) v3y°, S

1) Prlegrupper, hvis Pale alle gaar gennem samme

Punkt. (Pwlene indspendl forneden).

En saadan Pille er, hvis

>eelene var simpelt under-

stottede, bevegelig, og derfor

o AN . - .
GG, 2 vil Pzelenes Indspwending ikke
¢ 1 \ .

ik 0;‘\ H A her, som ved andre Piller,
I

veere af sekundeer Betydning,
men vaere af afgerende Be-
tydning for Pelenes Stabili-
tet og maa derfor medtages.

Naar en saadan Pille er
Fig. 85. symmetrisk om en lodrel
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Akse, kan man opstille folgende Tilnermelsesformler, se § 18
Punkt 3:

Naar Pzlenes Antal er m, og de angribes af en lodret Krafl
Q. i Symmetrilinien, en vandret Kraft Q. i Pilleunderkanten
samt af et Moment, findes Peletrykkene:

COS « &x s
= i M—.- (235)
2 cosf e 2t

P= Q.

Den vandrette Komposant af Transversalkraften i Paleho-
vedet er:

Q= | a1

T coso = - . (235a)
m t Zam It

Ved en forelebig Beregning kan man swxtte:

01, 6M

I) o - - -3 235}))
mat = 'm ' am{m -+ 1) :

hvor a er Palenes indbyrdes Afstand.

Ved Hjelp af disse Formler gennemfores en forelobig Di-
mensionering let.

5) Pelegrupper, hvis Pwele ikke kan overfore Trak.

Hvis Resultanten af de ydre Kreefter ligger saaledes, at den
overhovedet kan optages af Palegruppen, maa man forsl
skonne, hvor mange al Pwlene, der er virksomme, d. v. s.
faar Tryk, regne igennem og eventuelt regne om, hvis del
skennede har vist sig at veere forkert; Gennemregningen fore-
gaar efter de ovenanforte Regler. Se iovrigl nzermere § 8.
De tilladelige Yderstillinger for den ydre Kraft i en saadan
Peelegruppe er anfort i § 8 (se Fig. 28), hvorafl fremgaar, at
der ikke maa findes noget Punkt i Kraftlinien, der har alle
Pzlene il samme Side.




RETTELSER.

o § . st 155t
Side 44, Formel 3), ¢ = SEL e lRs i —— SEL con
g o ke Er
» 50, Linie 15 f. o, 5 cos? «, »: cos?a.
> 5b, Formel (18), + J(Zv — 3v tg® a)? + 4 (Svtg ),
lees: + 3 Y(Sv — Svtgta)? + 4 (Svtg ).
» 57, Linie 4 £ o, M=— Rifs =— Rof:, 1s: M —R:f.—Rifi-

62, » 11 f.o., »some er faldet ud.
64, » 12 f. n., Svx og v gelder kun for Skraapeelene.
65, » 20 f. o, Side 17, lees: Side 57.

69, nwestsidste Linie for § 11, ¢ = 0 Iess =1,
leos: Mo=M,— T2

97, Lin. 10g2 f.n, Mo=M,—T 3, 5

Do

“w

s s
My=M,+ T Mu= M+ T

o

117, » 10 f. o., »i en« skal udelades.

117, » 8f n., »Syidenne Linie;« lees: »Syr; denne Linie,«.

118, » 1 f. o, »Ellipsoide«, lws: »Ellipsoide (Retnings-
ellipsoide, se § 6, Pkt 5)«.

119, » 5 f. 0. yi 08 Yo, lees: yi 0g b

141, » 3 f n., Nulmomentets Plan, lses: Nulmomentets
Akse.

153, » 8 [ n., En lodret Bevagelse, » : En vandret Be-
vaegelse.

153 0P bEor e

2n vandret Komposant, lzes: En lodret Komposant.

» » » » + » vandret N
156, » 10 f. o, ... —(Zvtga:lg ey ..., lees :

. — 3w tg axlg ay-x ...
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