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Forord.

De smaa Forhold, hvorunder vi i saa mange Henseender 

arbejde i Danmark, gjöre sig i hoj Grad gjældende med 

Hensyn til Arbejder, der tilsigte at fremme Undervis­

ningen i Fag, der maae tælle et indskrænket Antal 

Dyrkere. Sandsynlighedsregningens Behandling støder 

tilmed paa den Vanskelighed, at Undervisningen deri 

for Nogle maa indskrænkes til de mest elementære 

Udviklinger og Anvendelser paa Spil, Livrenter, Livs- 

forsikkringer m. m. (jfr. de af Overskoledirektøren ud­

givne Meddelelser angaaende Skolelærer-Examen 1861), 

medens den for Andre hviler paa vanskelige mathematiske 

Theorier, hvilket for Ex. gjælder om de Studerende ved 

Universitetet, der forberede sig til Magisterkonferens i 

Mathematik, Astronomi eller Physik. En Bog, der satte 

sig blot eet af disse Formaal, vilde neppe kunne erholde 

noget synderligt Publikum; ved derimod at forene begge 

Formaal i en kort Fremstilling, tör man haabe, at paa 

den ene Side de, der attraae det Mindre, ved nogen 

Vejledning kunne finde sig tilrette i hvad de behøve, 

paa den anden Side de, der fordre Mere, erholde en 

Ledetraad, der kan tjene til Grundlag for videregaaende



Studium, og at derhos de ikke faa Studerende, som nu 

beskjæftige sig med de mathematiske Discipliner, er­

holde lettet Adgang til et begrændset Bekjcndtskab med 

et vigtigt Afsnit af Mathematikken.

Jeg tör ikke liaabe, at Vanskelighederne ved dette 

Arbejde ere overvundne. Hvor Fordringerne have 

været stridende, har jeg- foretrukket den exakte Frem­

stilling for den populære, da det dog tilsidst er igjen- 

nem en exakt Udvikling, at Kundskaben udbredes sik- 

krest, ora end tillige langsomst. Ved Fremstillingen af 

de mindste Qvadraters Methode tör jeg ikke vente, at 

min Mangel paa Praxis har været uden al Indflydelse 

paa den theoretiske Udvikling; men kunde Gangen og 

Formen i Fremstillingen end have været heldigere, saa 

haaber jeg dog i ethvert Tilfælde, at det Meddelte skal 

være klart og brugbart ved et første Studium.

Mai 1864.



Sandsynlighedsregning.

Historie og Litteratur.

Sandsynlighedsregningens Historie giver et smukt Exempel 

paa, hvorledes der af tilsyneladende underordnede viden­

skabelige Betragtninger kan udvikle sig store og smukke 

Resultater af almindelig Gyldighed og gjennemgribende 

Betydning; thi den har sin Rod i Spörgsmaal hentede fra 

Spillebordet og den hjælper os til at udgranske Naturens 

og den sociale Samfundsordens Love.

Man havde allerede længe vidst, at Risico og Gevinst 

i Spil maalte staae i vist Forhold til hinanden efter de 

Omstændigheder, der vare gunstige eller ugunstige for 

Spilleren, men det var først Fermat (1601 —1665) og 

Pascal (1625—1662), som underkastede disse Spörgsmaal 

en exakt Behandling og løste vanskeligere Problemer af 

den Art. De besvarede det Spörgsmaal, hvorledes to eller 

flere Spillere skulde dele Indsatsen, naar de vilde standse 

Spillet inden det var sluttet, og da denne Deling maatte 

ske i Forhold til hvers rimelige Udsigt til at vinde, saa 

blev Opgaven disse Sandsynligheders nøjagtige Bestem­

melse, og de løste den hver paa sin Maade, Fermat mest 

almindelig ved Kombinationslæren.

Huyghens (1629—1695) samlede de forskjællige hidtil 

løste Problemer og tilføjede nye, i et Værk kaldet: de 11a- 

tiociniis in ludo aleæ 1657, der kan betragtes soin det 

første Værk over denne Materie. Derefter have Hud de, 

i
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Witt og Halley (1656—1742) anvendt Theorien paa Men­

neskelivets Forhold; den sidste konstruerede den første 

Dødelighedstavle. Jacob Bernoulli (1654—1705) opstil­

lede og løste forskjællige Problemer og gav en ny og 

grundigere Theori, støttet dels til Læren om Kombina­

tioner, dels til Binomialformlen, udkommen 1713 ved hans 

Neveu Nicolas Bernoulli under Titel af: Ars conjec- 

tandi. Han fandt, som han siger efter 20 Aars Drøftelse, 

Beviset for den höjst vigtige Sætning, hvorefter ved et stort 

Antal Forsøg eller Iagttagelser Forholdet imellem de ind­

trufne eller iagttagne Begivenheder stedse nærmer sig mere 

til Forholdet imellem Sandsynlighederne for dem, jo flere 

Forsøg der gjöres eller jo flere Iagttagelser der anstilles. 

Omtrent samtidig udkom Montmort essai sur les jeux 

de hasard (2Udg.1714) og Moivre doctrine of chan­

ces, det sidste 1711 i philos. transactions under en anden 

Titel, men i de tre selvstændige Udgaver (1718—38—58), 

dette Værk i udførligere Skikkelse oplevede, har det den 

nævnte Titel. Moivre (1667—1754) anvender ikke blot 

Kombinationstheorien, men ogsaa rekurrente Rækker og 

lineære Differensligninger med konstante Koefficienter. I 

Anledning af Jac. Bernoullis Theorem undersøger han Sand­

synligheden for, at Afvigelsen imellem de to Forhold (imellem 

Begivenhedernes eller Forsøgenes Antal paa den ene Side 

og deres Sandsynligheder paa den anden) ligger indenfor 

visse givne Grændser. Denne Undersøgelse er mærkelig 

dels ved Anvendelsen af Stirlings Fremgangsmaade for 

en approximativ Beregning af Produkter af meget store 

Tal, dels ved sit Forhold til Sandsynlighedsregningens vig­

tigste Udvikling i den nyeste Tid. Nu følger en Række 

Forfattere, der især fæste Opmærksomheden paa Sandsyn­

lighedsregningens Anvendelse paa forskjællige Forhold i 

Befolkningen, med Hensyn til Fødsler, Ægteskaber 

og Dødelighed, saasom Deparcieux, Kerseboom, 

Wargentin, Simpson, Süssmilch, Baily og Duvil- 

lard, der have givet Formler til Beregning af Livrenter 

og Livsforsikringer. Daniel Bernoulli lærte at
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s k jæ ln e im e l l e m  d e t m a th e m a t i s k e H a a b  o g  d e t m o r a l s k e  

H a a b , h v i lk e t s id s t e h a n  o g s a a  f o r s ø g te  a t u n d e r k a s t e  e x a k t  

B e r e g n in g .

H id t i l h a v d e m a n a f d e b e k je n d le C h a n c e r f o r h v e r  

B e g iv e n h e d  b e r e g n e t S a n d s y n l ig h e d e n  f o r d e n s I n d t r æ d e n ;  

B e r n o u l l i o g  M o iv r e h a v d e t i lm e d v i s t , a t a f e n s to r  

M æ n g d e  B e g iv e n h e d e r m a a t t e  A n ta l le t a f d e e n k e l t e  B e ­

g iv e n h e d e r s t e d s e  n æ r m e  s ig  t i l P r o p o r t i o n a l i t e t m e d  d e r e s  

S a n d s y n l ig h e d e r . B a y e s v i s t e ( P h i lo s , t r a n s a c t io n s 1 7 6 3 ) ,  

h v o r l e d e s m a n  a f e n  l a n g  K æ k k e  g jo r t e  F o r s ø g  e l l e r I a g t ­

t a g e l s e r m e d  R im e l ig h e d k u n d e s lu t t e s ig t i l e n  v i s b e -  

g r æ n d s e t S a n d s y n l ig h e d f o r B e g iv e n h e d e r n e s i n d t r æ f f e n ,  

s a m t b e d ö m m e , h v o r v id t d e  i n d t r u f n e  B e g iv e n h e d e r s k y ld e s  

b e s te m te  A a r s a g e r .

L a p la c e  ( 1 7 4 9 — 1 8 2 7 ) s a m le d e  d e n  h e le S a n d s y n l ig ­

h e d s r e g n in g s  T h e o r i i F o r e d r a g  v e d l ’é c o le  n o r m a le 1 7 9 5 ,  

h v o r t i l s lu t t e d e s ig e s s a i p h i lo s . s u r l e c a l c u l d e .  

p r o b a b i l i t y  ( 6  U d g . 1 8 4 0 ) u d e n  A n v e n d e l s e a f m a th e ­

m a t i s k e  B e te g n e l s e r o g  s o m  I n d l e d n in g  t i l T h e o r ie  a n a -  

l y t i q u e  d e s  p r o b a b i l i t é s  ( 2  U d g . 1 8 1 4 ) . H a n  a n v e n d e r  

n a v n l ig  d e n  o m v e n d te  D if T e r e n s r e g n in g o g s in  n y e  T h e o r i  

o m  g e n e r e r e n d e F u n k t io n e r , o g  b e h a n d le r o m t r e n t a l l e d e  

P r o b le m e r , p a a  h v i lk e  S a n d s y n l ig h e d s r e g n in g e n  h a r f u n d e t  

A n v e n d e ls e . D e r ib l a n d t m a a o g s a a m æ r k e s d e t r im e l ig e  

U d f a ld  a f V id n e f o r h ø r e r , A f s t e m n in g e r i v æ lg e n d e  

o g l o v g iv e n d e F o r s a m l in g e r , D o m s a f s ig e l s e r . D is s e  

S p ö r g s m a a l e r e m e r e s p e c i e l t t a g n e f o r a f P o i s s o n  

( 1 7 8 1  — 1 8 4 0 ) r e c h e r c h e s  s u r l e s p r o b a b i l i t é s d e s  

j u g e m e n s P a r i s 1 8 3 7 , s o m  f o r u d s k ik k e r e n  m e g e t k la r  

F r e m s t i l l i n g  a f S a n d s y n l ig h e d s r e g n in g e n s  T h e o r i .

D e n  v ig t ig s t e  A n v e n d e l s e a f S a n d s y n l ig h e d s r e g n in g e n  

e r d o g  d e n , s o m  g a a e r u d  p a a  a t f i n d e d e t r im e l ig s t e  

R e s u l ta t a f f l e r e a n s t i l l e d e  I a g t t a g e l s e r . C o te s  

( 1 6 8 2 — 1 7 1 6 ) h a v d e  g iv e t e n  s im p e l R e g e l d e r f o r , s o m  v e l  

v a r p r a k t is k , m e n  i k k e k o r r e k t o g  g a v  A n le d n in g  t i l f o r ­

m e g e n  F a m le n . E f te r a t L a g r a n g e  ( 1 7 3 6 — 1 8 1 3 ) o g  L a ­

p la c e  h a v d e b e h a n d le t P r o b le m e t , b le v d e t L e g e n d r e  

1 *
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(1752—1833) og især Gauss (1777—1855), som fandt 

dets Løsning ved den saakaldte mindste Qvadraters 

Methode, hvorefter det Resultat stiller sig som det rime­

ligste, der gjör Summen af Qvadraterne paa Fejlene til 

Minimum. Efter at have udviklet Methoden i Theoria 

motus corporum coelestium Hamburg 1809 og an­

vendt den 1810 paa Bestemmelsen af Planeten Pallas’s 

Bane, forelagde Gauss sin Theori i tre Afhandlinger 1821, 

1823 og 1826, af hvilke de to første ere samlede under 

Titel: Theoria combinationis observationum er- 

roribus minimis obnoxiæ Gott. 1823, den sidste som  

supplementum theor. combin. o.s.v. (En Oversættelse af 

disse og flere mindre Arbejder af Gauss haves paa Fransk 

af Bertrand iMéthode des moindres carrés Paris 

1855). Encke har i Berlin. Astron. Jahrbücher for 

1834, 35, 36 videre bearbejdet Theorien og Bessel har 

anvendt den i stor Udstrækning ved de preussiske Grad- 

maalinger.

Af andre gode Skrifter mærkes:

Quetelet lettres sur la théorie des probabilités. Bruxelles 

1846.

Cournot élémens du calc. des prob. Paris 1843.

Liagre calcul des prob, et théorie des erreurs. Bruxelles 

1852.

En kort Fremstilling af de mindste Qvadraters Methode 

findes i Brünnow Lehrbuch der sphär. Astronomi 

Berlin 1862 og i Kunzek Höhere Physik Wien 1856.
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Sandsynlighedens mathematiske Bestemmelse.

1. En Begivenhed kaldes sandsynlig, naar der er 

Mere, der taler for dens Indtræffen end imod den. Det 

kommer derved ikke an paa om Begivenheden er forbi­

gangen eller tilkommende, virkelig eller blot mulig; Sand­

synligheden betragtes i Almindelighed som ganske uaf­

hængig af om Begivenhederne ere indtrufne, om de ville 

indtræffe oftere, altsaa fra et aldeles abstrakt Standpunkt.

Den subjektive Sandsynlighed er afhængig af per­

sonlig Kj end sk ab til de Forhold, der betinge Begiven­

heden, og er forskjællig fra den objektive, som afhænger 

af de virkelige Forhold. Poisson kalder den første pro- 

babilité, den sidste chance. Plat og Krone med en enkelt 

bestemt Mønt kunne saa godt som aldrig objektivt have 

samme Sandsynlighed; men subjektivt faae de det, saa- 

længe man ikke kjender Møntens Tilbøjelighed til lettere 

at vise den ene Side frem end den anden.

2. Den mathematiske Sandsynlighed p for 

en Begivenhed er Forholdet mellem Antallet af Til­

fælde, som ere gunstige for den, og det hele 

Antal mulige Tilfælde, forsaavidt de alle ere lige 

mulige (have samme chance). Sandsynligheden for at 

trække en hvid Kugle af en Urne A med 4 hvide og 

6 sorte og af en Urne B med 10 hvide og 15 sorte er i 

begge Tilfælde p = f, hvilket ogsaa ses klarere ved den 

Betragtning, at hver Urne indeholder Kugler i Grupper af 

2 hvide og 3 sorte, A 2 saadanne, B 5. at man lige let 

kan gribe en Kugle af liver Gruppe, og at Sandsynligheden 

for hvidt i hver af dem er f.
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Sandsynligheden for en Begivenhed er altid mindre 
end 1, men den behøver ikke at kunne udtrykkes som 
rational Brøk; Tilfældene kunne være uendelig mange og 
deres Forhold kan da blive irrationalt. Naar en Mønt 
kastes paa et vist Areal 2, saa vil Sandsynligheden for, at 

r 
dens Midtpunkt falder paa et vist Areal £ deraf, være —, 

som kan være irrational.

3. Lad E betegne en vis Begivenhed, for hvilken 
v Tilfælde ere gunstige, u ugunstige, mulige v + w = 
saa er Sandsynligheden

y v u u l.i
derfor » ===—— == —, derimod 0' = —— = —. (1)

L v-\-u a v-\-u a

Heraf følger = 1, (2)

altsaa Summen af Sandsynlighederne for to Be­
givenheder, der udelukke hinanden, er 1. Har 
man « = faaes = =

Vished indtræder, naar alle mulige Tilfælde tillige 
ere gunstige, og fremstilles ved p=\. Fuldstændig Uvis­
hed haves, naar de gunstige og ugunstige Tilfælde ere lige 
mange, p == q = Umulighed finder Sted, naar intet 
Tilfælde er gunstigt, saa faaes p = 0.

Sandsynlighed for at kaste Sex med een Terning er 
Sandsynlighed for ikke-Sex er Kastes med to Terninger 
paa een Gang eller efter hinanden, saa kunne disse vise 
tilsammen

12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2 Öjne
paa 1, 2, 3, 4, 5, 6, 5, 4, 3, 2, 1 Maader. 

Sandsynlighed for 7 Öjne er da for et andet Antal 
for 6, 7 eller 8 Öjne for flere end 8 og færre end 6 
derimod f, for 5, 6, 7, 8, 9 Öjne bliver det imod dette 
Antal I o. s. v.

Hovedsætninger om Sandsynligheden som af­
hængig af givne Betingelser (a priori).

4. Antages en Begivenhed at være indtruffen, saa- 
fremt to andre, Et og E2, ere indtrufne, saa vil Sand-



s y n l ig h e d e n  fo r d e n  a fh æ n g e a f S a n d s y n lig h e d e rn e  fo r d is s e  

to . B e h o ld e s B e te g n e ls e rn e i 3 m e d In d ic e s o g b e te g n e s  

d e n  B e g iv e n h e d , s o m  ik k e  e r v e d  Fx o g  l ig e s a a  ik .k e - -Z ? 2  

v e d  7 ^ 2 , s a a  h a v e s s a a m a n g e  m u lig e  T ilfæ ld e , s o m  d e r g iv e s  

K o m b in a t io n e r a f d e  m u lig e  T ilfæ ld e fo r h v e r , a l ts a a  a1a2i 

l ig e le d e s vtv2 g u n s tig e , h v o r im o d vtu2, uxv2 og uxu2 

a n g iv e d e g u n s t ig e T ilfæ ld e fo r fø lg e n d e K o m b in a t io n e r :  

EXF2, E2Fx , Fx F2. S a n d s y n l ig h e d e n  fo r S a m m e n træ f  a f  

Ex o g  E2 (b  a a  d e  2 ? ! o g  E2} e r d a

P = (ö )
axa2

Første llovedtheorem. S a n d s y n l ig h e d e n  fo r e n  B e ­

g i  v  e  n  h  e  d , s o m  fø r s t e r in d tru f f e t , n a a r b a a d e  

d e n  e n e og d e n  a n d e n  a f to  a n d re  B e g iv e n h e d e r  

e re  in d tru fn e , e r  P ro d u k te t a f  S a n d s y n lig h e d e rn e  

fo r d is s e  to  B e g iv e n h e d e r .

E x . S a n d s y n l ig h e d e n fo r to S e x e r m e d  to T e rn in g e r  

e r i . i  =  J - i j f r . E x . i 3 ) .
6 6 o  b ' v  V U n

S a n d s y n l ig h e d e n fo r b a a d e  Ex o g  F2 e r

fo r b a a d e  Fx og E., e r - L — ?=  2 '1 ^ 2 ? f ° r b a a d e  Fx o g  F2 
d 1 d oU I U n T A

er - L-  =  2 i? 2 - D a
u  J  U  2

P1P2 + ^ 1  ^ 2  +  PP2 + +  =  1 )

e r d e rV is h e d  fo r e n  a f d e  f i re  F o rb in d e ls e r Ex E2, EXF2, 

P\E2, Fx F2.
E r e n B e g iv e n h e d a fh æ n g ig a f S a m m e n træ f a f f le re  

B e g iv e n h e d e r , d e r h v e r fo r s ig h a v e S a n d s y n l ig h e d e rn e  

Pi > Pi • • • s a a e r S a n d s y n l ig h e d e n  d e r fo r

P = PlPiP-i‘“Pn-

D a F a k to re rn e i d e t te P ro d u k t e re m in d re e n d 1 ,  

b l iv e r d e n s a m m e n s a t te B e g iv e n h e d s S a n d s y n ­

l ig h e d  s te d s e  m in d re  jo  m e re  s a m m e n s a t d e n  c r .  

U e n d e l ig m a n g e B e g iv e n h e d e r s S a m m e n træ f k a n g iv e e n  

u e n d e l ig  l i l le S a n d s y n lig h e d , m e n e t P ro d u k t a f u e n d e l ig  

m a n g e F a k to re r k a n  o g s a a k o n v e rg e re t i l e n e n d e l ig  S tö r ­

r e is e . H a v e s s a a le d e s e n R æ k k e U rn e r , h v o r i b e f in d e s  

4 , 9 , 1 6 , 2 5 , 3 6 , 4 9 , 6 4 , 8 1 , 1 0 0 o . s . v . K u g le r , h v o ra f
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1 hvid i hver, Resten sorte, saa er Sandsynligheden for 

at trække 1 sort Kugle af dem alle

3 8 15 24 48 63 = p

4 9 16 25 49 64

Denne Störreise konvergerer til naar Urnernes Antal 

voxer i det Uendelige, fordi ifølge Wallis’s Udtryk for n 

(jfr. min Differential- og Integralregn. p. 149) haves

2 =  35.63 _ # zr 8 1? 80
n ~~ 4 * 16 36 64 ’ 4 — 9 ’ 25'49 ’ 8l ’ ”

Ligeledes ses Sandsynligheden for at trække en sort Kugle 

af alle dem rncd et lige Antal Kugler at nærme sig til 
2 71

—  =  0,6366... og af dem med et ulige Antal til —  =  0,7854...

Ex. At bestemme Sandsynligheden for at ud­

føre Subtraktionen af to zciffrede Tal uden at 

laane (have Tallene ulige mange CifTre, er i det höjeste 

Antal).

Da hvert Ciffer kan have ti Værdier, gives der 100 

Kombinationer af de under hinanden staaende CifTre. Føl­

gende 55 Tilfælde ville være gunstige. Næmlig 

er det øverste Ciffer 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

vil der henholdsvis i 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 Tilfælde 

ikke være at laane. Sandsynlighed for ikke al laane er 

ved hver enkelt Subtraktion 0,55, altsaa for to zcilTrede 

Tal er Sandsynligheden 0,55*. For to 7ciffrede Tal bliver 

det 0,557 = 0,0152244 (imellem Jg og

5 Sandsynligheden for at Begivenheden JE 

indtræffer m og ikke-E eller F n Gange vil med 

de brugte Betegnelser ifølge 4 være

P = p^qn^ (4)

og da heri Faktorernes Orden er vilkaarlig, ses tilmed, at 

den Orden, hvori de m Gange E og de n Gange F følge 

paa hverandre, er aldeles uden Indflydelse paa Sandsynlig­

heden P, saa at der for Ex. er samme Sandsynlighed for 

ethvert af følgende Sammentræf: EEF, EFE og FEE. 

Sættes saa vil (4) for p = |, q= * stedse

give (!)<“, som alene afhænger af p.
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6. At best emme Sandsynligheden p' for, at 

E skal indtræffe mindst 1 Gang af n.

Man finder simplest Løsningen ved først at søge Sand­

synligheden for ikke-7? eller F n Gange, som er

gn __ (J —

Men de to Begivenheder, som bestaae den ene i lutter F 

og den anden i ikke lutter F (mindst 1 Gang E), udelukke 

hinanden , 

(jfr. (2)), 

hvoraf

Heraf

(6)

saa at Summen af deres Sandsynligheder er 1 

altsaa haves

(l—p)n + p' == 1,

1 — (1-p)". (5)

kan atter findes, hvormange Gjentagelser der

skulle finde Sled for at Sandsynligheden for Sammentræffet 

bliver p\ næmlig

n = P z) 

log (1 —p} ’

Et Problem af denne Art, Gjenstand for Strid imellem  

Pascal og en vis Chev. de Méré, angaaer hvormange Kast 

man skal gjöre baade med 1 Terning og med 2, for at have 

ligestor Sandsynlighed for og imod at faae henholdsvis Sex 

og Dobbeltsex.

P ~ E  6 >

Sættes p'==^ og henholdsvis p = % og 

faaes følgende Værdier 

log 2
n — = 3,8018.. 

log 5 —  log 6

n =
log 2

log 35  —  log 36
24,605..

saa at 4 Kast med 1 Terning giver Sandsynligheden for 

Sex over men først 25 Kast med 2 ville lade Sandsyn­

lighed for Dobbeltsex overskride De Méré antog urig­

tig det hele Antal mulige Kast (henholdsvis 6 og 36) pro­

portionalt med det Antal, som gav Sandsynlighed lidt over 

j for enkelt eller dobbelt Sex, altsaa 4 og 24.

Et andet Spörgsmaai af samme Art er: naar i et 

Lotteri Antallet af Gevinster forholde sig til Antallet af 

W itter som 1 til N, hvormange Nummere bör man saa
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tag e fo r a t h av e S an d sy n lig h ed * fo r a t v in d e? M an fin d er  

lo g  2
h =-------------- TT-

w (i'-i)

I d et g am le T allo tte ri d ro g es 5 T al af 9 0 , a ltsaa S an d sy n ­

lig h ed fo r e t b estem t T al v ar T^ ; d erv ed faaes 1 3 > n > 1 2 .

D et er a ltid m u lig t i (5 ) a t tag e n saa sto r, a t S an d ­

sy n lig hed fo r m in d st 1 G an g E b liv er saa sto r m an v il; 

th i (1  —  p)n k o n v erg erer til 0 . M eden s d et U m u lig e  

a ld rig  in d træ ffe r, saa k an d et lid e t san d sy n lig e  (p m eg et 

lille ) v ed e t tilstræ k k elig t A n tal G jen tag e lse r b ring es til a t 

faae en h v er S an d sy n lig h ed fo r a t in d træ ffe , saa n æ r V ish ed  

m an v il. D et sam m e ses p aa fø lg en d e M aade .

S æ ttes i n ed en staaen d e F o rm el (R am u s A lg . p . 1 8 4 ), 

h v o r i v o x er i d et U en d elig e ,

(
« Z / \

1 +  —  I , 
z /

1 —  n , x — —np, faaes

e ~np =  L im  (1— p)n,
enp— 1 

fø lg e lig L im  p‘ =  1 —  e~np = ....

D a h eri n er u en d e lig , saa k an m an v ed a t g jo re p u en d e ­

lig lille , faae en en d e lig V æ rd i m fo r np, e lle r sæ ttes  
1

p = —, n = ma, saa er
i

so m  k o n v erg erer til 1 , n aar m v o x er. E r pn — \, p — —-, 
g _  1

saa h av es p‘ — —-— —  0 ,6 3 2 1 ... ,

a ltsaa n æ sten | er S an d sy n lig h ed en  fo r, a t E sk a l 

in d træ ffe m in d st 1 G an g v ed e t A n ta l G jen tag el­

ser, so m er o m v en dt p ro p o rtio n a l m ed S an d ­

sy n lig h ed en fo r E. In d eh o ld er en U rn e 1 0 0 0 0 so rte  

o g 1 h v id K u g le , er S an d sy n lig h ed fo r 1 G an g h v id t i 

1 0 0 0 0 T ræ k , n aar d en tru k ne K u g le h v er G an g læ g g es  
ß _ |

n ed ig jen , — —  e lle r n æ sten (7 ) b estem m er S an d sy n ­

lig hed en fo r m in d st 1 G an g h v id t i m G an g e 1 0 0 0 0  T ræ k .



7. Uvis den indtrufne Begivenhed ændrer Forholdet 

imellem de gunstige og de mulige Tilfælde, saa maae Fak­

torerne i Produktet undergaae deraf følgende Forandringer. 

Indeholder en Urne a hvide og b sorte Kugler, a-\-b — c, 

saa er Sandsynligheden for at trække to hvide Kugler efter 

hinanden, naar den udtrukne ikke lægges ned,

Sandsynligheden for m hvide og n sorte i en ligegyldig, 

men bestemt Orden bliver

<z(q— 1)... (q  — 1))Z>(3— 1)... (6—  (?z— 1))

c(c  — 1) (c — 2)........... (c— (rø +  n —  1))

ambn
For a =  co , b —  co , bliver delte Udtryk til ■ m~ , altsaa 

det samme som om Kuglerne lagdes ned igjen; ved et 

uendeligt Antal Kugler er det ligegyldigt, om et udtrukket 

endeligt Antal lægges ned eller ej.

Ex. Sandsynligheden for af et Spil Kort med 16 røde 

og 16 sorte Kort at trække de 16 røde i 16 Træk er

16.15.14 ... 3.2.1  j

32.31.30 ... 19.18.17 601080390'

I 601080390 Forsøg vilde de 16 røde Kort have Sandsyn­

ligheden næsten | for at indtræffe 1 Gang (jfr. 6).

8. Antages en Begivenhed at kunne indtræffe paa 

forskjællig Maade, under Forudsætning af forskjællige Sand­

synligheder for hver Maade, saa afhænger dens Sandsyn­

lighed af dem, der gjælde for de forskjællige Forudsætnin­

ger. Er Begivenheden indtruffen, naar enten Er eller 

E2 er indtruffet og man har for Et gunstige, ux ugun­

stige, mulige Tilfælde og lignende for E2, saa kunne 

de, hvis et af de ax Tilfælde indtræffer ligesaa let som et 

af de a2 , uden Forandring i deres Sandsynlighed ændres 

til (jfr. 2),

fo r Ev vta2 gunst., uta2 ugunst., axa2 mul.Tilf.,

10. E2 v2at — u2at — axa2 — — ,

altsaa i Alt v1a2-}-v2al — ula2+u2al— 2ata2 — — .
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S a n d s y n l i g h e d e n  f o r  e n t e n  e l l e r  E2 e r  a l t s a a

=  M g  +  ^ t  =  J _  f £ 1  £ 1  \

“ 2alai 2  \ < z 1  a2)'

M e n  S a n d s y n l i g h e d e n  f o r  B e g i v e n h e d e n s  I n d t r æ f f e r )  i g j e n n e m  

e t  a f  d e  ax T i l f æ l d e  e r  n e t o p  px — |  —  o g  i g j e n n e m  e t  a f  

a  i  V
d e  a2 b l i v e r  d e t  p2 = | t h i  d a  e t  a f  d e  f ø r s t e  l i g e s a a  

l e t  i n d t r æ f f e r  s o m  e t  a f  d e  s i d s t e ,  s a a  e r  S a n d s y n l i g h e d  f o r  

e t  T i l f æ l d e  a f  h v e r  G r u p p e  f o r  s i g  | ,  o g  n a a r  m a n  g r i b e r  

i  f ø r s t e  G r u p p e  e r  S a n d s y n l i g h e d e n  f o r  B e g i v e n h e d e n  — ,  

V  ° 1

a l t s a a  ( j f r .  ( 3 ) ,  b a a d e  —  o g )  px =  |  — ,  o g  p a a  s a m m e  

a\
M a a d e  f a a e s  p2. M a n  h a r  d a

P => Pi + Pz- (fy

Andet llovedtheorem. S a n d s y n l i g h e d e n  f o r  e n  B e ­

g i v e n h e d ,  s o m  e r  i n d t r u f f e t ,  n a a r  enten d e n  e n e  

eller d e n  a n d e n  a f  t o  a n d r e  B e g i v e n h e d e r  e r  

i n d t r u f f e t ,  e r  S u m m e n  a f  S a n d s y n l i g h e d e r n e  f o r  

d i s s e  t o  B e g i v e n h e d e r .

D e t  A n f ø r t e  u d v i d e s  l e t  t i l  d e t  T i l f æ l d e ,  h v o r  B e g i v e n ­

h e d e n  i n d t r æ f f e r  p a a  e e n  a f  n M a a d e r ,  i d e t  m a n  f ø r s t  f a a e r  

„  _  1  1  , W 3 »nX
p — — i - - - - 1 - - - - - - - - 1 - - - - - - - . . .  —

h \ax a2 a3 an) 

o g  d e r n æ s t  p = + + • • • + pn-

E x .  1 . E n  K u g l e  s k a l  t r æ k k e s  a f  e e n  a f  t o  U r n e r ,  d e n  

e n e  m e d  5  h v i d e  o g  1  s o r t ,  d e n  a n d e n  m e d  3  h v i d e  o g  

4  s o r t e .  S a n d s y n l i g h e d e n  f o r ,  a t  d e n  b l i v e r  h v i d ,  e r  d a

M i d d e l t a l l e t  a f  S a n d s y n l i g h e d e r n e  f o r  l i v i d t  a f  h v e r  U r n e  

f o r  s i g .  M a n  k u n d e  h a v e  g i v e t  U r n e r n e  l i g e  m a n g e  K u g l e r  

u d e n  F o r a n d r i n g  a f  S a n d s y n l i g h e d e r n e  v e d  a t  g i v e  d e n  e n e  

3 5  h v i d e  7  s o r t e ,  i  A l t  4 2 ,  d e n  a n d e n  1 8  h v i d e  2 4  s o r t e ,  

l i g e l e d e s  4 2 ;  s a m l e s  d e  i  e e n ,  f a a e s  5 3  h v i d e  3 1  s o r t e  o g  

8 4  i  A l t ,  a l t s a a  p —
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E x . 2 . E n  U r n e in d e h o ld e r n h v id e o g s o r te  

K u g le r i u b e k je n d t  F o r h o ld , S a n d s y n l ig h e d e n  f o r  

a t t r æ k k e e n  h v id s ø g e s .

f t4 - 1  T il f æ ld e e r e m u lig e o g  l ig e r im e lig e , S a n d s y n ­

l ig h e d e n  f o r h v e r t a l t s a a - 4 ~ r . D e r k a n  v æ r e  
°  n - f - l

a f h v id e  K u g le r 0 ,  1 ,  2 ,  3 , ....n— 1  , n,

a f s o r te a l t s a a n, n—1 , n—2 , n—3 . . . . 1 ,  0 .

S a n d s y n l ig h e d e n  f o r a t T r æ k k e t g iv e r h v id t e r a l t s a a  u n d e r  

d e f o r s k jæ l l ig e F o r u d s æ tn in g e r

1  0  1  1  1 2
e n te n — — r  • — , e l le r — —  • — , e l le r — —  • —  • • • •  

w 4 - l n  W + 1 n  n

. . 1  n — 1  „  1 n
e l le r - - - - - - - - - - - - - - , e l le r — —  • —

n 4 - 1  n n - f -1 n

F ø lg e l ig  S a n d s y n l ig h e d e n f o r h v id t i d e t H e le

p = ( o  - i -  1 +  2  +  . . .  ( n — 1 )  +  n ) =  ,

h v i lk e t v a r a t f o r u d s e .

E x . 3 . I n d e h o ld e r s a m m e U r n e f le re h v id e  

e n d  s o r te  K u g le r , f in d e s S a n d s y n l ig h e d e n  f o r h v id t p a a  

f ø lg e n d e M a a d e .

a . n =  2 z '4 - l g iv e r z - f -1  T ilf æ ld e m u lig e , n æ m lig  

d e r k a n  v æ r e

a f h v id e K u g le r i 4 -  1 , i +  2 , i 4 -  3 . . . 2 / , 2 i  1 ,

a f s o r te  t , i—1 , i—2 . . . 1 ,  0 .

M a n f a a e r d a

P = • 2 ^ 1  ( ( M - D + H - 2 ) - -  ■

2  =  0 , r c  =  l , ;>  =  1 , V is h e d  f o r  h v id t ; z — c o , n = c o , £ >  =  f ,  

a l t s a a f o r a n d r e i |

b . n —  2 /4 - 2  g iv e r l ig e le d e s i '+ l m u lig e T il fæ ld e ,  

n æ m lig s v a r e n d e t i l

h v id e K u g le r z ’H - 2 , z ’4 - 3  . . . 2  ?  4 - 1 , 2 « 4 - 2 ,

s o r te  i, i— 1 . . . 1 ,  0 .

3 1  4 -
H e r v e d  b l iv e r p = 2 (2 ( 4 - T )  ’ 

in d e s lu t te t im e l le m  d e s a m m e  G r æ n d s e r s o m  f ø r .
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Differensen imellem de to Sandsynligheder er 

3z -4-4 31’ + 2 i

2(2«+ 2) ” 2(2«+1) = 4(z + 1)’ 

hvis Maximum indtræffer for t = men da i skal være 

hel, maa man tage t=l, o: n = 4 ogn = 3 give den 

störste Differens hvorimod baade z = 0 og 4= oo 

give Differensen 0.

Ex. 4. Indeholder een Urne c Kugler, hvoraf a hvide, 

bliver Sandsynligheden for hvidt — uden Hensyn til For­

delingen i Grupper, men hvis Grupperne fordeles paa en 

given Maade i flere Urner, afhænger Sandsynligheden for 

hvidt af Fordelingen. Antages Grupperne at indeholde 

cx, c2 ... cr Kugler, tilsammen c, 

hvoraf ere ax, a2 ... ar hvide, tilsammen 

saa er Sandsynligheden forat gribe’hvidt i hver Gruppe, naar 

de ere samlede i een Urne, henholdsvis —, 

men naar de ere fordelte hver i sin Urne er Sandsynlig­

heden Da dernæst Sandsynligheden for i hver Gruppe 

at gribe hvidt er saa bliver Sandsynlig­

heden for hvidt, naar alle ere samlede

Ci Cl < Cn Cl n Cp O.J- Cl
p == — • — H—-• — + • • • -----•— = —,
L c cx c c2 c cr c

og naar de ere fordelte i r Urner

Ere 2 hvide og 1 sort Kugle fordelte i to Urner, U\ 

og U2, uden nærmere Angivelse af Fordelingsmaaden, saa 

ere følgende Tilfælde mulige:

U\ kan indeholde enten 1 sort eller den første hvide 

eller den anden hvide,

U2 vil saa indeholde enten 2 hvide eller 1 sort og anden 

hvide eller 1 sort og første hvide.

I hvert Tilfælde er Sandsynligheden for hvidt henholdsvis 

1(1+0), A(i + D,
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og da alle tre Tilfælde ere lige mulige, bliver Sandsynlig­

heden for hvert følgelig for hvidt i Alt

i.i (1+0) + 44^+n + i4(l+i) = i, 

ganske som om der kun var 1 Urne.

9. Er Sandsynligheden for hvert af de Tilfælde i 

8 ikke den samme som for hvert af de a2, saa Ak man 

istedenfor samme Faktor til en ny Faktor til
a,a.2 an

hver. Antages saaledes Sandsynlighederne for de forskjæl- 

lige Maader, hvorpaa Begivenheden kan indtræffe, at være 

cq, a2 ... a„, og Sandsynligheden for dens Indtræffen 

under hver Forudsætning p^, ... pn, saa har den i

det Hele for sig Sandsynligheden

p = axpY + cc2p2 + . . . + anpn. (9)

10. Sandsynligheden for at Begivenheden E 

indtræffer m Gange og ikke-E eller F n Gange, 

idet Ordenen af de p aa hverandre følgende E 

og F er aldeles vilkaarlig, vil ifølge (4) og (8) være

(10)

p = pnp + pnp 4- pnp + .. . (cm+n> m) = Cm+n, m pmgn, 

idet Cm^n> m eller Antallet af Kombinationer af m-\-n Ele­

menter til n er det samme som Antallet af Permutationer 

af m E og nF. Man faaer da ifølge bekjendte Formler

P = T-iFT Pm<ln' 
\m\ [/?]

Heraf følger, at Sandsynlighederne for Begiven­

heder, som afhænge af m + n Sammentræf af E 

og F, uden Hensyn til Ordenen, blive de for- 

skjællige Led i Binomialformlen, efter det for- 

skjællige Antal E og F. Derfor vil Summen af disse 

Sandsynligheder blive, idet m-]-n = p,

(p-Pq)^ = 1, 

hvorved udtrykkes, at een af dem er vis.

Sandsynligheden for, at E indtræffer mindst 

m Gange iblandt p = vil ifølge (8) og (10) være
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P = pP- 4 -  ±- p^q 4 -  —pP-2q2 + • • •)

l)? .> -n + l)  ( (H )

* ’^ 1 .2 . . . . . . . . . n P 1 ' J
S a a le d e s e r S a n d s y n lig h e d e n fo r 2 G a n g e S e x i 4 K a st  

4 3  1  5 2  2 5
m e d e e n T e rn in g — . —  .^  =  —  =  0 ,1 1 6 .., m e n fo r  

1 * 4 o o Z  i  o

m in d s t 2 G a n g e S e x i 4 K a s t

4 , , 3 . ß 2 2  1  +  4 .5  +  6 .2 5  1 7 1 A
p^kp^q + ^q2 = -----------------  = — — = 0 ,(3 2 ...

L ig e led e s S a n d s y n lig h e d e n fo r m in d s t 1 G a n g K ro n e  

i 2  K a s t m e d e n M ø n t, h v o r C h a n c e rn e fo r P la t o g K ro n e  

e re l ig e , e r p2-\-2pq = D ’A le m b e r t b e re g n e d e d e tte  

u r ig tig , id e t h a n s a g d e , h v is K ro n e fa ld e r fø rs t , e r S a g e n  

a fg jo r t , k o m m e r P la t fø rs t , s a a k a n d e re f te r fø lg e K ro n e  

e lle r  P la t; a f 3  T ilfæ ld e e re 2  g u n s tig e , S a n d s y n lig h e d e n  

F e jle n e r , a t d e t T ilfæ ld e , h v o r K ro n e fa ld e r fø rs t, re g n e s  

fo r 1 , m e d e n s d e t in d e h o ld e r 2 , b a a d e K ro n e -K ro n e o g  

K ro n e -P la t.

A n ta g e s S a n d s y n lig h ed e rn e fo r P la t o g K ro n e ik k e  

e n s , h v ilk e t e r d e t r im e lig s te , u d e n a t d e t d o g v id e s ,  

h v ilk e n d e r h a r s tö rs t C h a n c e fo r s ig , s a a k a n m a n f re m ­

s ti l le S a n d s y n lig h e d e n  fo r d e n g u n s tig s te v e d + fo r  

d e n a n d e n v e d |(1  —  d ) . E n G je n tag e lse a f d e n s a m m e  

B e g iv e n h e d , P la t e lle r K ro n e , v il h a v e e n R im e lig h e d fo r  

s ig , s o m  e r

l( l  +  a ) 2  +  l( l-d ) 2 =  1 (1  +  J 2 ) , 

d e r im o d fo r, a t in g e n G je n ta g e ls e s k a l f in d e S te d , fa a e s

1 (1 —  d 2 ) 4 -1 (1 — J 2 ) =

F o rh o ld e t im e lle m  d is se b liv e r is te d en fo r 1

1  —  d2 2d2

1 +  d 2 “  1 4 -  d2 ’

H o ld e s d e r 1 R d . p a a  G je n ta g e lse a f e n te n  P la t e lle r K ro n e , 

/ 2 c F 2 \  1
s a a  m a a  d e r  h o ld es 1 —  -7 -7 7 I ld . im o d , fo r  E x . h v is d  =  — , 

\ l- f -0 / ’ lo ’
o

b liv e r 1 —  — — • =  9 4  ß.
l- f-y -
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Ex. A og B spille et Parti, hvor det kommer 
an paa Færdighed, og A mener at Partiet bliver 
lige, naar han giver B 2Points forud af de 3, der 
kræves for at vinde. Hvilken Sandsynlighed har 

A for at vinde 1 Point, og hvorledes forholder 
hans Færdighed sig til B's?

Da A ikke kan vinde uden at have 3 Points efter 

hverandre, saa maa han antage at have ligesaa megen 
Sandsynligbed for detle, som imod det. Er A's Sandsyn­
lighed for at vinde 1 Point altsaa p, saa maa

p3 = I, følgelig p = ]/| = 0,79.

Heraf følger, at B's Sandsynlighed for at vinde 1 Point er 

i = 1 - fa - 0,21 , 

og da Spillernes Færdighed maa være 
Sandsynligheden for at vinde, faaes 

A’s og B's Færdighed at være

H = i _ _L 

1-yT j?2-i 0,26

Havde A kun kunnet give 1 Point 

antages at besidde Sandsynligheden } for at vinde mindst 

3 Points iblandt 4, altsaa (ifølge (11))

P4 + = I,

men q—1 — p giver
^p3-^ - 1, 

hvoraf p = 0,6143, <7 = 0,3857

og Forholdet imellem A' s og B' s Færdighed 

0.6143 
0,3857 ’

proportional med

Forholdet imellem

= 3,85.

forud, maatte han

Hovedsætninger om Sandsynligheden som afhæn­
gig af stedfundne Begivenheder (a posteriori).

11. Antages en indtruffen Begivenhed E at kunne 
være fremkaldt af forskjællige Aarsager, og at Sandsynlig­
heden for den, naar den ene Aarsag virker, er pt, men

A. Steen: Sandsynlighedsregning .
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Sandsynligheden for den, under Forudsætning af den anden 
virkende Aarsag, er p2, saa findes Sandsynlighederne 
og CÖ2 for, at virkelig den første eller den anden Aarsag 
har været tilstede, paa følgende Maade. Da Begivenheden 
kan indtræffe enten under den ene eller under den anden 
Forudsætning, saa er Sandsynligheden for at den overhovedet 
skal indtræffe p^-Vp^ Dernæst er Sandsynligheden for at 
baade Begivenheden er indtruffet og den første Aarsag 
har været virkende (^i + ^a)07! i raen da der for Begiven­
heden under første Aarsags Virkning haves Sandsynlig­
heden px , saa maae disse Størrelser være ligestore, og 
samme Betragtning anstilles med Hensyn til den anden 
Mulighed. Man har altsaa

tøl +^2)^2 = ?2 ,

følgelig »1 ” (12)

Tredie llovedtheorem. Sandsynligheden for, at en 
indtruffen Begivenhed skyldes en vis Aarsag, er 
Q voti en ten af Sandsynlighederne for Begiven­
hedens Indtræffen paa Grund af denne Aarsag 
og for Begivenhedens Indtræffen overhovedet.

Ex. 1. Er en hvid Kugle trukket af en af Urnerne i 
Ex. 1 til 8, saa er der en Sandsynlighed ro'1 = fj for, at 
Trækket er sket af den første, for, at det er
sket af den anden.

En Udvidelse af (12) til et större Antal af mulige Aar- 
sager sker let og giver almindelig

Ex. 2. En Urne indeholder n Kugler, hvoraf 1 er ud­
trukken og befunden hvid. Hvilken Sandsynlighed er der 
for, at Urnen indeholder r hvide Kugler? Hvilken er der 
for, at et nyt Træk skal give en hvid Kugle igjen?

Eftersom de hvide Kuglers Antal er 1 , 2, 3 ... r... n, 
... o , ... ..123 t n
bliver Sandsynligheden for hvidt a prion —, —,------------ —

J ° *■ n n n n n
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a l t s a a  f o r e t I n d h o ld  a f  n e to p  r h v id e  b l iv e r  S a n d s y n lig h e d e n  

r 2r
W r 1 - f - 2 - ] - 3  . . .  n n ( n - |- l ) ‘

(/I I I  )
V is h e d  f a a e s k u n  f o r r  = — y —  ( T r ig o n a l ta l le n e ) , m e n  d a  

t i l l ig e r<n, k a n  k u n  h a v e s r — n=l. &5r b l iv e r |  f o r  

r = s a m t r <r n , a l t s a a r — n =  3 .
4  ’

S a n d s y n l ig h e d e n  f o r i e t n y t T r æ k  a t f a a e  h v id t b l iv e r  

f b r s k jæ l l ig , e f te r s o m  d e n  u d t r u k n e  K u g le læ g g e s n e d  ig je n  

e f te r T r æ k n in g e n e l le r e j . L æ g g e s d e n n e d , s a a k a n  

h v id t k o m m e u d , h v is b a a d e  S a m m e n s æ tn in g e n  a f U r n e n  

e r s a a le d e s , a t r K u g le r e r e h v id e ( S a n d s . c t rr ) , o g  m a n  i  

s a a T i lf æ ld e t r æ k k e r h v id t ( s a n d s , , m e n  d a  h e r i r k a n  

v æ r e e n te n  1 , e l le r 2 , e l le r 3 . . . e l le r n , s a a e r S a n d ­

s y n lig h e d e n  f o r a t d e n  n æ s te  u d t r u k n e K u g le e r h v id

,   c e f i  — H 2 ö j 2  +  3 c o 3 . . .nufn 2  l 2 - |- 2 2 - |- 3 2 . . .n 2

n n ( n - j - 1 ) n

s o m  b l iv e r ( i f ø lg e m in  R e n  M a th . p .3 5 O  ø v e r s t)

,  2  n ( w  +  1 ) ( 2 n  +  l ) _  +  l

n ( n - f - l ) 1 .2 .3 .«  3 n

F o r n  =  o o f a a e s 2 ? /= =  j , s o m  e r M in im u m ; n a a r n a f ­

t a g e r , v o x e r p ' in d t i l n = l g iv e r p '  =  l .

L æ g g e s d e n  t r u k n e  K u g le ik k e i U r n e n  ig je n , s a a  k a n  

h v id t k o m m e u d , b a a d e  f o r d i S a m m e n s æ tn in g e n  a f U r n e n  

e r a f e n v is B e s k a f f e n h e d  ( S a n d s y n l ig h e d  æ rr ) * o g d e r i 

s a a  T i l f æ ld e k o m m e r h v id t ( s a n d s . h v o r v e d  m æ r k e s ,  

a t r e n te n  k a n  v æ r e 1 e l le r 2  o . s .v . M a n  f in d e r  a l t s a a  

f o r e t n y t T r æ k  a f e n  h v id  K u g le S a n d s y n l ig h e d e n

z O . o  i ~ f ~  1 .  af 2 2 .  n y 3  . . .  ~ f -  (r 1 )  ayr... (n 1 )  ö j »
p = —  J  — —

2  0 .1  +  1 - 2 - |- 2 .3 . . .4 - ( r - l ) r . . . +  ( n - l) r a  =  2 _

- f - 1 )  n  —  1  $  *

id e t T æ lle r e n  e r e n  D if f e re n s r æ k k e a f a n d e n  O r d e n . R e ­

s u l ta te t e r u a f h æ n g ig t a f n.

2 *
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E x . 3 . H v is n—1 K u g le r e re  u d tru k n e  a f s a m m e  U rn e  

s o m  i E x . 2 o g a l le e re h v id e , h v a d  e r d a  S a n d s y n lig h e d e n  

fo r a t d e n  r e s te re n d e  e r h v id ?

T o  T ilfæ ld e e re m u lig e , e n te n  in d e h o ld e r  U rn e n lu t te r  

h v id e e l le r 1 ik k e -h v id o g n—1 h v id e . S a n d s y n lig h e d e rn e  

fo r a t f a a e n — 1 h v id e  K u g le r u n d e r d e to F o ru d s æ tn in g e r  

e re 1 o g ~  (d e t s id s te l ig  S a n d s y n lig h e d e n fo r a t la d e d e n  

ik k e -h v id e  t i lb a g e ) , a l ts a a  S a n d s y n lig h e d e n fo r d e t fø r s te e r

1  n

n = 1 g iv e r  s o m  v a r a t v e n te ; n = = < x > g iv e r

=  1 , d e r e r V is h e d e f te r u e n d e lig m a n g e T ræ k a f  

s a m m e A rt.

12. E x . A n ta g e s  e n  U rn e  a t in d e h o ld e  h ö je s t 3  K u g le r ,  

a f h v ilk e e e n  e r t ru k k e t u d  o g la g t n e d  ig je n  n G a n g e o g  

d e x G a n g e h a r d e n  v æ re t h v id ; h v ilk e n  S a n d s y n lig h e d  h a r  

e n h v e r a f U rn e n s m u lig e S a m m e n sæ tn in g e r fo r s ig ?

D a m a n  h a r 0 < æ < n , s a a g iv e s d e r 3  M u lig h e d e r ,  

n æ m lig , id e t d e ik k e -h v id e K u g le r b e te g n e s s o m  s o r te ,  

Ih v . 1 s . , 2 h v . 1 s . ,  1 h v . 2  s . ;

S a n d s y n lig h e d e n  fo r x h v id e (n — x) s o r te ( j f r . (1 1 ) ) e r d a

/ 1 V  / 1 \ n ~ X p  V * /  2 /  1 Ä n 2 ^  /O ®  /2_\n-^_ 2n~x
(t ; V 2 / =  1 2 / ’  U /U / “  3 « ’

h v o ra f u d le d e s S a n d s y n lig h e d e rn e fo r d e fo r s k jæ ll ig e S a m ­

m e n sæ tn in g e r i fø lg e (1 2 )
g n  2 n 4 ' iE  2 2 n — x

C tf i =  - - - >  - - - - - - ?  0 7 3 ~  - - - - - - - >
P

id e t  p =  3 "  +  2»+* + 22,‘-x.

f tu  v il S a n d s y n lig h e d e n fo r i e t n y t T ræ k a t f a a e e n

h \id  K u g le i fø lg e (3 ) o g (8 ) e l le r (9 ) v æ re

p‘ = +

3 » + i i 2 , ,4 'a 4 "2 - |-  22n—
e l le r  p = - 6 2 ’* + ^ - +  22n~xj '

E r h e r i —  =  4 , f a a e s  
n 2 '
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9 *  _ 8 æ  r a i ’ , : r
=  9 ® - |-2 .8 i r ’ ° * 2 9 x - |- 2 .8 - E ° * 3  ’ r a r 2  +  c a 3 2 .8 æ ’  

h v i lk e n s id s te e r m in d re e n d 1 , n a a r æ < 6 , m e n s tö r re  

e n d 1 fo r ic ^ > G , o g  fo r x = <x>, n — <x> f a a e s s j ' 1 =  1 ,  

s a a a t S a n d s y n l ig h e d e n fo r e n S a m m e n s æ tn in g a f U rn e n  

a f 1 h v id  o g 1 s o r t  K u g le n æ rm e r s ig  t i l V is h e d , n a a r d e t  

u d tru k n e  A n ta l h v id e  K u g le r e r d e t H a lv e a f d e t h e le  A n ta l .  

M a n f in d e r p '= f , u a fh æ n g ig  a f x og n.

E r d e rn æ s t —  =  4 >  v i l ro 2 n æ rm e s ig  t i l 1 , p‘ t i l f ,  
^ ■3  X 1

n a a r x o g  n v o x e , l ig e le d e s fo r —  =  —  v i l r a r 3 k o n v e r ­

g e re t i l 1 , p* t i l

I d e  h e r  b e tr a g te d e  t r e  T ilfæ ld e , h v o r  A n ta l le t a f 1  T æ k ­

n in g e rn e  h a r v æ re t m e g e t s to r t , h a r S a n d s y n l ig h e d e n  

fo r U rn e n s S a m m e n s æ tn in g a f h v id e o g s o r te  

K u g le r  i s a m m e  F o rh o ld  s o m  d e  u d tru k n e s  s te d s e  

n æ rm e t s ig  m e re t i l 1 , S y m b o le t fo r V is h e d , l ig e s o m  

o g s a a S a n d s y n l ig h e d e n fo r i e t n y t T ræ k a t f a a e h v id t  

h a r n æ rm e t s ig t i l d e t s a m m e F o rh o ld . M e n d e t te e r  

k u n  F ø lg e n a f e n a lm in d e l ig  L o v .

F o r e n  B e g iv e n h e d  E m e d  S a n d s y n l ig h e d e n p fo r s ig ,  

q im o d s ig , v i l m a n  h a v e S a n d s y n l ig h e d e n

p =  IS tÉ l  p«qß 
[« ] M V

fo r a G je n ta g e ls e r a f E o g ß a f ik k e -T ? . A n ta g e s n u  

n = a + ß a t v æ re k o n s ta n t , k a n  m a n s ø g e a  o g  ß s a a -  

le d e s b e s te m te , a t Pa b l iv e r M a x im u m ; P(t s k a l i s a a T il ­

fæ ld e v æ re d e t s tö r s le  L e d i (p + = {p +?)”• M e n

n u e r pr n — r+ 1 p p

Pri ~~ r q \ r ) q' 

h v i lk e t a f ta g e r , n a a r r v o x e r . M a n v i l fø lg e l ig h a v e

P 2  PfC . Pn—i Pn

— ’■ Pn—2 Pn-S

o g  s k a l n u  Pa v æ re M a x im u m , s a a m a a  

P P1 tt ( K -H
p > 1 p ’
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fø lg e lig Pa > °o -?«+ 1  <  Pa e^ er R æ k k en af L ed i 

(p + g)n m aa v æ re v o x en d e til P a , aftag en d e fra P a , saa-  

led es

. . . . p <cP <P 02 P > P P « — 2 o — l ' « US a a-f-i x  « ^-2 * ’

B etrag tes b lo t Pa_^ Pa og Pa+i, faaes  

[«  +  /? ] « ß 
q ’

—1 ■ PJ— »«+1^-1

Pe ller g  
/S -H

o g
ß a+ 1 ’

fø lg e lig faaes
a+ 1 p

ß > 9 (1 3 )

a

a

m5

saa a t F o rh o ld et im ellem S an d sy n lig h ed ern e fo r  

o g im o d E ik k e afv ig er m eg et fra ~  o g m in d re  
p

jo s tö rre a og ß b liv e . —  D et sam m e in d ses o g saa  

v ed a t sæ tte d en s id ste R ela tio n u n d er h ed F o rm , n æ m lig  

so m 9a 9 > Pßt pß + p > 90t 

eller Pß + P > 9a > Pß~ 9,

h v o raf erh o ld es

p . 1 \ a p 1
7 \ + 7 / 7 > 7 ~ 7 ’ (4 )

saa a t ~  n æ rm er s ig til n aar ß v o x er. E n d elig faaes  

o g saa af (1 3 ) v ed A d d itio n af 1

a-pß +  1 P + 9 a + ß+1

ß ~9~ "7 + T -  ’

a ltsaa  _ É d zJ—  >  — 2 > ----- É -----

a  +  0 + 1  p + 9 ' «  +  ^  +  1 ’

o g p aa lig n en d e M aad e k an m an faae

~ f- ß -f- 1 P ~P 9 a  ~ H  ß 1 5

saa a t og k o n v erg ere h en h o ld sv is til o g  
p + ?  °  « -h s 6 « 4 -0

H erv ed in d ses d e t
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Fjerde llovedtheorem. F o r h o l d e t  i m e l l e m  d e t  A n ­

t a l  G a n g e  e n  B e g i v e n h e d  e r  i n d t r u f f e t  o g  i k k e  e r  

i n d t r u f f e t i e t s t o r t  A n t a l T i l f æ l d e , e r  s t e d s e  

n æ r m e r e  v e d  F o r h o l d e t  i m e l l e m  S a n d s y n l i g h e ­

d e r n e  f o r  o g  i m o d  B e g i v e n h e d e n , j o  s t ö r r e  d e t  

h e l e  A n t a l  T i l f æ l d e  e r . D e l t e  e r  J a c .  B e r n o u l l i s  T h e o ­

r e m , L o v e n  f o r  d e  s t o r e  T a l .

D e t f ø l g e r  o m v e n d t h e r a f , a t n a a r  S a n d s y n l i g h e d e n  

f o r  e n  B e g i v e n h e d  e r  b e k j e n d t , s a a  v i l m a n  o m t r e n t l i g  

k u n n e  f o r u d  a n g i v e  d e t  A n t a l  G a n g e , d e n  i e t  s t o r t  A n t a l  

T i l f æ l d e  v i l i n d t r æ f f e ; d e r i m o d  l a d e r  d e r  s i g  m i n d r e  s i k ­

k e r t u d s i g e  N o g e t  o m  d e r e s  F o r d e l i n g  p a a  e t  r i n g e  A n t a l  

T i l f æ l d e , o m  m a n  e n d  f r a  e t r e n t  m a t h e m a t i s k  S t a n d p u n k t  

m a a  a n t a g e  d e m  a t  f r e m k o m m e  i F o r h o l d  t i l d e r e s  S a n d ­

s y n l i g h e d .

13. E r  A n t a l l e t a f  m u l i g e  T i l f æ l d e , e l l e r a f  H y p o -  

t h e s e r ,  e l l e r  a f  v i r k e n d e  A a r s a g e r  u e n d e l i g  s t o r t , s o m  a l ­

m i n d e l i g  m a a  v æ r e  T i l f æ l d e t  i N a t u r e n , o g  v a r i e r e r  t i l l i g e  

S a n d s y n l i g h e d e n  k o n t i n u e r l i g , m a a  d e r  i F o r m l e r n e  i n d ­

k o m m e  b e s t e m t e  I n t e g r a l e r . A n t a g e s  s a a l e d e s  E a t  v æ r e  

i n d t r u f f e t m G a n g e , F n G a n g e , s a a  v i l m a n  k u n n e  b e ­

s t e m m e , m e d  h v i l k e n  R i m e l i g h e d  m a n  f o r  E k a n  a n t a g e  

S a n d s y n l i g h e d e n  x, i m o d  s a m m e  1 — x, i d e t x v a r i e r e r  

f r a  0  t i l 1 . S a n d s y n l i g h e d e n  f o r  m E og n F v i l n æ m l i g  

u n d e r  F o r u d s æ t n i n g  a f  d i s s e  S a n d s y n l i g h e d e r  v æ r e

k xm ( 1  —  x)n,

i d e t  le e r I n d s æ t t e s  h e r i  e f t e r h a a n d e n  O c n , I w , 2 « ,  

—  l ) w , i d e t 1  =  r w , s a a  f a a e s  S a n d s y n l i g h e d e n  

f o r  B e g i v e n h e d e n  u n d e r  F o r u d s æ t n i n g  a f  d e  n æ v n t e  x, o g  

a l t s a a  f o r  d e n s  I n d t r æ f f e n  u n d e r  d e n  e n e  e l l e r  d e n  a n d e n  

F o r u d s æ t n i n g

k [ 0 M  ( 1  —  0 ) n  H -  ( I  —  w ) n  +  ( 2 æ ) w  ( 1  —  2 w ) n  H - - - - - -

•  •  • +  ( ( ’— l ) w ) O T ( l  —  ( r  —  1 ) « ) " ] .

F ø l g e l i g  g i v e r  ( 1 2 ) S a n d s y n l i g h e d e n  f o r , a t  B e g i v e n h e d e n  

e r  i n d t r u f f e t  u n d e r  F o r u d s æ t n i n g  a f  S a n d s y n l i g h e d  æ , a t v æ r e  

__________ xm(l — x)n______  _
&  ~ ~  0 " ‘  ( 1  —  0 ) n  4 -  c o " ‘ (  1  —w)n H - - - - ( r —  1  ) " *  Mm (1  —  ( r —  ! ) & ) ) " ’
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hvor dog k som fælles Faktor i Tæller og Nævner er ude­
ladt. Antages nu r = <x>, w —tfø, faaes x kontinuerlig 
varierende fra 0 til 1 og Nævneren kan udtrykkes ved

1
dx

’i
i xm(l-—x}ndx 
'o 

som cn Sum af uendelig mange uendelig smaa Elementer. 
Sandsynligheden for, at x udtrykker Chancen for Begiven­
heden, er altsaa

xm (1 —x\ndx
= ÖT----------------- , (16)

\ xm (1 — x'fdx
Jo

som vel er uendelig lille, men dog tjener til Sammenlig­
ning af de forskjællige ar, idet for Ex.

^X

Xm(l — Xjn ym{[—y)n ‘

Heraf faaes igjen Sandsynligheden for, at Begiven­
hedens Chance er indesluttet imellem visse Grændser, a og ß, 

rß
\ xm (1 — x)n dx

, (17)
\ xm (1 — xn) dx
Jo

idet Chancen er enten den ene eller den anden af 
Chancerne fra a til ß og Summen af uendelig mange 
uendelig smaa Elementer ændres til et bestemt Integral. 
Saaledes vil for Ex. Sandsynligheden for, at et Træk af 
m hvide Kugler efter hverandre (n = 0) af en Urne med 
hvide og sorte Kugler skal hidrøre fra et overvejende Antal 
hvide Kugler være

C1
\ xm dx 

_  _ j___ 1 _ 2m+i— 1 

m dx________________Z

Naar Begivenheden E har vist sig m Gange, F n Gange, 
saa vil Sandsynligheden for, at E skal indtræffe igjen, findes 
saaledes. Er Chancen for E x, saa har den Sandsynlig-
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heden wx for sig og under denne Forudsætning vil JE igjen 

indtræffe m ed en Rim elighed

—x)ndx 
öl— — — — —— , 

\ x"‘(l— x)ndx 
øo

m en da x kan have alle Værdier fra 0 til 1, saa bliver 

Sandsynligheden for JE' s Gjentagelse

C1
\ — x)ndx

P' = ~------------------ . (18}
\ xm (1 —  x)n dx 
Jo

Derim od vilde Sandsynligheden for, at den nye Begiven­

hed blev F, være
C1
\ xm (1 —  x]n^dx

,, Jo  
P = -------------- —•

\ xm(l — x)ndx 
Jo

M an overbeviser sig let om , at p‘-\-p“ = \ .

Nævnerne i (16) —  (18) sam l Tælleren i (18) beregnes 

let, idet delvis Integration giver

TI
— x}ndx = — r-r\æ m +1 (1 —  æ)n-1cfø

Jo m 4-1 Jo

og deraf udledes

( xm(1 —  x}ndx — =—--- .

Jo [m +n-4-1]

Som Følge heraf er

= [n] [m  -f-l] [n] [w] = wq-l

[772-1-72-4-2] ' [m-j-n -f-1 J rø-Hz4-2'

Denne Form el viser, at naar E er indtruffet m Gange af 

saa er Sandsynligheden for et nyt E den sam me 

som for af en Urne m ed m  +  n-|-2 Kugler, hvoraf m +t 

hvide, at trække 1 hvid Kugle. Hver ny Gjentagelse af 

Begivenheden virker som om den lagde en ny hvid Kugle 

i Urnen.

Ex. 1. Naar en udkastet M ønt flere Gange efter hver­

andre har vist Krone, m en slet ikke Plat, n =  0, saa er 

Sandsynligheden for næste Gang at faae
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rr . m-4-1 „ " 1

K r o n e p =  — — , , f o r  P l a t pu — —— , 
L m 4 "  2  m +  2

o g  S a n d s y n l i g h e d e n  f o r , a t M ø n t e n  h a r o v e r v e j e n d e  T i l ­

b ø j e l i g h e d  t i l a t v i s e  K r o n e , e r

2?«+i____i

F o r  f a a e s  p' = ~, =

E x . 2 . A n t a l l e t a f P l a n e t e r , s o m  h a v e d i r e k t e B e ­

v æ g e l s e  ( f r a  V e s t t i l Ø s t ) e r n u  8 6 , m e d e n s i n g e n  h a v e  

B e v æ g e l s e  i d e n  m o d s a t l e  R e t n i n g ; d e r f o r  v i l S a n d s y n l i g ­

h e d e n  f o r , a t o g s a a  d e n  n æ s t e , s o m  o p d a g e s , g a a e r i  

s a m m e  R e t n i n g , v æ r e  p* =  | § , f o r  d e n  m o d s a t t e  R e t n i n g  

p " = ~ , o g  S a n d s y n l i g h e d e n  f o r , a t d e r  g i v e s  A a r s a g e r ,  

2 8 7 — 1
s o m  b e g u n s t i g e  d e n n e  R e t n i n g , b l i v e r æ  =  r . M e d ­

t a g e s  d e r i m o d  D r a b a n t e r n e , d e r  i A n t a l e r e  2 2 , s a a  h a v e  9  

t i l b a g e g a a e n d e  B e v æ g e l s e  o g  d e r v e d  f a a e s  p/===^, P"=TTo‘

14. H v i s  i d e  f o r e g a a e n d e  F o r m l e r  o g  i ( 1 0 ) m o g  n 

b l i v e  s t o r e  T a l , k a n  B e r e g n i n g  a f  P r o d u k t e r n e  [ z z z ] o g  [ n ]  

a d  s æ d v a n l i g  V e j b l i v e  u o v e r k o m m e l i g ; m e n  i s a a  T i l f æ l d e  

b e n y t t e s B e r e g n i n g  m e d  T i l n æ r m e l s e . M a n  h a r n æ m l i g  

v e d  d e l v i s  I n t e g r a t i o n  ( j f r . m i n  D i f f e r e n t i a l - o g  I n t e g r a l r e g n .  

p . 1 5 3  F o r m e l ( 1 0 7 ) )
o o  p o o

e~xxndx — n \e~xxn~idx^ 

o  » 'o

f ø l g e l i g  f o r n p o s i t i v  h e l

p o o  

\ e~xxndx — [ n ] .  ( 2 0 )

• ’ o

M a n  k a n  a l t s a a  s a j l t e  e n  a p p r o x i m a t i v  B e r e g n i n g  a f  I n t e ­

g r a l e t i ( 2 0 ) i s t e d e n f o r B e r e g n i n g e n  a f [ / ? ] . F u n k t i o n e n  

e~Xxn f o r s v i n d e r b a a d e  f o r x —  0  o g  f o r  x — o o  , o g  h a r  

e t M a x i m u m  f o r  a ?  =  n , h v o r t i l s v a r e r  V æ r d i e n

II = e~nnn.

S æ t t e s  n u  e~xxn =

s a a  v i l t i l æ  =  0  o g  æ = o o  s v a r e < 2 = o o , m e d e n s t i l  

x = n s v a r e r < 5 =  0 ; I n t e g r a l e t i ( 2 0 ) k a n  n u  d e l e s  i t o



fra O til n og fra n til oo, saa at man faaer

Pn P00

\ e~Xxndx -f- \e~xxndx^
Jo »n

hvor t indføres for æ, men det ene Integrals Grændser 

maa saa blive fra —oo til 0, det andet fra 0 til -f-oo, 

da man ved i begge Tilfælde at tage + 00 fik Resultatet 0. 

Man har følgelig

C00 (*+°° dx
[n] = \e~xxndx = H\e-t2~dt. (21)

Jo J
—oo

Men til Beregning heraf kræves bestemt ved t, hvilket 

ikke kan ske explicit under endelig Form, derimod faaes 

ved Differentiation af Ligningen imellem x og t (simplest 

ved det logarithmiske Differential)

, dx
(X — n)-=- = 2tx, 

at
som let tilfredsstilles ved følgende Række for x

x — Ao -f- At t + A2t2 + -<43t3 + • • • • (22)

Man har som umiddelbar Følge af, at 2 = 0 gjör x = n, 
A0 = n. Indføres Rækken (22) i Differentialligningen faaes 

efter Division med t

(A1-j-A2t A~A3t2A---- A2r—i t2r~2 4~ A2r t2r~~1 —) (A1-]~ 2A2t

+ 3A3t2+--- (2r — l)A2r—1t2r~2 4- 2rA2rt2r~i + • • •)

= 2(n+A1t-f-A2t2 + A3t3+---Ar-i t2r~i + A2rt2r + •■•).

Heraf udledes

2r [AiA2r.iA-A2A2r.2 + A3A2r.sA— • Ar.i| A2]

• — 2 A2r.2}
(2rA~i)[AiA2r -j-A2A2r.i -f- A3A2r.2A—ArAr+i]= 2A2r.i, 

følgelig
2^9

AlA2r.i = ——----- [A2A2r.2~l-A3A2r.3A—Ar.iAr+i-l- ^Af.j,

2A
AtA2r — 2r.j—[A2A2r_iA-A3A2r-2-l—ArAr^~i].

Indsættes heri r==l,2, 3..., faaes, idet ^40 = n,
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Ai1 = 2n, ArA2 — — i, Ar A3 = ±(A2 — A’), 
O

ØJ A
A^^^-A.A,, A4A5 = (A2A4-\-^A23)7

2 A
ArA6 = -y^—  (AA  +  A3A4) o. s. v.

Heraf udledes

)/2n, J2==f, A=^> ^4 = ~i3£mr
1/Qm

^ = 1080^ °'8-V-’
saa at man faaer ifølge (21), dog uden Indførelse af de 

nævnte Koefficienters specielle Værdier,
poo n-^-oo
\e~xxndx = H \ tr^A^2A2t-h3^2+  ■■■jdt. (23)
• 0 «— oo

/•  +  <»

Men heri er \e-i2i2'+1^ = O,
• ’---- 00

da Elementerne fra — oo til O ere med modsatte Tegn

lige med dem fra O til -f-æ. Fremdeles faaes

f+» (,0° o?-—1 (*"
\ e-'212'' dt = 2 \ e~n t2r dt = 2 • —— - \ e~‘ 2 t2r~2 dt,
J—oo «0 «'O

det sidste frembragt v^d delvis Integration efter Differen­

tialets Omskrivning til e—tit2r—itdt. Fortsat Anvendelse af 

denne Formel giver først

Vn
og dernæst, efter Indførelse af den bekjendte Værdi — af 

det sidste Integral (se min Differential- og Integralregn, 

p. 161 Formel (126)) og Multiplikation med 2,

</- oo

Rækken for Integralet (20) indskrænkes saaledes til de Led, 

der indeholde A med ulige Indices og man erholder der­

ved, idet Æ ’s Værdi indføres,

w =  +  +  (25)
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som kaldes Stirlings Formel. Rækken (25) er i Be­

gyndelsen meget konvergent, bliver senere divergent (jfr. 

Comptes rendus de l’acad. t.xxxv (1852) p.317), men kan 

dog i de fleste Tilfælde bruges. Man kan ogsaa erholde 

■en Række for Summen af Logarithmerne af Tallene fra 

1 til n (jfr. Ramus Differ.- og Integralr. p.361 Formel (47)). 

Prøves Rækken paa n=10 findes ved Logarithmeregning 

log [10] = 6,5597642,

medens virkelig log [10] = log 3628800 = 6,5597630.

n kunde endog tænkes saa stor, at alene det første Led 

gav tilstrækkelig Tilnærmelse.

Anvendes dette paa (10) under den sidste Forudsæt­

ning, faaes, idet

[m + n] = (m -f- n}m^n2h  (m^n),

[m] [n] — mmnne~(”*+n) 2n ^nin, 

Sandsynligheden for m Gange E og n Gange F

“ V 2^- (26)

Søgte man heraf Maximum af P, idet p og q ere de 

variable, fik man i Overensstemmelse med fjerde Hoved- 

theorem p = ™ , q = —^—. Men denne störsle Sand- 

synlighed kan dog være lille nok, saaledes giver p — j, q==i, 
m = n = 1^F===F_) Værdien P = som aftager

stærkt med p. Sættes ^=100, faaes P = 0,07979 at 

være Sandsynligheden for den rimeligste Begivenhed, 

1—P = 0,92021 imod denne. Der kan altsaa holdes 92 

imod 8 paa, at den rimeligste Begivenhed ikke indtræffer.

Sandsynligheden for, at ~ skal afvige fra —, vil af­

tage, eftersom Afvigelsen voxer. Antages Afvigelsen om­

vendt proportional med Qvadratroden af det hele Antal

Begivenheder, altsaa lig -4=, 
Vp '

og sættes p — q == i,

n = Wi—

\ Vp/

saa er
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følgelig

-1^1— 2___

n(g —g2)

2 

n(g—g‘

Men heri er

g2 , m(^ + 2) #4

2 1.2 4^2 ’

som for store g> nærmer sig til e'i9 ; paa lignende Maade 

haves
/ (j \—^9^g [ q \^9^g _ ]l (j 2

/ 1 _L_ JzL_ \ = / 1---- ^=1 tilnærmelsesvis lig e 2J,
/ VfiJ \ Vg/

og endelig kan g, med Tilnærmelse sættes for — g2. 

Man finder saaledes
p _ l/_±. e . (27)

V np

Heraf læres, at Sandsynligheden for m og n afvigende fra 

aftager stærkt, naar g voxer. Er saaledes ^ = 200, 

<7 =-4 = 0,707 .... 4= = , saa vil Sandsynligheden
J V2 ’ VA* 20

for at faae w = 105, n=95, idet p = q = %, være 
±]/Ie-1=0,04394, medens #=0 giver P==l|/A 

= 0,05642. Sandsynligheden for en Afvigelse af for­

holder sig altsaa til Sandsynligheden for slet ingen Af­

vigelse fra 100 E og 100 F, som til 1 eller omtrent

som 3 til 4. — Antog man —= = y, m = n = -}p, 
1 1 1 /T" 78

samt ^ = 200, saa blev P = y „ e~26 = , altsaa 

meget ringe Sandsynlighed for at 7n=15O, n == 50 iste- 

denfor m = n=100.

Det mathematiske og det moralske Haab.

15. Sandsynlighedsregningen tjener blandt Andet til 

at bedømme Udsigten til at vinde eller tabe ved kom-
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mende Begivenheder, hvorunder hører Anvendelse paa 

Spil, Livrenter og Livsforsikkringer. Antages A, B, C ... 

at være Personer, som i Tilfælde af at visse Begivenheder, 

henholdsvis E, F, G ... , indtræffe, have Udsigt til en vis 

Fordel g, og antages henholdsvis p, q, r... at være Sand­

synlighederne for disse Begivenheder, saa findes Værdien 

af Enhvers Udsigt til Gevinst eller det mathematiske 

Ha ab ved følgende Betragtning.

Er Antallet af lige mulige Tilfælde a, de for E gun­

stige de for F v2, de for G v3 o. s. v., saa er

P = ~±, 2 = ^, -4 har for sig vx lige gun-
14' tv

stige Tilfælde, B har o. s.v., saa at, medens et Antal

af a Personer vilde have lige Andel i Gevinsten eller have

en Udsigt lig ~, saa har nu

A Udsigten vr — pg, B har qg, G har rg o. s. v.

Det mathematiske Haab er lig Produktet af 

den Gevinst, der kan opnaaes, og Sandsynlig­

heden for at naae den.

Ved Hazardspil afhænger Sandsynligheden af Spillets 

Indretning; kræver Spillet en vis Færdighed, har denne 

Indflydelse paa Sandsynligheden, men lader sig sjeldent 

bestemme uden lang Erfaring.

Antages Spillerne A og B at udsætte sig for Tab af 

henholdsvis Summerne a og ß, saa bestemmes disses 

Störreise af Enhvers Sandsynlighed for at vinde, p og q, 

idet pA~q — 1; B har Sandsynligheden q for at vinde a 

fra A, hans mathematiske Haab er ja, A har ligeledes 

det mathematiske Haab pß. Partiet vil nu ikke være lige, 

med mindre

qa = pß eller (28)
? ß

eller Spillernes Risiko maa være proportional 

med deres Sandsynlighed for at vinde.

Ved Hjælp af disse Regler findes Störreisen af Ind­

satsen i et Spil og bestemmes, hvorledes den attraaede 

Gevinst skal deles, hvis Spillet standser før det kan bringes
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til Ende. Herhid hører det af Chevalier de Méré frem­
satte probléme des partis. A og B antages at have lige 
Færdighed i Spillet, det er vundet af den, som først faaer 
5 Points, idet kun 1 Point kan tages ad Gangen; naar nu 
A har 3 Points, B 4 og Spillet maa hæves, hvorledes 
skulle de da dele Indsatsen? Havde hver haft 4 Points, 
saa var Partiel lige og hver skulde have Halvdelen; men 
nu mangler A 1 Point i en ligesaa gunstig Stilling som B, 
og for at faae det har han Sandsynligheden hvorefter 
han først vil have Ret til den halve Indsats. Hans mathe- 
maliske Haab er altsaa | af Indsatsen, medens B' s er f.

16. Ved Anvendelsen af disse Grundsætninger paa 
Spil komme dog ogsaa de Spillendes Formuesomstændig­
heder i Betragtning og den deraf følgende Indflydelse, et 
stort Tab kan have paa deres Stilling. Absolut eller 
mathematisk taget bliver Sandsynligheden og Haabet at 
bestemme efter de angivne Regler, men relativt, fra et 
socialt eller moralsk Standpunkt, ville disse Regler ikke 
være tilstrækkelige, og ved personlige Spörgsmaal kommer 

det netop an paa den relative Værdi. Allerede den Be­

mærkning, at ved begrændsede Formuer har et nogenlunde 
stort Tab relativ större Betydning end en ligesaa stor Ge­
vinst, vidner herom; dersom A og B eje lige meget og 

A taber en af sin Formue til saa faaer efter Spillet 

dette Tab en större Betydning for A end Gevinsten har 
for B, thi A har kun T9^ af sin Formue, medens B har 
il, det lidte Tab er | af den forringede Formue, medens 

Gevinsten kun er TlT af den forøgede. Dan. Bernoulli har 

derfor forsøgt i Modsætning til det mathematiske Haab at 
opstille et moralsk Haab som Gjenstand for Beregning.

Faaer en Persons virkelige, physiske, Formue x 
en Tilvæxt kdx^ hvor k er konstant, saa kommer det altsaa 
an paa dennes Forhold til æ, saa at Tilvæxten til hans 
moralske Formue kan udtrykkes ved 

kdx

x
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og ved In tegration heraf faaes den hele m oralske Form ue  

y = k\.x + C, (29)

hvor C er en K onstant afhæ ngig af den m oralske Form ues  

Störreise for en vis V æ rdi af den physiske Form ue. H ver­

ken x eller y kan antages N ul eller negativ , th i den blotte  

T ilværelse er et B evis paa R aadighed over de Indtæ gts­

kilder, der nødvendig kræ ves til L ivets O phold, uden H en ­

syn til M aaden, hvorpaa de flyde.

A ntages nu en Person i B esiddelse af en physisk  

Form ue a og  U dsigt til m ed givne Sandsynligheder p, q, r... 

at opnaae Fordelene a, ß, r ... , saa kan hans m oralske  

Form ue ifø lge (29) m odtage en af V æ rdierne

k 1. («+«)■+■ C, k 1. (a-J-/?) 4- (7 , k 1. (a-4-/) +  C . . . 

m ed de angivne Sandsynligheder. Paa dette Standpunkt 

har den m oralske Form ue altsaa V æ rdien

y  =  kp 1. (a+a) +  kq 1. (a+ß) +  kr 1. (a+/)----- F  C ,

idet alle K onstanterne sam les i een. A ntages den dertil 

svarende physiske Form ue at væ re X , saa vil ogsaa baves  

Y = k\.X+C,

m en disse to U dtryk for Y give den tilsvarende physiske 

Form ue
X = (a-\-a)p. (a+/S)? . («+ /)r • • •

Fradrages herfra den oprindelige Form ue <z, faaes det 

m oralske H aab at væ re

(a+a)p . (a+ß'ß. (a+ /)r ------ a, (30)

m edens det m athcm atiske var pa + qß + ry H-----

D eraf fø lger, at ethvert Spil er ufordelagtig t. E n  

Spiller m ed Form ue a og Sandsynlighed p for at vinde  

gjör en Indsats p, M odparten altsaa ifø lge (28) -- p)-, 

hvilken den Første kan vinde, saa at Form uen derved  

b liver —jTPi men taber han, bliver den a — p; for 

det første T ilfæ lde er Sandsynligheden p, for det sidste  

1— p. Ifø lge (30) er det m oralske llaab altsaa

/ > X~P \pl \1-p  i X~P P\pls~ a “  (’-7)

A. Steen: Sandsynlighedsregning. 3
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~ < o, 
a

h v ilk e n S tö rre ise k a n v ise s a t v æ re n e g a tiv . D e t k o m m e r  

n æ m lig b lo t a n p a a a t in d se , a t

+  —  < 0 .
\ P a / \ a /

M e n d e tte k a n o m sk riv e s t i l

l _ _ _ _ _ _ _ _ 1

1— P  u J jW

p a a

so m  e r r ig tig t.

17. D e a n fø r te S æ tn in g e r f in d e o g sa a A n v e n d e lse  

p a a H a n d e l o g  F o rs ik k r in g sv æ sen , m e n  m e d en s S p ille t ik k e  

b lo t e r m o ra lsk fo rd æ rv e lig t, m e n o g saa f rem k a ld e r ø k o ­

n o m isk e  T a b , sa a k a n  H a n d e l i F o rb in d e lse m e d F o rs ik k r in g  

k u n b rin g e ø k o n o m isk e F o rd e le , fo rd i S p ille t b lo t f ly tte r  

V æ rd ie rn e f ra  e n  I la an d t i l e n a n d e n , m e d en s  H a n d e le n m e d  

F ly tn in g e n  t i ll ig e sk a b e r n y e V æ rd ie r . A n tag e s e n K jø b -  

m a n d a t h a v e ~  a f s in F o rm u e 1 o m b o rd p a a e t S k ib , 

fo r h v is h e ld ig e H jem k o m st d e r e r S a n d sy n lig h e d e n  p, sa a  

v il h a n s fo rv e n ted e m o ra lsk e F o rm u e v æ re

lep 1 . (1  4 -  — ) - |-  C.
\ a J

M e n fo rs ik k re r h a n d e n D e l a f s in F o rm u e , so m  e r u d sa t  

fo r U n d e rg a n g , sa a m a a h a n ifø lg e (2 8 ) b e ta le A ssu ran ­

d ø re n e n S u m , d e r fo rh o ld e r s ig t i l d e n n es R is ico —  so m  
a

S a n d sy n lig h e d e rn e fo r d e n s U d b e ta lin g o g Ik k e -U d b e ta lin g , 

1  —  p o g p, a ltsa a — D e rm e d fo rm in d sk es K jø b m a n -
1 1  — —  T) Z)

d e n s fo rv e n ted e U d b y tte t i l - - - -- - - -- - - =  — , m e n fo r

d e tte B e lø b h a r h a n S ik k e rh e d , sa a a t h a n s m o ra lsk e  

F o rm u e b liv e r
k] .( 1  +  ^ -)  +  a 

\ a  /  
M e n m a n h a r

1 . (1  + ■£ -) > —  

\a / \ a

fo rd i, id e t —  <  — , 
7 « a
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Kjøbmandens moralske Formue er altsaa forøget ved Hjælp 

af Forsikkringen, saa at han kan otTre et Tillæg til Præmien, 

hvorved Assurandøren og hans Medhjælpere faae en Ind­

tægt. Kaldes dette Tillæg ß, bliver hele Præmien 

Tillægget ß bör ikke være saa stort, at den moralske 

Formue, naar Forsikkringen finder Sted, bliver mindre end 

den uden Forsikkring vilde være, altsaa den højeste Værdi 

af ß faaes af Ligningen

1 + — -/) = ),
a / \ a ]

altsaa ß = 1 4- —---- (1 + — Y.
a \ a}

Vælges ß mindre, saa bar Kjøbmanden Fordel derved, og 

da Assurandøren ved at gjöre Forsikkringen til en Forret­

ning, overtager en stor Mængde Forsikkringer, saa vil hans 

Fordel ifølge 12, Loven for de store Tal, ligeledes blive 

saa godt som sikkret.

18. I det gamle Tallotteri (det genuesiske) uddroges 

i hver Trækning 5 Tal af 90; men derved, at Gevinsterne 

udbetaltes med lavere Beløb end der efter Rimelighed til­

kom Spillerne, sikkredes Staten som Entreprenør en be­

tydelig Fordel. Der kunde spilles paa Udtræk, bestemt 

Udtræk (det første Tal, det andet o. s. v.)> Ambe, Terne og 

Qvaterne; nedenstaaende Tavle giver de fornødne Talstør­

relser til Bedømmelse af Forholdet.

90 Tal 

indeholde

5 Tal 

indeholde

Forholdet imellem Gevinst 
og Indsats

sKuide være var

90 Udtræk 5 18 15

90 best.Udt. 1 (af hver Slags) 90 70

4005 Amber 10 400,5 270

117480 Terner 10 11748 5100

2555190 Qvart. 5 511038 40000
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Kaldes Indsatsen 1 , saa er det mathematiske Haab, 

hvormed Gevinsten 14— 15 — 1 paa Udtræk kan forventes, 

^==y, som altsaa er Værdien af et Lod, der har kostet 1, 

inden Trækningen er skeet. Lotteriet derimod kan med 

Sandsynligheden ~ vinde Spillerens Indsats 1 , altsaa dets 

mathematiske Haab er Endnu större viser Fordelen 
18

sig paa de andre Spillemaader; saaledes har Spilleren 

Sandsynligheden for at vinde 1 Ambe, hvorfor han 

faaer sin Indsats samt 269, altsaa hans mathematiske Haab 

er men Lotteriet har Sandsynligheden ~ for at vinde 

1, altsaa det mathematiske Haab er — . Til Oversigt med- 

deles følgende Tavle over begge Parters mathematiske Haab, 

med Udeladelse af de fælles Nævnere, Tallene i første Rubrik 

af forrige Tavle.

Spiller. Lotteri. Differens.

Udtræk . . . 70 85 15

Best. Udtræk 69 89 20

Ambe .... 2690 3995 1305

Terne .... 53990 117470 65480

Qvaterne . . 199995 2555185 2355190

Et Spil af denne Beskaffenhed er at betragte som en Skat, 

der yder Staten större Fordel i samme Forhold, som de 

angivne Differenser ere större. Erfaringen bekræfter dette 

og til Exempel derpaa anføres, at et andet Spil, Trente- 

et-quarante, som var tilladt visse Spillehuse i Paris, gav 

med en Fordel af kun 0,011 af hver Indsats, men med en 

hurtig Gang af Spillet, saa stor Indtægt, at der for Til­

ladelsen kunde betales Staten en Afgift af 5 til 6 Millioner 

aarlig.

I Klasselotteriet trækkes i 6 Klasser dels Gevinster, 

dels Frilodder til næste Klasse, hvorom efterstaaende Taxie 

giver nærmere Oplysning.
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Klasse.
Antal 

Lodder.

Antal

Gevinster.

Sum af 

Gevinster.

Antal 

Frilodder.

1 50000 200 45700 Rd. 1800

2 48000 240 59400 — 2160

3 45600 280 72600 - 2520

4 42800 320 86800 — 2880

5 59600 540 97150 — 3060

6 1 56200 3600 328250 — 32600

Antages en Spiller at kjøbe et Lod til første Klasse 
for 2 Rd. med den Beslutning, blot at fortsætte Spillet, 
saalænge delte Lod giver ham Adgang dertil, enten direkte 
eller igjennem Frilodder til de næste Klasser, og man ser 
bort fra den Forpligtelse, Spilleren i Tilfælde af Gevinst 
har til at kjøbe et Lod til næste Klasse, saa findes hans 
mathematiske Haab X, eller Værdien af det kjøbte Lod 

inden Trækningen af første Klasse har fundet Sted, paa 

følgende Maade. Beregningen sker simplest ved at søge 
det mathematiske Haab af Spillet, som om der kun var 
een Middelgevinst at opnaae i hver Klasse, altsaa i første 

Klasse , med Sandsynlighed for at faae den hvilket 

giver men dertil maa lægges Sandsynligheden for at 

spille med i næste Klasse igjennem et Frilod, Gange 

den Fordel, som denne Klasse giver, hvortil atter henhører 
Frilodder til næste Klasse o. s.v., indtil de 6 Klasser ere 

spillede igjennem, da Spilleren atter igjennem et Frilod 

kan gaae over til det næste Lotteries første Klasse med 
det mathematiske Haab X. Saaledes erholdes Ligningen 
(med Udeladelse af overflødige Nuller)

eller

X = 0,914 + 0,036 p,2374-0,045[l,592 + 0,055(2,028 

+ 0,067(2,4534-0,077(9,068 + 0,901 ^)))"| I,

altsaa
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0,914 + 0,036 L1,237 + 0,045 [i ,592 + 0,055 (2,028 -f- 0,067 (2,453 + 0,077. 9,068))]j 

-2C =------- —--------------------------------------------------------

1 — 0,036.0,045.0,055.0,067.0,077.0,901

eller X = = «,961 Rd. = 92 ß.

Et Lod, som er kjøbt for 2 Rd., har altsaa en Værdi 

af 92 ß.

Anvendelse paa Livrenter og Livsforsikkringer.

19. Ved enhver Forsikkring raader Tilfældet lige- 

saavel som i Hasardspil, men der arbejdes ved Forsikkrin- 

gen netop paa at forebygge Følgerne af Uheld, idet ethvert 

Tab følges af en tilsvarende Erstatning. Forsikkringen af 

Menneskeliv og af Indtægter for en Tid eller for den øvrige 

Del af Livet beroer paa Erfaring og Iagttagelse af Lovene 

for Dødeligheden. Halley har lært, hvorledes man kan 

komme til Kundskab om Fordelingen af flere i samme Aar 

fødte Personers Afgang ved Døden i de forskjællige Aldere, 

eller hvorledes Dødelighedstavler konstrueres. Naar 

man næmlig antager Befolkningen i et Distrikt for 

nogenlunde konstant, saa maa Antallet af Døde og 

Fødte i samme Tid være omtrent det samme. Betegnes 

Antallet af de Døde af rte Aars Alder med ar, saa vil

80 = «14-a2 + a3+• • •

idet det xte Aar er den højeste Alder, hvori Nogen er død, 

være Antallet af Fødte, af Alder 0. Derefter faaes Antallet 

af 1-aarige at være St = So—alf af 2-aarige S2 = 

8i — a2, ... af æ-aarige — ax = 0. Ved en

Række Iagttagelser af denne Art udfindes Loven for Døde­

ligheden, som da viser sig noget forskjællig efter Klima, 

Levemaade og Kjøn. Hvert Land benytter derfor sin Døde­

lighedstavle, med dobbelte Rubrikker, for Mænd og for 

Qvinder. Til Excmpel skal her meddeles Finlaisons 

Tavler, som findes i Planen for vore Livrente- og Livs- 

forsikkringsanstalter af 1842 (se Plan in 4t0) og gaae ud 

fra 10000 l-aarige.
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Alder.

Levende af
1-aarige Alder.

Levende af 
1-aarige 

Mænd. |Qvinder.
Alder.

Levende af 
t-aarige

Mænd Qvinder. Mænd. Qvinder.

1 10000 10000 36 6922 7465 71 2756 4028

2 9821 9860 37 6835 7584 72 2575 3846

3 9673 9739 58 6747 7303 73 2396 3655

4 9552 9632 39 6658 7222 74 2223 3455

5 9455 9550 40 6509 7141 75 2054 3248

6 9371 9444 41 6481 7061 76 1890 3040

7 9302 9370 42 6393 6981 77 1740 2824

8 9-241 9308 43 6507 G901 78 1588 2600

9 9186 9254 44 6222 6822 79 1433 2375

10 9132 9209 45 6157 6743 80 1277 2146

11 9081 9169 46 6053 6664 81 1125 1922

12 9031 9150 47 5972 6586 82 972 1713

13 8983 9090 48 5890 6508 83 828 1522

14 8935 9046 49 5807 6431 84 694 1349

15 8887 8998 50 5720 6353 85 567 1192

16 8834 8936 51 5627 6277 86 450 1047

17 8773 8869 52 5526 6201 87 342 911

18 8703 8798 53 5417 6123 88 248 781

19 8622 8724 54 5500 6044 89 171 656

20 8551 8649 55 5177 5963 90 113 534

21 8432 8576 56 5048 5878 91 70 416

22 8518 8503 57 4912 5789 92 45 507

25 8202 8450 58 4773 5696 93 25 212

24 8086 8557 59 4631 5599 94 14 138

25 7972 8284 60 4489 5199 95 7 84

26 78GO 8212 61 4347 5397 96 3 49

27 7758 8140 62 4208 5291 97 1 25

28 7659 8068 65 4068 5179 98 0 11
29 ‘ 7561 7995 64 3924 5061 99 0 4

30 7465 7921 65 3774 4956 100 0 1

31 7371 7818 66 3621 4805

32 7278 7774 67 3455 4665

33 7187 7699 68 3285 4517

34 7097 7625 69 5112 4364

35 7009 7546 70 2955 4202
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Da ifølge Tavlen af 10000 Drengebørn paa 1 Aar de 
9821 blive 2 Aar, saa er Sandsynligheden for at Drenge­
børn paa 1 Aar blive 1 Aar ældre, 0,9821. Sandsynlig­
heden for at 1-aarige Drengebørn blive 10 Aar, er 0,9132. 
Sandsynligheden for en 10-aarig Dreng at blive 70 Aar, er 
^|| = 0,321, altsaa af 1000 paa 10 Aar naae 321 op til 
70 Aar. For Piger ere de tilsvarende Tal henholdsvis 

0,9860, 0,9209 og = 0,456.
Naar Sandsynligheden for Personer af en vis 

given Alder at naae en anden Alder er netop 
saa er Differensen imellem disse Aldere den sandsyn­
lige Levetid for den førstnævnte Aldersklasse. Da af o
10000 Drenge paa 1 Aar 5048 blive 56 Aar, men kun 4912 
blive 57 Aar, saa er den sandsynlige Levetid for 1-aarige 
Drenge imellem 56 og 57 Aar; for 1-aarige Piger er den 
imellem 64 og 65 Aar. Af 8887 15-aarige Drenge naae 
4489 en Alder af 60 Aar, den sandsynlige Levetid altsaa 
<5 Aar; da af 8998 15-aarige Piger de 4517 blive 68 Åar, 
saa er deres sandsynlige Levetid 53 Aar.

Gjennemsnitslevetiden eller Middellevetiden 
for Personer af en vis Alder faaes ved ligelig at for­
dele paa dem de Aar, som alle Personer af denne 
Alder have tilbage at leve i. Antages i Tavlen An­
tallet af (a-f-r)-aarige Personer at være Ar, saa findes 
Middellevetiden for a-aarige paa følgende Maade. Af de

a-aarige blive Ao— Ar kun 1 Aar ældre, deres sam­
lede Levetid er Ao—Aar; derimod blive At — ^42 netop 
2 Aar ældre, den samlede Levelid for dem er da 2(A1~A2) 
Aar; ligesaa leve de A2—A3, der opnaae hver 3 Leveaar, 
tilsammen 3(Æ2 —^i3) Aar o. s. v. Tages Summen af de 
saaledes fundne Antal Leveaar og divideres med det op­
rindelige Antal Levende A(J af a Aars Alder, faaes Middel­
levetiden, men under den Forudsætning, at de At, A2, A3 ... 
netop ere afgaaede ved Døden ved hvert Aars Udgang; da 
dette ikke er Tilfældet, søges Fejlen hævet ved fra det 
endelige Resultat at trække hvorved alle Dødsfald egent-
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lig antages at træ ffe m idt i A aret. M an faaer da M iddel­

levetiden for a-aarige at væ re

Ao—A! -j~  2(.4^ 2)-l- 3(^42— __ 1_
=  —  -j-— — — — — — — — — — — - 2 1

idet x er den  

faaes

Ma =

höjeste A lder, N ogen af dem naaer. D eraf

Ao + A j -4--<42 4~  ■ ■ ■ 4-1  ]
Ä 2 (

t 1 i  +  ^42+^4 3 +  -- - +  Ax 1 /
— —— - -r 2 \ 

yio j

M æ nd faaes ved T avlen en M iddellevetid afFor 90-aarige

—  _i_ 1  =  i 94 A ar. T avlerne i Planen for L ivsforsikkrings- 
113 2 ’
anstalten af 1842 indeholde sæ rlige T avler over M iddel­

levetiden .

I R eglen er den sandsynlige L evetid og M iddelleve­

tiden forsk jæ llige , som fø lgende E xem pler oplyse. D e i 

T avlen angivne A ar læ gges til A lderen for at finde den 

sandsynlige A lder og M iddeltallet af A lderen , der opoaaes.

A lder.
Sandsynlig L evetid . M iddellevetid .

M æ nd. Q vinder. M æ nd. Q vinder.

15 45 53 42 47

21 41 48 38 43

50 20 25 20 24

M iddellevetiden for N yfødte, L ivets M iddelvarig ­

hed, faaes af (31), idet Ao er A ntallet af N yfødte, Ar af 

r-aarige. A ntages B efolkningen konstant, vil det hele A ntal 

af L evende af alle A ldere kunne findes ved at m ultip licere  

A ntallet af N yfødte m ed Sandsynligheden for at naae enhver 

A lder og tage Sum m en af alle disse Produkter. M en da  

m an ved D ødelighedstavlen kun i Spring kan angive Sand ­

synligheden for at blive 1, 2, 3 ... A ar æ ldre, saa tages 

sim plest M iddeltallet af Sandsynligheden for hver to paa  

hinanden fø lgende A ar til Faktor. D erved bliver B efolk­

ningens Störreise
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oT-^l j ! yli~rzl2 

2J0 ’ o+ 2^ 0 ^o +
-42-f-^43 ^.r-fh^x J

2A0 2jo *^o

----  i^O  “b  -^1 +  ^2 +  4 3 + • • • Ax—1 +  ^xi

altsaa ved Division med Ao faaes

~ ^0 5 (32)

saa at ved en konstant Befolkning er Livets M id­

delvarighed lig Forholdet imellem  Befolkningens  

Störreise og Antallet af hvert Aars Fødsler.

20. En simpel Livrente er den Annuitet, som  

betales en M and fra nu af indtil hans Død; dens Værdi 

er den Sum, der slrax maa betales Livrenleanstalten derfor. 
Sættes Livrenten til I, Rentefoden til r, saa vil den første 

Udbetaling af 1 om 1 Termin, henført til Nutiden, være 

jqp; men da Livrenten kun betales, saafremt Vedkom ­

mende er i Live, saa maa denne Sum multipliceres med 

Sandsynligheden for en a-aarig at blive (a-f-l)-aarig, 

Altsaa er

Værdien af den første Udbetaling — ,

ligesaa af den anden  — — - o. s. v.
2i0(l+r)2

Heraf faaes Værdien af Livrenten

L —  _L /_jÉ_L_ I ^2  I ^3  I________ I ^X \

■^0 v  +  r  (1+^)2  (14-r)3 r (l +  r)®/

Den mest praktiske Beregning af Livrenter sker efter- 

haanden for den höjeste Alder, den næsthøjeste o. s. v. 
nedad. M an har næmlig

r  I / -^2 i ^3 i i -^x \

“+1 ~  Ä  (j+^ +  (T+^+ '' +(h^FV’ 
idet =  O, og deraf findes

(33)

Da nu Livrentens Værdi for den höjeste Alder, 97 Aar for 

M ænd, 100 for Qvinder, maa være O, saa beregnes den
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derefter for alle Aldere. For Mænd haves Ä97 = 0, 

^98 = 3(i-pj ^95 = (^96+1) o. s. v. Andre

Livrenters Værdi findes ved Multiplikation af Værdien af 

Livrenten 1 med Livrentens Störreise.

En opsat Livrente nydes ikke strax, men først 
efter et bestemt Antal Terminers Forløb. For en a-aarig 
vil en saadan, hvis Udbetaling begynder om n Terminer, 
være

7 1 i -^n-f-2 . i ■dn+sc \

a’n = \U+r)n+1 (1-Mn+2 r (14-^*7 ’

idet ligefrem de første Led i Formlen for La, svarende til 
de Terminer, da ingen Udbetaling sker, blive 0. Men 
nu haves

r /-3 ■ ■3n-}-2 i ■ |
“+n = X v-w (i-M2 ’

aUsaaer l.,. -- (34)

som er Sandsynligheden for at opnaae a-j-n Aar 
Gange Liv renten for (a4-rc)- aa rige ført tilbage 
til Nutiden. (34) kan til Hegningens Lettelse om­

skrives til
7 /1 Ao \ Ln+n

a>n = V ^7 /u+tf-
En ophørende Livrente er den, som standser ved 

en vis Alder. For en a-aarig vil den, naar Varigheden er 
n Aar, være Differensen imellem en simpel Livrente, som 
begynder strax, og en i n Aar opsat, allsaa

K. = La-l.,» = (35)
"O \ * i ' '

Endelig kunne Livrenter være opsatte i n Terminer, 
ophørende m "Terminer senere, og da beregnes som 
Differensen imellem en i n Terminer opsat og en i n-\-m 
Terminer opsat, allsaa

/ 7 -^a+n ^a+n+m
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21. O v e r le v e ls e s r e n te r e r e L iv r e n te r , h v is  

U d b e ta l in g  f ø r s t b e g y n d e r  e f te r  e n  a n d e n  P e r s o n s  

D ø d ; d e r e s B e r e g n in g a f h æ n g e r a f S a n d s y n lig h e d e n f o r ,  

a t to  P e r s o n e r b e g g e b l iv e i L iv e . A n ta g e s J ’s A ld e r a ,  

B's b A a r , o g  S a n d s y n l ig h e d e n f o r a t b l iv e r A a r æ ld r e  

h e n h o ld s s is , s a a  e r S a n d s y n l ig h e d e n  f o r a t b a a d e

0 0 A B

A og B e r e i L iv e s o m  r - a a r ig e , 7 - ^ - . A f N P a r , b e -  

s ta a e n d e a f e n  a - a a r ig  o g  e n  6 - a a r ig  ( h v is K jö n n e n e e r e

f o rs k jæ ll ig e , e r A M a n d e n ) , v i l le r im e l ig v is  f r N b l iv e

r - a a r ig e . D e r im o d  v i l le v e d D ø d e n  v æ r e o p lø s te

(A0-Ar Br
V ^0 ’ ^0

o g  u d d ø d e  .

Ar

-^o

B.-B,
N P a r ,

B.-Br

Bo
N P a r .

S a m liv e ts  M id d e lv a r ig h e d  f o r e t P a r a f d e a n ­

g iv n e A ld e r e f in d e s p a a s a m m e M a a d e s o m  M id d e l le v e ­

t id e n  f o r e n  e n k e l t , o g  b l iv e r

.. A j  B J - j -  A 2  B o  - f -  3  o  B o  — |-  • • ■ - f - x Bx 1
Ma,b = ... ..... 1 ------  4 n------ - H - - - - - • ( 3 7 )

^0^0 2 '

M id d e lv a r ig h e d e n  a f Æ s O v e r le v e n  o v e r B v i l v æ r e

y _  i ( g p B A 2(B 0——■ -\-Ax(B(J—Bxh

a,b Ao B. ( 3 8 )

= Ma — Ma>b. }

O m b y t te s a og b, A og B, f a a e s Vb>a, M id d e lv a r ig h e d e n  

a f B's O v e r le v e ls e s t id .

M id d e lv a r ig h e d e n  a f d e n  T id , h v o r i b e g g e P a r te r e r e  

d ø d e , b l iv e r

M 0- / i l) I V l? 1 ) + . . .  A-(A0—Ax) \BO—BX) 

A o Bo

= &  ^a~\~ Mé ) - f -  MU'b .

M a n v i l n u k u n n e b e r e g n e  V æ r d ie n a f e n  F o r b in ­

d e ls e s re n te p a a to P e r s o n e r , n æ m lig a f d e n U d ­

b e ta lin g , s o m  s k e r te r m in v is , s a a læ n g e b e g g e P a r te r le v e ,  

id e t F r e m g a n g s m a a d e n k u n s k i l le r s ig  f r a d e n  f o r B e r e g -
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n i n g  a f  L i v r e n t e r v e d , a t S a n d s y n l i g h e d e n  ~ ~ ~  i n d t r æ d e r
* Aq B0

f o r — . M a n  f i n d e r
2t0

Di ___ 1/3 i 1 i A % B 2 i i x Bx \

1  +  r i . l - M 2  ( i 4 - r ) x / ’

A B
f ø l g e l i g Fa>b = ( # a + l i+ 1 + i ) .  ( 3 9 )

H e r a f f i n d e s i g j e n  V æ r d i e n  a f d e n  O v e r l e v e l s e s r e n t e ,  

d e r b e t a l e s  B v e d  A's D ø d ; t h i d e r m a a  f r a  V æ r d i e n  a f  

e n  L i v r e n t e  t i l B t r æ k k e s V æ r d ie n  a f F o r b i n d e l s e s r e n t e n  

p a a  A's o g  B's L i v , s a a  a t m a n  f a a e r

Ob = Lb — Fa,b. ( 4 0 )

V e d  H j æ l p  a f  d e t U d v i k l e d e  k a n  n u  l e t b e r e g n e s  o p ­

s a t t e , o p h ø r e n d e o g o p s a t t e o p h ø r e n d e  O v e r ­

l e v e l s e s r e n t e r .

22. L i v s f o r s  i k k r i n g  k a l d e s d e n S u m , d e r u d ­

b e t a l e s  v e d  e n  b e s t e m t  P e r s o n s  D ø d . V æ r d i e n  a f  e n  L i v s -  

f o r s i k k r i n g  1 , s o m  b e t a l e s  v e d  e n  a - a a r i g  P e r s o n s  D ø d ,  

b e r e g n e s  s a a l e d e s : e n t e n  b l i v e r 1 a t  u d b e t a l e  o m  1 T e r m i n
J J

m e d  S a n d s y n l i g h e d e n  e l l e r  e f t e r  2  T e r m i n e r  m e d
•™o

S a n d s y n l i g h e d e n  — , e l l e r  e f t e r 3  m e d  — o . s .v . ;  
^ * o  Ao

m e n  d i s s e  V æ r d i e r m a a  f ø r e s  t i l b a g e  t i l N u t i d e n  v e d  D i v i ­

s i o n m e d l - f - r , ( l - | - r ) 2 , ( l - f - T * ) 3 o . s .v . , o g  S u m m e n  

a f d e s a a l e d e s f r e m b r a g t e S t ö r r e l s e r u d g j ö r d e n s ø g t e  

V æ r d i . M a n  f a a e r

1  । At t 12 1 t A 2 ^3 1 i

(l + r)3 'Ao 1 - j - r 1 Ao ( 1  +  r ) 2 '

1 1 / A, A9 A., \
~  F X 7  + 1  2 I 3 -4- I

7 i 0  d + d 3 ( l + r ) 4  J

1 / A< A9
।  1  _ i _  2  l

\
3  1 1

1

1 - f - r

\  1 +  r ' ( 1  H ~ r ) 2 '

F T __ l—rLa

1  4 -  r " 1  4 -  r

( 1 4 - r p  J

( 4 1 )
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De mindste Qvadraters Methode.

1. FejHoren.

23. Selv de omhyggeligste Iagttagelser lide af Fejl; 

derfor give ogsaa forskjæilige Iagttagelser af samme Gjen- 

stand forskjæilige Resultater. Fejlene hidrøre fra forskjæi­

lige Kilder, som dog deles i to Hovedgrupper. Nogle Fejl 

opstaae af Omstændigheder, der forandre sig fra en Gang 

til en anden og ere uafhængige af det fundne Resultat; 

de kaldes uregelmæssige eller tilfældige. De kunne 

ikke rettes ved en Beregning af deres Störreise efter de 

Aarsager, der have frembragt dem, men alene deres sand­

synlige Værdi kan bestemmes. Saadanne ere de, der hid­

røre fra vore Sandseredskabers Ufuldkommenhed og Mangel 

paa Øvelse, fra Luftziltringer, der forstyrre Gjenstandenes 

Omrids, enkelte uundgaaelige Mangler ved Instrumenterne, 

saasom Mangel paa fuldstændig Stivhed, nogle Virkninger 

af Temperaturen paa Instrumenterne, som ikke kunne be­

regnes, m. m. Andre Fejl virke stedse paa samme Maade 

og hidrøre fra Omstændigheder, der væsentlig hænge sammen 

med Iagttagelsens Resultater; de kaldes konstante eller 

regelmæssige. Disse kunne være Virkninger af bestemte 

Naturlove (for Ex. den astronomiske Refraktion), som kunne 

underkastes exakt Beregning, eller af Iagttagerens Udulig- 

hed, som ikke bör forudsættes, eller af Fejl i Instrumen­

ternes Konstruktion, som maa bestemmes forud og rettes. 
Undertiden kunne Fejl være at regne snart til den ene, 

snart til den anden Klasse; saaledes Fejl i et Vinkelinstru­

ments Inddeling regnes for konstante ved gjentagen Maalning 

af den samme Vinkel, for tilfældig ved Maaling af forskjæi­
lige Vinkler.

De konstante Fejl bör altsaa hæves, men de tilfældige 

ere uundgaaelige, de maae blot gjöres uskadelige ved en 

Bestemmelse af deres rimelige Störreise. Theoretisk taget 

kunne disse Fejl antage alle mulige Størrelser fra —q o til 

+ co, men praktisk indsnevres Grændserne, idet de srnaa 

Fejl lettere ske end de store, saa at der gives Fejl af en
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vis Störreise, som ikke blive begaaede. De ville dernæst 
rimeligvis lige let falde til begge Sider og ophæve hver­
andre saaledes, at man ved en enkelt Störrelses gjentagne 
Maalning med forskjællige Resultater tör regne paa, at 
Maalningernes Middelværdi nærmest svarer til Sandheden. 
Hvis derimod en Slörrelse ikke bestemmes ved direkte 
Maalning, men ved Hjælp af flere andre maalte Störrelser, 
hver behæftede med sin Fejl, saa kommer det an paa at 
udfinde, hvilken Kombination af Fejl der giver den rime­
ligste Værdi af den søgte Störreise. Men dertil behøves 
først Loven for Fordelingen af Fejl af enhver Störreise.

2A. Antages en vis Fejl f at have en meget lille 
Sandsynlighed for sig, som tilmed afhænger af Storreisen 
af /, saa kan den udtrykkes ved

hvor h er meget lille, <p en Funktion, som egentlig er dis­
kontinuert, da den pludselig maa blive Nu], naar f over­
skrider Maximum af Fejl, men til slörre Lethed for Reg­
ningen tör antages kontinuert, naar den blot udenfor det 
nævnte Maximum bliver umærkelig. Sandsynligheden for 
at Fejlen antager en af Værdierne a, a + Å, «+2A... 
a + (n—1)å , er (enten — eller)

/z [</>(a) -4- </)(a + /0 + + ------- 1- tp(a + (n—1)7«)] ;

men konvergerer heri h til 0, faaes, idet a-\-nh=b, altsaa 

n = —voxer i det Uendelige, Sandsynligheden for en 
Fejl imellem a og &

\ </> (/) df. (42)

Sættes heri a=f^ b=j-'-[-df\ faaes Sandsynligheden for 
en Fejl imellem f og /-(■ df at være q{f}df.

Den første Fordring, der maa stilles til </>, er at

(43)
—00

Sættes y=(f>[f)y vil herved være fremstillet Lignin­
gen for en Kurve, hvis Ordinater ere proportionale med
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S a n d s y n l ig h e d e rn e fo r d e t i ls v a re n d e  F e jl, s o m  e re  A b sc is ­

s e r . A re a le t im e lle m  K u rv e n , A b s c is se a x e n  o g  to  O rd in a te r  

u d try k k e r S a n d sy n l ig h e d e n fo r F e jl, h v is S tö r re ise f a ld e r  

im e l le m  d e to A b s c is s e r t i l d is se O rd in a te r . F u n k tio n e n  

<p(f) k a ld e s F e jllo v e n , K u rv e n y = cp(f) F e jlk u rv e n .

25. A n ta g e s n u S tø r re ls e rn e xY, x2, x3 . .. xn a t  

h a v e d e ia g t ta g n e V æ rd ie r o 2 , o 3 . . .o r a , a l ls a a F e jle n e  

= —ft = o2—x2 . . . fn = on — xn, s a a v il le

S a n d s y n l ig h e d e rn e fo r d is s e F e jl v æ re <p(ft)df, <p(f2}df 

• • • <P(fn)df, o g S a n d sy n l ig h e d e n fo r d e re s S a m m e n træ f  

(b a a d e —  o g ) b liv e r

p =  V (Z , ) • V (/2 ) • » ( / 3 ) • • • (4 4 )

D e n r im e lig s te K o m b in a t io n a f F e jle n e e r d e n , s o m  g jö r  

P t i l M a x im u m , m e n s a a læ n g e P e r s a a s a m m e n s a t v e d  

s in A fh æ n g ig h e d a f f le r e V a r ia b le , o g F o rm e n a f q> e r  

u b e k je n d t , k a n d e t te M a x im u m s p ro b le m  ik k e lø s e s .

P ro b le m e t b liv e r s im p le re , n a a r d e fo r sk jæ llig e F e il  

fi ■> ft • • • fn h id rø re f r a n fo r s k jæ ll ig e M a a ln in g e r a f  

s a m m e S tö r re is e æ , a l ls a a xv = x2 = x3 ... = xn, s a a a t

fi = °i — x, f2 = o2 — x . . . fn = on—x.

I s a a T ilfæ ld e fo ru d s æ tte s d e n r im e lig s te V æ rd i fo r x a t  

v æ re M id d e l ta l le t a f M a a ln in g e rn e , a l ls a a

x = q i  +  ° 2 ~ I~ 0 3 ~ !- - - - +  ° n

n

fi+ft+få F /n  =  ° l  +  ° 2 '+ 'o 3 !~ O n —  nx = 0 ,  

s o m  u d try k k e r , a t l ig e s to re p o s i t iv e o g  n e g a t iv e F e jl l ig e  

le t in d træ f fe .

U n d e r  d e n n e  F o ru d s æ tn in g  s ø g e s B e tin g e ls e n  fo r M a x i­

m u m  a f P; m a n f a a e r m e d fo rk o r te t B e te g n e ls e ep fo r  

<f> (/)

# 2 _ _ _ i Låfdff\ _ n

dx L y  dfx dx (f df2 dx tp dfndxj ’ °

h v o r ^  =  -1 ,  =  . . . ^ "  =  — 1 , a l ts a a

dx 1 dx ’ dx ’
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(f (f 1) i ty'(f i i (P ^fn) _  Q

W + 7W +\ +<KA)
Indføres Betegnelsen F(f) = , faaes de to Ligninger

W 2)+W 3)+ -• +  O  = 0,

/l + f <2, + ft + + /n =0.

Af den sidste udledes fn= — (/i+/24------ F/n-i), som

indsat i den første giver

P\fx) -\~E\f<2.} H---- -\-F{fn—t} = — F( fi f 2------ fn—i)-

Antages nu j\ — f2 • • • =fn =  O, faaes 

n7^(0)==0, altsaa 2^(0) =  0.

Fremdeles giver fx =f og / 2 =/3 • • • =fn-i = O 

F(f)=^-F{-f) eller F(-/) =-#(/), 

altsaa F er en ulige Funktion og følgelig udledes af 

en foregaaende Ligning,

W J  +  ^(/2 ) +  • < • +  F(fn_J = F(j\ +/2+ • • • +/„-<), 

der som bekjendt svarer til

Heri maa Konstanten a nærmere bestemmes. Da P 
d 2 P

skal være M aximum, maa være negativ for x = 

, og af
n 

jp

=  -P[J ’(/1 l +  f ’(/2 ) +  -..+^ (/„)] =  O 
Cl Ou

faaes

-- “gpw +•’••+

LeZ/j dx df\ dx dfn dx J

som i Henhold til foregaaende Resultater bliver

d*P __ pPj - dF 
dx* “ L/i df2

Altsaa a maa være negativ, saa at man kan sætte a — — 27a2 ; 

Betydningen af h skal senere angives.

A. Steen: Sandsynlighedsregning.

naP.

4
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M an faae r h e ra f

F(f} = - 2 Ä » /_  _ ie-w, (46)

id e t 3 e r en n y K o n stan t. (4 6 ) an g iv e r F e jllo v en so m  en  

k o n tin u e rt F u n k tio n , d e r a ftag e r s tæ rk t, n aa r  f v o x e r, isæ r  

u d o v e r en v is G ræ n d se , h v o r d en k an b e trag te s so m  fo r­

sv in den d e; d en k an a ltsaa b ru g es is ted en fo r d en d isk o n ­

tin u e rte F u n k tio n , isæ r d a F e jlen s v irk e lig e G ræ n d se r d o g  

v an sk e lig k u n n e fa stsæ tte s m ed S ik k e rh ed .

26. D a m an n u h a r ifø lg e (4 3 ) 

^(/)<?/ — fbe-^df =  1 , 

v - O O V- 0 0

saa faaes v ed a t m an g jö r hf = t, 

z C * -0 0  ä L

r  b =  ^ ’ <4 7 >

o g d e ra f F e jllo v en * ,(/) — A v ’ . (4 8 )
fn

S an d sy n lig h ed en fo r F e jl im ellem + / o g — f b liv e r

h 1 2 C + z
y^y’^df = y^\e~‘’di = (4 9 )

v / v — * t/o

D a m an i T av le r h a r b e reg n e t V æ rd iern e a f d e tte In teg ra l 

fo r saad an n e t, so m  fa ld e in d en fo r d e a f F e jlen es G ræ n d se r 

a fh æ n g ig e V æ rd ie r, k an S an d sy n lig h ed en fo r F e jl i e th v e rt 

In te rv a l le t f in d es . S aad an n e T av le r f in d es f le re S ied e r, 

saaso m  i B erl, as tro n . Jah rb . 1 8 3 4 , C o u rn o t ex p o s , d e  

la th éo rie d es ch an ces e t d es p ro b ab ., Q u e te le t le ttres  

su r la p ro b ab .

S an d sy n lig h ed en  fo r F e jl fra —  a til -+ -a e r

2 7 z

P- ” V=n 

d e r fo r hf—t b liv e r til 

2  
pa == 77= \ e-^dt.

V™ Jo

S an d sy n lig hed en fo r F e jl fra a til b v il v æ re
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7 p* J /(»* f»« \ J C04
ndf="df-W - "dt “x "d‘ 

og hvis dette Udtryk multipliceres med 2, faaes Sandsyn­

ligheden for Fejl enten fra a til b eller fra —a til —b.

Nedenstaaende Tavle vil være tilstrækkelig til de fleste

Beregninger.

4*

ah j Pa ah Pa ah 1 Pa ah Pa ah Pa

0,01 0,01128 0,36 0,58935 0,71 0,68467 1,12 0,88679 1,82 0,98994

2 02256 7 39921 2 69143 4 89508 4 99074

3 03384 8 40901 3 69810 6 89910 6 99147

4 04511 9 41874 4 70468 8 90484 8 99216

5 05637 0,40 42859 5 71116 1,20 91031 1,90 99279

6 06762 0,41 0,43797 6 71754 1,22 0,91555 1,92 0,99338

7 07886 2 44747 7 72582 4 92051 4 99392

8 09008 3 45689 8 73001 6 92524 6 99443

9 10128 4 46625 9 73610 8 92973 8 99489

0,10 11246 5 47548 0,80 74210 1,30 93401 2,00 99532

0,11 0,12362 6 48466 0,81 0,74800 1,32 0,95807 2,05 99626

2 15476 7 49575 2 75381 4 94191 10 99702

3 14587 8 50275 3 75952 6 94556 15 99764

4 15695 9 51166 4 76514 8 94902 20 99814

5 16800 0,50 52050 5 77067 1,40 95229 2,25 99854

6 17901 0,51 0,52924 6 77610 1,42 0,95558 2,30 0,99886

7 18999 2 53790 7 78144 4 95830 35 99911

8 20094 3 54646 8 78669 6 96105 40 99931

9 21184 4 55191 9 79184 8 96365 45 99947

0,20 22270 5 56532 0,90 79691 1,50 96611 2,50 99959

0,21 0,23352 6 57162 0,91 0,80188 1,52 0,96841 ■2,55 0,99969

2 24450 7 57982 2 80677 4 97059 00 99976

3 25502 8 58792 3 81156 6 97263 65 99982

4 26570 9 59594 4 81627 8 97455 70 99987

5 27655 0,60 60586 5 82089 1,60 97035 2,75 99990

6 28690 0,61 0,61168 6 82542 1,62 0,97804 2,80 0,99992

7 29742 2 61941 7 82987 4 97962 85 99994

8 30788 3 62705 8 83423 6 98110 90 99996

9 51828 4 63459 9 83851 8 98249 95 99997

0,30 52863 5 64205 1,00 84270 1,70 98379 3,00 99998

0,31 0,35891 6 64938 1,02 0,85034 1,72 0,98500

' 2 34913 7 65665 4 85865 4 98615

3 35928 8 66378 6 86b 14 6 98719

4 56936 9 67084 8 87333 8 98817

5 37938 0,70 67780 1 1,10 88021 1,80 98909

DAN.MAR'
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Sandsynligheden for en Fejl fra 0,2 og 0,3 til begge Sider 

er ifølge Tavlen

2 C 0 ’3
\e~fldt =  0,32863  —  0,22270 =  0,10593. 

^0,2

O m vendt, naar Integralet pa er givet, findes deraf a/z, om  

fornødent ved en Interpolation. Saaledes, naar en vis 

V æ rdi r af a giver

2 C*rA 
\ e~t2dl = 0,5, 

Jo

faaes ved Interpolation i ovenstaaende Tavle

rh = 0,47694 =  (50)

D a Sandsynligheden for at begaae en Fejl indenfor G ræ nd- 

serne -pr og — r er saa kaldes den sand ­

synlige Fejl. K onstanten h ses heraf at væ re om vendt 

proportional m ed den sandsynlige Fejl, saa at li voxer, 

naar den sandsynlige Fejl aftager, og om vendt.

B etragtes to forskjæ llige System er af Iagttagelser, hvor 

h optræ der m ed forskjæ llige V æ rdier h og li', saa ville 

Sandsynlighederne for Fejl im ellem -\-a og — a i det ene, 

-r« ' og —a' i det andet System væ re

P‘ =  7=  \ og P '. “  7=  \ e-^dt,

og for at disse skulle væ re ligestore, m aa m an have  

ah — a*h!.

D er er altsaa sam m e Sandsynlighed for saadanne  

Fejl i de to System er, som ere om vendt propor­

tionale m ed K onstanterne li. 1 sam m e Forhold som  

h voxer, aftager den Fejl, som m ed en vis given Sand­

synlighed kan begaaes. Er /a ' =  27a, saa bliver a' =  |a , 

saa at i et vist System begaaes en vis Fejl ligesaa let som  

den halve Fejl i et andet System , hvor Störreisen li er 

dobbelt saa stor. Tilm ed bem æ rkes, at y(/) ifølge (46) 

og (48) aftager, naar h voxer. Størrelsen h kan der­

for betragtes som M aal for N øjagtigheden. D et
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ligger i Æ ’s Betydning, at denne Störreise i de almindelige 

Formler maa forblive ubestemt, og først i specielle Under­

søgelser kan bestemmes af de foreliggende Iagttagelser selv.

27. Det .vil nu være muligt at angive Betingelsen 

for M aximum af (44); thi i Henhold til det fundne Udtryk 

for cp(f) er

h3... hn • • -\-h2 fy
J: — n e ’

71J~

hvilket aabenbart er M aximum, naar

= 2(h2f2) er M inimum.

Den rimeligste Kombination er den, som gjör Summen af 

Qvadraterne paa Produkterne af Fejlene og M aa- 

lene for Nøjagtigheden mindst mulig. Er M aalet 

for Nøjagtigheden ens for alle, =  Ä2 =  h3 == • • • — hn, 

saa bliver
^(/2 ) M inimum,

altsaa, hvis alle Iagttagelser ere lige nöjagtige, 

saa skal man vælge den Kombination, der gjör 

Summen af Fejlenes Qvadrater mindst mulig.

28. En Undersøgelse af Fejlkurvens Figur vil give 

Resultater, som ere angivne i nedenstaaende Tavle for blot 

positive Fejl, idet næmlig som en lige Funktion giver 

en Kurve symmetrisk med Hensyn til Ordinataxen.

7z — dy 2/r3 -w? d~y 2Z&3 912/21

y=r - dr-^n f’ ¥‘=-^e i2,,f

f =  0
1 __0,71

hV2 h

1

h

2

~~ h
00

y

dy 

af

dj -

h
-4z=0,56å  
y'zr

= 0

< 0

~  =  0,54/t 
V ne

<  0

=  0

e\ n

< 0

> 0 V
A

“!
0

 
° 

0 0
—

0

0

0

Punkt. M aximum. Vendepunkt.
Aftagende Ordinater med 
Krumn. imod de pos. y.

Abscisseaxen  
Asymptote.
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Jo större h er, desto större bliver Sandsynligheden for en
1 12

Fejl, som er 0, og desto mindre blive Fejlene y

o. s. v., medens deres tilsvarende Sandsynligheder voxe i
samme Forhold som h. Efterat Kurven er passeret Vende­
punktet til begge Sider af Ordinataxen, sker der en lang­
sommere Tilnærmelse til Axen, men disse Vendepunkter
rykke ogsaa nærmere til Ordinataxen, altsaa indskrænke de 
rimeligste Fejls Störreise, naar h voxer.

29. Ofte indføres den sandsynlige Fejl istedenfor 
Nöjagtighedens Maal; ogsaa den aftager, naar h voxer. 

Da (50) giver Å = y, saa faaes 
a

pa = -7=\ er^dt (51)

som et nyt Udtryk for Sandsynligheden for en Fejl imellem 
— a og -ha.

I saadanne Tilfælde, hvor det blot kommer an paa 
Bestemmelsen af Fejlens Forhold til den sandsynlige Fejl, 
er'denne Formel bekvem, og efter den forhen meddelte 

Tavle kan man beregne pa for Værdier af — fra 1 til 6, 

ud over hvilken Grændse Fejlen meget sjældent vil falde, 
som nedenstaaende Tavle viser.

a

r

a
Pa 1 — pa

1 0,47694 0,50000 0,50000
2 0,95388 0,82266 0,17734

3 1,43082 0,95698 0,04302

4 1,90776 0,99302 0,00698

5 2,38470 0,99926 0,00074

6 2,86164 0,99995 0,00005

Heraf ses, at af 1000 Fejl ere rimeligvis 500 over, 500
under den sandsynlige r, medens 823 ere under 2r,
177 over 2r, 957 under og 43 over 3r, 993 under og 
7 over 4r, 999 under og 1 over or, men ingen större.
Af 100000 vilde ikkun 5 rimeligvis overskride det Sex-
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dobbelte af den sandsynlige Fejl. Satte man pa = 0,9999, 

fik man q ~ = 2,75108 = q . 5,76820 = t. Ifølge heraf 

behøver t ikke at overskride 3, som derfor ogsaa er den 
sædvanlige Grændse for Tavler til Beregning af Inte­

gralet pa-

30. Istedenfor den sandsynlige Fejl kan man ogsaa 
bruge Middelfejlen. Kaldes hele Antallet af Fejl n, saa 
vil det imellem f og f+df liggende Antal Fejl rimeligvis 

Være n ■

]fn

Summen af disse Fejls Qvadrater faaes ved Multiplikation 

af Antallet med /2, altsaa
n.^e-^ßdf, 

V n

følgelig Summen af alle mulige Fejls Qvadrater 

n • e~f2df.

Divideres endelig denne Sum med n, faaes Middelfejlens 

Qvadrat ,

= Af e'^df = e'flt2dt,

som ifølge (24) bliver

1 T2 1
m? - W = v ’ altsaa “7 ’

Middelfejlen er omvendt proportional med Nöj- 
agtighedens Maal, ligefrem proportional med 
den sandsynlige Fejl. Abscissen til Fejlkurvens Vende­
punkt er Middelfejlen. Ifølge Værdien af q i (50) giver (52) 
Forholdet imellem den sandsynlige Fejl og Middelfejlen

r = JL = 0,47694]/2 . m = 0,67449. m. (53)

Middelfejlens Relation til Ä kunde ogsaa være bestemt 
paa anden Maade. Havde man næmlig en Række virkelig 
begaaede Fejl, saa vilde Sandsynligheden for dem, under
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dP 

dh

a l t s a a  n a a r

F o r u d s æ t n i n g  a f  s a m m e  N ø j a g t i g h e d  f o r  d e m  a l l e ,  v æ r e  

i f ø l g e  ( 4 4 )

Tt *

s o m  v i l  v æ r e  e n  F u n k t i o n  a f  7 z ,  d e r  b l i v e r  M a x i m u m ,  n a a r  

=  0 ,

<54>

M e n  i f ø l g e  D e f i n i t i o n e n  p a a  M i d d e l f e j l e n  s o m  d e n  F e j l ,  d e r  

b e g a a e t  v e d  a l l e  I a g t t a g e l s e r  f i k  s a m m e  Q v a d r a t s u m  s o m  

d e  v i r k e l i g e  F e j l ,  h a v e s

s a a  a t  ( 5 4 )  o g  ( 5 5 )  i g j e n  g i v e  ( 5 2 ) .

F e j l l o v e n  o g  S a n d s y n l i g h e d e n  f o r  F e j l  f r a  — a t i l  + «  

u d t r y k t e  v e d  M i d d e l f e j l e n  b l i v e

1  —  —  1/2"

</>(/) = -.-/7=e 2/"’> P« = —( 5 6 )

mV'2.71 myn}

E x e m p e l  p a a  R i g t i g h e d e n  a f  F e j l l o v e n  v i s e r  e n  U n d e r ­

s ø g e l s e  a f  B e s s . e l  a n g a a e n d e  4 7 0  I a g t t a g e l s e r  a f  S t j e r ­

n e r n e  A t a i r  o g  P r o k y o n ,  f o r e t a g n e  a f  B r a d l e y ,  f o r  a t  

b e s t e m m e  d e r e s  R e k t a s c e n s i o n . V e d  S a m m e n l i g n i n g  a f  

B r a d l e y s  R e s u l t a t e r  m e d  d e  n u  f u l d k o m m e n  b e k j e n d t e  

R e k t a s c e n s i o n e r ,  f a n d t  B e s s e l  f ø r s t  d e n  s a n d s y n l i g e  F e j l  

a t  v æ r e  r  =  0 " , 2 6 3 7 ,  i d e t  d e t  h a l v e  A n t a l  F e j l  l a a  i n d e n ­

f o r ,  d e t  a n d e t  h a l v e  A n t a l  u d e n f o r  d e n n e  G r æ n d s e .  T a g e s  

r t i l  E n h e d ,  v i l  e n  F e j l  a f  0 " , l  s v a r e  t i l =  0 , 3 7 9 2 r ,  o g  

a f  e n T a v l e  s o m  d e n  P a g .  5 4  f a a e s  S a n d s y n l i g h .  f o r  F e j l e n  0 " ,  1  

n m,3792 r

~\e~t‘2dt =  0 , 2 0 1 8 6 ,  

J o

s o m  v e d  M u l t i p l i k a t i o n  m e d  4 7 0  a n g i v e r  d e t  h e l e  A n t a l  F e j l ,  

d e r  s k u l d e  v æ r e  a f  d e n n e  S t ö r r e i s e ,  t i l  9 4 , 8 6 ,  a l t s a a  9 5 ;  

i  V i r k e l i g h e d e n  v a r  d e r  9 4 . S a n d s y n l i g h e d e n  f o r  F e j l  

i m e l l e m  0 " ,  1  o g  0 " ,  2  e r
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2 /»2.0,3792 r n f*0,3792r

— \ e~lidt------=z\e~t2clt =  0,18916.
i/ t t  y  Vn v

«70 t/0

A ntallet af disse Fejl blev beregnet til 88,89 , altsaa 89, 

m edens der virkelig fandtes 88. E n O versig t over hele 

U dbyttet af R egningen indeholdes i nedenstaaende T avle, 

hvor den første R ubrik angiver Fejlens højere G ræ ndse, 

den lavere er 0", 1 m indre.

Fejl.
Sandsyn ­

lighed .

B eregnet 

A ntal.

Iagttaget 

A ntal.
Fejl.

Sandsyn ­

lighed .

B eregnet 

A ntal.

Iag ttaget 

A ntal.

0",l 0,20186 95 94 0",6 0,07607 36 36

0",2 0,18916 89 88 (l",7 0,05150 24 26

0",3 0,1660-5 78 78 0",8 0,03265 15 14

0",4 0,13667 64 58 0",9 0,01940 9 10

0",5 0,10532 50 51 l",0 0,01117 5 7

over 1 0,01017 5 8

M iddelfejlen herved er — r—  == - 0,2637  =±= 0,39095. D et 
q V2 0,47694V 2

fortjener at udhæ ves, hvorledes de større Fejl her, som i 

A lm indelighed , forekom m e lid t hyppigere end T heorien  

angiver, hvilket er T egn til, at der ingen væ sentlig Fejl er 

begaaet ved V alget af G ræ ndserne +  00 * (43), da ellers  

det M odsatte m aatte vise sig .

E t andet E xem pel afg iver Q uetelets U ndersøgelser over 

de ved de franske Sessioner optagne M aalninger af de V æ rne­

pligtiges H öjde. V ed H jæ lp af visse O pgivelser fra Sessio ­

nerne beregnede han, hvorstort A ntal Personer der m aatte  

have en vis A fvigelse fra M iddelhøjden , og fandt dette over­

ensstem m ende m ed den virkelige Fordeling , dog m ed den  

Forskjæ ], at B eregningen viste et ringere A ntal (Jnderm aalere 

end V irkeligheden, form odentlig hidrørende fra B estræ belser  

for at undgaae V æ rneplig tsbyrden . (Se Q uetelet lettre xxr, 

p. 140 og 401.)

31. A ntages den Störreise, som er underkastet gjen- 

tagne M aalninger, at væ re afsat paa en ret L inie fra et 

fast B egyndelsespunkt, saa ville alle de ved M aalningerne  

fundne Störrelser, afsatte fra sam m e Punkt, falde m ed deres
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Endepunkter paa begge Sider af Liniens andet Endepunkt. 

M en m an kan ogsaa tæ nke sig istedenfor A fvigelserne fra 

dette Endepunkt i sam m e rette Linie A fvigelser i 

sam m e Plan til alle Sider, saaledes som for Ex. ved  

Skydeøvelser alle K uglernes A fvigelser fra Skivens C en­

trum . B eregningen af Sandsynlighederne for A fvigelser 

m ed H ensyn til to retvinklede x- og ?/-A xer igjennem  

Skivens C entrum m eddeles efter W rede (Ö fversigt af 

K ongl. V etensk. A kad. Förh. 1857. N r. 3). A ntages M aalet 

for N øjagtigheden i R etning af rr-A xen at væ re 7t, i R et­

ning af y-A xen k, saa ere Sandsynlighederne for A fvigelser 

x og y fra disse henholdsvis ifølge (48)

— T^dx, ^e'^dy.

]/n

Sandsynligheden for disses Sam m entræ f (baade —  og) er 

P = —e-^-^dxdy, 
n

hvilken Funktion m aa opfylde B etingelsen

n

som ogsaa ses at væ re Tilfæ ldet, naar den om form es til

7 P+ 00 k
e-™dx • ~ \ e-^2dy =  1,

^J-oo ^J-00
stem m ende m ed (43). Fejlloven er her 

y _  hk — fil tf —fit yt

n

der graphisk frem stilles som en O verflade m ed en R æ kke 

plane Snit gaaende igjennem £-A xen af sam m e Form som  

Fejlkurven (se 28). Sæ ttes frem deles

Å 2 æ 2 +  k2 y2 =  ø2 ,

som er en Ellipse m ed H alvaxerne —  og y, saa faaes 

den sam m e Sandsynlighed for alle A fvigelser 

x og t/, som ere K oordinater til denne Ellipse,  

næ m lig
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hl, —2 1  , j
— e dx dy.

D e l t e  f o r e s t i l l e r  e t  V o l u m e n e l e m e n t i n d e n f o r  O v e r f l a d e n  p a a  

e n  B a s i s  dxdy, d e r  i m i d l e r t i d  k a n  o m f o r m e s  t i l e t  E l e m e n t  

a f  E l l i p s e n s  A r e a l ,  
, nz2 ,

d •  - w - = TT-zdz. 
hk hk

S a n d s y n l i g h e d e n  f o r a t A f v i g e l s e n  s k a l f a l d e i n d e n f o r e n  

E l l i p s e  s v a r e n d e  t i l e t v i s t z b l i v e r  n u

Pz =  2  \  **z dz — 1  —  é~

♦J o

S æ t t e s  h e r i Pz — ±, f a a e s  d e n  E l l i p s e , d e r s k i l l e r  a l l e  A f ­

v i g e l s e r n e  i t o  H a l v d e l e , d e n  e n e  f a l d e n d e  i n d e n f o r  o g  d e n  

a n d e n  u d e n f o r  d e n , n æ m l i g  b e s t e m t v e d

1  —  e-*> = i, z =  ] / L 2 .

B e t e g n e s d e s a n d s y n l i g e  F e j l i R e t n i n g  a f æ - A x e n  o g  

? / - A x e n , h e n h o l d s v i s  v e d  rx o g s a a  b l i v e r  

hrx =  0 , 4 7 6 9 4  =  kry,

o g  d e n  n y s n æ v n t e  E l l i p s e s  A x e r f a a e s  v e d  M u l t i p l i k a t i o n  a f  

h e n h o l d s v i s  rx o g  ry m e d

£  ~  1 * 7  z  1 1 ?

h7x = k7y =  0 , 4 7 6 9 4  =  ’

2. Fejl ved afhængige Størrelser.

32. D e v e d  I a g t t a g e l s e r n e f u n d n e S t ø r r e l s e r v æ r e  

O i , o 2 , o 8  . . .  , o g  a f  d i s s e  a f h æ n g e r p a a  e n  e l l e r a n d e n  

b e k j e n d t M a a d e e n  F u n k t i o n  U\ F e j l e n e  v e d  d e i a g t ­

t a g n e  S t ø r r e l s e r  v æ r e  fx, f2, f--- o g  v e d v æ r e  d e n  

d e  t i l s v a r e n d e  M i d d e l f e j l b e t e g n e s  h e n h o l d s v i s  v e d  mr, m2, 

m3 . . . s a m t p,. M a n  s k a l a f d e n  A f h æ n g i g h e d  i m e l l e m  

U o g  S t ø r r e l s e r n e  o , s o m  e r  b e j e n d t , u d l e d e  R e l a t i o n e n  

i m e l l e m  u o g  F e j l e n e  / ,  s a m t i m e l l e m  p o g  a l l e  m.

1 . E r U = ao, s a a  b l i v e r  o+f d e n  s a n d e  V æ r d i a f  

d e n  i a g t t a g n e  S t ö r r e i s e , s a a  a t U-\- u = a ( o  + / ) , f ø l g e l i g  

u = af, s o m  i g j e n  e f t e r  L o v e n  f o r  B e s t e m m e l s e n  a f  M i d d e l ­

f e j l e n  g i v e r  p = am.
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2 . E r TJ -— 0 i~ I- O 2 , s a a  fa a e s U—|—u==Oi~|-f -O j-H fzy 

fø lg e lig u = /t +/2. B e s te m m e ls e n a f M id d e lfe jle n p,
k ræ v e r e n m e re d e ta il le re t B e re g n in g . S a n d sy n lig h e d e rn e  

fo r F e jle n e  j\ p a a ox o g / 2 p a a o 2 e re ifø lg e d e n  fø rs te

(5 6 ) h e n h o ld s v is

_2L

_ 2"! 
m-^in

df og

_/L
-Å=o

F ø lg e lig fa a e s S a n d s y n lig h e d e n fo r d is se s S a m m e n træ f e lle r  

fo r F e jle n u s a m m e n s a t n e to p  a f to  b e s te m te  F e jl j\ o g  / 2  

a t v æ re  , n ,2 x

m e n h e r i s æ tte s f2 = u—/ x , s o m  g iv e r

Z L =  / i  (m'+m*) _ 2uj\ + u^_
m\ m2 m\m\

( f\]/uml V u2

\ mxm2 m2J

S a n d s y n lig h e d e n fo r d e t b e rø rte S a m m e n træ f k a n a itsa a  

o m s k r iv e s t i l  

“ 2  _  i (/ iV ra ,_ uml \ 2

1 C \ T O im 2 miVmi+m'2/ df2
2nmvm2 J

M e n d a F e jle n u k a n o p s ta a e v e d a lle m u lig e V æ rd ie r a f  

fi, s a a læ n g e b lo t f2 = u—j\, s a a v il F e jllo v e n m e d  

H e n s y n t i l F e jle n u v æ re  

W 2 C + ° ° ! f+m2 _ Umi__ \ 2
u \ =  _ _ _ * g 2 (m i+ m " )\ß  2 \ T O im 2

27tmlm2 ’V — o o

S æ tte s n u

fiVm2 4 -m22 uml

” ’1 ^ 2

=  < 1 /2 ,

æ n d re s d e tte , id e t t i l l ig e fo r cf>(u) in d fø re s d e t fø rs te U d ­

try k (5 6 ) , t i l
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u2 _ u2 p+°°
—L=e = ■ - 1 e.

p>]/2n n]/2(m21-j-m2i)
u2

=■ -— 1 2(»>;+^), (57)

]/27i(m2l -f- nt2)

Af (57) følger = \/m\ + m22 , (58)

som bestemmer Middelfejlen paa U ved Middelfejlene paa 

o1 og o2. Da der er et konstant Forhold mellem Middel­

fejlene og de sandsynlige Fejl, maa samme Relation gjælde 

for disse, altsaa, idet R er denne Fejl paa U, rt og r2 

paa o1 og o2, haves

Æ = Vr’ + r’, (59)

hvilket ogsaa kunde være fundet ad direkte Vej.

3. Udvidelse af de i 1 og 2 meddelte Resultater 
giver for det Tilfælde, hvor

(7 = alo1 + a2o2 -f- a3o3 ••• = J(ao), 

tilsvarende Relationer

/i2 = ^(a2»i2), 7Ü2 = <2’(a2r2). (60)

4. Er U en Funktion af en aldeles almindelig Form 

U — (Oj, o2 , o3 ...),

saa kan denne, naar Fejlene anses for meget smaa Til- 

væxter til Størrelserne o, udvikles i Række efter stigende 
Potenser af disse Tilvæxter, hvis höjere Potenser uden 

mærkelig Fejl for den praktiske Beregning kunne udelades. 

Man faaer da efter Subtraktion af U fra begge Sider

_ dU dü_ .dU
U do^ ' do2 ' do./^ ’

der falder ind under Tilfældet 3 og altsaa giver

u2 _  v (dU2 \ _  idU2 \
—U«2 /’ ~\d^ j- ( '

33. At finde den sandsynlige Værdi af en 

flere Gange med samme Nøjagtig  hed maalt Stör­

reise x (jfr. 25).

Man skal have -(/2), der efter Gauss simplere be­

tegnes [/2], at være Minimum. Man har for n Maalninger
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Fejlene j\ = — æ, f — o2 • • • fn 

følgelig [/2] = [o2] —2[o]æ + ^æ2. 

Minimum faaes, naar

= — 2[o] + 2næ = 0, x = , (62)
ax n

som udtrykker, at x er Middeltallet af Observationerne. 

At Minimum virkelig finder Sted, ses paa sædvanlig Maade, 

og at Fejlene virkelig falde til begge Sider og hæve hver­

andre, følger af
[/] = [o] — nx, 

som ifølge (62) er 0. Kaldes Middelfejlen og den sand­

synlige Fejl, man ved Observationen er udsat for, hen­

holdsvis tu og r, saa blive disse Pejl paa den maalte 

Störreise ifølge (60), idet ar = a2 - ■ ■ = ~

Altsaa Middelfejlen og den sandsynlige Fejl paa 

den maalte Störreise ere saa mange Gange mindre 

end de tilsvarende Feil paa Observationerne som 

Qvadratroden af Observationernes Antal angiver.

Indføres det fundne x i [/2], faaes

[/’] = <64>

som udtrykker Summen af Fejlenes Qvadrater under 

den Forudsætning, at Middeltallet af Maalnin- 

gerne er æ’s virkelige Værdi. Under samme Forud­

sætning vilde Middelfejlen faaes af

nmi == oz I-------- ,
1 n

men m er ligesaa lidt den virkelige Middelfejl, som Mid­

deltallet af Maalningerne er det virkelige x. Paa Grund 

deraf maa man søge Grændser, hvorimellem Middelfejlen 

kan være indesluttet, eller finde den sandsynlige Fejl 

paa Middelfejlen. Dette sker ved overhovedet at finde 

Sandsynligheden for at begaae en vis Fejl paa Middelfejlen. 

Ere de virkelige Fejl , v2, ... vn, vil Sandsynligheden
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for deres Sam m entræ f, naar M iddelfejlen kaldes væ re 

ifølge (56)

P,n = -----s— e wdvn.

M en Sandsynligheden for dette Sam m entræ f bliver, saafrem t  

M iddelfejlen afviger fra w z, for Ex. er m  +  w , til

W

p = . J__ e
zn-f-W  « „

(2n)2(m +co)

Er nu m den sandsynligste V æ rdi af M iddolfejlen, saa m aa 

p  PJ m + ( 1 «  +  a> p
—p— < 1 ’ L ~~p ’L m ’n

og m an har

,p _)P -  _„i  +

/ [v2]\ co ( 1 (  „  3[r2]\ O )2
\ m2 ) m * 2  \ m2 ) m2 r

hvor höjere Potenser af m bortkastes som forsvindende. 

M en denne Störreise er for alle w negativ , saafrem t

n =  M eller m2 = (65}

m2
altsaa naar M iddelfejlen beregnes af de virkelige Fejlr 

hvorved faaes 2

1. PjnA- a> Pm --  2 J!'• "T“ lU

som endelig giver
0)

m 4- to = Pme "|2

H eraf findes altsaa Sandsynligheden for at begaae en Fejl »

paa ?n, og da denne Fejllov udtrykt ved den sandsynlige  

Fejl skal have den ved (48), idet A  = bestem te Form ,

saa m aa m an have

ä 2 = c r2

n

m2 ’

eller den sandsynlige Fejl paa m vil væ re be ­

stem t ved m q
(66)
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saa at Middelfejlens Grændser blive

(
o \ / . o

I + -7- og m 1---- ==
]/n/ \ ]/n.

(67)

Det heri indgaaende m kan ifølge Sagens Natur kun 

findes tilnærmelsesvis, og dertil haves følgende Methode. 

Var den søgte Störreise ikke Middeltallet æ, bestemt ved 

(62), men afvigende derfra saa blive de virkelige

Fejl ligesaa meget afvigende fra dem, der faaes naar Mid­

deltallet tages for x og Odtrykket (64) for [/2], altsaa 

følgelig ved at qvadrere og addere

M  = [/21 +W] + ^ 2 = LTJ+nr, 

idet [/] = 0. Heraf ses, at Summen af de Feilqva- 

drater, som faaes ved at bruge Middeltallet til 

Beregning af Fejlene, altid er for lille. En rime­

lig Rettelse af denne Fejl sker ved ifølge (65) at sætte 

nm2 for [t>2] og æ’s Middelfejl i (63) istedenfor g, 

altsaa g2 —  ~ ; man finder derved, idet [/2] er bestemt 

ved (64),
nm2 = altsaa m — y ‘ £. (68)

Altsaa en Tilnærmelse til Middelfejlen paa Iagt­

tagelserne faaes ved een ubekjendt Størrelses 

Maalning, naar den beregnes som om Antallet af 

Maalninger var een mindre end det virkelig er.

Derefter faaes igjen Middelfejlen og den sandsynlige 

Fejl paa den maalte Störreise ifølge (63)

(69)
]/n V n~1 ]/n V n~ 1

Ex. Ved den telegraphiske Bestemmelse af Længde- 

forskjællen imellem Observatoriet i Ann Arbor og en Sta­

tion ved Detroit bleve den 21de Mai 1861 31 Stjerner iagt­

tagne begge Steder og gave Resultater, hvis Middeltal var 

2m 43s, 49.

Beregnes Summen af Qvadraterne paa Differenserne imellem
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de iagttagne Længdeforskjælligheder og denne Middelstør­

relse, faaes r 19
in - (o’] - [-‘L = 1,77.

Da n = 31, giver (68) Middelfejlen paa den enkelte Iagt­

tagelse

m = V™ “ °8’243’ F D  V
hvoraf den sandsynlige Fejl paa de samme Størrelser faaes 

al være r = 0,67449.0s, 243 = O’, 164.

.Middelfejlen og den sandsynlige Fejl paa den maalte Stör­

reise blive nu ifølge (69)

o 243
u = -±—  0s,044, R = 0,67449.0,044 = O5,029.

Regnes R for 0,03, faaes Længdeforskjællen liggende 

imellem 2m43s,46 og 2m 43s,52 (jfr. Brünnow Lehrb. der 

sphär. Astr.).

34. At finde den sandsynlige Værdi af en

Störreise x, som flere Gange er maalt, men med 

forskjællig Nøjagtighed.

Man skal have ~[7i2/2], som kortere skrives [Z*2/2], 

at være Minimum. Men da h = 1~ ~ , saa skal

r/i m m}2
1^-1 eller Ipl være Minimum, idet og rr,

r2 ... ere Middelfejlene og de sandsynlige Fejl paa de 

enkelte Maalninger. Man bar

I I II IL 111
Lm~J im-J Lrø-J Lm~J

d.[41 m rn
altsaa —fcl = — 2 1^1 + 2 I Al® = 0. (70)

dx Lm-J 1m-J

Analog Bestemmelse faaes ved at bruge den sandsynlige 

Fejl istedenfor Middelfejlen, saa at man finder

(71)

A. Steen: Sandsynlighedsregning.
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Ifølge denne x's Afhængighed af o maae Middelfejlen /r
1

og den sandsynlige Fejl R paa x (jfr. (60), idet as —

n
eller analog Bestemmelse haves af a ved r) bestemmes ved

f2 =-A, Ri = rrr ,72) 
id

En simplere Form for disse Resultater faaes, naar 

man sætter m

V Ps 
hvorved Middelfejlene paa hver Iagttagelse antages omvendt 

proportionale med Qvadratroden af de nye Størrelser p. 

Men ifølge (63) ere Middelfejlene ogsaa omvendt propor­

tionale med Qvadratroden af Iagttagelsernes Antal, altsaa 

Størrelserne p ere ligefrem proportionale med dette Antal. 

Man har derfor følgende Relationer:
Vs

psmg = konst., psr2s = konst., yy = konst.
•^s

Størrelserne p kaldes Vægtene og kunne ligefrem be­

tragtes som Antallet af lige gode og nøjagtige 

Iagttagelser, hvis Nøjagtighed anses for Enhed for Nøj­

agtigheden. Ved Hjælp heraf ændres de foregaaende Formler 

(70) og (71) til

= o, x it t - ,74> 
Den første omskrives til

{p(x — o)] = [pf\ = 0, 

der viser, at Forholdet er, som om der var =

• • • Iagttagelser, af hvilke px havde Fejlen

Fejlen /2 o. s.v. Den anden (74) viser, at x afhænger 

af o og p paa samme Maade som et Tyngdepunkts 

Koordinat for et System af Vægte afhænger af 

Koordinaterne til disses Tyngdepunkt og Væg­

tene selv.

1 den anden (74) har x Formen [ao], idet a„ = 

og herefter bliver Middelfejlen paa x formedelst (73) til
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2 =  t ø j ^ .v | _ _  [pstn2] __ 

[ ? ] 2 t ø ] 2 —  t ø ]  ■
( 7 5 )

D a  d e n  m a a l t e S tö r r e i s e i k k e  n ø ja g t ig  e r b e s te m t v e d  

d e n  a n d e n ( 7 4 ) , s a a v i l le d e v i r k e l ig e  F e j l k u n n e f r e m ­

s t i l l e s v e d  +  l i g e s o m  i 3 3 ,

h v o r v e d d o g e r in d r e s , a t d e n f ø r s t e L ig n in g  e r t i l s t e d e  

Px G a n g e , v 2 Pz G a n g e  o .s .v . V e d  a t q v a d r e r e  o g  a d d e r e  

d e t h e le  s a a l e d e s  t i l s t e d e v æ r e n d e  A n ta l L ig n in g e r f a a e s  

[pv^\ = [pf] 4 - 2{pf]l +

m e n i f ø lg e d e n  f ø r s t e ( 7 4 ) e r [pf] = 0, s a a a t d e r v e d  

e r h o ld e s  [pv2] = [pf2] + [^]£2.

H e r i s ø g e s n u  M id d e lf e j le n  m i ( 7 3 ) i n d f ø r t . D e n  

f i n d e s  p a a  l i g n e n d e  M a a d e  s o m  ( 6 5 ) , i d e t S a n d s y n l ig h e d e n  

f o r d e n  v i r k e l ig e  F e j l vs e r i f ø lg e  ( 5 6 ) o g  ( 7 3 )

 1    £ vl^

 - J — e 2^dv = 2 m‘dv,

msy27i m^2n

o g f ø lg e l ig S a n d s y n l ig h e d e n f o r d e v i r k e l ig e F e j l s S a m ­

m e n t r æ f  r 2 1

 2 d^.

m'l(27ry

L ig e s o m  n æ m l ig  ( 6 5 ) e r u d le d t a f d e n  t i l s v a r e n d e  F o r m e l  

i 3 3 , f i n d e s h e r a f

m2 — —---- -.
n

M a n  k a n  a l t s a a  i d e n  o v e n  a n g iv n e  L ig n in g  s æ t t e  [pv2j = 

nm2, f r e m d e le s  k a n  f o r § t a g e s  d e t v e d  ( 7 5 ) b e s t e m te  n, 

s a a  a t m a n  f a a e r

nm2 = [pf2\m2,

h v o r a f  f a a e s  e o  r im e l ig  B e s te m m e l s e  f o r m a n a lo g  m e d  ( 6 8 ) ,

-  - i  V S .

h v i lk e t U d t r y k  i n d f ø r t i ( 7 5 ) e n d e l ig  g iv e r

u  —  1 /  . ( 7 7 )

‘ ? (n—1 )  [ /> ]

5 *

M
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Sammenholdes (75) med (73), ses [/?] eller Summen af 

Vægtene at kunne anses for Vægten af x.

Ex. Antag en Vinkel maalt gjentagne Gange med det 

samme Instrument, og antag de i de foregaaende Formler 

forekommende Størrelser saaledes bestemte

o f2 I pf2P

4 34° 53'10" -0,2 0,04 0,16

6 54° 53'13",3 -4-3,1 9,61 57,66

7 34° 53- 1“,7 -2,5 6,25 43,75

saa findes ved (74)

4.34° 53' 10"4- 6.34° 53' 13",3 4-7-34° 53z 7z/,7

m

= 34°53^7ZZ,7 + 4-2,3 6,5,6 = 34° 53'10",2.

Forskjællen imellem denne og de iagttagne o er f. Da 

[/?] = 17, n = 3, faaes, idet \pf2] = 101,57 ,

1 /101,57 . 7,1
I/-I-”7’1’ = (Tf = *’7-

35. At finde de rimeligste Værdier af de 

Lbekjendte, som afhænge af Ligninger, hvis An­

tal overskrider de Ubekjendtes.

Herved kan forekomme to Tilfælde, idet enten de Ube- 

kjendte, foruden at opfylde visse af Iagttagelserne følgende 

Ligninger, tillige skulle tilfredsstille visse Betingelser, hid- 

rørende fra det foreliggende Spörgsmaals Natur, eller de 

kunne være ganske uafhængige af hverandre. Saaledes ved 

Maalningen af Vinklerne i et Triangelnet skulle Vinklerne 

i hver Trekant stedse være tilsammen to Rette, derimod 

Elementerne af en Planetbane ere ganske uafhængige af 

hverandre. Begge Problemer ere imidlertid ikke forskjæl- 

lige i Theorien, da man næmlig ved Hjælp af Betingelses­

ligningerne kan eliminere saamange Ubekjendte, som An­

tallet af disse Ligninger udgjör.

Antages nu , K,, K3 ... F at være p Funktioner 

af bekjendt Form af de v Ubekjendte x^y, z ... (p>v),
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som kaldes Elementerne, og af Konstanterne at, cx... 

a2, b2, c2 . .. o. s.v., og man har fundet Værdier af Funk­

tionerne V ved ligefrem Iagttagelse, næmlig henholdsvis
M2, ... Mu , som dog ikke ere nøjagtige, saa

har man, idet

V.-M, V2-Mt =-f2, ...

at [/2] skal være Minimum.

Det simpleste Tilfælde faaes, naar Funktionerne V ere 

af første Grad eller lineære, altsaa

Vs = a$x 4- bsy + 4- • • • -f- kg, (78)

hvorved Minimum skal haves for

[/2] — ~{ax-\-bycz-\---- + k—M)2.

Dertil udkræves
d [ Z2]

0 = — • 2«(ax -j-by-j-cz- —\-k —M}

— 2[a{ax-\-by-\-cz^---\-k~M)\ = 2[af], 

som, idet k—M =—K, kan omformes til

[a2]x + [ab]y + [ac]z -|—• = [aÆJ, \

og paa lignende Maade faaes ved Differentiation | 
med Hensyn til y, z.. . I

[ba]x + [b2]y + [bc]z 4 = [6Æ], | 
[c«]a?+ [cb]y + [c2]z H = [cZ], '

Dette giver v Ligninger til Bestemmelse af x, y, z . . . , 

hvilke kaldes Normalligningerne.

Ex. Var der kun to Ubekjendte, fik man 

[a2]x + [ab]y = [aTT], 

[6a] æ + [b2\y = [WT], 
altsaa

[ai]2—[a2][62] y [a6]2— [a2][62] ' 

Anvendes paa at finde en ret Linie igjennem de fire 

Punkter
a1 = 0 a2 — 88 a3=182 a4—274

31 = 3,5, b2 = 5,7, b3= 8,2, b±— 10,3,
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hvis Ligning altsaa har Formen 

b = ax-\-y,

idet x og y ere de ubekjendte Konstanter, b og a Koor­

dinaterne, hvoraf ovenstaaende specielle Værdier ere givne. 

Iler ville nu Størrelserne b svare til M, medens de med 

b betegnede Störreise i (78) ere 1, de med 1c betegnede 0, 

K = M. Man faaer da

[a2] = 115944, [62] = 4, [ab] = 544,

[aÆ] = 4816,2, [bK] = 27,7, 

følgelig x = 0,025, y = 3,52475, 

og den sandsynligste Ligning for den rette Linie bliver 

med X og K som løbende Koordinater

Y = 0,025 X-I- 3,525.

Sammenlignes nu de Ordinater, som heraf findes for 

X = at, = a2, =«3, ==«4 med de opgivne Værdier, 

faaes følgende Afvigelser

^ = +0,025, /2 =4-0,025, /3 =-0,125, = 4-0,075,

og deraf [/2] = 0,0225.

Vare de Funktioner, som ere betegnede ved V, ikke 

lineære, eaa kunde dog Problemet reduceres til at afhænge 

af lineære Ligninger. Hvis de bekjendte Funktioner havde 

den almindelige Form

Vs = cpt(x,y,z

saa kunde man tænke sig x, y, z. . . tilnærmelsesvis be­

stemte ved X, F, Z..., saa at man havde x = X-J-x', 

y=* Y-\-y\ z = Z-\-z‘hvor æ', y‘, z‘ ere meget smaa. 

Man fik da ved Taylors Formel, idet XLS er en bestemt 

ved Iagttagelse funden Værdi af Ys,

+ + = M„ (80)
ax dy dz

med Bortkastelse af de smaa Fejls höjere Potenser. Lig­

ningerne (80) af samme Antal som Funktionerne V træde 

da istedenfor Ligningerne (78), og Problemets Løsning er 

saaledes givet ved det Foregaaende.
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H id til ere alle Iag ttage lserne , der have frem bragt de  

fo rsk jæ llige Jf, an tagne lige gode. H vis dette ikke tö r  

an tages, m aa M aale t fo r N øjag tigheden li indgaae i L ig ­

n ingerne (78 ) som  F ak to r, ide t m an b lo t skal finde , naar 

Ih2v2] = hiv2. + hiv2,H ----- b liver M in im um . B e-

regn ingen kræ ver i saa T ilfæ lde kun , at K oeffic ien terne i 

N orm allign ingerne indeho lde S tø rrelserne h2 som F ak to r, 

saasom

\h2a2]x2 4- \h2ab\y +  [4 2ac]^  +  --- =  [h2aK]. (81 ) 

Isteden fo r h kunne ogsaa bruges V æ gtene, som  ifø lge 34  

ere proportionale m ed Q vadra terne af S tø rrelserne A ; m an  

faaer derved is teden fo r (81 )

[pa2]x2 + [pab]y + \pac\z + • • • = [paK]. (82 )

D et ligger i S agens N atur, at B estem m elsen af h er 

baade v ig tig og vanskelig . B edst naaes den , naar de  

enkelte Iag ttagelser kunne betrag tes som  M iddelta l af fle re  

lige gode Iag ttagelser, da saa h er ligefrem proportional 

m ed Q vadratroden af d isses A ntal (jfr. (52 ) og (63 )). M en  

ved Iag ttage lser af fo rsk jæ llig A rt og B eskaffenhed , under  

fo rsk jæ llige O m stæ nd igheders Ind flydelse (A tm osphæ rens T il­

stand ) b liver B estem m elsen af V æ gtene m eget vanskelig ; 

d en er dog ikke af ren m athem atisk N atu r, m en ved ­

kom m er snarere den A rt v idenskabelige U ndersøgelser, 

hvorpaa den her ang ivne ren m athem atiske T heori skal 

anvendes.

36. D en ofte besvæ rlige L øsn ing af N orm allign in­

gerne kan ske paa en m eget sm uk og overskuelig M aade  

ved H jæ lp af sæ regne U dvidelser, G auss har g ivet sine  

fo rhen om talte B etegnelser [a6 ], [ac] o .s .v . M ultip liceres  

næ m lig den fø rste (79 ) m ed og træ kkes fra den anden , 

faaes [6 /S Jy  +  [6 /Jz  4 ---- «- [& X i], (83 )

llVOr , r 7 , r ,
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Ligesaa ved Multiplikation af den første (79) med —  

Subtraktion fra den tredie faaes

og

ßnh + [cri]2 H—  = [cxj (83>

med tilsvarende Betydning af [c/J, [cxx]. Saaledes faaes 

af de v Ligninger (79) med v Lbekjcndle et Antal v — 1 

Ligninger med v — 1 Ubekjendte, deraf igjen v — 2 Lig­

ninger, begyndende med

[c/2jø..., [cd2]»..., [cs2]z... o.s.v., (84)

idet
ri ri r a  i r t i F^i]

|W ’ IJ"— iWT °-8-v' 

Antages den sidste Ubekjendte ö at have Koefficienter be­

tegnede med Z, saa faaes tilsidst een Ligning til Bestem­

melse af ö, af Formen

11 G “ ih

saa at derefter de Ubekjendte kunne faaes efterhaanden 

ifølge en vis Gjentagelse af det samme System Beregninger.

Man vil nu kunne fremstille [/2 ] først ved x, y, z ... r 

og derpaa ved det nylig dannede System kunne bortskaffe 

disse Størrelser, saa at [/z] udtrykkes ved Konstanterne 

a, b, c . . . samt Størrelserne K. Man faaer næmlig lige­

frem
[/2] =_ [K2] — 2\aK]x — 2[bK\y...

. .. + [a2]x2 + [32]y2 + 2[ab]xy ... , 

men naar man multiplicerer Ligningerne (79) hver med sin 

af Størrelserne æ, y, z... og adderer, erholdes

[a2] x2 +  [62]y'1----F 2 [ab] xy-[----- = [aK] x + [bK] y-\----- .

følgelig

l/2] — l^2]— [aK]x— [bK\y — [cÆ]z— ••• 

Heraf fjernes x ved den første (79), idet denne multipli­

ceret med lægges til, hvorved udledes
La J

= -----[bxx\y — [cxjz . ..

Paa lignende Maade elimineres y ved den første (83), 

hvilket giver
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r^2 i __ r7^2 i  M H 2  r i

[./■] [^  ] |a 2j [cx2]z ... o . s.v .

E fterat alle E lem enterne ere bortskaffede , faaes

[PI   r7Z 21  [^Z 1P  [c,e2]“  ___  riz i Z ßtn

U  |A  J [a2 j "P J  M ---------- [A^ b (85) '

M en her har m an ikke den virkelige S um af F ejl-  

qvadraterne. A ntages F ejlene virkelig at væ re v = f-\-ut 

idet de virkelige V æ rdier af E lem enterne ere a? +  $ , y+ 17,  

z  +  , saa vil

v  =  a(æ -|-g )  4-  ^(y+ iy) 4-  c (z+£)----- K=f+ a?  +  6»; +  < £•••,

fø lgelig  u = + c£... (86)

H eraf udledes

k 2 J =  [/2 ] +  2K ]§+2[V J 37 +  2[C/]^+ ---[^]>

m en, som  fo rhen vist, er [af] =  0 , [bf] = 0 , [cf] =  0  ...,  

fø lgelig  M  =  [/2 ] +  [w 2] , (87)

saa at de virkelige F ejlqvadraters S um  stedse er  

stö rre end det i (85) givne U dtryk derfo r.

A f U dtrykket fo r |u 2 ] kan m an finde Iag ttagelsens 

M iddelfejl. M an har næ m lig ligefrem af (86)

[w 2 ] =  Ao£ 4- B0'i] +  C ’o £ + •••, (88)

idet
- ^0 —  [a2 ] §  +  [a6] T] +  [ac] £  -j--- , \

^ 0 = + [£'] f] 4- [M  C H ----- , \ ,ggp

S æ ttes V æ rdien af af den fø rste (89) ind i (88), faaes  

[?/21 __ I (r> _  4 \  n i ( _ tac J A Ä  r _ |_
l  « 2 ] +  V  ° I«2 ] Or+ V ° [a2]^o jC  +  -- r 

hvor i H enhold til de i (83) brug te B etegnelser haves

=  [ijJ1], +  [5 /1K +- -

1“ J r

=  [JZ l], +  [eZ 1]j  +  ... =  c;, (90) 

la J I
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Man har derved
/l2

r øl n

hvori atter indsættes Udtrykket for 17 af den første (90). 

Derved bliver

Wl = ■-
hvor c; = C' - B'„ = |cA] f + ■ • ■

Paa denne Maade fortsættes Eliminationen af Fejlene 17, £••> 
paa Elementerne, saa at man tilsidst erholder

B? C‘”
Kl =

og derved

I»21 = I/2]

B?

[^il [cr2l

M WiJ [ej-sl ’ 

lagte Størrelse, bestaaende af v Led,hvor den til [/2]
maa være positiv ifølge sin Betydning. Men Størrelserne 

Ao, B'o, C" ... kunne atter erstattes ved andre. Saaledes 

af den første (89) følger
A = M — h/1 = M,

idet [af\ — 0. Fremdeles sæltes

«-'•K" -!(■
b-

saa at ifølge den første (90) er

= [^^1] — lb<P 1] = [^^1] >

og paa lignende Maade

Bö = [cv2] o. s. v.

Man erholder da endelig

[O’J = [/21+S + 

I“ J

[^l]2 I [^2]2 

m [^2]
(91)
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Men sættes nu Middelfejlen paa v lig m, saa har man 
pm2 = v2, og deraf igjen Middelfejlen paa [av] at være 

paa faaes den w]/|6ßj, idet den er

1/17 i H0?] 1/f ä2i «MM , [a£]2M 
“Vlv-pr)] = 2)-2-PT-+-w-

=

paa [cv2] fremdeles mj/fc/J o. s.v. Derved ændres (91) 

til pm2 = \f2\vm2,

V
[ /2]

——L, (92)
p— v

hvoraf ses, at Middelfejlen paa en Iagttagelse 
findes, naar Summen af Fejlq-vadraterne, be­
stemte ved (85), altsaa ved Minimumsbetingel­
serne (71), divideres med Differensen imellem 
Ligningernes og Elementernes Antal, og af Qvo- 
lienten uddrages Qvadratroden. Til Ligningerne 
regnes ikke blot de ved Iagttagelserne bestemte Ligninger, 
men ogsaa de mulige Betingelsesligninger, som Problemets 
Natur maatte medføre (jfr. 35). Af (92) findes igjen den 
sandsynlige Fejl 

r = 0,674491/-LÖ-. (93)
' p — )>

Af Middelfejlen og den sandsynlige Fejl paa Iagttagel­
sen findes igjen de tilsvarende Fejl paa Elementerne ved 
Hjælp af de Udtryk, der erholdes for disse ved den succes­
sive Beregning, som forhen er angivet. Istedenfor den 
fuldstændige Beregning heraf meddeles kun Anvendelser 
paa de simpleste Tilfælde.

Er der kun eet Element, altsaa et System af p Lig­
ninger af Formen

Vs = asx 4- 7cs,

faaes kun een Normalligning 

[a2]x = \aK], x
' h2] ’

hvor den sandsynlige Fejl ifølge (72) er



1
 1 

- A4 
,

-̂A

rGFEDCBA

idet [5p +[5p“i-----“[^i °s r Fe*>len Paa Iagttagelsen,

bestemt ved (93).

Er der to Elementer, altsaa de forelagte Ligninger af 

Formen Vs == asx + bsy 4- ks,

vil (83) give y saaledes

= [M 
y Itøl ’

hvor [3xx] ifølge sin ovenfor angivne Betydning afhænger 

af K paa følgende Maade

Den sandsynlige Fejl paa [6xJ vil altsaa være

følgelig paa y ry = - r - ■.

Derefter faaes x af den første (79)

x = ~Wy = _ H] [£*i]

hvis sandsynlige Fejl bliver afhængig af den sandsynlige 

FeJl ra/c=r^{a2\ Paa [aK\ og r6Xi=r]/[bfå paa [JX1]y 

næmlig saaledes
2 = i ik.

Tx [a2]2 [a2]2 [Zi/SJ ’

hvoraf altsaa udledes

r = J/— + W J- 
v M + M2[W

Paa lignende Maade fortsættes Beregningen af de 

sandsynlige Fejl og Middelfejlene i Tilfælde af flere Ele­

menter. For tre faaes
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r
r* =

1 /_ J _ _ _ , J _ _

v m  W iT 2 [cy,\'

]/j l  . M 2 1 , (m _
V  [a 2 j ^ [a s p  [W  K IM ]/

2 1

ic/ 2r

37. E x . I . M a n h a r v e d Ia g tta g e ls e r fu n d e t 7 1 t i l­

n æ rm e lse s v is b e s te m t v e d 3 ^  =  3 , s a a a t 7 1 = 3  4 - /1 ; 

l ig e le d e s h a v e s J / 2 =  5 , M.ä =  2 1 , J f 4 =  1 4 . F re m ­

d e le s a n ta g e s 4 L ig n in g e r t i l B e ste m m e ls e a f Vr a t v æ re  

g iv n e s a a le d e s :

F t  =  x — y +  2 z  = =  3  +j\ ,

V2 =  3 æ  4 - 2 y  —  5z = 5  +f2 ,

7 3  =  4 æ +  y 4 -  4 z  =  2 1  - ] - / 3  ,

F 4  =  -æ 4 -3 y + 3 z  =  1 4 + /4 .

M a n h a r n u K o n s ta n te rn e o g d e d e ra f d a n n e d e K o e ffi­

c ie n te r i N o rm a llig n in g e r b e s te m te s o m v is t i n e d e n -  

s ta a e n d e ta b e lla r is k e O v e rs ig t .

[a 2 ]  =  2 7 , [ab] — 6 , [< z c ]= O , [aK\ — 8 8 ,

[6 2 ] = 1 5 , [6 c ]=  1 , [6 Æ ]=  7 0 ,  

[c 2 ]  = 5 4 , [c Z f j =  1 0 7 .

a 6  c

1 — 1 2  3

3  2 -5  5

4  1  4  2 1

-1  3  3  1 4

D e ra f fa a e s  

[5 ^ ] - 1 5 -^  =  1 3 ,6 6 7 ,  [3 / 1 ]  =  l-0 = l, [< 7 !]  =  5 4 -0  =  5 4 ,

[ J X 1]=  7 0 — ^ 2 =  5 0 ,4 4 5 , [e x ,]  =  1 0 7 -0  =  1 0 7 ,

1 ^ 4  =  5 4 — ^ =  5 3 ,9 2 7 , [« ,]=  1 0 7 -^ = 1 0 3 ,3 1 .
1 OjUU / 1 OjUV I

M a n v il n u  h a v e

z —

y =

1 0 3 ,3 1

5 3 ,9 2 7
=  1 ,9 1 6 ,

1 ,9 1 6

1 3 ,6 6 7

5 0 ,4 4 5

1 3 ,6 6 7

4 9 ,5 2 9

1 3 ,6 6 7
=  3 ,5 5 1 ,

i n . 8 8
2 7 ^ ’ ° ,Z  +  2 7

8 8  —  6 .3 ,5 5 1

2 7
=  2 ,4 7 0 .
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Indsættes disse Værdier i de oprindelige Ligninger, be­

regnes let

0,249, /2 =  0,068, f,= 0,095, /4 =  0,069, 

følgelig [/2] = 0,080411,

og ved Hjælp af (92), idet p. =  4, v =  3, faaes da Middel­

fejlen paa Iagttagelsen 

_ l/öjöSöm =  

v 4 —  3 ’

Heraf udledes igjen Middelfejlene paa æ, y. z ved 

Hjælp af Formlerne i Slutningen af 36, blot med m for r. 

Saaledes bliver først
0,283

“ r.->3,«.)27 = °’039 ’ 

dernæst  

  my = 0,283 ]/,  • -53j927 

0,283 | /13,667.53,927 4- 1  n n77

13,667 V 53,927 ’ ’

og endelig 

i /I 6* 1 62 1 i
™x~~ ,283 |/ 27 + 272 • 13)b67 + 272 • 13,6672 ' 53,927

0,283 1 /(3J3,667 +  4)13,667753^27T4 A _ o

=9JM67 V ----- ;-----------5p7----------------- = ’

Ex. 2. Naar de tre Vinkler i en Trekant antager 

maalte et forskjælligt Antal Gange med følgende Middel­

værdier
A = 36° 25' 47" 4 Gange,

B = 90° 36' 28" 2 - , 

C = 52° 57' 57" 3 — , 

saa findes her en Afvigelse fra den eneste mulige Vinkel­

sum af 180°, hvilken bliver at fordele paa de tre Vinkler. 

Betegnes Fejlene paa disse henholdsvis ved j\, /2, f3 y 

saa haves følgende Ligninger

/i =  «, fa==i2"—x—y,
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d e n s id s te f rem b ra g t v e d a t sæ tte 0 = 1 8 0 °— A— B, sa a  

a t F e jle n e p a a A, B, C k o m m e til a t s taa e i fø lg e n d e  

R e la tio n / 3 =  1 2 " — j\—f2. M a n a n ta g e r d e rn æ st A n ­

ta lle t a f G je n ta g e lse r a f M a aln in g e rn e fo r a t sv a re til V æ g ­

te n e , sa a a t m a n h a r =  4 , p2 = 2, p3 = 3. D e re fte r  

f in d es le t

[ /> « 2 ] =  7 , [£ > a 6 ]  =  3 , [^ a ^ ]  =  3 6 , (2 > 6 2 ] =  5 , [p 6 Æ ’ ] =  3 6 r

fø lg e lig

7 a ?  +  3 y  =  3 6 )

3 a ? -|-  5 y  =  3 6 )

/ 1 =  a ! =  2 " ,7 7 )

/ 2 = 3 ,  =  5 " ,5 4 J/ b = = 1 2 — æ — y=3“,W.

H e ra f fa a e s

\pf2] = 1 3 2 ,9 2 3 1 , m 
1 , 1 3 2 ,9 2 3 1
V 3 — 2 =  ir ,5 3 ,

h v o ra f ig jen F e jle n e p a a x o g y k u n n e f in d e s .

B e g g e d is se E x em p le r e re ta g n e a f L i  a g re c a lc .  

d e p ro b a b .
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