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L. Lorenz.

8 Nothoder til korte Tiders, sgrlip Rotationstiders,\
Udmaalmg.

En experimental Undersogelse
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Lyshevagelsen 1 og uden for en af plane Lyshelgep
belyst Kugle.

Af

L. Lorenz.

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Riekke, naturvidenskabelig og mathematisk Afd. VI. 1,

e S O S O ——

Kjobenhavn,
Bianco Lunos Kgl. Hof-Bogtrykkeri (F. Dreyer).

1890.







Silulwugu vi betragte Lyset som Straaler, der indbyrdes interferere, brydes og tilbagekastes
i Legemernes Overflader efter visse Love, er vor Opfattelse af Lysbeviegelsen endnu kun
elementer og stykkevis, idet vi oplese den almindelige Grundlov for hele Lysbevigelsen i
Enkeltlove og adskille Fenomener, som vesentligc here sammen. Denne elementere Be-
traginingsmaade har og vil dog altid have sin store Betydning, men saalenge vi ikke kunne
komme ud over den, ville mange af Optikens Opgaver komme til at henstaa uleste 0g
uopleselige.

Den almindelige Grundlov for Lysbevaegelsen er ligesom Lovene for Elektricitetens
og Elasticitetskrafternes Forplantning af en simpel Form, idet den kan udtrykkes ved tre
samtidige partielle linemre Differentialligninger af anden Orden, hvori de tre Svingnings-
komposanter ere de afhwengige, Rummets og Tidens Koordinater de uafhwngige Variable.
Alle den formelle Optiks Opgaver maa kunne lade sig henfore til Integrationen af disse
Ligninger.

I en Afhandling «Ueber die Reflexion an einer Kugelffiche» havde A. Clebsch?) sogl
at bestemme Lysets Tilbagekastning fra fuldst@ndig reflekterende Kugleflader ved at
gaa ud fra Elasticitetstheoriens Differentialligninger, men den egentlige Hovedvanskelighed
lykkedes det den dygtige Mathematiker ikke at overvinde, hvad Forfatteren udtaler i Ind-
ledningen med de Ord: «Die Resultate der ganzen Untersuchung sind sehr verwickelt,
und namentlich fiir den in der Optik wichtigen Fall einer sehr kleinen Wellenlinge scheint
es sehr schwer dieselben einfach in passender Form darzustellen». Hvorimod der tilfojes:
«Der entgegengesetzte Fall eines gegen die Wellenlinge sehr kleinen Radius der reflecti-
renden Kugel ist dagegen fiir eine Annidherung sehr geeignetr.

De Differentialligninger, hvorfra nerverende Undersegelser gaa ud, have vaeret
fremstillede og begrundede i flere af mine tidligere Arbejder. De adskille sig fra Elastici-

la)

tetstheoriens derved, at de udelukke Muligheden af Lmngdesvingninger, og da de gjelde

') Crelles Journal, Bd. 61, S. 195. 1863.




for ethvert Punkt i et hvilketsomhelst gjennemsigligt heterogent Medium, ville Granse-
betingelserne ved Overgangen fra et Legeme til et andet lade sig udlede af selve Differen-
tialligningerne.

I et tidligere ‘Arbejde «Farvespredningens Theori» ') har jeg af de samme Differen-
tialligninger udledet Formler, som tjene til Bestemmelsen af Lysbeviegelsen i et af kon-
centriske, kugleformige Lag bestaaende Medium, og Beregningen blev her anvendt paa et
System af smaa, ved «tomt» Rum adskilte Kugler med store indbyrdes Afstande, med
det Maal for Oje at bestemme Lysbrydningens Afhengighed af Systemets Tathed. Senere
har jeg benyttet de samme R@ekkeudviklinger til Lesningen af den Opgave, som jeg her
har for Oje, nemlig Bestemmelsen af den Lysbeviegelse, som fremkommer, naar en ho-
mogen, gjennemsigtig og isotrop Kugle belyses af plane, parallele Lys-
bolger, og det er ogsaa ad denne Vej lykkedes mig at naa til de samme Resultater, som
her skulle meddeles. Men jeg har i det folgende foretrukket en anden og simplere Frem-
stillingsmaade, hvorved jeg tillige til Lettelse for Lasningen skal undgaa at forudswtte

Kjendskab til mit tidligere Arbejde.

I. Graensebetingelser.

Ved &, », { betegnes Lyssvingningernes Komposanter, svarende til Tids- og Rum-
koordinaterne ¢, @, y, 2. Indferes endvidere Betegnelserne
d? ar d* aé  dyp , d{
0 = B =t
55, Al § 02

)

P g dy* Cdz?

ville Lovene for Lysbeviegelsen i et hvilketsomhelst gjennemsigtigt Medium kunne udtrykkes
ved de tre Differentialligninger
g a 9. o
dey I d2E dy. 1 d’y A (it dflyi il d3{
2 R 2 2
dz w?dt

4t T T gy T ptde

(1)

o ISl
idet @ i Almindelighed er en af 2, y, z afh@ngig Variabel, som svarer til Lysets Hastighed
i Punktet @, y, z, for saa vidt som man inden for et meget lille Rum kan betragte denne
som Kkonstant.

Neerverende Opgave bestaar i at integrere disse Ligninger under Forudswining af,
at w har en konstant Verdi inden for en given Kugles Overflade og en anden konstant
Vierdi uden for samme, med diskontinuert Overgang i selve Kuglefladen. Denne diskon-

tinuerte Overgang kan betragtes som fremkommen ved, at et Overfladelag med endelig

'y Vidensk. Selsk. Skr. 6. Rakke, S. 167. 1883.
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Tykkelse og kontinuerlig Forandring af w, betragtet som Funktion af Afstanden » fra Kuglens
Gentrum, gaar over til at blive et Lag med Tykkelsen Nul. Ved denne Overgang maa
.\'\‘in';:'ningsk(un]mszmlvnw her som overalt forblive endelige, hvorimod deres Differential-
koefficienter med Hensyn til » kunne blive uendelige. Komposanterne og deres Differen-
tialkoefficienter gaa derfor i Almindelighed i Graensefladen, naar Granselagets Tykkelse
reduceres til 0, diskontinuert over' fra en Verdi til en anden, medens dog enkelte Kom-
binationer af dem kunne beholde deres Verdi uforandret.

Idet jeg skal opsege disse, vil jeg foretrekke i Stedet for Komposanterne med

Hensyn til det faste Axesystem at benytte Projektionen af Svingningsudslaget paa Radius,

Projektionen vinkelret herpaa og beliggende i Planen gjennem Radius og 2-Axen, og Pro-
Jektionen vinkelret paa de to foregaaende og altsaa vinkelret paa z-Axen.
Sattes i polere Koordinater
L =7C08¢, y =7 sinpcos¢, z = rsin @ Sin ¢,

og betegues de nye Komposanter ved &, 7, &, Vil man have disse bestemt ved

E= cosgpé+ 8in ¢ €0s ¢y + sin @ sin ¢ ¢, ]
7 =—sinp& + cos@ o8 ¢z 4 cosg sin ¢ ¢, (2)
= —singy + cosg L. I

Naar Ligningerne (1) multipliceres henholdsvis med ¥, Y 08 2, og adderes, vil man
erholde
LaE_dre 1 dng
orE— S P e
il rdr w? dit )’
hvoraf ses, naar 4, udtrykkes ved polere Koordinater, at
a*»r*s - dr?d
Cdr? dr
lader sig udtrykke ved Storrelser, som forblive endelige, ogsaa naar Granselagels Tykkelse
reduceres til Nul.
Men heraf folger, at
dr2é

dr

er en kontinuerlig Funktion, som derfor ogsaa forbliver endelig i Grensefladen, da den er

— 72l

endelig til begge Sider uden for denne. Altsaa er ogsaa

dé
—— 0
dr
en overalt endelig Storrelse.
Multipliceres endvidere Ligningerne (1) henholdsvis med — sin ¢, CO8 ¢ cos ¢,

cos ¢ sin ¢ og adderes, vil man erholde
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d*ry db
dr? . do
udtrykt ved Sterrelser, som forblive endelige overall. Ligeledes findes ved Multiplikation

af Ligningerne (1) med 0, sin ¢, cos ¢ og Addition

arl d
dr? singpdd

udtrykt ved overalt endelige Sterrelser.
Vi have saaledes fundet tre Kombinationer, som ere endelige overall. Elimineres

heraf #, ses det, at Sterrelserne

(l‘z'r)y d2¢ arl d2é¢
——h—— g G —
dr? t/(rrd*/- dr? sin <;(l47/u/u'
ere endelige overalt, hvoraf felger, at
dry d¢§ drl dé
i dutilihen (;u‘ - G g < o
dr dg A sin gd(,'

ere kontinuerlige Funktioner, som altsaa forblive uforandrede ved Overgangen fra den ene
Side af Kuglens Begrensningsflade til den anden. Jeg vil udtrykke dette ved

0, l‘/"*— B Al e (3)
3 dr sin ¢ d¢

’,11-77 ol
| dr [l(;

it de samme Storrelser som kontinuerlige Funktioner og endelige overalt
Men heraf folger, at

Tillige bemrkes, :
uden for Grensefladen ogsaa maa viere endelige i Griensefladen.
ry og r{ maa vere kontinuerlige , secaledes at man med samme Betegnelse som ovenfor

vil have
: - a
7] =0, [E]=0. (4)
De til » =— 0 og r = o svarende Grinsebetingelser ere udtrykte derved, at Lys-
0, og at der i uendelig Afstand fra

heviegelsen er endelig overalt, altsaa ogsaa for 1
Kuglen foruden det givne indfaldende Lys kun findes Lys, som er udgaaet fra Kuglen,

men intet, som bevaeger sig henimod den.

2. Udvikling efter Kuglefunktioner.

Det paa Kuglen indfaldende Lys er antaget at bestaa af plane, parallele Lysholger.
I Almindelighed kunne disse indeholde en Samling af Svingninger, forskjellige i Henseende
til Amplitude,; Retning inden for Belgeplanen, Svingningstid og Fase, men dette almin-
delige Tilfeelde lader sig med Lethed aflede af det enkelte, hvori Svingningskomposanterne,
{uglen ere bestemte ved

(5)

som vi ville betegne ved &, 7,, £, uden for |
~ p(ht-—1lr)i Pl st
e - = ().

=0

o =0, %




X |

Her er den exponentielle Form valgt som den simpleste, Svingningerne med Amplituden |
gaa i Retning af y-Axen og forplante sig i Retning af a-Axen med den konstante Hastighed
k 27 3 . . : 27 o]
= , med DBolgelengden [' = 4 0g Svingningstiden v 4
ldet vi saaledes uden for Kuglen udskille det indfaldende Lys fra det avrige,
ved Hastighedsforandringen i Kuglens Overflade fremkaldte, Lys, s@®ttes her
x A i : B > )
€ e Lyth Gy S g s S O e ()
medens der inden for Kuglens Overflade s®ttes
t=¢, 9=9, C=2¢, M
hvor ogsaa U, £ 2 traede i Stedet for de tilsvarende umarkerede Sterrelser uden for Kuglen.
Jetegnes endvidere Forholdet imellem de to Hastigheder 2 og £ ved N (Kuglens Bryd-
ningsforhold), vil man have
Q= N@, I'=Nl, 2= NI (8)
Komposanterne &, 7, { ere saavel uden for som inden for Kuglefladen indbyrdes forbundne
ved Ligningen # = 0, som for « konstant fremgaar af Ligningerne (1), og de kunne derfor
fremstilles som afh@engige alene af to Sterrelser Q og S uden for Kuglen, eller Q" og S

inden for Kuglen. Man vil nemlig kunne satle

» - dC 48 ~cdd4 dGL " dB  d4
A, dy  dz’ RS R Al da dy’
10 9)
4Q ., .dQ u- byt RO s s dQ
Pk d(l:/ Y G M o PR T e Y dz —{_ 28,

ligesom ogsaa &', ', { kunne udtrykkes paa tilsvarende Maade. Ligning'orne (1) ville da
vere tilfredsstillede under Foruds@tning af, at man har
4,Q4+12Q=0, 4,8+0#8=0, (10)
4, @+ BQ=10, 4L,5+138=10. (11)

Det kan her bemrkes, at de to radielle Projektioner

&+ ype+2&

| i, _dp) | (e dG) (41 _d
(4 @) (@)@
ved Hjelp af Ligningerne (9) kunne omdannes til
; 1 ) i3
—r24,Q 47 d, rQ —— ——,1 t sin ¢ o e d—fQﬂ—
dr? sin ¢ do de sin todg*
‘ PR AL AT A gl
og s PR P w?  singdp ¢ de  sin*edg®”

Heraf ses, at naar Q og S ere udviklede i Raxkke efter Kuglefunktioner @, og S,, nemlig
y { = |
Q = ).Qn, S = 4‘-/‘511




saa ville de ovenstaaende radielle Projektioner viere henholdsvis bestemte ved

2nn4+1)Q, og 2Xnn41)8,.

Det tilsvarende gjelder for Rummet inden for Kuglen.

De i det foregaaende Afsnit indforte Komposanter &, », ¢ kunne vi i Analogi med
(6) for Punkter uden for Kuglen udtrykke ved
- A~ " A g s ¢
§ = Sot+&ey =190 ={o+ ¢, (12)
idet disse nye Komposanter ere bestemte ved
. kt—1z)i kt—Ilz)i . kt—Ir)i P
§ = sing 1'0s¢c( e 7o = COS @ ('()ss’m( L h’lllsf"'( N (13)
§& = cos & -+ sin ¢ cos dne + sin ¢ sin ¢ ¢, , ]
Ne = — sin ¢ & + ¢c0s ¢ cos ¢z, + cos @ sind &, (14)
& = — sin ¢y, + cos ¢ . l
Indfores nu for Kortheds Skyld i det folgende Betegnelserne
by == a, i == a il K, IQ = K (15)
og, idet R er den givne Kugles Radius,
DR LAt =, (16)
saa vil man ved Ligningerne (9) og ved Benyttelse af Ligningerne (10) erholde
d?a K ;
o= ——dak,
da* 2
d2q K dsS (17)
Ne = ——— + — ) ‘
/ adpda ~ sin gdg’
d?a K as
s .3 . I~ 0y
; asingddda dg
ligesom man tilsvarende for et indre Punkt har
d*a’ K’
F =it ak,
da'?
. dd K’ ds
I et e et (18)
ad'dpda sin ¢ d¢
PPN D 744 4
o (['(7171\ T dsS
A a'singddda’  do

Det vil nu vere Opgaven at udvikle disse Komposanter i Rickker efter Kugle-
funktioner. Naar overhovedet en Funktion fla) kan udvikles efter Kuglefunktioner, saa er

som bekjendt Udviklingen folgende:

® -1 <
fla), = 2 h)' - P,() \/(m P du,
0 <~ v_y
idet Summen tages for alle hele Vaerdier af n fra n = 0 til n = o=, o0g
9 Rl L _9 4.9
Bl o [ PRARNE ) A | o n(n—1) 2 i w(n-—1)(n—2)(n )!”‘" e
1.2...m 2(2n—1) 2.4@m—1)(2n—3) /




Sege vi nu forst at udvikle de i Ligningerne (13), hvori settes lz = acos ¢, givne

Udtryk for &, 7, &, ville vi i Henhold til ovenstaaende have

i 29l Pl
e—cosPi . ¥ 5 ])"(m)_\f 90) e ‘”“R,(U)(l‘l,t .
0 < i

Det heri indgaaende bestemte Integral lader sig udtrykke ved den Besselske Funktion
Jnyila), eller, hvad jeg her vil foretrekke, ved en anden ved vy (a) betegnel Funktion, som
kun ved en Faktor er forskjellig fra den Besselske, idet der smttes
Ta
vn (@) = l/ 8 Jugr (@) .

Man vil da, som bekjend( fra de Besselske Funktioners Theori.: kunne definere v, (a) ved
qrtt (1

y Doy e ] p—aut (1 __..2\n 7,
i) = gopm ) o (I—utpdu.

Dette Integral gaar ved n Gange delvis Integration over til

a » aui d"( | _‘u“z )"
Un ((” T Yn41 on e n W
L n] ey du
som med Benyttelse af et andet bekjendt Udtryk for 2, nemlig
1) ) (»»_ ])” dn{],, __u-z 'n
U) =
/1( 2“'711 (l'll” ?
ogsaa kan gives Formen
a , ™ I
vu(a) == % L"\(; b r ()i (19)
& o i
Paa denne Maade. erholdes
l o nT
. —1
e8Pl — _ 3(In41) ’,,(t‘l)S(rfﬁe S a) (20)
a g

Det vil bemarkes, at Funktionen vo(a) tilfredsstiller Differentialligningen

2 ) ==
{i ”” ((” —_- (7,1 (” ; ) — l) 7')/ (H_) bl [:) l)

da* a*

0g at den, udviklet efter Potenser af a, giver Rekken

a"t a? at A
vn (@) = | e TS AT % alng (22)
1.3...2n+1 2(2n+3) ' 2.4(2n-+3)(2n4-5)

En anden fra de Besselske Funktioners Theori bekjendt Raekkeudvikling, hvor Leddenes

Antal er endeligt, er
g nw 4 n
(@) = gula)sin (a T ) + hy, (a) cos (a i ) :
(n—1)nn+1)(n42) (n—3)(n—2)...(n-4)

Sl 2.4a? 2.4.6.8a® ted)

nn+1) (n—2)(n—1)...(n43) %
Dt gt 284 16 y

hy(a) =

Vidensk. Selsk, Skr,, 6. Rekke, naturvidenskabelig og mathem, Afd. VI 1. 9
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Betegnes endvidere ved w,(a) et andet partikulert Integral af Ligning (21), og defineres

dette Integral nermere ved Rakkeudviklingen

£ S| a? at :
: Bl { A : Wil o
wn(a) a® < & 2(2n—1) T9 % 2n—1)(2n—3) ' ) { (

vil denne Funktion ligeledes kun ved en Faktor viere forskjellig fra en Jesselsk I'unktion,

(89

nemlig J_,3(a), og med de ovenfor givne Raekker for g. og h, vil den ogsaa kunne ud-

nw § nmw X
Wy (@) == gn(a) cos (a — —2) = b (a) 8in (a -3 > 5 (25)

Af Udviklingen (20) kan nu de i Ligningerne (13) givne Udtryk bestemmes paa

folgende Maade. Man udtager af Rakken (20) det forste til » = 0 svarende Led og s®tter

trykkes ved

)

1P, (cos ¢
P,(cos ¢) = — AR, .‘ - sin 4k, (cos ) ,
n(n--1) sin ¢ dg de
hvorved erholdes
1 0 D (608 ) nT
—aconpi __ S0 G 2, n+1 1 d ih d P, (cos ¢ % wala).
a  a{nm+1)sin (/) do dg

Indfores heri til Afkortning Betegnelserne
(OS d ® m+1 ‘ Tl
v i uj} dg % n(n+1) n(cosg) c( ) vala) ,

sing d © 2n-41 T
S() S 9} 3 + Pn(lfOS Sﬁ)e(“ 2 )'v,,(a) )
a cl<p 1 7L(H+

vil man ved Multiplikation af Ligningen med cos ¢ ¢ singdg eller med — sin ¢ e sing dp

og ved Integration af de to.saaledes erholdte Ligninger fra ¢ = 0 til ¢ = ¢ erholde
- cos¢g . .
K, = — ¢ (i sin@ cos ¢ — o8 a + ¢~ Fi)
asing o1
. V/)
sin ¢ . F S
SO = — - SJ (__5111(!(50590_.&(3()5(1__{_[6 acos @i cl.lr
asmgo
Heraf findes sluttelig
d aK(, "
O ae o plkt pos®@Y)e . &
Jor .+ aK, = singcosgeliaenfdi = §,,
d2a K, dS ] e
° O —¢ 05 ¢ €08 ek —acos) — p, | (28)

adgda sin 90 ([4/’
d*a K, s,
a sin ¢d¢du <l55

= - 810 9’/’ plkt—acos Q)i C” .

Disse Udtryk for Komposanterne &, 7,, {, svare til de i (17) fremstillede Udtryk for Kom-
. posanterne &, 7, (, idet K, og S, trede i Stedet for K og S i Ligningerne (17).
For K, og S, have vi i (26) Udviklingerne efter Kuglefunktioner, og disse maa, hvad man

0g
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ogsaa let kan overbevise sig om, tilfredsstille de samme Differentialligninger, som K og S,
nemlig ifelge (10) 4,K,+ 2K, = 0, 4,8, S, = 0. Udviklingerne af K og S efter
Kuglefunktioner maa folgelig blive analog med Udviklingerne (26), idet der her i Stedet for
det partikulere Integral v,(a) af Ligningen (21) indsettes det almindelige Integral, udtrykt
linewrt ved wv,(a) og w,(a@). Man erholder saaledes med de endnu ubestemte Konstanter

/L'n, Xny Sny On,y

o< ) ~) . ; 71? i
N, 0s¢ d 52n +1 P, c(“ st ) (knva (@) + xawn (@) ,
a (159 1 71(714 1) 5
4 (2
e sin ¢ d §° 2n -1 (e 7T) o 4
S = — . d‘r 2 n+HP e 27" ($avn(a) + Gnwala)),
og lilsvarende for et indre Punkt
'"0S /, [ o . nn
F e /" ()‘,9 d S 2n +1 I,Le(“ ) (]w V(@) + 24wy (@ ))
a denmn-41) ot
(20)
% A / 11'1’ .
§ — . Sing d 2 2n+1 P, e(“ ) " (84 va (@) + 04 00 (@)) .

a doynn+ 1)

Heri er P, (cos ¢) afkortet til £, .
Benytte vi nu forst den til ¢’ = 0 svarende Gransebetingelse, ses det af (24), at

w, (@) bliver o for @ — 0 og n >0, og at altsaa Endelighedsbetingelsen udkraever

Zn, = 0, O'IL’ = (.

s 6 . : ? nw
lil a = oo svarer- ifolge (23) og (25) wva(a) = s | a — —- s Wn(a) = cos v
X 0 \

I uendelig Afstand fra Kuglen vil man altsaa have
nw\ . X ’ e " . L

)(]Wa Up (@ ‘* o W n (”)(’(“ )’ e (“/"111' -{—Z,,)G”H'" b + (/('"’L + }:”) e(“ a)i 2

Det ses heraf, at Lysbeveegelsen i Almindelighed i denne Afstand vil fremtrede
som periodiske Funktioner af k¢ + a og kt — a, svarende til to modsatte Boelgebevaegelser,
den ene bevegende sig henimod Kuglecentret, den anden i Retning fra Centret. Da nu
kun _denne sidste, ifolge de antagne Betingelser, er virkelig tilstede, maa man have
~kpt +2n = 0, ligesom ogsaa tilsvarende — 8,72 40, = 0.

Saaledes reduceres Reakkerne (29) og (30) til

(1)\!(/ “Onl—l o) (/z )/
e il n€ Cn\Un a) e ltu((t
K oy a d$o T nn1) (o )
iy sing d ; n—+1 P, )(A 7% (va(a) + wa(@)7)
a do7inn+l1) 31)
, .COS ¢ d § 20+l (“ ];ﬂ)i/c,L"Lv V |
Kimmrnd a (]%’%nm—Ll) i M@}y
e sing d 5, v Pne(“ ];“)isn’un(a').

a d% ) n—l—l)




Endelig have vi ogsaa de i (3) og (4) fremstillede Graensebetingelser, som kunne

udtrykkes ved

! o ’
7 =1, {=2¢
da | & la’ v &
s Bl (;g i da gt dé g L
da ( da’ do
¢ i ¢ aie=t
da d& da' d&
da sin g d¢ " pda sin ¢ d¢

¢, og for

Indsttes heri de ved Ligningerne (12), (17) og (28) givne Udtryk for &, Ao
&, 7/', ¢ Udtrykkene (18), kunne disse Belingelser omdannes til
a(Ky+K) = dK', S,4+8 =&
a == (
da(K, + K) da’ K’ da (S, + S) da’ S l ;
- —_— (L ==

o

’
a .

ada vl da  veddl

Heri udvikles K, S,, K, S, K, § ved de i (26) og (31) givne Rakker, hvorved crholdes
I Ligninger imellem Koefficienterne. Betegnes for Kortheds Skyld de aftedede Funktioner

dv,(a)  dwy(a)  dv.d) i gl ‘). blive di Licni
: VO Vst Wy (&), Yp (), DIIVE d1SSE igninger
da: da ’ da’ n (@), Wa nld), e

A/('U”'(a) ~= ku(‘“u’(u) -+ ”'n,"l‘”.)) ku”’n’{’l"
N(l'n (a) -+ su(vnla) -+ wn (a)i ‘)) = 8, vn(d)
U;/Vl) + ku ("’n () '}" wy ‘(1) { \) b A'n'l‘n"l/’
7~"nl(’l) ’Jr‘ S (l‘“,((l) + “'n’{flu‘) = S:v’l'll’l’/-/]
Heraf kunne de fire Koefficienter bestemmes. Ved Indforelsen af en lille Reduktion ved

Hjelp af Ligningen
’ww‘(l) L'u’(’/.) 'wn,t(l) Uu(a) = 1 )
vil man saaledes erholde

2ky = —1 _ (vala) Wala) 1) v () — /\t(“" () — (@) ) valed) )
 (vala) +wala) 1) vd' (@) — N (0, (@) + w,(a) 1) vl o) (33)
A YOS B L\"‘(vn(f/’ — Wyl ) ) Un "l ) “’" (’I) Tl '/ﬂl)l)u‘ll J
i N (vna) 4 wala) 1) v, (@) — (va' (@) + w3 (@) 1) valdd)
Nz
(valar) + wala) i) v,/ (@) — N (v (@) + wa'(a) ) vald) (34)
< 1\;17
i S lV(Un{(li e IL'ﬂ(a) ) Un Ul ) ey L.n,(’l’ _}‘ Z(’,,,(fl)i) l‘,,(ll"

Den stillede Opgave er hermed for saa vidt lest. som Svingningskomposanterne
overalt i Rummet ere bestemte ved uendelige Rakker med bekjendte Koefficienter. Del
vil vise sig, at Rakkerne i den givne Form egne sig godt for Beregningen, naar enten e,
som svarer til Kuglens Omkreds maalt med Bolgelengden 4, er et lille Tal, eller det be-

tragtede Punkt ligger ner ved Centret, hvorimod det, naar « er et meget stort Tal, hvilket



naslen kan siges at veere Tilfeldet med alle for det blotte Oje synlige Kugler, i Alminde-
lighed vil viere nedvendigt, at omdanne Rakkerne saaledes, at Summationerne kunne
udfores med tilstriekkelig Tilnermelse. Jeg skal nu forst fremstille de Summations-

formler, som herved ville komme til Anvendelse.

3. Summationsformler.

Der vil i det folgende Afsnit fremkomme Summer, som kunne henfores il Formen

s Tyt -
2 4‘171,@ ) (-)-')'
ny

hvor »n gjennemlober Talrekken fra n = n til 2 = n,.

De to Funktioner 4, og F, ere saaledes beskafne, at naar deri swlles n =y - 2

7 3 b i b

hvor begge de nye Variable ligeledes betragtes som hele Tal, vil man erholde falgende,
inden for de givne Granser konvergente, Rwkker

2

4’171 =" + B z+ (7~-; + RO I(“II e Y e Gz A%_' H o + 1
o [/ 4 (L

2

3
sl (36)

¢ o

Leddene ere her ordnede efter stigende Potenser af z og aftagende Potenser af Storrelsen

«. Denne sidste betragtes som et meget stort, dog ikke uendelig stort, Tal, og alle
Sterrelser ville i det folgende blive ordnede efter Potenser af «, saaledes at den Sterrelse,
som indeholder en hejere Potens af «, betragtes som en Sterrelse af hejere Orden. Her
ere Koefficienterne A, B, ... F, G, ... i det hojeste Storrelser af samme Orden som
inheden (2°). Beregningen skal nu gaa ud paa al fremstille Resultaterne med en saadan
Nojagtighed, at kun Sterrelser, som ere af lavere Orden end Enheden, betragtes som saa
smaa, at de kunne bortkastes.

Antallet af Led i Raekken (35) er selv et meget stort Tal, af samme Orden som .

Granserne n, og n, ere ubestemte og til en vis Grad vilkaarlige, nemlig kun |
betingede paa den ene Side af Konvergensbetingelserne for Rakkerne (36), paa den anden ‘
Side af den Fordring, at m,—n, skal vere et meget stort Tal. Denne her indferte Art

af ubestemte, vilkaarlige Storrelser, for hvilke jeg i det folgende vil benytte Fallesmarket i
w, ere definerede derved, at en Funktion af denne Sterrelse betyder den Granse, hvortil
Middelvaerdien af den samme Funktion af en bestemt Sterrelse @ konvergerer, naar man
lader 2 gjennemlobe en efterhaanden storre og storre Rakke af Verdier inden for de for
@ afstukne Grenser. ‘

Gaa vi saaledes ud fra de bekjendte Integraler

00 MU

V0 b 3 12
\e st Ady = ), ... (37) \(:'”.v'" tde = [p)e? , ... (38)
L]

v
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det forste gjeldende for alle posilive Vaerdier af g, det andet kun for de positive Veaerdier,

som ere mindre end 1, saa ses det, at man ogsaa for z < I maa have

w !
S s ’
se-“m" lde = [u)ee ", (39)
0 ;
idet
w @ 0
ge-“ ol de = ge-”";z://' ide — ( evigl—dg
) J0 Yo

hvor det sidste Integral ved delvis Integration kan udvikles i en semikonvergent Rakke,
hvis til forskjellige Veerdi af w svarende Middelverdi konvergerer til 0, naar Middelvaerdien
tages paa den ovenfor angivne Maade imellem videre og videre Graenser. Er i Integralet
(39) endvidere x >> 1, kan denne Exponent ved delvis Integration reduceres til at blive
mindre end 1, og Middelverdien af de fremkomne periodiske Led uden for Integralet vil
ligeledes konvergere til 0. Altsaa er Ligning (39) med den vedtagne Betydning af den
ovre Grense o gjeldende for alle positive Veardier af p.

Som et andet Exempel, der vil faa Anvendelse i det folgende, kunne vi tage Sum-

men (35) reduceret til den simpleste Form

3; ; eyt . pa(ngt1)i
pANT e

¢ t i (,ui

ny 2

Ogsaa her maa hejre Side forsvinde, forudsat, at @ ikke er O eller et Multiplum af 27,
da i saa Tilfelde Summen bliver n, —n, + 1, som vel er ubestemt, men i ethvert Tilfelde
ikke kan blive lig Nul. Er endvidere @ meget lille eller meget ner ved et Multiplum af 27,
tor man heller ikke betragte Summen som Nul, da Leddenes Antal vel er antaget megel
stort, men ikke uendelig stort.

Er Summen Nul, vil den ogsaa vedblive at viere det, naar den differentieres et
vilkaarligt Antal Gange med Hensyn til . Man vil altsaa mere almindeligt have

Ny |
2,'7),"'6"7” = () ! ”“’

L
naar m er et helt Tal eller 0, og « ikke er lig med eller ligger meget ner ved 0 eller et
Multiplum af 27.
Betragte vi nu den ved Udviklingerne (35) og (36) givne Sum, ses det, at den kan
forandres til en konvergent Rwkke med Led, som med Udeladelse af konstante Faktorer
have Formen

ng—Y g
S .m ,Gzi
“~ 27 e S

ny—VY
Hvis man altsaa ikke kan have

Go= Jp (at)
for p = 0 eller et helt Tal, og heller ikke G — 2pz megel ner lig 0, saa vil hele Sum-

men (35) forsvinde.
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Hvis man derimod er i Stand til at finde en Verdi af v, som gjor det muligt at
tilfredsstille ovenstaaende Betingelse (41), saa kan Gz udelades af Exponenten, og Summa-
tionen kan nu uden kjendelig Fejl forandres til Integration. Summen (35) vil altsaa kunne
gives Formen ’

ry—¥ h FayH :2-}-].22;.{_,“);

<1;(A+1)’“+...)e , (42)

U—(y—ny) A
hvor vi ville indskrenke os til at antage v beliggende imellem n, og n, og saaledes, at
baade v—n, og n,— v komme til at here til den ovenfor definerede Art af ubestemte
Sterrelser. Forandres i dette Integral for 2z < 0 Fortegnet for z, og s®ttes derefter
Hz* — qa, ville Grenserne for «, forudsat at /A ikke er O eller meget lille, here til den
ovenfor ved Fellesmarket o betegnede Art af Sterrelser, og Integralet vil ved Raekke-

“udvikling gaa over il

[ W
da / a B Alzi Frdhaes (I.z( ‘/ a B Alxi !
i iy S8 (Lataz)i | A R B - e /(Fa+a~):
z( Vi+a -+ >“ ~\72 He H JR T
0 0
| ; :
Disse Integraler ville ifelge (39), idet l'(()> = Y=z, lilsammen blive
. (&e+
AL/ am (Fat ) (43)

f lavere Orden ere bortkastede. Dette Resultat

-}

idet de Led, som ere af Ordenen a—* og
er ogsaa gjeldende for negative Veerdier af /7, naar det paases, at man i dette Tilflde

s

maa satte

1 3 P,
b = =¢ 2,
V—1
Resultatet bliver ugyldigt for

I dette Tilfzlde kunne vi, for yderligere at generalisere det, antage, at G —2pzx er en
meget lille Storrelse. Ogsaa i dette Tilfelde vil Summationen kunne forandres til Inte-
eration og i Stedet for (42) vil man erholde Integralet

ny—v (b’a+(G- 2p7:)_~+1ff:+lx s I...)i
ar
Ll‘,<z1 +4- B + C )e : (

—(V—ny)

ot

Heri forandres ligeledes for z << 0 Fortegnet for z, og derefter sattes - /2® = a2x, hvor

det dobbelte Fortegn bestemmes saaledes, at -}~ 1 bliver positiv. Indfores for Kortheds
Skyld Betegnelserne
;:/'I W 4 !
o / 2\ w8 e 0N | g o
G—2prx ——c/ 5 (48 So'" cos (—ea'+ajde = Q,  (47)
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samf
A— 41, B=RBI C=Cl, K=Kl, L=.L,1, (48)
vil man uden Vanskelighed kunne give Integralet (45) Formen
; : : 1. 10Q S 0 . drq
L2eFailgni A, Q+ ‘a/.-*/,(]))f “ 4+ A,K, o i
e B de Ude de?
15 Q L
1,L,+ B, [\ll—(——(\‘ - 1A, K? r(l;g] : (49)
idet Leddene af Ordenen a—3 og derunder bortkastes.
I Tilfelde af, at man har ¢ = 0, erholdes ved Hjelp af (39)
| 7T . d3Q (2 T aQ 3 d4l)
; 08 — = () == — J—— : 108 —_ == " .
l<3>m>“ () S Pt /(3)(0 5 > 5 det
0 d*Q  a*qQ d°@Q
deti Ik detiuke ded

hvor 1) R O /2 eRyr
/ T) — 267894..., I = e 1,35412 ... ,

eller ved saedvanlige Logarithmer

I 2
Log l'(_)> = (,4279627 ..., Log /() == 013165607 .
5] 3]

Herved gaar (49) over til

. | I,',,A SEe < 1 T 2 » 2 o
BrCc “lm A, ( > s (al)"z<])’1 24K ) /’(_ )I . (50)
l/:)) } .’) ))

7

Integralet ¢ (47) har under en noget anden Form vieret numerisk beregnet af

Airy'), som for Integralet

w0

‘\‘r./(u ('usz (w2 —mw) = W
har angivet folgende Tavle %

m w m w
— & | 0,00041 0| 0,66527
— 4 0.00298 [ 1,00041

3 0,01730 2 0,56490

2 0,07908 S | — 0, 56322
= El020.283 ue ! - 4 0,47446

5 0,68182.

) On the intensity of Ligth in the nejehbourhood of a Caustie Mrans. of the Cambr. Soe. t. VI,
p. 379, t. VIIL, p. 595 |
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[ ]
Ved Hjelp heraf kan ogsaa ¢) beregnes, idet man har T ;1
), eetoyn O-3(F) W
3 — ( - ) " C
8 o= m - - ,7/ -~ ] ¢
(2) ’ 3 \7 :
Gaa vi fra m = 0 til den negative Side, saa er W stadig aftagende indtil 0, gaa

vi til den positive Side er W forst voxende, naaer et Maximum ved m = 1,08, og na@rmer

sig derefter gjennem en periodisk Bevaegelse omkring Nulpunktet ligeledes til 0. Det

forste og sterste Maximum af W er 1,504 Gange storre end Verdien af W for m = (.
Stokes?!) har udvidet den Airy'ske Beregning til de 50 forste Rodder i Ligningen

W = 0 og de 10 forste Redder i ‘;TW — (). Saaledes svarer til W == 0
n

m = 2,4955; 4,3631; 5,8922; 7,2436; 8,4788; ...
1\3 :
i hvilken Rekke den ¢-de Rod med voxende ¢ konvergerer til 3<q—4)‘. Ligeledes er
aw
for — = 0

d g )
4 m = 1,0845; 3,4669; 5,1446; 6,5782; 7,8685; ...

D 2
hvor den ¢g-de Rod konvergerer til 3 (thf)ﬁ’

De forskjellige Differentialkoefficienter af ¢) med Hensyn til e, som indgaa i Ud-
dg
trykket (49), ville alle let kunne udtrykkes ved ¢ og dg’ idet det bemearkes, at man har
e
g ¢
de¥, 243"’
hvoraf atter de haejere Differentialkoefficienter kunne afledes, for Exempel
dre) " e? 2 deQ) ;
et gl (@) sl 1 0. 8.V

Maximal- og Minimalpunkterne for i—g svare altsaa til ¢ = 0, hvoraf ses, at det
forste Maximum her forst indtreder for m = 2,4955... . Modulus (eller Amplituden) for
det i (49) givne Udtryk forandrer sig med voxende e paa tilsvarende Maade som Integralet
W, hvis man alene behever at tage det forste Led, som er af hejeste Orden, i Betragtning,
men hvis ogsaa de folgende Led i Udtrykket faa Betydning, vil Modulus komme til at

indeholde saavel @ som CclleQ, hvoraf felger, at Maximalpunkterne ville blive forskudte, og
at i Almindelighed Modulus ikke ved de periodiske Forandringer vil kunne blive 0.
Periodiciteten vil saaledes blive mere udvisket.

Ved Sammenligning mellem de to i (43) og (49) givne Udtryk for Integralet .(42)
ses det, at det forste er af Sterrelsesordenen at, det andet af Ordenen as.  Hvorledes
Overgangen sker fra det ene Udtryk til det andet, kan ses, naar man tenker sig I af-
tagende til en meget lille Sterrelse samtidiz med, at man beholder G'— 2p7 = 0. Man

) Trans. of the Cambr. Phil. Soc. t. 9. p. 166.

Vidensk, Selsk. Skr., 6. Rekke, naturvidenskabelig og mathem. Afd, VI 1. 3
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vil da i Integralet (42) kunne s®tte z — 2’4 ¢ og bestemme ¢ saaledes, at Koefficienten

til 2’2 i Exponenten bliver 0. Herved komme vi til den i (45) antagne Form, hvor

2

G — 2pz bliver lig —37 98 altsaa
DJ

YA

3e = |/ %

Det ses heraf, at ved denne Overgang fra Integralet (42) til Integralet (45) vil e nodvendigvis

forblive positiv. Overgangen fra (43) til (49) sker altsaa gjennem den ovenfor beskrevne

periodiske Bevegelse ved positiv aftagende m eller e, hvorved det sidste og storste

Maximum naas forinden e bliver 0, medens herfra Modulus hurlig aftager til 0, samtidig
med at ¢ gjennem 0 gaar over til lavere og lavere negative Verdier.

Vi ville endelig ogsaa i det folgende Afsnit mede Summer, som lade sig omdanne

til et Integral af Formen

A 22 24 26 5
> (1'44—0 ’lv 'FH(/,:’ +I//-'—’+”.)L. (5”

dé<A —{—B—-<+
0
Naar heri settes G'2% = g2 og G ikke er O eller meget lille, vil den evre Grense for
here til den ovenfor ved w betegnede Art af Storrelser, og idet Leddene af lavere Orden
end Enheden bortkastes, vil' Resultatet af Integrationen blive

1 (Fa+3) (52)
c)(,
Er derimod G meget lille, swttes Hez* — a®2?, den evre Granse for  betegnes ligesom
for ved w, og til Afkortning swttes
G [5\//1[’ (53)
g o

idet det overste Fortegn svarer til G positiv, det nederste til G negativ. Integralet gaar
herved over til

]
AT (Fat cata2)i
9H da((a[]) 4+ Ba+ ”’m')a i (54)
0
For ¢ = 0 erholdes heraf ved Integration
A Jar Fu+ & Fay-T)i J
TV 4 gpa—and i), (55)
medens det almindelige Integral (54) lader sig udtrykke ved
Fai
€ } —iB dQ__Ald*Q .
2 ((al]} ol de a H de “‘) ! i
fda w
idet 4 g(/.,,,e(is::~+a-2)i ) (57)

v
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Af dette sidste Integral erholdes ved Differentiation med Hensyn Lil e og delvis Integration

aQ ' Y e
%13 T B
hvoraf endvidere findes ;
d*q i, e? G !
7 = (3 ” “§>+<—71—+"8") Q. (59)

Ved Indsattelsen af disse Veardier i (56), vil dette Udtryk for det segte Integral
viere hestemt ved bekjendte Sterrelser og ved Integralet ¢).

Dette sidste Integral har under forskjellige Former ofte veret behandlet, navnlig
ved Beregningen af Bojningsfenomener, saaledes af Fresnel, Cauchy, Knochenhauer, Quet, o.a.
En storre Tavle har vaeret beregnet af Ph. Gilbert!) for de to Funktioner N og M, be-

w
dpeeta) = N4 Mi, e = 1/2; s

0

stemte ved Bl
7
T
v
og omfattende alle Veardier fra p® = 0,00 til x* = 30,00.
Naar altsaa i Integralet @ overste Fortegn leses, kan dette Integral beregnes

umiddelbart ved denne Tavle. Laxses nederste Fortegn, og saltes

’5 w
Z\ dzet—eatedi — N, + M,i

;T!,O

w 9
T—e?

9 T—e®
N+ N, + (M4 M,)i = \/” dzeerta — /2 (“"‘“'7’4 - +isin—, ~) i

T
w

hvorved N, og M, erholdes bestemte ved
2

LS )

—
<

2
T—& G i
N, = V32 cos’ — N, M, =V2sin-
A 4

Begge Storrelserne N og M aftage hurtig og vedvarende med voxende &, hvoraf felger, at

N, og M, ere periodiske Funktioner. Da man ifelge (58), naar nederste Fortegn leses, har

2 TN LT ) dM, &N
2 PR T R L RN P AT
bliver
dN am N
N =4 M ="
de i Vor
Heraf ses, at Maximum og Minimum for N2+ M svarer til N, = 0, som atter for
T—e*

store Vaerdier af e tilnermelsesvis vil svare Ll cos R 0, altsaa til e? = (4p — 1)7

/hp—1
eller p = ‘/ o , idet p er et helt Tal

&

1) Recherches anal. sur la diffraction de la lumiére. Mém. cour. de I'Acad. de Bruxelles, t. XXXI,

p. 1, 1862—63.

3
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Ifolge Gilbert er

NZ+ M2 — 27407 ved p — 1,2172, (t/5 — 1,2247 ) . 1ste Max.
//: L] y
1,5562 ved o = 1,8725, ( 7 ; = ,sms) , 1ste Min.
/11 o :
2,3985 ved ;1 — 2,345, (/5 = 2,3152) , 2det Max.

15 3 ]
1,6864 ved p = 2,7390, (‘/~ ) — 2,7386 ) , 2det Min.
|

Til p = 0 svarer N2+ M2 = -, tily = oo N2+ M2?= 2

: Lo . R
Tage vi kun Hensyn til Leddet af den hejeste Orden («?) i (56), vil det af det

ovenfor udviklede fremgaa, at dette Udtryks Modulus voxer fra 0 ved G = - o indtil
£ oy
A a‘ g N . ¢ / OTT 2
\/ ~ ved G = 0, voxer yderligere med aftagende G indtil 2,3412. v ’/I ved
1275'11 A . 9 o Svinenineer til
(1 = — 1,217 — , 0g naar sluttelig gjennem aftagende periodiske Svingninger ti
% -
det dobbelte af den til G — 0 svarende Veardi.

4. « meget stor. Beviegelsen i Hovedaxen.

Ligesom i det foregaaende Afsnit betragtes her « som et meget stort Tal, og
Lysbeviegelsen skal soges bestemt saaledes, at kun Sterrelser, som ere af lavere Orden
end Enheden bortkastes.

Vi ville forst sege at bestemme Bevaegelsen i Nerheden af Kuglens Centrum,

4

g g A
idet @, som er det betragtede Punkts Afstand fra Centret, maalt med -— som L@&ngdeenhed,

27
betragtes som et i Forhold til « og « meget lille Tal. Under denne Betingelse vil
vald), bestemt ved Rakken (22) Dlive meget lille, naar » naermer sig i Sterrelse til «,
hvorfor Leddene i Raekkerne (31) for X’ og S kun faa Betydning for de lavere Vaerdier af n.
I de ved (34) givne Udtryk for &, og s, vil man derfor ogsaa i Henhold til (23) og (25)

Kkunne satte

: A niw ; . A . nw
Un(z) = sin (a ==l Un(a’) = sin i e Wpla) = cos|{a — 5 ) -

Saaledes erholdes

2 . Il 7.7 i
Son1 == /L2u. TR A(l = "

N
cosa’ 4+t Nsindg' ’
i IV

i R b 3t
Ncosd +isina

(60)

o
(o




K’

Rekkerne (31) gaa herved over til

;008 d 21 (i ’ ’
== Zaydga%n(n—i-l) (“ ) [(Pu(cosg)+ Pu(—cose))ky +(Palcosg)— Bu(—cosg))sy| va (@),

sln ¢ d ® m+1 (i
g dg&%ﬁ(ni_i—”l ( — ) [(Pulcosg)+ Pu(—cosg))sy +( Pulcosg) — Bul—cos))k, | v, (a

Disse Rakker kunne summeres ved Hjxlp af Ligningerne (26) og (27), hvorved findes

; . COS¢
K = — "Ia)’;i‘l:’; [ (— sina’cos ¢ + sin (@’ cos ¢)) ko' 4 ¢ (— cosa’ - cos (a 'cos¢))s,’] ,
sin ¢
S = — &?l::l?; e[ (— sina’ cos @ + sin (@’ cos ¢))s,” 4 ¢(— cosa’+ cos (@’ cos o) k,'] .

Inds®ttes nu disse Veardier i Ligningerne (18) og s@ttes til Afkortning

e (— isin (@’ cos @) ko' + cos (@ cosg)s,)) = @,
erholdes

§ = singpcos¢g @, 77’ = 0S¢ cospQ, I =—sing Q.
Heraf findes atter Komposanterne med Hensyn til de faste Axer
=0, o=@, (=0,
Indsattes den ovenfor givne Verdi af ¢, erholdes ved en lille Omforming

’ ’ ’ ’
7' =— g(kt—a’cos@)i &9._,_:_,'5:,0,4 — ¢(ktta’cos@)i ],C,O%SO g ; (61)

Den fysiske Betydning af dette Resultat fremgaar bedst, naar de i (60) givne Veerdier af
k" og s,/ udvikles i Reakke, efter at cos«’ og sing’ ere udtrykte i exponentiel Form,

nemlig
Tkl 2N 5 /Q:' ln mem (2m+1)a')i o 2N 2 lf‘N me(a @em+1)a)i
g N+19 \N+1 i NE] GA\IEN 3
hvor m gjennemlober Talreekken fra O til oo. Saaledes erholdes
2m Al o 2m-4-
77; ON 3 N_l e(u a’cos@40—(am41))i __ _ 2N i ‘/' f‘l e(l'[+(y'cos§0+!l 77(4:,1-}-3)(1')5. (62)
N1 7\ N+1 NE1 4\ N

Paa denne Maade er Lysbevaegelsen i Narheden af Centret fremstillet som en Sum af
Svingninger, der ere parallele med de indfaldende Straalers Svingninger og tilhere to St
af Straaler, det ene gaaende i de indfaldende Straalers Retning, tilbagekastet et lige Antal
Gange eller slet ikke fra de indre Kugleflader, det andet gaaende i modsat Retning efter
et ulige Antal 'l'illm"('kzlsininﬂ'or Ved Straalernes Indtredelse i Kuglen er Udslaget for-
andret efter Forholdet 1N til 2V og ved hver Tilbagekastning efter Forholdet 1 AN
til 1—AN, medens Fasen svarer til den tilbagelagte optiske Vejlengde, alt overensstemmende
med de Resultater, man kommer til ved den elementwere Betragtningsmaade, naar de fto
brydende Flader betragtes som plane og vinkelrette paa de indfaldende Straaler.




Naar det betragtede Punkt ikke ligger meget ner ved Gentrel, maa man
tage Hensyn til de Led i Rekkerne, som svare til meget store Verdier af . Det vil derfor
forst viere nedvendigt at sege hertil passende Udviklinger for Funktionerne z, 0g Wy .

Man har identisk

T R T Un T IR T Sl ! Un
v, = Vu, + wy, sin arc tg =t i Vo2 4 w; cos arc tg =5
n n

eller, naar man satter

th 4 Wi = Qn, AClY— = in,
Wy
gy 5 i 2 6)
Un = Vgnsill dn;, wa = VgsC08 is. (63
Med Benyttelse af Ligningen
1L'n’vn, e u’n,Tn = 1
erholdes endvidere, naar den Variable betegnes ved a,
dhn _ -L, (64)
da Gn
. . % & nw
hvoraf atter ved Integration, idet til @ = o« svarer 1, = a——3,
ni B l > >
/‘nn=a——‘h—‘§da(——l>. (‘)-’))
2 Ya (]71
Af de i (23) og (25) givne Raekker for », og w, findes
nn41) 1 mn—1nn+1)n+2) 1.3 b
o=l +——— =4 — et e (66)
a’ 2 at 2.4

Er nu a et meget stort Tal af Sterrelsesordenen ¢ og kunne alle Sterrelser som ere af
Ordenen o' eller af lavere Orden lades ude af Betragtning ved Siden af samme Orden
'U‘(T(\l'

som Enheden, saa vil man for alle Verdier af » indtil en vis Grense, som ligger lavere

end @, og hvor endnu Differensen a — (7l+§ kan henregnes til Sterrelsesordenen a,
ved Summation af Rakken (66) erholde

a
I/a*’—— (n—’r— ;)‘

Indsties dette Udtryk for g, i (65), hvor det maa forblive gjwldende for alle Integralels

O == , @>nd5. (67)

Elementer, erholdes ved Integration
1
, Wil =
{ ¥/ ing N Ry EERe 2 3
n=Va ——(n—{—zr) b + (n + ) arc sin +—— . (68)
Til Funktionshetegnelserne @n 08 2, Vil i det folgende blive tilfejet den Variable, som her
for Kortheds Skyld har veeret udeladt.
Saalenge Ligning (67) er gjwldende, ville Differentialkoefficienterne af ¢, () og
qnla’) med Hensyn til « og o kunne bortkastes ved Siden af Sterrelser af Ordenen «°,
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som ¢u(a), quld/). Gaa vi nu tilbage til Koefficientligningerne (33) og (34) og indfares for

Kortheds Skyld felgende Betegnelser
Nou(d') — qula) _ b 2 Ny, (a) gu () (Ngu (') — gnla) )"

qu"('ar’ _'}_*q;’(")' = UOn , ( A’ 1 a) 22 n (a)“)',7{+ ) == On,m ,
(j"( )—ZV(] (a) = ¢ 2Z\[qn(’»‘ (]n fl)(fIn(a)“N(]n(a})m = ¢
Qn(a)"‘A’n( } n (97‘(a)+1\r n(fl))"1+2 n,m 3

i\( Vq"(a) (1"(“ ) (Nq" o ‘_(Iﬂ(a)) 7y ﬂ ‘_)Nl (]u(a) q;:((l ) (q;: a ) = i\qn (l) )m S
(N(]“ a _+_ qn a) )m-H n,m y ((]nm ) + ]\'Qn(a) )nl-H == {oyms

saa vil man kunne udtrykke Koefficienterne ved Broker, som lade sig udvikle i felgende

konvergente Rakker:

Dl it §- 0o B 24 la ¢+ 2{ Y 2(A, (@) —(m-+1)A, (&) 3
m=0
. m=w L
an =—1— Cn 32)‘"((1'”’ -*- 2:‘ 26'11, m 32()'“ (a)—‘(m_*—‘)}"” (a ")L ; l(;())
m==0
m=s0 RES L et : g
-l ﬂn, " e(}."(a_l—(?m—l-l)ln(a )i y Sn' el 7, me( o (@) —(2m—4-1)4, (&) "

m==0 m=0
Idet vi dernmst gaa over til Summationen af Rekkerne (31), ville vi i dette Afsnit
indskrenke os til det Tilfelde, at det betragtede Punkt ligger i #-Axen (Hovedaxen).

Det vil bemerkes, at man har

d P, (cos @) d? P, (cos n(n+4-1)
for cos¢ = 1, sm(godgf #/#. oy Ly
Y s d P, (cos ¢) d* P, (cosg) ( )”n()l—}— 1)
fﬂl (OSgﬂ == ], ’Sinspdsp = — dso‘z‘ - == l 2 .

Naar nu de givne Rakker for K og S indsattes i (17), for K" og S i (18), og man
dernest bestemmer Komposanterne med Hensyn til de faste Axer ved Hjzlp af Ligningerne
== (C0S go—r;’:— sin 597}',

= singcos &+ ('osgacoey;;— — ﬁiny?,

= sin g sin & L cose qm¢ + cos¢ g,

og de tilsvarende Ligninger for et indre Punkt, saa vil man finde, at Svingningerne overalt
af, at hele

Y X Iy

i Hovedaxen gaa i Retning af y-Axen, hvad da ogsaa er en umiddelbar Folge

Lysheviegelsen er symmetrisk med Hensyn til zy-Planen, samt at Svingningsudslagene

uden for og inden for Kuglen ville veere bestemte ved

p — eMTF @i 4 2, + (“ oy ') (:]:ik,, (v'(@) 4w, (@) 2) -+ sulwala) + 'u',,(a)z')) ]

wn+_2_ (“+7l7') 3 P ’ %
y=2— (= ki’ vd' (@) + 85" vald))
1

a
overste Fortegn gjmeldende for a-Axens positive, nederste for dens negative Side.

l (70)
|

.
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De heri indgaaende Funktioner af n lade sig udvikle efter Potenser af n 4 l i
Rakker, som forblive konvergente indtil en vis Graense m = n,, indtil hvilken Graense vi
da forst ville udfere de angivne Summationer. Saaledes vil det i (68) givne Udtryk for
An(a@) kunne udvikles i felgende Rakke

1\2 5L Y S 1\6
ar  (g) 1 k)t 1 W5 1.3 71
iR e o et e e T g N % ke R SR L

For ¢, haves Rakkeudviklingen (66) og af Ligningerne (63) erholdes

Un (a} + Wy ((I)Z' = Z’Vme—i)‘n(a)" ,

samt med Bortkastelse af ¢,/(a) ifolge (64)

1 —Aleli

v/ (@) +wy(a)t ==

l/‘]n(a)
Vi ville nu s@rlig udtage de enkelte Led, hvoraf Ligningerne (69) for Koefficien-
terne bestaa, og begynde med at s®tte

Ve =——1: 2e ——1,

Med disse Forudsatninger vil den forste Ligning (70) give

1 — T
GO AL phip R PR
” e(l!+(¢)z 14\,'> 5 2_(1/! ) l/({n(a))e( 2 n ) 4
1 2 qnla

Naar heri indsettes den i (71) givne Reaekke for 2,(a), vil det ses, at Exponenten kommer

nw

til at indeholde Leddet 2 (FF1 4 1). Naar nederste Fortegn leses, vil dette Led blive nr,

og i Henhold til det i foregaaende Afsnit udviklede vil Summen blive 0. Altsaa er for

2-Axens negative Side
y = pktta)i |

: : : 4 : , f £ ok Poraidngs
Naar derimod everste Fortegn leses, kan Summen, idet der s@ttes n + 5 = z, forandres

til et Integral af Formen (51), og ved Sammenligningen erholdes
=} ) o] > o]

a
A=-, Fg=k—a, P =
a
medens ifolge (52) Integralet bliver lig med
Ty,
b e(l'l— u-f—»z )7.
Altsaa er for z-Axens positive Side

(l;l —a 4 -

()

7 = dit—a)i | g ')' = (.

Den her fremstillede Del af Bevegelsen er saaledes intet andet end den indfaldende Cen-
tralstraale indtil det Punkt, hvor den treffer Kuglen.
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Udtages dernest det andet Led af de to forste Ligninger (69) og settes

22 (a)s 22, (@)t
2k, = — b, ’, Ve, = — 0,8 “(),

vil Summen i Udtrykket (70) for 7 komme til at indeholde Exponenten

Ry T (”*17)‘ T2 »
kt —a+2a+ —(F1—1)+ "~ - [—=4+=)+...]c.
2 2 QL i 0
Her maa, naar everste Fortegn lises, Summen blive 0. Med nederste Fortegn vil derimod
Summen ligesom for kunne omdannes til et Integral al Formen (51), og ved Sammenlig-

ningen erhpldes

P Jl\\;:]‘ i, Fa=hi—at2, 6= ;(_(i+:;)
Ifolge (52) vil altsaa Integralet blive lig med
sl Zlg_] ._,,,711,,, T eht—at2a)i (72)
i

Denne Del af Bevaiegelsen svarer til den fra den forreste Del af Kuglefladen tilbagekastede

Centralstraale, og Resultatet er det samme som det, man ad elementer Vej vil kunne

udlede, idet Fasen bestemmes ved den tilbagelagte optiske Vejlengde, og Amplituden efter

N—1

N+1

med ;)—" som L&ngdeenhed) fra Centralstraalernes indbildte Brendpunkt, og derefter maa
2

Tilbagekastningen er i selve Kuglefladen, altsaa i Afstanden §« (Afstandene maalte
aftage i samme Forhold, som det betragtede Punkt fjerner sig fra dette Brandpunkt.
Udtages endelig det Led af Ligningerne (69), som svarer til

2 (Apla)—(m+1) A, (a’)) i’ PRSER 1 ei’ (Ala)—(m=-1) 2, (e} )i ,

/fn o bn, m€
vil Udslaget veere bestemt ved
1 -~
mon4ta (1;, T 0, (a)+ 24, (a)— (2m+2)2 ,(a')) i
21 P 5 ('_I: bu,m + €, mnlQ) ) (4 . : ’ .
1 aVQH(a) .

r A 3 3 y Kbt e 5
Udviklet efter Potenser af n + 5 vil denne Exponent blive

‘ Ui
(A:/_(¢+2a—(2m+2)a'+n;($l+2711+ n+<"t"5).. (_C" +3_.§’£J;2) e ...)i.
Summen vil forsvinde, med mindre man har
F142m+ 1= 4p,

det vil sige, med mindre m er et lige Tal, naar Punktet ligger paa a-Axens positive Side
(overste Fortegn), eller m er ulige, naar Punktet ligger paa den negative Side. Detle for-
udsat, kan Summen forandres til et Integral af Formen (51) og ved Sammenligningen
erholdes

Vidensk. Selsk, Skr., 6. Riekke, naturvidenskabelig og mathem. Afd, VI 1. 4




.a 4N(1—N)»
S e e = ()
A= TN “ ’

sk ; o { 2 2m-+2
Tttt L gtillo 00Oy Sl DGl | G = — <————{—f——~—,l~ ;

2 a’sl g o
el a’ 1 o 2 Im—+2 7 a® j e % Im—+2
4\ et T gt PE ) ! 80 a%= g ®

Ifolge (52), som forudsetter, at G ikke er meget lille, vil Resultatet af Integrationen

blive
4N(1— g e L 1 (kt—a+2a—(2m~+2)a’)i (13)
(14 Nymt2

"1, 2 mE2)
e

a

Ogsaa dette Resultat vil kunne udledes ad elementer Vej. Man tenke sig et

cylindrisk Bundt Centralstraaler med Diameteren 1 triede ind i Kuglen. Efter m indre
. : L : 2m~+2) a—a’
Tilbagekastninger vil dette Bundt trede ud af Kuglen med Diameteren - p 2

dernast forene sig til et virkeligt eller indbildt Brendpunkt. Er dettes Afstand fra Gentret

i . ek : g . a,—a 2m+2a—d : i

a,, saa vil i Afstanden @ Straalebundtets Diameter blive —— « ——— < Nuo er
2 2m42 Suanncufl al o

Brendvidden a«, bestemt ved —— +=——35— = 0, og Svingningsamplituden, som

1 o a ]_N m /‘]V

[ P Tilbacekastninee o WV ineer * fors "e i e —_—

efter de m Tilbagekastninger og to Brydninger er forandret til (1+N) T TR

foreget i samme Forhold, som Straalebundtets Diameter er blevet mindre. Naar desuden

vil blive

Fasen bestemmes efter den tilbagelagte optiske Vejlengde, ses det, at Resultatet vil blive
nejagtiz det samme, som ovenfor er fundet.

Derimod kan man ikke paa denne Maade bestemme Bevegelsen i selve Braend-
punkterne. Disse ere bestemte ved Ligningen G = 0, og hertil knytter sig den il
0= ili <61( svarende Betingelse 2N > 2m + 2 = N, hvoraf ses, at der til N < 1 svarer
intet virkeligt Breendpunkt, til 1 <. N< 2 kun et Brendpunkt, o.s.v. Til G =0 svarer
Udtrykket (55), som med de ovenfor angivne Verdier af A4, B, H og 1 giver Udslaget i
det betragtede lh'u'ndpuukt bestemt ved

1 2 2m 42

( L i el L Y S o 7 LS A :
__ 2NN / 67 (Fa T)’ 18 a® +a"’ RS eFru )
(1 DNym+2. ‘/ a‘l( 1 2 omig\’ B 1.2 m+t2) '
\"aa g S ) ( alisiga® a'® )

Det fremgaar af Udtrykket for G, at naar vi langs Hovedaxen fra et ydre Punkt nmrme os
Kuglen og passere et Brandpunkt, saa vil G fra en positiv Verdi gjennem 0 gaa over til
en negativ Verdi. Heraf ses, i Henhold til det i Slutningen af forrige Afsnit anforte, at
Amplituden under denne Bevegelse hurtig voxer fra en meget lille Storrelse i Nerheden

af Breendpunkiet til den ovenfor for Breendpunktet bestemte Veerdi af Sterrelsesordenen a",
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voxer endnu yderligere for derefter gjennem Svingninger at naa til det dobbelte af

Amplituden i Braendpunktet. Derefter trieffes Axen af andre Straaler, som ligge uden for
Centralstraalerne, og hvis Virkning vil blive bestemt i det folgende. En n@rmere Bestem-
melse af Lysbevegelsen i Nerheden af et Brendpunkt fremgaar af (56) og den derefter
givne Oversigt over Vardien af Integralet Q (57).
Som Exempel vil jeg antage m = 0, Kuglens Radius lig 1°™, Brydningsforholdet
1,5 og Boelgeliengden af det indfaldende Lys lig 0,0005™™.  Man vil da have
a = 40000, o =diba, a=1ba, N = 1.

Disse Talverdier indsatte i (74) give som Resultat

(re—3)

— 467,23¢ " 41,50 6P

Heraf ses, at det andet Led kun faar en ringe Betydning, og at Intensiteten, som
regnes proportional med Amplitudens Kvadrat, er meget betydelig i dette Brandpunkt,
nemlig 217311 Gange storre end Intensiteten af det indfaldende Lys. For en Kugle med
samme Brydningsforhold og en dobbelt saa stor Radius vilde Intensiteten meget nar blive
det dobbelte.

I en lille Afstand ¢ (maull med ‘2);'5 som L:rn{_u]eenlm(l) inden for Brandpunktet vil

&

70 é . 3 .
man have G = — 9g% %8 har paa dette Punkt Intensiteten naaet sit forste Maximum,
vil man af den i Slutningen af forrige Afsnit angivne Veerdi af G' i dette Punkt finde
= 1047, svarende til 0,0833™™, I dette Punkt vil Intensiteten vaere steget til 1191200,

I )

idet den her er 5,4814 Gange storre end i Braendpunktet.

Beregningen af den Del af Lysbevegelsen i Axen inden for Kuglen, som hidrorer
fra Centralstraalerne, kan udferes paa ganske lignende Maade, idet vi gaa ud fra den
anden Ligning (70). Den Sum, som bliver at beregne, naar det almindelige Led af de i
(69) for %k, og s,/ givne Summer udtages, vil vere

Sk y=— T | (9L P
¥ ? I 727 (=% €08 An(@) Bn, m + SID Au(@) 72, m) € it & elenin HM"(M)Z :
1 a Vgn(a)
Naar man nu heri giver cos A,(@)) og sin A,(a’) exponentiel Form og dern@st udvikler alle
Funktionerne 4, efter Formlen (71), ville i Exponenterne Koefficienterne til —7;7—[i blive
F142m+1 og F142m—1.
Kun naar disse Koefficienter ere 0 eller et Multiplum af 4, vil Summen ikke forsvinde, og
dette vil kun veere Tilfeldet, naar de kunne henfores til Formen
FA = (—1)")+2m.
I dette Tilfelde vil Summen kunne gives Form af Integralet (51), og ved Sammenligning

med dette erholdes

e e e

|
ol
il
iy
i
]

|




.a 2 N(N—1)"

4 = o a “V_{;il)m-f-l ) B = 0,
f A il (o3 5 m l 2 __IL_]
Fo — BF(— @ +a—@2m+ N, . G =5 ("%"(ﬂi’— . ) {
2 a a a
8/ __(—1)m 1 2m—+1 ad [ (—1)™ { 2m -1
B ,ﬂ___~> Pt vl vl ooy el
24 a' ad 7 2 80 X' neaf® a® a'®

Er G ikke meget lille vil ifelge (52) Resultatet af Integrationen blive

__2N(N—1)™ I

- . el 4 ; ,(/.:z:(—t)"laura—t?mx,m')i. (75)
(N4 1yt (—1)™ 1 2m+1
a(':‘*’l’—F"'—' ’ ‘)
a a o
Hvis man derimod har G- = 0, erholdes ifolge (55)
. — (—1)™ | Im-+ 1
_NN—-1"}y / 67 ] (M_'Ii)' 181 b as b i (m,-
NS eI = ¢ 30 AnliG anh Bt 4o : 3¢
| (N_*_])m-}-l 2 71*{__,])m+ 1 2m+l 5 » ‘_r(___])m—%_ I 277l+l 2
/ a't| F— foEn il Clllhes dlF—ri - ————
B a® a’® s ad o'
Da man skal have @’ < o, vil man se, at Ligningen G — 0 ikke er mulig for N — 1 <
2m 4+ 1 << N+ 1, medens derimod for alle andre Verdier af m Ligningen vil kunne til-

fredsstilles enten ved det ene eller ved det andet af de to i G indgaaende Fortegn.
o som uendelig lille og dernest for m stter 2m og

i (62) fundne, hvor Udslaget i Ner-

Naar man i (75) betragter
2m + 1, vil Resultatet slutte sig umiddelbart til det
heden af Centret er bestemt ad anden Vej.

Vi fortsette nu Summationen af Rakkerne (70) fra n = n4 til n = ng,
er den hejeste Griense for n, som er mulig, naar Funktionerne qu og A, skulle kunne
Rakkerne antage altsaa den i (35) givne Form, og

z betragtes som hele Tal, ville vi indfore

idet n,

udtrykkes ved Formlerne (67) og (68).
idet vi ogsaa her satte n = y 4+ 2z, hvor v 08
folgende Betegnelser

(77)

og antages forelebig

v+ 1 = asinf — o sinf = asin § = a'sind,

or Y ire /1 ¢ . A : T
hvor de fire Vinkler @, #, & og & ere beliggende imellem 0 og 3

ikke at falde meget ner ved disse to Grenser.
Af (67) folger

[ = cos g, (@) = cos @ g, (&) = cosdq,(a) = cos & q,(d), (78)
hvorefter Koefficienterne b,), b,’m 0. s.v. blive bestemte ved
Ncos ) — cost Ncosf - cost)"
b, = =— : Ay A i (LV cos 08
¥ Ncosf + cost’ Op 5 - FACLOR CCER (N cos 0+ cos ¢)"t2’
cosfl-— Ncost (cos § — N cos &)
C, = » : — 9Necosfcost 8 o
¥ = c0s0 + Ncost' '’ % 2 N cosf cost (cos 1 N cos 2’
= _ (N cosf —cost')" (cos # — N cos &)™
3, = 2NVcosfcost/ h 080)" . — 9NVcos0cost s
B (Ncos @+ cos @)+t > /um iV cos Goouy (cos f -+ Ncos ¢+

. (76)
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De tilsvarende Koefficienter b,, b, » 0.s.v. ville kunne udvikles i Rakker efter Potenser
af z, saaledes til Exempel :‘
\ ji
| b idiby 1 i
bn = b +< , —,db",)z+ 1
acos d(/ dcostl'd b
Ligeledes er ifelge (68) ‘ fil
i
|
]

ym

Al 410 il

: 2?2 sin # z3 (14-2sin2#) 24
Ao o et |
w(@ = 4,(e) + ) +: 2008 0 + 6a?cos®d ' . 24a3 cos®d ;

Aya) = acosld —

ligesom tilsvarende Udviklinger erholdes for 4, ()5 Agla)s. Anla) fih
Vi udtage nu ligesom tidligere de enkelte Led af Rakkerne (69) for k, 0g s, og Il |
hegynde med Antagelsen |
Qhkey=—1, 28, =—1. i §

Den i (70) for » angivne Sum, taget fra n = n, til » = n,, vil under denne Foruds®tning iR

indeholde Potensexponenten

(kaZEmA,,((t))i: (/ct 2——/.y(a)+<f7g—:‘}+:§>z+...>i.
Da Koefficienten til z her ikke kan blive 0 eller meget lille, vil altsaa i dette Tilfwelde
Summen forsvinde.
Antages dernast 1
Qky = —bue” o4 a”, sy = — c,,,cz)'" (a)i, :

vil Summen indeholde Exponenten

</u 4|4 ;? i /:7L(a) + 2/“”{(‘)> i’

hvori Koefficienten til zz vil blive T-V;:—f (9,,_ )—{— 2 ((f ""TQ[)? hvilken Koefficient heller
ikke kan blive 0 eller meget lille, da 2¢ — # maa vere mindre end 7 og tillige storre t
end 0, fordi man maa have § > #. Ogsaa i detle Tilfelde maa altsaa Summen blive 0. !
Saettes endelig
2 (A, (@)= (m—-1) 4, (') )i 2(4, (@)—(m-1) 4, (a))i

/"n, o bu, m€ 5 8n = Cp,mé€ P |8}

vil Summen indeholde Exponenten

9

4 - NT 4 - i .
<kl F— — (@) + 24n(a) — (2m + 2;@(:[;) w

hvori Koefficienten til zZ vil blive

)m+ 1FF1)—d 4+ 20— 2m+28 = G.
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Antages nu ligesom i (41) G = 2pz, vil Summen gaa over til et Integral af

Formen (42), hvor Koefficienterne ville blive
dA
-} (:y‘m), B = a-

\ dy

LYl '_:‘lli}_ (= cos 30,

Veos &

Y, m )

Fo = kt+4+ (v+1)G—+ (2m 4+171) —acos § + 2acos  — (2m+2)d cos b,

9 9 2
112“(__ : — ~m+f) = 777(—12"} tg —(2m+2tg ),

9\ "acosd " acosf dcost’!)  2sind

1
e, —to8 _L ) o3 f — (9 9 tod /
L b\m? (—tg ) teg3 6 (2m + 2)tg? ),

K I | 1 e84 21850 —2m+2)tg%8).

4sinf SSinW(
[ Stedet for det i Fu indgaaende Led (v -+ 1) G vil man ogsaa, da v er et helt Tal, kunne
sette pmw, naar Betingelsen G = 2px er tilfredsstillet.

Resultatet af Integrationen vil da veere givet ved Formlen (43) og, hvis man har
H — 0, ved (50), eller mere almindelig, naar G —2p= ikke er 0, men meget lille,
ved (49).

ved de samme Formler kunne ogsaa Resultaterne med Hensyn til et
som forer til folgende

indre Punkt

bestemmes, idet vi da have at gaa ud fra den-anden Ligning (70),

Verdier for Koefficienterne

.osind ) 4 dA
iy V(Oﬁ (—‘—‘O\ "ﬂu m— I”l’u,lﬂ) 4 3 vy a(-l’x;‘7
G =2@m— () 1F) + (¥ +0—Qm+ 10
Fo — kt+ (v+ é»wa(?m— 1) 1TF1) + ()@ cos ¥ + acos  — (2m+- 1) o’ cost,
1 | ’ 4
H = g (D) tg 8+ tg0 — 2m + 1) 188),
ezt ] e (() tg3 ¥ + tg3 0 — (2m + 1) tg® (f’}
6sin2g\— © e 5 L ;
I i i _ j
S+ o () 8P 4 g 0 — (2m 4+ 1) g f).

~ 4sinf ' 8sin®#
Det indklamrede Fortegn (--) tages overalt ens enten som - eller som — 0g bestemmes

nermere ved den Betingelse, at G — 2p7 skal veere 0 eller m(égot lille.

Tenke vi os den saaledes beregnede Lysbeviegelse i Hovedaxen frembragt ved
Brydning og indre Tilbagekastning af Lysstraaler, ville disse svare til alle de Lysstraaler,

0,

som treffe Kuglen i Afstanden v 41 fra Hovedaxen. Indfaldsvinklen vil svare til
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Brydningsvinklen til #, medens # og ¢ blive de spidse Vinkler, hvorunder Straalerne
trieffe Hovedaxen i Punktet ¢ uden for Kuglen eller i Punktet ¢ inden for Kuglen. Efter
m indre Tilbagekastninger vil en indfaldende Straale veere omdrejet Vinklen

dn = ma + 20— (2m 4 2)6',
naar Straalen er traadt ud af Kuglen, og Vinklen

dp = ma-+60—02m+4 1)¢,
naar Straalen ikke er traadt ud af Kuglen.

For et ydre Punkt vil altsaa Betingelsen G = 2p=z ogsaa, ifelge den ovenfor
J o] ) o)

givne Verdi af &, kunne udtrykkes ved

Alm =¥ 19 + (QP FETY, ;Iz f?l :12)7‘.7
hvilken Ligning udtrykker, at Straalerne ere omdrejede Vinkleu # og enten et helt Antal
Omdrejninger, naar everste Fortegn leses og Skjeringen med - Axen altsaa finder Sted
paa dennes positive Side. eller et ulige Antal halve Omdrejninger, naar nederste Fortegn

lieses og Skjeringen foregaar paa z-Axens negative Side.

For et indre Punkt vil Betingelsen G = 2pz svare til enten
dn =—F+2p+43+3)n eller dn=&+2p—1%4+Hn.

l)e_,l, sidste Tilfelde svarer til det foregaaende, hvor Straalernes Skjering med Hovedaxen
laa uden for Kuglen, det forste Tilfelde indtreder, naar Straalerne efter at vere omdrejede
et helt Antal Gange og den stumpe Vinkel 7 — & traeffer Axens positive Side, eller ved
at viere omdrejet et ulige Antal halve Omgange og Vinklen 7 — ¢ treffer Axens negative
Side, noget som ikke vil kunne indtr@ede for Skjeringer med Axen uden for Kuglen.

Det ses saaledes, at overhovedet alle Tilfelde, hvorunder et Punkt i Axen kan
treffes af nogen af de Straaler, som uden for Centralstraalerne ere faldne ind paa Kuglen
og have lidt m Tilbagekastninger, ere indbefattede under Betingelsen G = 2px.

Naar for et Punkt G -— 2pz ikke kan vere 0, men er en meget lille Storrelse,
saa treffes Punktet ikke direkte af de retliniede brudte, men kun. af de interfererende,
bajede Straaler.

Det er ovenfor omtalt, at naar vi fra et ydre Punkt n@rme os Kuglen langs Hoved-
axen, saa ville vi kort efter at have passeret et af Centralstraalernes Brandpunkter traffe
en Amplitude, som er dobbelt saa stor som Amplituden i Brendpunktet. Herfra kan nu
Lysbeviegelsen videre bestemmes ved de ovenfor for et ydre Punkt fundne Resultater.
Antages i disse Vinklerne meget smaa, viile vi have

—$+20—-2m+20 = 0, og 2m -+ 151 = et Multiplum af 4,

altsaa er m lige for everste Fortegn, ulige for nederste.




Endvidere findes
O L — N)m

“+ Nymtz Fa = /—"-(l—{—?a——-(?m -+ ?)Il',

A = 144

og ved Udvikling i Rakke

H = i(~v I3+ 208 — (2m + 2)0%).

’

6

Udslaget, bestemt ved (43), vil altsaa blive

ar (Fa + - ) A 1 — N)”’ ‘/ 6allm ki (Ta b )
— 94N , .
Il‘/ 119 ‘P m+2 —(9d+2ﬂd C),,n _'_c))//d

Bemarkes det nu, at naar, som antaget, Vinklerne ere meget smaa, vil man ifelge
(77) have af = o'#/ = a¥, hvorved det fundne Udtryk netop ogsaa bliver det dobbelte af

Udslaget i Breendpunktet, saaledes som dette er bestemt i (74). Det andet, lidet betydende

Led i denne sidste Formel er her ladet ude af Betragining. Heraf ses, at de fundne
Resultater ogsaa gjelde for saa smaa Vinkler, at de slutte sig umiddelbart til de tidligere
for Centralstraalerne afledede Formler. Ganske det samme gjelder for de indre Punkters

Vedkommende.

et

== : A ;
Naar # eller # nermer sig den evre Grense 3 vil baade for et ydre og for
indre Punkt A nerme sig plus eller minus o, og det ved (43) bestemte Udslag vil altsaa
konvergere til 0. Naar for et indre Punkt & nwermer sig —;—, vil A konvergere il

. T v, m 1 2 T
EETET R T4l (o) i — g aidtel  t 4 afiy teen - ke
) e 3V cos F 3 H til () Isinfoos 0/ R RS - (_U/l , idet

C =kt +’p7: — % @m 1) + acosf — (2m + 1o cosd.

Formlen (43) vil altsaa blive

A\/m (Fa+3)i (L)i_Tum ‘ far . 2sinfcosd (O T (14(2)1)i
S i- = -€
= 2V cos & ()1

som, baade naar everste og naar nederste Iortegn lieses, bliver lig

'I
1o, nV2masinge

Naar nu o antages at vere et Punkt, for hvilket # nejagtig vil blive lig :)~, og naar il
et meget nerliggende Punkt a’ - A svarer et af de to Fortegn (-f), saa vil til et andel

Punkt @’ — h svare det modsatte Fortegn. ~ Det ses imidlertid af det ovenfor fundne Resultat,
at for begge disse to megét nerliggende Punkter bliver det beregnede Udslag det samme

og uafhengig af deres Afstand fra Punktet @/, hvoraf kan sluttes, at de fundne Formler

T
4)

ogsaa forblive gyldige i Tilfelde af, at # naar selve Gransen
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De i dette Afsnit fremstillede Resultater omfatte saaledes alle de Tilfelde, hvor
Lysstraalerne efter at vare tilbagekastede og brudte et vilkaarligt Antal Gange enten
umiddelbart eller, i Nerheden af Brendpunkterne, ved Interferens trieffe Hovedaxen.
Foruden disse Tilfelde kan der ogsaa blive Spergsmaal om Virkningen af de uden om
Kuglen gaaende Straalers Bojning, men disse Bejningsfenomener optreede kun i Nerheden
af Kuglens geometriske Skyggerand og ville i et folgende Afsnit blive gjort til Gjenstand
for en nermere Undersegelse.

Som almindeligt Resultat af det her udviklede fremgaar, at den til Amplitudens

Kvadrat svarende Lysintensitet fremtraeder meget forskjellig i de forskjellige Punkter af

Hovedaxen, snart som en Sterrelse af samme Orden som Enheden, det vil sige, som In-
tensiteten af det indfaldende Lys, snart, nemlig i Centralstraalernes Brendpunkter og i de
andre Straalers axiale Br:r-.nillil‘lier, som en Storrelse af Ordenen «, og endelig ogsaa i
nogle af Brandliniernes Endepunkter som en Storrelse af Ordenen af. I disse sidste
Brandpunkter vilde altsaa for en uendelig stor Kugle Intensiteten vaere sterre end i et
hvilket som helst andet Punkt i Axen (saa vel som ogsaa uden for Axen), men i Virke-
ligheden bliver, naar vi holde os inden for de praktisk mulige Grenser, Intensiteten i

disse Punkter altid betydelig mindre end i Centralstraalernes forste, til m = 0 svarende,
Brendpunkt. Tages som Exempel N = 1,5, vil der forst fremkomme et saadant ydre
Brendpunkt efter tre indre Tilbagekastninger. S@ttes nu m = 3, vil man finde

§ = 73°39'16,6”, ¢ = 39°46'15,8”, & = 9°8'26,8",
svarende til G = 27 og H = 0. Antages endvidere ¢ = 40000z, vil man af Formlen

(50), hvori kun Leddet af hejeste Orden medtages, finde Amplituden 24,681, Intensiteten
609,14, medens Intensiteten i det forste Brendpunkt, som tidligere vist, er 217311, altsaa

mangfoldige Gange storre.

5. « meget stor. Bevagelsen uden for Hovedaxen.

For Kuglefunktionen £, (cos ¢) haves den bekjendte Udvikling
Y 0% W™
2n(2n—1) B SRR,

B ) T e+ )

hvilken Rakke, naar n er ulige, ender med det Led, som indeholder cos ¢, og naar n er

(('osngo -+ 5712:(1-- ol cos(n—2)¢p +

P,(cosp) = 2 i'3

lige, med et konstant Led, hvoraf tages det halve.
Vi ville nu her forudsette, at ¢ ikke er O eller meget lille, og at n er et meget
stort Tal. Man vil da som bekjendt ved Summation af Rwxkken erholde det allerede af

Laplace fundne Udtryk

Vidensk. Selsk, Skr., 6. Rekke, naturvidenskabelig og mathem. Afd. VI 1. 5
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- 90, O )
Py (cosg) = |/ **7—»&0% <(n 43¢ — ;F) 3

TN S @

Heraf dannes endvidere, med Bortkastelse af Storrelser af lavere Orden,

d Py (cos ¢) 7+ 2n 7T
d¢47_ ‘/ﬁ\lrxlﬂ((?l—{—z)y)—h).
Denne Verdi indsettes i Raekkerne (31). Da det betragtede Punkt antages at ligge uden

for Hovedaxen, vil det ikke kunne treffes af Centralstraalerne, som svare til" n < n,,
hvorfor Summationerne her kun beheve at udferes fra n = n, til n = w. Rekkerne

ville saaledes kunne udtrykkes ved

T

n

K s LO\¢ © ‘// ‘)qﬂ Sln ( n E) e(kt‘-ziflin(ll))igkn
T nsm;,c \ 4 !
S =z sin 5’/} 5 \/ 2¢ula) qnla in ( n+1 71:) e(“ ,_?275*).”(@)1'23
== e L e o )
~rnsm§p ( - 19)
.cos/“0 /90, (d) AT e T
K — 1 SJ ‘/ 'rnq:m;o sin ((n +4 Z) e( 2 )l sin Aq (@) 2 &y,
sin ¢ *®, 7 1 70
S = . "} ‘ jgll];sin ({n + 3o —%) e( 2 )1 sin A.(a) 280" .
Vi indskrenke os i dette Afsnit til at udfere disse Summationer indtil z = n,,

det vil sige, indtil den hejeste Grense for =, inden for hvilken Funktionerne ¢, og 4. lade
sig udtrykke ved de i (67) og (68) givne Formler.
Af Raekkerne for K og S udtages, med Anvendelsen af samme Fremgangsmaade
som i det foregaaende Afsnit, den til
ey =—1, 28 =—1
svarende Del. Leddene heri ville komme til at indeholde de to Exponenter

(kt—zgf—ma) <1n+) —%))z

Settes heri m = v -+ 2, blive ved Udviklingen efter Potenser af z Koefficienterne til z:

G =—3+p,

hvor Vinklen ¢ ligger imellem 0 og Vinklen ¢ imellem 0 og =, uden at de naa disse

§'
Granser. Betingelsen G = 2pz vil derfor kun kunne tilfredsstilles for p =0 og d=g.
Dette forudsat, kan Summen forandres til et Integral af Formen (42), hvorefter man for
Raekken K ved Sammenligningen erholder

S S — yoxes o
A = L_OS_S[! L el 2 O e U “05‘#

2at ¥V macosd sind sing asmgpl/‘l,-rau)s;o

a

Ha' == kt——acosgp——g, H = _—_Qrdi‘:})s;'
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Det ved (43) bestemte Resultat af Integrationen bliver

sty ,COS s'/{, elkt—a cos )i
asing
Der er herved, paa Grund af Ligningen # = ¢, forudsat, at man har asing <<a og

0<o <g. Er-dette ikke Tilfeldet, bliver Resultatet 0.

Tilsvarende for Rakken S findes .
l‘,ﬁln_sﬁ i e(kl—u cos ¥)i 3
a sin ¢
Ved Indsettelsen af disse to Udtryk for K og S i Ligningerne (17) erholdes, med Bort-

kastelse af de Led, som ere af lavere Orden end Enheden, den tilsvarende Del af Kom-

posanterne &, 7., ( bestemte ved
§e = — sing cos g ett—acn )i, 7}; = — c0s @ cospeli=acosP)i = £ — sing gsr=acong)s .
hvilke Verdier ses at vere ligestore med de i Ligningerne (13) givne Udtryk for Kompo-
santerne af det indfaldende Lys med modsat Fortegn. Dette Resultat udsiger saaledes
kun, at naar de tilbagekastede og brudte Straaler holdes ude af Betragtning, og Kuglen
altsaa betragtes som fuldkommen sort og uigjennemsigtig, saa vil der vere fuldstendig
Morke bag ved den belyste Kugle uden for Hovedaxen indtil en vis Afstand fra denne.
At det ogsaa er Tilfeldet i Hovedaxen er vist i det foregaaende Afsnit.
Vi udtage dernmst det Led af de to forste Ligninger (69), som svarer til

22, (a)i

24, (a)i
ey == bye g 28y = —lend " " .

Disse Veerdier indsatte i Rakkerne K og S ville give Led med de to Exponenter
Nty 4 T i
(kt _'“')’ === vy ((1) + 2/\71 ((l) :}: ((72 '+_ ?;'Sp R ?")) 'L,

hvor, ved Udviklingen efter Potenser af z, Koefficienten (il z7 bliver

G=—a—8+20+¢.
Da man maa have # > ¢, svarende til a > «, kan Betingelsen G = 2p=z kun tilfreds-
stilles for p = 0 og naar everste Fortegn leses. Altsaa er

G=—n—98+204+¢ =0.

For Summen K erholdes dernast ved Sammenligning med Integralet (42) Koef-
ficienterne
- L
aV/2ma cosd sinf «in g
—tgd+ 21gd

H=—%%mes >

cos ¢ b, 7
oo , Foa = /Ct—(zc()519+2a(:osl}+/]—,

G ok

5*

‘vl
i
!
|
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hvorefter den ved (43) bestemte Verdi af Integralet bliver

,,,E,OS 90,1,)1‘ B lt—acos ¥+ 2acosf)i

K= —— e e(
aVcos #sing (—tg & + 2tg )

Tilsvarende findes

A g
3t SHLGHCH & i e(ki——acosﬁ—}-za(tnsﬂ)1,

S = g So— e
alcos ¥ sin ¢ (— tg ¥ + 2 tg )

Idet disse Veerdier skulle inds@ttes i Ligningerne (17) til Bestemmelsen af Sving-
ningskomposanterne, kunne forst folgende, mere almindelig gjeldende, Bemarkninger gjores.
Naar Rekkerne (79) for K og S ere forandrede til Integraler, vil ved Differentioner med
Hensyn til @ og ¢, naar alle Sterrelser af lavere Orden bortkastes, kun Potensexponenterne
komme i Betragtning. Disse ere betegnede ved /a7 og man har

dFa
T" e G T 21777: .
y

Da ethvert Multiplum af 2z¢ kan tenkes udskudt af Exponenten, vil man, naar man i
. : ; 5 dFa : A
Stedet for y veelger # som uafhengig Variabel, altsaa have TV R 0, hvoraf atter folger,
naar tillige a er variabel,

dFa

- = —cos .

da
Endvidere maa ¢ indgaa saaledes i F¢, at man faar

dFa ; i

-d—-s-; = L w+3) = Lasind,

Fortegnet svarende (il det Fortegn, hvormed ¢ indgaar i Fa.
Man vil saaledes erholde almindelig

& = sin*dakK, 75 = -sindcosdak, £, — T dsin #aS. (80)

Dette anvendt paa det ovenfor beregnede Tilfelde giver

gecos ¥ — g, sind = 0,
= . = cos ¢ by sin & ' TR T Y
&, sin ly—}— 7 COS ) COS ¢ 9y e(/»l acos+2acosl)i :

 Veosdsing (—lgd + 21g 6)
AL singeysind

: Sl n kt—a cos9+2acos )i
Veos & sin g (— tg & + 2 18 0)

ol

Denne Del af Lysheviegelsen svarer til Bevegelsen i de fra Kuglens forreste Flade
tilbagekastede Lysstraaler, og de samme Resultater kunne let udledes ad elementer Vej.
Idet # er Indfaldsvinklen, # den spidse Vinkel, som den tilbagekastede Straale danner med
Radiusvektor, vil Loven for Tilbagekastningen give —z—&-+260 -+ ¢ = 0. Den tilbage-

Z cos ¢ (Afstanden maalt med

kastede Lysstraale har et indbildt Braendpunkt i Afstanden
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som L@engdeenhed) fra det reflekterende Fladeelement. Det betragtede Punkts Afstand

&~ 4
fra dette Element er acos® —acosf, og dets Afstand fra Braendpunktet acosd —3acosd.
Ligger det betragtede Punkt i selve Kuglens Overflade, har man & = 6 = 7 — ¢,

og med det valgte Axesystem ere her Komposanterne af det indfaldende Lys

&, = singcos ¢C, 77—0 = cospcosdC, (C, = —singC, C = eltacnp)i,
I Indfaldsplanen er altsaa Svingningsudslaget
70 €08 0 — &, sinf = — cos ¢C,
som ifolge Fresnels Love ved Tilbagekastningen forandres til
/
%:—Iﬁ;z,; cos ¢C = b,cos ¢C,

medens det paa Indfaldsplanen vinkelrette Svingningsudslag efter Tilbagekastningen bliver
sin (0 —6') . !
. [ , ,)sma/;C = —¢,8in¢C.
sin (4 + &)
I den tilbagekastede Lysstraale maa dern®st Intensiteten aftage i samme Forhold
som Lyset udbreder sig over et storre Fladeelement og Amplituden altsaa i Forhold til

Kvadratroden af dette Fladeelement.
Dette Fladeelement er i det betragtede Punkt bestemt ved
a .
(a cos 19——50()8 0) 2d0.asingdd,
som for a = a, hvortil svarer ¢ = # = 7 — ¢, gaar over til
acosfdf.asinfdg.

Forholdet imellem disse to Elementer er

L atsin@eesfo0 1 o B R i R
(2acos # — acos flasing  cosd#sing(—tgd+ 2tgh)’

idet « og a elimineres ved Ligningen a sin ¢ = a sin 4.

Det vil ses, at man saaledes kommer naejagtig til det samme Resultat, som ovenfor

blev fundet.
Inds®ttes endelig det almindelige Led af de to ferste Rakker (69), nemlig

P gl Ny g LE » %
i b,,,,,le")(}‘"(a) (m-|—l)/2“(a))t’ S — cn,,"e”’()‘"(") (mH)x”(a))L’

i Rakkerne (79) for K og S, ville Leddene indeholde Exponenterne

nm : PR XN
(kt—~—2-—~ 10 (@) + 2An(a) — 2m 4 zu.,z(a»jg;<(n+;)¢ % )); :

Ved Udviklingen heraf efter Potenser af z, vil Koefficienten til z¢ blive
G=mr—3+20—2m+20 -¢o.



Heri er mz + 260 — 2m -+ 2)# — 4,, den Vinkel, som den indfaldende Straale er
omdrejet efter m indre Tilbagekastninger (S. 31), saa at Ligningen ogsaa kan skrives
G — 4,— 3 ¢. Det ses heraf, at Betingelsen G = 2px er opfyldt, naar Indfalds-
vinklen # er valgt saaledes, at Straalen efter m indre Tilbagekastninger traeffer det betrag-
tede Punkt, og at everste Fortegn maa l®ses, naar dette Punkt og den indfaldende Straale
ligge paa samme Side af Hovedaxen, nederste Fortegn derimod, naar de ligge paa mod-
satte Sider af Hovedaxen.

For Summen K erholdes dernwst ved Sammenligning med Integralet (42) Koeffi-
cienten P 2 cos <,fbv, T
l V27 cos § sin 4 sin ¢
or Summen S Koefficienten

1% 2sinde,m

A =

a2z a cos & sin § sin 50

og for begge Summerne Koefficienterne

Fau — kt—acosd+2acos —2m+2d cos + (p—im—+F =,
1
H—=_ ——_(—tgd+2tg0—2m+2)tg ¢
Gmﬁ( gd+2tg0—(2m+2)1t6),
1
I A TR e tlr3 Py Lo 2 ‘Q"3 g 2 ad f i
Gsin‘-’ﬂ( g8+ 21g30 — 2m+ 2)tg3d’)
Resultatet er givet i Formlen (43) og i Tilfwelde af, at man har H = 0, ved

Formlen (49). I det forste Tilfelde vil Udslaget, hvis Komposanter ere bestemte ved Lig-
ningerne (80), blive af samme Orden som Enheden, i det andet Tilfelde (H = 0), som
repraesenterer alle Brandfladerne, vil Udslaget blive af Ordenen «% , Intensiteten af Ordenen
a%. Da alle Sterrelser, som ere af lavere Orden end Enheden overalt i denne Regning
bortkastes, vil man altsaa her kun have at medtage det forste Led af Formlen (49).

Hvorledes Lysbevagelsen i Naerheden af Braendfladerne er beskaffen fremgaar af
de til Formlen (49) knyttede Beregninger og efterfolgende Diskussion. Det ses heraf,
at naar A nermer sig til 0, hvilket sker derved, at vi n®rme os Brendfladen fra den
Side, hvor de retliniede brudte og m Gange tilbagekastede Lysstraaler kunne naa hen
(G = 2pmx), saa vil Svingningsamplituden voxe gjennem en periodisk Beviegelse fra at
veere af Ordenen «° til Ordenen af. Det sidste og sterste Maximum naas, forinden vi naa
til selve Brendfladen, hvorefter Amplituden aftager til den ved Formlen (50) bestemte
Sterrelse, svarende til selve Brendfladen (H — 0, G = 2pnx). Derefter aftager Ampli-
tuden hurtig til 0. 1 Maximalpunktet n@rmest Brendfladen er Amplituden 1,504, Inten-
siteten 2,262 Gange storre end i Brendfladen.

Da Bestemmelsen af Lysintensiteten i og i Nwrheden af Brendfladen har sarlig
Interesse, navnlig af Hensyn til Regnbuens Theori, skal jeg legee Formlerne herfor

nermere tilrette for den numeriske Beregning.
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Lysintensiteten af de m Gange fra Kuglens Inderflade tilbagekastede Straaler veare
i det ved ¢, ¢, a bestemte Punkt betegnet ved Z,(¢). Amplituden bestemmes ved Lig-
ningerne (80), hvorefter Intensiteten, Amplitudens Kvadrat, findes udtrykt ved
Inlg) = a®sin®§ Ampl. (K% + S§?).

Ifolge den almindelige Formel (49), hvoraf kun det ferste Led medtages, er

4 9 D
4a? 2 cos2dib®, m
Ampl. K? = —; Q242, hvor A? = —— ,,,(9,’ oA
973 a’qm cos ¢ sinf sin g
b gt 2 sin2d e, m
Ampl. 82 = —=_ Q24?, hvor 4? = —— e Lol
913 1 a*gm cosd sinfsing

Er det indfaldende Lys upolariseret, hvad vi i det folgende ville forudsatte, erholdes
Intensiteten som den til alle Vaerdier af ¢ fra 0 til 27 svarende Middelveerdi. Der smttes
derfor
0 g 2
c0s? b%, m + sin®P e, m = F(0%, m+ %, n),

hvorefter vi med den ovenfor angivne Veardi af / erholde

1 2
/% 1 2 ain2 5 2 «in 2
4asQ? sin? ¢ 6 sin2 d :
( &%, m+ %, m) .

Inlp) = 97 sing cosd sinf \—1g3 # + 2 tg% 0 — (2m + 2)tg3 ¢

Indfores to nye Betegnelser p og p’ ved

tgd = ptgd, Np' =p,
erholdes
(N cos § — cos O™ , (1—p)m

sl dio kn Loe AL L R F
by m 2 Ncos § cos 6 (N cos @ 4 cos §)™t2 ® (1 + p'ymt?

(cos § — N cosﬂ'}’”
(cos @ 4+ N cos @) +?

( ] i p)lll

o 2p (] _1'4 1))111-(-2 ¢

eiim- =2 N.cos ) cosd’

Tillige ere Vinklerne #, ¢’ og & bestemte ved

. R 1/ i B A
sinf = Nsin' = |/ "5—, tgd = 2(p—m—l)tgd,
pt—
ligesom man ogsaa har
asind = asinf, ad = 27R, al = 2zxr,

idet R er Kuglens Radius, » Punktets Afstand fra Centret, begge maalte ligesom A med

en vilkaarlig L@ngdeenhed, samt (se Side 17)
7\t 17
) = 3= ) W.
@ =3(3)

Ved disse Substitutioner kan Intensitetsformlen gives Formen
2

Im(sp) i 'W’ a'l) (“—)

sin ¢

hvor C, er uafhengig af ¢ og bestemt ved




a

C _:_Rf'/l‘ip (V /i)( L R(p — N2)i )%()’2 [!—P'F"‘ . (1—p)2m ) b
v r? cosd(p—1) b/([)“— 1)} (P »fltp—m‘]) —-7n—1)2 (14p/)2mt (1L pyemts ) ?
Ve LD
CcOS 19 R e e e S le l = ozl |
Vp? (V2 — —}—41])—771—1) ([)‘ N?)
Den i Formlen (a) indgaaende Storrelse W er bestemt ved
W = QO('()S%E (w® — mow)dwo ,

hvor m' er afh@ngig af ¢ paa felgende Maade. Man antage ¢, at veere den Verdi af ¢,
som svarer til Brendfladen og altsaa er bestemt ved

G =mr—38+20—2m+26 19, = 2p7,
hvor p, er et helt Tal. Fortegnet for ¢,, som ligger imellem 0 og =, bliver bestemt ved

selve Ligningen.

Settes nu ¢ = ¢, T 4, erholdes G — 2p,7 = — 0, men ifalge (46) er
I\3 z\% ,
G—2p,mr = —¢ <()"3 , hvor & = (2 m'.

Saaledes erholdes, naar tillige den givne Verdi af I indferes,

L %m' e tg?rﬂ 1 2tg*0—(2m+ 2)tg? H’)-&-
0 i 6a?sin?f <

£

og med de ovenfor benyttede Substitutioner

& = m' ( (p*—1)(p°- 4ip~m—”5“m-“)‘7"2*Nz)j) (c)
48 R p? (N2 — 1)}

I Tilfzelde af, at a kan betragtes som uendelig stor (Regnbuen), har man ¢ =0,

p — m + 1, hvorved Formlerne (b) og (c) reduceres til
R? /8 NZ— ]V" 3 1 P \2m : | 2m
r pP—1 b)p (p-—w (14 p) w (14-p)2mt
)2 (p2— 213\ 7
0 = m’(/ il N.,) ) ; (c)
48 R“ 2(N2—1)1
Ligningen W = 0, som svarer til Z,(¢) = 0, giver, som omtalt Side 17, en

Raekke Vardier af »/, hvoraf den g-de for tilstrekkelig store Vardier af g er besteml ved
m = 3(q— ;})’3’. Hertil vil svare

Lok 19 § [(p2—1)% (p2— N2)3|3 /2 2
0_”‘/‘(4) [ p?(N2— 1)} ] (R("“l—l)\),

under hvilken Form Resultatet, udledet ad elementer Vej, nylig er fremstillet af M. Boitel 3y

') Journ. de phys. S.1II, t. 8, p. 282, 1889.
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dog med den Forskjel, at paa Ligningens venstre Side trieder hos Boitel tg g i Stedet for
0. Ved Beregningen af nogle Forseg med en Glasstang har derimod Mascart!) benyttet
Formlen ¢ = A(g — })g og fundet selv for temmelig store Verdier af ¢(9°) en god Over-
ensstemmelse imellem Forseg og Beregning.

Intensiteten i selve Brendfladen (m” = 0) er bestemt ved

) (2\% Ca
1["(900) =l (i) (*‘)1{

: 12 \z/ sing,’
hvoraf atter den egentlige Maximalintensitet, som svarer til m’ — 1,0845, med til-
striekkelig Tiln@rmelse (idet den til denne Verdi af m’ svarende Veerdi af ¢ i Reglen bliver
meget lidt forskjellig fra ¢o) kan findes ved Multiplikation med 2,262. Paa denne Maade
har jeg beregnet Maximalintensiteten i et Par Exempler.

Man antage R — 10™, N = 1,5, A = 0,0005™®, m = 1. For et ydre Punkt

. ; 5 16
umiddelbart ved Kuglens Overflade er » = R, § =10, tgf = 4tgf, altsaa p = 4, j— ()b

Idet C, bestemmes ved Formlen (b), findes med disse Talverdier Maximalintensiteten lig
> € . » . l. 0 g . .
4,5423. Da denne Intensitet er proportional med £7, ses heraf, at selv for meget, indtil

nesten 100 Gange, mindre Kugler vil Intensiteten blive sterre end 1. 1 en Afstand af en
s

halv Radius fra Kuglens Overflade er » = 1,5R, 4 = ¢, p = 5y Pl= -l(:), hvortil
svarer Maximatintensiteten 0,9423. A '

Af disse Resultater fremgaar det, at der i saa godt som alle praktisk forefaldende
Tilfelde af gjennemsigtige Kugler vil kunne findes Steder udenfor Kuglen, som blive belyste
iige saa sterkt af det direkte indfaldende Lys, som fra den anden Side af det en Gang
fra Kuglens indre Flade tilbagekastede Lys, hvor dette er stwerkest. Da saadanne Steder
vistnok let ville kunne opseges experimentalt og ved de meddelte Formler ligeledes ville
kunne bestemmes theoretisk, vil der herved vere givet et godt Middel til at kontrollere
Overensstemmelsen mellem Forseg og Beregning.

Som et andet Exempel vil jeg vielge en kugleformig Vanddraabe med Brydnings-

vk
forholdet 3 For m = 1 og a uendelig stor findes her

moo R? (R\3
Maximalintensiteten — 0,06728 v § (»/)J

Tages til Sammenligning en anden ligesaa stor Kugle med fuldstendig Tilbage-

kastning, vil i samme Afstand Intensiteten af det fra den forreste Flade tilbagekastede
2

Lyvs vaere — . Disse to Intensiteter ville altsaa vere lige store, naar man har R=51,304,
y kot ) ) )
som for A = 0,000585™™ giver R = 0,03™.  Ved en Regndraabe med en 8 Gange saa

1) Comptes rendus de I'Académie des Sciences, t. 106, p. 1575. 1888.

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Rekke, naturvidenskabeliz og mathem. Afd. ¥l 1. 6
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stor Radius vilde Maximalintensiteten af det fra den indre Flade en Gang tilbagekastede
Lys vaere dobbelt saa stor som den Intensitet, man vilde erholde, naar der i Stedet for
Regndraaben sattes en ligesaa stor totalreflekterende Kugle.

I Stedet for en enkelt Kugle ville vi nu tenke os en Samling af lige store adskilte
{ to}

Kugler, alle lice sterkt belyste af de parallele indfaldende, upolariserede Lysstraaler, hvis
=] b o B bl P )

Intensitet vi sette lig 1. Kuglerne antages at ligge saa tet eller i et Lag af saa stor

2 ] O OT o]

Udstrakning, at Synslinierne fra den fjernt stillede lagttager overalt treeffer en af Kuglerne.

Den hele M@ngde af Kugler, der ligger inden for en Kegle, hvis Spids er i lagttagerens
=] (o) ) OO b D =]

Oje og som omfatter Enheden af Rumvinkel, vil da udsende Lys, hvis Intensitet i Keglens

D

Spids er Gange storre end den Intensitet, som skyldes den enkelte Kugle. Idet vi

#2
Riq
kalde Intensiteten af det Lys, som indenfor Enhed af Rumvinkel treeffer lagttagerens Oje,

den tilsyneladende Klarhed, ville vi altsaa for en saadan Samling kugleformige
4

r -
Regndraaber med Brydningsforholdet ;- have
D)
1

o L jiniuite AN
Max. af tilsyneladende Klarhed — 0,06728; i

For en lignende Samling af totalreflekterende Kugler vilde man, uafhmngig af

Kuglernes Storrelse, erholde den tilsyneladende Klarhed - Ved Sammenligningen maa det |

4
imidlertid her bemrkes, at alt det Lys, som ved en enkelt Tilbagekastning gaar ind imod
Systemet, ved nye Tilbagekastninger fores tilbage igjen, hvorfor den tilsyneladende Klarhed
her rettest bor fordobles eller sattes lig 2%. Dette forudsat, ville de to Systemer ved
enkeltfarvet Lys eller betragtede gjennem et ensfarvet Glas ses med den samme tilsyne- ;
ladende Klarhed, naar Regndraabernes Radius er 8 Gange saa stor, som ovenfor beregnet, i
altsaa naar den er 0,24™m.

Lysfenomenerne ved den her betragtede Samling af Regndraaber svare til de
fuldt udviklede Regnbuer. Beregningen af disses og de surnumerere Regn- !
buers tilsyneladende Klarhed vil nu for de enkelte Spektralfarver kunne udferes ved de
meddelte Formler (a), (b’), (¢)) i Forbindelse med en Tavle over Integralet W. Her skal
sluttelig kun som et Exempel, der tillader en Kontrol ved lagttagelserne, anfores, at den
anden, efter to indre Tilbagekastninger fremkomne, Regnbue efter Beregning har en
7,864 Gange mindre tilsyneladende Klarhed end den forste Regnbue, selvfolgelig forudsat,
at de ere dannede under samme Betingelser. \

Lysbevaegelsen i en Kugles Indre bliver at bestemme ved Hjelp af Rekkerne for
K’ og 8 (79), idet heri sattes A

”(/'.“(m—-(?m+1)ZJ;/))[ ” (Ap(a)—(2m~+-1) 2, (a'))i.

i s ) 3 an
I[" ok /j". m® ) 8 = Yu,m€
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Der vil i Leddene fremkomme de fire Exponenter

(/ct - ﬂ;; ~+ (=) A (@) + Anla) — (2m 4= 1) Au(d) i((n +3e— 7{) )z' A

G = 2m— 1) —r-l_‘ )(79’———) +0—-2m+ 10t o.

som ved Udviklingen efter Potenser give som Koefficient til z¢ !

Heri er mzx -+ 6 — (2m + 1) = 4, den Vinkel, som den indfaldende Straale er omdrejet

efter m indre Tilbagekastninger. Betingelsen G = 2px giver den n@rmere Bestemmelse

Fortegn for ¢ til det Tilfalde, at det betragtede Punkt og den indfaldende Straale ligge paa

af de to dobbelte Fortegn, og det vil ses, at ligesom for et ydre Punkt svarer overste
samme Side af Hovedaxen, samt at ¢ og ¢ have samme Fortegn, naar den Straale, som

Skjeringen falder paa Hovedaxens negative Side.

trieffer det betragtede Punkt, skjerer Hovedaxens positive Side, men modsat Fortegn, naar ‘
Ved Sammenligningen med Integralet (42) erholdes dernwest for Rekkerne K og & ,

108 ¢ fas sin ¢
A=Ft £ og 4=TF(H-- e
a V~ ma cos ¢ sin 0 sin ¢ a 1/2 7 a cos ¥ sin @ sin c/r

samt for begge Rakker

Foa = kt+ () (a’(:os z‘;"-’f—;f) 4+ acos § — (2m+1)d cos & + (p ——Lm—{— 3= }1) T

henholdsvis Koefficienterne ‘
|
i

H = ((=£) Jtgd +tgfd—2m+ 1)tgd),
2 sin 0 '
I = l. (=) t8? &+ g3 0 — 2m+1)1g° ).
6sin®d
Til Bestemmelse af Svingningskomposanterne & 7/'., ¢’ tjene de med (80) analoge
Ligninger |
g = sin* ¢ K, 77 — F(L)sind cos K", ' — TFidsind# 8. (81) I
Lysbeviegelsen er saaledes bestemt overalt, for saa vidt det er tilstraekkeligt at ud- |
fore Summationerne med Hensyn til = uden at overskride Grensen n = n,, hvorved er ‘

forudsat, at Formlerne (67) og (68) for ¢, og /n, der atter bestemme Funktionerne v, og
w,, ere brugbare. Naar denne Granse for n» maa overskrides, bliver det nodvendigt at

soge andre Udviklinger for disse Funktioner, hvad jeg i det folgende Afsnit skal gaa over til.

oIy

Endnu skal kun bemarkes, at naar 4" naaer Grensen

saa lader Beviegelsen sig ogsaa her beregne ved de givne Formler, hvorfor Beviset kan

|
I
i isolerede indre Punkter, :
{
fores paa samme Maade som i det tilsvarende tidligere (Side 32) behandlede Tilfaelde, da I

Punktet var beliggende i Hovedaxen.




44

6. Fortsmttelse. Fuldstendig Tilbagekastning, Bojning.
Funktionerne w, og w, kunne ogsaa bestemmes paa en anden Maade end den,
som tidligere (Side 22) har vwret benyttet, ved en ievrigt ganske tilsvarende Udvikling.
Man har identisk

v, v
pe 3log ;;E X —34log In
Vg = Voswae ", wn=Vvowne “
Saettes
l]ll
VpWy = Ty, l”" S T
¥ 2 Wy
vil man altsaa have
U — 1/7'11 e/l" b} Wy, = l/7'n g—’u“ . ‘82)
Med Benyttelse af Ligningen Way — wyv, = 1 vil man endvidere, naar den
Variable betegnes ved a, erholde
du 1 ¥
Sy N (83)
da 2%
hvoraf ved Integration og med Indforelse af den til @ = 0 svarende Vaerdi af p,
1 a2u+l ‘ a 1 C)n ".Ll
Un = 5 l 08 5= 0’ 9 d A R (8/])
: g 12.3%...2n — 1)2(2 n+ i Zr,, 2a

Endvidere give Rakkerne (22) og (24) for v, 0g w, ved Multiplikation

2a (2a) (2a)® 143

9 st G x E . e . e T 85
sl 2n—+—1—T_(2n~l)(?n»+—1)t‘2n+3) 2 + 2n—3)(2n—1)...(2n+5) 2.4 ! 0

Rigtigheden af den her antydede Lov for Rakken kunde. ogsaa vises ved Dannelsen af
Differentialligningen for »,. Man kunde, idet w, antages at tilfredsstille Differentiallig-
ningen (21), mere almindelig s@®tte
\(Iu
Uy = Vpne® ", (86)
som indsat i (21) ferer til Ligningen

dgpn dpn n ('l +l ; 2 .2 4 %

hvoraf atter ved Differentiation fremgaar den line@re Ligning

a®p, iy’ n(n+1)\ dpu kn(n-+1) 8
e i — | = + ; pn = 0. (88)
da a? da s
Ligningen (86) svarer til Ligningerne (82) for p, — 7, og ¢ == -1}, ligesom den svarer til
Ligningerne (63) for p, == ¢u 0g ¢ = —|-4. Altsaa maa den sidste Ligning (88) tilfreds-

stilles saavel for p, = ¢, som for p, == r,, og det vil da ikke vaere vanskeligt ved Hjelp

af denne Ligning at kontrollere Rigtigheden af Lovene i de for ¢, og 7, angivne Rakker.
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Saavel 7 som @ betragtes som store Tal, begge af Storrelsesordenen «. Naar vi
endvidere ligesom tidligere ved Summationen af Rwkken for g, lade alle Sterrelser af
lavere Orden end Enheden ude af Betragtning, saa vil under visse Betingelser Riakken
(85) kunne summeres ved

Parediatb St (89)

Vin + ) — a®

Betingelsen maa bestaa i, at a ikke overskrider en vis Graénse, men ved nzrmere Belragl-
ning af Rekken vil man snart blive opmerksom paa, at Bestemmelsen af denne Grense
frembyder visse Vanskeligheder. Rakkernes Led ville nemlig for a <<n forst aftage, naa
et Minimum og derefter voxe, faa vexlende Fortegn og naa et Maximum for sluttelig at
aftage til 0. Saaledes har det Led, som gaar forud for det ferste negative Led, allerede
naaet Sterrelsen (Qa)2"+1 1.3...21—1

g 7 R BRI
som for ea>>2n + 1, f.Ex. a = 0,75n, med voxende n voxer i det uendelige.
Det vil derfor vere nedvendigt at bringe Rakken for », under en anden Form.
Ved Hjelp af Ligningen

L eyl 1.2.3...2m A’ “IWS
2n—2m -+ 1)(2n — Im—+3)...(2n 4 2m -+ 1) ( )

&N £ |

2 sin (2n - 1)z sin®"g |

kan Rakken (85) gives Formen
T

? 7
il ; g 37 O o i
L= "anwsm()n—{» (l-* Tt sin’z -+ [ 92 sinfe —...),

og med Benyttelse af den Besselske Funkiion b

T

2
= Qan.x sin(2n+ )& J, (2a’sin 2). (90)
0
Vi udfere denne Integration‘forst fra @ = 0 til & = h, idet & antages saa lille, at man

uden kjendelig Fejl kan s®tte @ for sin 2, saalenge 2 er mindre end h. Denne Del af

Integralet vil saaledes ved Indferelsen af en ny Variabel y = (2n + 1)2 blive

o (2n+1)h ay a (2n+l)/4 ay Al uz/ 1

Dette Integrals ovre Grense vil kunne betragtes ganske som den Art af ubestemte,

vilkaarlige Sterrelser, vi have betegnet ved Fellesmarket w, og Integrationen vil derfor

kunne udferes ved Formlen (39). Resultatet bliver Rakken

a d-e 181 TGS BT a
: Koovsdin s s 91 il M ,
n—-{—;—}_(n—!—;}) 256 (n—&—g) 2.4+ I/(n+“1—a

hvor Konvergensbetingelsen alene er a < n -}
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I den anden Del af Integralet (90) kan den Besselske Funktion udvikles efter

aftagende Potenser af a i den bekjendte semikonvergente Raekke

1 : g0 )
JoZaBina)y = — {1 Qasmw—/—)—{—... !
V7 asina 1
ot
2

-
hvor Leddenes Sterrelsesorden er « *, a *,
Denne Del af Integralet vil saaledes med Udeladelse af de felgende Led af Rakken

for J, blive

(2n+1)f
205 (2 S L WL
L% O fllr-‘/i(()%( asin ; +‘“ ) I
s b - E
Al 2n+1) 2
@nt1)
_— a ay?® ay® T
‘/7 sy sin((1 + 753)y — Hu iR T )+°‘"( )/+24m+4>3""1t4') (92)
(9n+ T g 1 ok . &
(2n41)h J 24(n+1)- :

Det ses heraf, at saalenge Differensen n -+ 1 — a er af Ordenen «, saa vil denne |
Del af Integralet blive af lavere Orden end Enheden, og da Ligningen (89) forudsatter, at
disse Sterrelser lades ude af Betragtning, ‘saa vil altsaa denne sidste Ligning forblive gyldig,
naar blot Differensen n 4+ 1 — a er positiv og af Storrelsesordenen «. Denne Betingelse
svarer saaledes, med Ombytning af @ og n-+ 1%, ganske til den for g, Ligning (67) gjzldende.
Sattes i Ligning (84), idet n foruds@ttes meget stor,
12.32... 20— 1220+ 1) = 2(2n 4 1)t g—C@nth)

erholdes nu ved Hjzlp af (89)

}—Vin+ 3P —a’ > Lo
pn = —4log2 + (n+ ;)]()gn—h“) LAk | hmed +Vin+1)—a*. (93)

a

Vi ere saaledes i Stand til at bestemme Funktionerne v, og w, saavel for n+ } >a
som for n + 1 < a, i forste Tilfelde ved Hjelp af r, og p., i andet ved ¢, 0g A». Men
der bliver endnu et Gebet tilbage, hvor disse Funktioner ikke ere bestemte ved de fundne
Formler, nemlig naar Differensen n - 1 — a, hvad enten den er. positiv eller negativ, er
af en lavere Sterrelsesorden end q.

Medens vi hidtil have segt at summere alle forckommende Raekker med en saadan

Nojagtighed, at kun de Sterrelser, som ere af en lavere Orden end Enheden, ere bort-
kastede, ville vi nu i det folgende indskrenke Nejagtigheden saavidt, at kun Leddene af
hejeste Orden medtages. Dette forudsat, vil man, naar n-+1-—a er al en lavere
Starrelsesorden end «, ved Bestemmelsen af 7, kunne bortkaste alle Storrelser, som kun

ere af samme Orden som Enheden, da », selv vil vise sig at viere en Sterrelse af’ hajere
Orden. Naar vi altsaa betragte den valgte Grense (2n+ 1)k som en Storrelse af Ordenen «°,
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saa vil hele Integralet (91) kunne bortkastes, idet de to i Integralet indgaaende Funktioner

sin og J, ikke for nogen Verdi af den Variable kunne blive numerisk storre end 1.

Endvidere vil den anden Del af Integralet, bestemt ved (92), reduceres til
(:.’n,-}-i)jE

‘ e W TR PRGN A

‘//,, ey, ot ke dy ?l.n ( ) ,'y,iﬁz“i","'%f;i;;i) (94)

2n+1)x7 ‘L/;_ RO 3T ,
(@n41) 1 J 24(n+32 T

| hvor atter den lavere Grense kan forandres til 0, da heller ikke her Integrationen fra 0
| til (2n -+ 1) kan fore til et Resultat af hajere Orden end Enheden, medens den ovre
Grense for @ efter Substitutionen ay® = 24 (n + 1)’z ligesom for kan betegnes ved w.
Man erholder saaledes, naar alle Led, der kun fore til Resultater af lavere Orden, bort-

kastes,
«w

dea—% sin ((n +1-—a) (

0

1
a’s

3V

24

27'11(‘” e “a_

).z' + ot ",‘) i (95)

Ved Udvikling efter Potenser af n 4 1 — a og Integration ved Hjxlp af Ligningen

(39) vil man heraf erholde

]
as 1 T 3 37 24\ 41 BE\ ok h7T 24\3 1
9 = 1 “- I & il ." 3 ‘1__‘ i e F S e 3 = }_ ST Sl
2r(a) 3 1 (6)5“13 -4 l((;)sm 3 (n+1 a)( a) l - ((3)““ 3 (n+1—a) <a> I.2+
I denne Rakke bliver 2det, ste, 8de, ... Led lig 0.
Settes for Exempel a == n + 1, erholdes
71 9
Irant+3) — cn+pt, ¢ — S8.V3 _ 108874, Loge — 0,0369226.  (97)

tyr 2
Ved at inds@tte Raekkerne (23) og (25) for v, 08 wy, i 7, = v, w, har jeg beregnet
nedenstaaende Tavle, som viser en overraskende god Overensstemmelse mellem de virkelige

og de ved Formlerne (97) beregnede Verdier af r,(n 4 3) allerede ved de laveste Veerdier af n.

0 o= 0, 1 2 3, 4, 55 6,
2rain+3) = 0,8415, 1,2416, 1,4756, 1,6518, 1,7967, 1,9212, 2,0314,

1

ein+ 3t = 0,8641, 1,2463, 1,4776, 1,6530, 1,7975, 1,9218, 2,0319. .«

‘ g . 1 .
Det vil bemearkes, at naar n-+}—a er af hejere Orden end «%, vil Leddenes

Storrelsesorden vere voxende. Men med denne Forudsetning vil ogsaa Integralet (94)
. ? , a .
ved Substitutionen (1—-—— )y = « reduceres til
n—+y
(0]

: ) la s a
2y, = / ; . 2 sin (734 f) = — 98)
‘ 2n+1—2a)7 \Va 4 Ve2ain+4—a)’ :

(96)
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som viser, at vi nu atter kunne gaa over til den simplere Formel (89) for 27,, idet denne
forer til det samme Resultat, naar alene Sterrelserne af hejeste Orden tages i Betraglning.
Med denne Indskrenkning i Nejagtigheden vedbliver altsaa Formlen (89) at vaere gjeldende
saalenge Differensen n—+ +—a er af en hejere Orden end a¥. Naar Differensen n-+4—a
ikke er af lavere Orden end «, saa er 7,(a) aldrig af hejere Orden end Enheden. Er
nemlig denne Differens positiv, fremgaar dette af Ligningen (89), er Differensen negativ
ses det samme ved i Ligningen 7, — wv,w, at udtrykke v, og w, ved Ligningerne (23) og
(25). Hvis derimod Differensen n -1 —a bliver af lavere Orden end «, saa kan 7,(a) blive
af en hejere Orden end Enheden, og denne Funktion vil ved Variation af » sluttelig ifolge
(96) naa sin hgjeste Verdi for n 4 1 = a.

I Rakken (66) for ¢, vil det almindelige Led, naar n-+4-—a er af lavere Orden
end ¢, kunne bestemmes ved

2" (n- L m)rtitm

: [/717;1 d"”"(n—{—»é—m)"ﬂ ~m’

2.4..2m

m—m+1)n—m-42)...(a4+m) 1.3...2m—1
T TR P T ey

Ved Forandring af Summation til Integration vil man erholde

7

i

dm  Fm) (n 4+ 1)2—m? n+i4+m
qnla) = \ —e Fm) = —2m +mlog— 22— 1 (n+ 1) log————
171_) 5= 5 (m) 1 { a® - ( +1) ‘71,—*—;}-""?.,

0

eller ved Udvikling efter Potenser af m
a m? 1 - mP 1
g vt iy L ol .
cntd m+4? 2.3 n44)* 1.5

Swttes dernest m® — 3 (n -+ 1)%2 vil, med den her udkrevede Nojagtighed, Integralet kunne

reduceres til

1 (0 1 g 1
1)3 b G e ST T PEL SR
gelo) = DLALN gopd P i N000g 0T,
38V
4 1
st . L A Cga a a—n—3
Heri vil ligeledes med tilstreekkelig Nejagtighed kunne settes log = 2 2. hvor-
. n+3 n—+ 3

efter Integrationen forer til Resultatet

(n 4 1)3 1 /3 24 \$1 (5 of 24 \81 :

Indsettes heri a = n - 1, faas med samme Betydning af ¢ som ovenfor

gl 4) = —cn+ §¥, Log—=o'= 0,0993920. (100)
V3 V3

Ogsaa her finder en god Overensstemmelse Sted med de umiddelbart af Rekken (66) be-
regnede exakte Veardier af g,(n 4 1) allerede ved de laveste Veardier af n, hvad felgende

Tavle udviser.




R — 0, i1 2 3, 4, 5, 6,

guln+ 3) = 1,0000, 11,4444, 1,7104, 1,9121, 2,0783, 22215, 2,3482,

C m+ 35 = 0,9978, 1,4391, 1,7062, 1,9087, 2,0755, 2,2191, 2,3462.

Analog med 7, vil ¢, kunne udtrykkes med den begrensede Neojagtighed ved Lig-
ning (67), saal@nge Differensen a— (n--%) er af hejere Orden end aé, men modsat r,
har ¢, en med voxende n stadig voxende Verdi.

Af de saaledes fundne Verdier for =, og ¢. kunne saavel 4, og p, som v, 0g w,

g . . ’ n * PR
beregnes.  Af Ligningerne 27, = 2v,w, = ¢,sin2, findes sin2,(n + }) = sing,
s T - e e S : 3,
hvoraf for A.(n + %) fremgaar Verdierne 673" 6 3 men bestemmes 4,(n -+ 3)
) <

nermere af Ligningerne v, = V¢, sin An, wp = Vgucos 4, for n =0, 1, 2, 3..., findes
henholdsvis

an+13) = 0,5, 0,5165, 0,5203, 0,5215. ...
Denne Rakke konvergerer eojensynlig til den laveste af de ovenfor angivne Veardier,

nemlig til
T

aln+3) = - s 0:6236 %L % (101)
D
Heraf findes atter ved Hjxlp af Ligningerne vi = ruli "= qn sin” 2,
paln+3) = —}log3. (102)
Da man har A,(a) = (l"](a' 08 pn(a) = §7_:.@, ville nu Rakkeudviklingerne for A.(a) og

pala), idet for Kortheds Skyld gu(n--3%), raln+3), gnin+3), o.s.v. betegnes ved ¢, », ¢,...,

blive

0

St B i . w0

i) ak by la—n z__q..’lu.‘“,, ”0 3) g e (103)
6 q 1 q* s

la—n—3 7 (@a—n—})° a

pnla) = — 7'—1(),; 3 +§;'" ¥1 SR §08 S, (104)

Heri ville ¢, * og de hejere Differentialkoefficienter af ¢,(a) og »,(a) med Hensyn til a
. 9

for @ == n+ % vaere at beregne af Ligningerne (99) 0g (96). Saaledes findes ¢’ — —-V%,

. . r . J —2 g
, hvilken sidste Veerdi kun er af Ordenen «—3 og derfor maa betragtes som 0.

’ r
r = 1
3("‘*“2)

Selve Funktionerne v, og w, kunne bestemmes af Ligningerne (v,—-wn)® = ¢, -}-2ry,
idet Fortegnene for v, og w,; som her er ubestemt, n@rmere bestemmes af v, =l/qnsin Aoy
Wyp== Véﬂ c08 4,, hvor l/(}; er positiv. De Rakkeudviklinger, jeg ad denne Vej har fundet
ved Hjelp af Rekkeudviklingerne (96) og (99), hvori uden for Differensen n -+ }—a de to

Sterrelser n- 1 og e kunne betragtes som lige store, ere

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Rekke, naturvidenskabelig og mathem. Afd. VI 1.




1 T 2 b € ¢ 9 ie”
vala) = C(F(g) cosE—.L[“(g—) cos%ﬁf-]—+1'(;> cos%--l'g—l—---)a (105)
1 2 AN L8 . I\ & b 1
wy(a) = C<F<§)<I - i > (%)<]+s|n) )l——{—]<§>(l—}—.\,‘ln-(;r—)l‘QJ(—...), (106)

hvor
(2} 1 MRy 3 o
c (6) e (a) n+3i—a.

Disse Rakker kunne ogsaa let feres tilbage til de bestemte Integraler

= 2 1
vpa) = CS dx a3 cos (ea’ + 2), (107)
0
© 5 1 w % !
wy(a) = C [S dopa—3 ¢ —,l—g do a7 sin (ex¥ + :c)] ’ (108)
0 Jo

Ved at indsette Rekkerne (105) og (106) i (v —-w,)? = gn—-274 vil man uden Vanskelighed
kunne overbevise sig om Rigtigheden af disse Udviklinger. Til Brug for denne Beregning

skal jeg her anfere Ligningerne

8 1 /7 1 | s T 1 S (5
r(g) =2V3r(g). (3)0(G) - 2V51(3) 1(5) =2V “"( )

Vi kunne nu gaa over til Fortsettelsen af den i forrige Afsnit afbrudte Beregning
og betragte forst det Tilfelde, at Kuglen har et mindre Brydningsforhold end det om-
givende Medium. Vi forudsatte altsaa N<Z1, hvormed folger, at Ligningen asinf = a'sin¢’
bliver umulig for sin 8 > .

I Ligningerne (33) og (34) s®ttes nu ald) = Vrald ”‘”(al), medens v,(a) 08 wala)

ligesom tidligere udtrykkes ved ¢,(a) 0g ZAu.(a), og ligesom gn kan bortkastes i Sammen-

ligning med ¢., saaledes vil ogsaa 7, kunne bortkastes i Sammenligning med 7,. Idet
qn(a) bestemmes ved (67), »,(a) ved (89), vil man erholde
O e — 1 4 gPal0)i Gn— 27ld) Ni [ gl Vin+3)2—d”? — Va>—(n+4)*N%
T i = = = A )
Gn—+ 2 rald) Vi Vin+1)?—d? + Va®— (n+3)2 N%
0g s®ttes
a®—(n4 3 )" &
— = {go,
V(7L+ 1P —d?
faar dette Udtryk den simplere Form
Ql o ——l—*—ﬂ a) d)i
Paa lignende Maade erholdes
¢ : e 1)2
gttty o RICRUEID Mg, 4 Va*— (n+ 1)

Vin+1)?—d?




Det Tilfelde, at man alene har 2k, = — |, 2s, = — 1, har allerede varet be-
handlet i det foregaaende Afsnit (Side 34). Det var her almindeligt forudsat, at Funk-
tionerne ¢, og A, for alle de forekommende Variable skulde kunne udtrykkes ved de i
Ligningerne (67) og (68) angivne Formler, men det vil bemarkes, at for dette serlige
Tilfeldes Vedkommende, hvor %, og s, slet ikke indeholde de Variable a og &', have vi
kun at gjere med Funktionerne ¢,(a) og 4.(a), og Betingelsen for, at disse skulle kunne
udtrykkes ved (67) og (68) er alene v 4 } = asind <" a. De fundne Resultater gjelde
altsaa indtil Afstanden « fra Hovedaxen, og som det vil erindres bestod den paa denne
Maade fremstillede Lysbeviegelse uden for Kuglen i selve det indfaldende Lys i Rummet
paa yz-Planens negative Side og fuldstendig Merke paa den positive Side af yz-Planen.

Antages dernaest

2(A,(a)—0)i 2(A (a)—Ad)e
an = ¢ " 3 Q8p = € " ,
og settes heri paa s®dvanlig Maade n = y 4z, vil det bemarkes, at Udviklingen efter

Potenser af z af 1y+z(a) give Koefficienter til de forskjellige Potenser af z af en hejere
Storrelsesorden, end dem som erholdes ved den tilsvarende Udvikling af ¢ og 4. Idet vi

altsaa s@ette v + 1 = asinf, ville ¢ og 4 kunne udtrykkes ved de konstante Verdier
Y 508
e cos b‘ 5 Y X _cos b

l/sm20 N Vsin?f — N

Udtrykkene for k, og s, svare nu ganske til det tidligere (Side 35) behandlede Til-
felde, hvorved Tilbagekastningen fra Kuglens ydre Overflade bestemtes. Forskjellen bestaar
kun i, at Faktorerne b, og ¢, ere gaaede over til — I, og at Fasen er formindsket i K
med 20 og i S med 24, og de tidligere fundne Resultater ville altsaa med disse For-

andringer her finde Anvendelse.

Grensetilfeldet sin # = N vil ikke danne nogen sarlig Undtagelse, da ¢ og 4,
- LRy g T L e e —200 (o =2 o 3
naar ¢ aftager indtil denne Grense gaa over til 5, 08 Faktorerne ¢—2% 0g ¢ 4i saaledes

blive lig — 1, hvorved K og S komme til at antage de samme Verdier som dem, der
vilde fremgaa af de tidligere Formler, naar # voxede til den samme Granse.

Koefficienterne k), og s, ere bestemte ved

r @i 2 NVqula)ra(d) T Aayi—p @) 2NVgu(a)rala)
(],1((1)—}—27",, \Ni’ N(,,(a) +2rad)
Da der tillige for et indre Punkt til » > o ogsaa maa svare n >>a/, maa man i Rekkerne
for K" og S (79) sette an d') sin A, (@) = Vra(d) ﬂ"a) Det ses saaledes, at disse
Rakker ville komme til at indeholde Faktoren ' (@)= "(al', som, naar a og o ikke ere

meget nar lige store, bliver en forsvindende lille Sterrelse. Dette fremgaar af det i (93)

givne Udtryk for p,, som, naar den Variable ikke falder meget ner ved n, ses at vare

ek




en meget stor, negativ Sterrelse og desto sterre, jo mindre den Variable er. Lyshevaegelsen
inden for den totalreflekterende Del af Kuglen finder altsaa kun i kjendelig Grad Sted

et tyndt Lag nermest under Kuglens Overflade.
Settes @/ = o« — Nh og antages h meget lille, vil man have

N b ——
’ ’ - 2 2]
tnl(d) — (@) = 57— = =V +3)P?—d”?.
n Hn ) 27'11((1’) o ( 9
Man vil dernist paa sedvanlig Maade finde

(kl—}v acost) -+ : —o‘) i—hVsin't — N?

put N cosp | A A
= .
aV1— N2 tg f Vsin®f— N?cos?d
9 sin (,0 (I., -La(ns”—{—, )L—-IL Vsin?d— N?
S = —1t——= = e y
aVl—DN3tg 6
0g ¢ + 0 = m. Ved Bestemmelsen af Komposanterne &, 7, ¢ maa man gaa tilbage

til Ligningerne (18), hvorved bemwrkes, at, da K’ og S’ oprindelig indeholde Faktoren

1, (@ : v .
" ), vil man med Bortkastelse af Storrelser af lavere Orden have

A _ dpald) gy Vi 1P—d g,

dad s i a = N:Vﬁ‘
Tillige erholdes
1K ' .
Ccll¢" = (n+}) K'i = asinfK'i,

oe de samme Ligninger gjelde ogsaa, naar for K’ swettes . Ligningerne (18) give saa-
o] s D s o) ) o o

ledes for dette Tilfelde

= —isinfas,

hvor de ovenfor fundne Verdier af K’ og S kunne indsattes.

Resultaterne af denne Beregning af den fuldstendige Tilbagekastning vise sig,
saavel for de ydre som for de indre Punkters Vedkommende at viere i Overensstemmelse
med, hvad der er bekjendt fra Theorien om den fuldstendige Tilbagekastning fra plane
Flader, og Beregningen forer saaledes ikke ud over, hvad man ogsaa ad elementer Vej
vilde kunne udlede.

Der staar endnu kun tilbage at fortsette Summationerne af Rakkerne K og S (79)
fra den Graense for », ved hvilken Ligningerne (67) og (68) ikke lengere ere gyldige for
den Variable «. | alle Tilfelde vil den i (33) givne Veerdi af k&, kunne omdannes il
(.()L P (1,,«(1 ri (&) — 1\/( 3 qi (@) ) 2ra(d)

2k, = — Ae =
En ik Qula) (14-7,(d) ) — 1\’(—1+ Y (a) 2r(a))




Denne ved A betegnede Brok, vil, naar n overskrider den omtalte Granse , vise
sig at blive lig 1, forudsat at NV er forskjellig fra 1. Det Tilfielde , at V—1 er saa lille,
at denne Differens maa betragtes som en Storrelse af lavere Orden end Enheden, ville vi
her lade ude af Betragtning. )

Ligningen A = 1 vil nemlig altid finde Sted, naar ¢,’'(«) er af hejere Orden end
Enheden, hvilket ifolge (99) er Tilfeldet, naar n— a er positiv af hejere Orden end a'!‘.
Endvidere er i den betragtede Sum n saa stor, at ¢.(a) er af storre Orden end Enheden,
medens 7,(a') 0g r,/(«), naar Differensen n-— ¢ baade positiv og negativ er af lavere Orden
end «, ikke kunne blive af hejere Orden end Enheden. Dette sidste fremgaar af det
tidligere (Side 48) anforte, idet man har n—d = n— g — (N—1)a, hvor det sidste
Led ikke kan blive af lavere Orden end «. Det ses saaledes, at man i det foreliggende

Tilfelde altid maa have 4 = 1, og da ganske de samme Betragtninger kunne anvendes
paa den i (33) givne Verdi af s,, vil man altsaa have
9 . ’
2k = — 1.4 e~1n(a)z7 9 5 e i) 2 e?ln(a)t'

Begge disse Koefficienter konvergere hurtig for » > « med voxende = til 0.
Idet vi med Hensyn til Tilfeldet 2%, = — 1, 2s, = — 1 kunne henvise til det
foregaaende, ville vi have at betragte Reakken

aK a8 Y/ 2qula) . g T\ (M5t @ @)i
U= Gosg "sing ~ =V zasing "\ THE—F)e )
- D 7’2

hvor ny er den evre Graense for n, inden for hvilken ¢.(a) og A.(a) lade sig bestemme ved
(67) og (68).
Potensexponenten i denne Sum er

<kt "‘7_‘21[‘*‘ 2 An(a) — An(a)zl; ((n+ '})Sp—if) ) ia

og settes heri n =y + 2z og v + 4 = asin, vil Koefficienten til z med Udeladelse af
Sterrelser, som ere lavere end Enheden, alene blive — & |- ¢. Skal denne Koefficient
altsaa vaere O eller meget lille, maa overste Fortegn leses og ¢ — ¢ maa vere 0 eller
meget lille. Heraf ses, at Svingningskomposanterne ifolge (80) kunne bestemmes ved

& = sinpcosgQ, 7. = singcosgeosdQ, & = —singsingQ,
hvoraf atter for Komposanterne med Hensyn til de faste Axer erholdes

g =0, 75 =singQ, & =0.
Selve Storrelsen sin ¢ Q lader sig, da ¢ —# er meget lille og man derfor udenfor
1

Exponenten kan stte g,(a) = 0g n = asind = asing, reducere til

cosd cos g

; Byl o nrw ¥ ,
singpQ — po= —v e B = kt— 5 T 2h(@) — Aufa) + (+ §)p—
27a cos @ n

=3

7



e e

hvorved det sammensatte Faenomen, der omfatter parallele Lysstraalers Bejning ved en
reflekterende Kugle, er fremstillet under en simpel Form.

Betragte vi ferst den Del af Summen, hvor n er storre end «, ses det, at A,(a)

. T ! i :
med voxende n aftager fra g til 0. En nermere Bestemmelse heraf erholdes ved Lig-
)
ningerne
¥ s ikl o o 2p,(a) . x
LL’A“(a)/, |+ tg )&II,(“)Z | +e 7 {49 + e:’m//,n(r/,bt.m
o —_— e e . == - - -~ == »T— A 1
1— 'l-: /xn((l) (] [t ezl’l,,{’”L' 0 1
hvor p,(a) for n = « har Verdien — 1log 3 og med voxende n hurtig aftager.
. 3 : : 22, (a)i 4 T
Settes altsaa i den betragtede Sum forst ¢”™" = 1, og indsettes i Exponenten
paa s@dvanlig Maade n = v+ 2, v + 1 = asin#, vil ved Udvikling efter Potenser af 2
Koefficienter til 27 i Exponenten blive ¢ — #. Saaledes gaar for ¢ = # Summen over til
Integralet
Ng—a Sin G
(kt——-a COSQp—— — ) i x
4 2ac s V¢ 0 S
dze @ — —1V27na COSQ 7 ,

—a sin 9

som ved Substitutionen

e\ = oo e asin g —a
z = <JL — 5) V2a cos ¢ , - Voa 0, ;
< 2a cos ¢
giver
' T | (VO
i (kl—a cosp — —E—rv) i (cx—a?)i
o = ¢ de e :
T
0

hvilket Integral svarer til Integralet (57) naar Fortegnet for ¢ forandres til det modsatte.
Det fremgaar af Behandlingen af dette sidste Integral, at for e > 0, altsaa Punktet belig-
gende uden for Kuglens geomeiriske Skyggerand (asin ¢ =>a), er Integralet en periodisk
Funktion. Inden for Skyggeranden (¢ << 0) bliver det derimod aperiodisk. 1 selve Skygge-

randen (¢ = 0) erholdes
‘/jc S A;‘_ o'kt acos@)i

Resultatet er i alle Henseender det samme som det, man erholder for Lysets
Bejning ved en plan, cirkul®r Skive, sat i Stedet for Kuglen i den Storcirkel, som tan-
geres af de indfaldende Straaler.

Den anden Del af den ovenfor betragtede Sum er

m=o ng (].:I»»Z
EY 1

n

(a) + (n+1}) p—(2n—2m+1) :) i+2mp, (@)

22 e
m=0 «
Settes heri n = v+ 2, v+ 4 = a = asind og benyttes for p.(z) Udviklingen (104),

. ok . . e M ; el . S
vil ved Udviklingen efter Potenser af z, Koefficienten til z i Exponenten blive (¢—#)i-——,
) .

1
hvor » = r,(v + 1) er bestemt ved (97) og er af Ordenen «°.

> —




o)
Ot

- | 2 ‘
Hvis nu ¢ — & er af hejere Orden end & *, vil den betragtede Sum, naar alene
Sterrelserne af hejeste Orden medtages, kunne udtrykkes ved

m T‘w 1 (M—n c0s -a (o—19) + (2m--1) :)i_ Iz" log 3

< ' (4 y
m=0 Q@ — :9

som er af en lavere Orden end «F.

Hvis derimod det betragtede Punkt ligger saa ner ved Kuglens geometriske Skygge-
rand, at ¢ — ¢ bliver af samme Orden som « ° eller af en lavere Orden, saa ville alle
Led i Udviklingen af Exponenten efter Potenser af z komme i Betragtning , men ved Sub-
stitutionen z = »a ville de alle blive af Ordenen a’, og hele Integralet vil blive af samme
Orden som r, altsaa af Ordenen at. Den hertil svarende Svingningsamplitude vilde saa-
ledes kunne udtrykkes ved
i i
Va cos ¢
hvor C er en numerisk Konstant. En nermere Beregning af denne Konstant har neppe
tilstrekkelig Interesse, da det hurtig ses, at denne Del af Lysbevegelsen kun kan blive
meget ringe, og, idet den falder sammen med det ovrige bejede Lys, nappe vil kunne
blive Gjenstand for lagttagelsen. Formlen viser, at Intensiteten af dette Lys er propor-
tional med Kuglens Radius i Potensen %, og med Bolgelengden i Potenseu %, samt om-
vendt proportional med det betragtede Punkts Afstand fra den af de indfaldende Straaler
tangerede Storcirkel, forudsat dog, at denne sidste Afstand selv ikke bliver meget lille.

Sluttelig er ogsaa det til n << ¢ svarende Svingningsudslag bestemt ved

: a
? i Fn’i
A R

ik V'Q;:fd cOS ¢ n
under hvilken Summation Z.(z) med voxende n aftager fra en ubestemt stort Verdi til ?
Swttes n = y—z, v+ 4 = a = asin$, erholdes :
(U
il i i e(k{—a('(»Sr%,La('gr—ﬂ)'}‘21, ,la)— f~(§,f)——r9)z)i ’

V2ra cj(ié;o'

hvor A,.(a) udvikles ifelge (103). Det vil nu ses, at dette Tilfelde ganske svarer til det

ovenfor behandlede, og at Resultatet kan fremstilles under samme Form. Denne Del af

Lysbevaegelsen svarer til Bojningen af de under streifende Incidens fuldstendig tilbage-
kastede Lysstraaler. Intensiteten af disse sidste Straaler aftager med voxende Indfalds-
vinkel, dog vil paa Grund af Bejningen denne Intensitet ikke blive Nul i den geometriske

Skyggerand, men derimod en Sterrelse af samme Art som Intensiteten af de ovenfor be-

tragtede bejede Straaler, hvorefter Intensiteten hurtig aftager indenfor Skyggeranden.
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Summationerne med Hensyn til » ere endnu kun udferte indtil den evre Graense
n == ng, MeNn som ovenfor bemarket ville Koefficienterne %, og s, for n > a hurtig kon-
vergere til 0 med voxende ». Denne Del af Summerne vil derfor i Almindelighed blive

en forsvindende lille Sterrelse.

7. Mewngde af udstraalet Lys. o« meget lille. System af smaa Kugler.

Alt fra den belyste Kugle udgaaet Lys tenkes opsamlet paa den indvendige Side
af en koncentrisk Kugleflade i uendelig Afstand fra Kuglen. Er L hele den opsamlede
Lysmengde, » den uendelige Kugles Radius og 7 den ved Amplitudens Kvadrat maalte
Lysintensitet i Afstanden 7, saa vil L kunne defineres og bestemmes ved

27

L = ?'ZSSIH (,odsdeyI (109)

o Pt s : 2zr {
Ifolge Ligningerne (17) og (31) kunne Svingningskomposanterne for a = "3 og » uendelig

stor udtrykkes ved

7S it __z,"oi‘f kt—a)t Qn—Ll " Sl.?,Pﬂ ey d'P" -

ST Phoahy B4R Tifilig %n(n—i—l) " dgheo  sin g dg
E i i “'"‘r’ plkt—a)i Z ~ﬂ+] gn_,d‘P" S 8 ,g”fli}.)") g
7 a T n(n-1) sinpdp ' " do*

Heri ere k, og s, komplexe Storrelser, hvis Modulus viere betegnet ved &, og s,. Bestemmes
nu 7 ved Summen af Kvadraterne af disse Komposanters Amplituder, vil Ligning (109),
efter at Integrationen med Hensyn til ¢ er udfort, give

- 7w
e m % 2n+1 d*P, , — dP, 2 % m4+1 (-~ dP, e
e ?mgsmgadgp (21 nin—+1) <L dg? Ll b"§in¢d¢)> +(%n{n—}—l) (l‘ " sin g dg T " dg* ))

Ethvert af disse Kvadrater kan ogsaa udtrykkes som et Produkt af to Summer med de

Variable » og m, og bemarkes, at man har

0 for m=
ng ! (dll)n PPy, 1 dPncum) s
. — == 9,2 12 .
¢ dg* dg* " sin’p dp dg I .*7:7(:11 I” for m = n,

7"d (d21)71 dP, 4P, dsz) Sl
SOSD de?® dTp d<_p dy* et

vil man finde Lysm@ngden L bestemt ved

i % e
L =2 YOn+1)(k3 -4 83) . (110)
2r 1
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De almindelige Udtryk (33) for Koefficienterne %, og s, kunne ogsaa skrives under

IFormen
TN, . Siyrila Wala) (@) — Nw,'( a)M{L"} ’ (111)
[ +put vu(@)vn (&) — Nv,) (a)va(d)
. hbves | i gt e A/;N ala) Un (l e 7"1]1’(1/,)?"(1(({)7 c (112)
l —*—(]"Z i\ /L’”((l)vn ((l ) == (ll)'vu,((l )

Disse Koefficienters Modulus er altsaa mindre end 1, undtagen i de Tilfelde, at man har

p» = 0, hvortil svarer k, = — 1, eller ¢, = 0, hvortil svarer s,
Vi skulle nu nermere bestemme Lysbevegelsen i det Tilfielde, at den belyste
Kugles Diameter er meget lille i Sammenligning med Bolgelengden af det indfaldende Lys,
saaledes at « bliver at betragte som saa lille et Tal, at i Raekkeudviklinger efter Potenser
al « i Reglen kun det Led, som indeholder den laveste Potens af «, medtages. Med
Hensyn til « gjores derimod forelobig ingen indskrienkende Antagelse.
Ifolge Raekkeudviklingerne (22) og (24) vil man, naar kun det forste Led af Reaek-

kerne medtages, have

X am +1 J (71. + ])(l"

r == 9, ==

g A g e MR L e e e
1.3...2n—1 g 1.3...2n—1

Wnla) = — P y  Wala) = -—n- T

Indsiettes disse Veerdier i (111) og (112), vil det ses, at i Almindelighed blive %k, og s,
ks ‘) by by n

meget smaa Storrelser af Ordenen «2*t!. Man vil nemlig erholde

12,3%...2n—1)%(2n 4+ 1) d' v (&) 4= N2nw,(d)

N, = : 5 1

P a2t o vy (a ) —N *(n+1)v,(d) :
2.3%..(m—1)*(2n 4-1) d v (d) + ne. ()

G = . =

I a2t o vy (// — (n + 1)'0,, ((/) ’

hvilket sidste Udtryk ogsaa kan settes
\ ’ g
dv(d) + nvad) = dvauld), dv(d)— O+ Nofd) = — dvap(d)

Afset altsaa fra de serlige Tilfwlde, ville Rekkerne (31) for K og S indskrenke sig til det

forste, il » = 1 svarende Led, hvori vil indgaa
a® d'v(d) —2N%v,(d) .a® vy(a)
k, = t—- ; , = —

3 v (d)+ N2v,(d) 3 vy(d)’
orefter Svineningskomposanterne &, 7., & let bestemmes ved Hjelp af Ligningerne (17).
worefte gnin ] s ey . .
Hvis nu o ligesom « er en meget lille Sterrelse, vil k, kunne reduceres (il
If'ormen 948 N'—
Olulienbs 2 )
medens man for « meget lille eller naar «" er Rod i Ligningen v,(a) = 0 erholder s, = 0.

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Rmkke, naturvidenskabelig og mathem. Afd. VI 1. 8




i 58

[ dette sidste Tilfelde vil altid ifelge Ligningerne (17) i; vere proportional med
cos ¢, hvoraf folger, at det vinkelret paa de indfaldende Straaler tilbagekastede Lys svinger
vinkelret paa Indfaldsplanen og altsaa er fuldsteendig polariseret i Indfaldsplanen. Detle
gjwlder selvfelgelig ogsaa, naar det indfaldende Lys er upolariseret.

Ligeledes maa under de samme Forudstninger den samme Lov gjelde, naar vi i
Stedet for en enkelt Kugle t@nke os en Samling af lignende, indbyrdes adskilte og tilfeldig
ordnede Kugler. Semttes endvidere i Udtrykket for k, « = QJE/E idet R er Kuglens

Radius, ses det, at Lysbevegelsen i et vilkaarligt Punkt uden l'ol: Kuglen :lfhznng?r, for-
uden af det indfaldende Lys og af Punktets Koordinater, alene af Sterrelsen N.’IQ B2,
Tenke vi os nu i det omtalte System af Kugler disses Radier, ved uforandret Stilling af
deres Centrer, voxe indtil 22,, som dog vedvarende maa vaere meget lille i Sammenligning
med en Bolgelengde, medens deres Brydningsforhold forandres fra N til N,, og sker

denne Forandring saaledes, at man beholder

saa maa Lysbeviegelsen udenfor Kuglerne og ove ralt udenfor Systemet forblive upaavirket
af Forandringen. Lade vi R, blive lige stor med Kuglecentrernes mindste halve Middel- ,
i afstand, som antages meget lille i Sammenligning med Bolgelengden , vil Systemet meget
| ner komme til at svare til et homogent Medium med Brydningsforholdet N,. Heraf kan
atter sluttes, at naar i Systemet Kuglerne forblive uforandrede, medens dets Tathed d,
2

o ] G el
1—'{—17 al— forbliver

forandres, vil Systemets Brydningsforhold N, forandre sig saaledes, at N
konstant (jvnf. «Farvespredningens Theori»). ‘ :
Hele Mangden af det af den enkelte Kugle udstraalede Lys vil ifolge (110) veere

bestemt ved
L

| 37 4

24248 (N2—1\?
\N22
og er A Antallet af Kugler indenfor Rumenheden, vil AZ vere hele den Lysmangde,
som udstraales fra hver Rumenhed af Systemet. Denne Storrelse er Systemels Absorb-

tionskoefficient, og betegnes denne ved h, vil man altsaa, naar tillige « udtrykkes ved

| 27 R F
i o et have 338 [ N9
' ; 12872 RS ( N2—1)\2 3
| TRER Iy BRI ks Py e LA :
| ¥ A5 (N‘-"JFQ) g haR "

Det ses heraf, at Absorbtionskoefficienten er omvendt proportional med fjerde Potens af
Bolgelengden (Rayleigh’s Lov')). Er omvendt Systemels Absorptionskoefficient 2 og dets

1) J.W. Strutt: Phil. Mag. 41, Febr., Apr,, Jun. 1871.
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Brydningsforhold N, givet, vil under de givne Forudsaztninger Kuglernes Antal paa Rum-
enheden og en lavere Grense for deres Sterrelse kunne udledes, idet man af de angivne

Formler finder

7\ S V7 TS L R,
hat \N2+2) R (NZ—1)(M—1) 7 32xtNE—1"

Som Exempel kunne vi tage Brydningsforholdet og Absorptionskoefficienten for den
atmosferiske Luft ved s@dvanligt Tryk, nemlig N, = 0,00029 og, idet 10 6 mm tages som
Liengdeenhed, A2* = 0,0017. Med denne sidste Koefficient vil der paa en Straekning af
8 Kilometer absorberes 11,3 Procent af Lys med Belgelengden 580 og det dobbelte for
A = 480.

Disse Talverdier indsatte ovenfor give

, N2
A =0,0163, R = o,m( £

NE—1
altsaa paa en Kubikmillimeter et Antal af 0,0163.10'® Kugler med en Radius af mindst
0,141 Smm  Pertil svarer g = 0,00153 for 2 = 580 0g « = 0,00185 for 1 = 480.

Vidt forskjellig fra denne Lyshevaegelse er den, som fremkommer i de s@rlice
N D J o] b 5

1
)3;,\,0,141,

/

Tilfielde, at man har p, = 0 eller ¢, = 0, hvilke Muligheder indtrede for en hel Riakke
af Bolgelengder. Hertil svarer ifolge Ligningerne (111) og (112)
’
wla) v (@) — Nw)(@)vale) = 0, Nuwnla)va(a') — wi/ (@) val) == 0.
Den forste af disse Ligninger svarer tiln@rmelsesvis Ll v(a)) = 0, den anden til v, 4(¢) = 0.
Swittes nejagtigere i den forste Ligning « = fg+¢e, 0g er 8 Rod i Ligningen v,(g) = 0,
saa erholdes ved Udvikling efter Potenser af ¢ og Bortkastelse af de Led, som indeholde

hojere Potenser af ¢ end den forste,

Wy, (a) 173
& == ——— == - .
Nw,(a) Nn
Er den givne Ligning ¢, = 0, vil hertil, naar de to forste Led i Udviklingen af w,4(c)
08 whyt(a) medtages, svare
o ; 3
4 [/ Al (”'_”(L ’
\Y & i " N ftn+1+so—=)ntila) = 0
Nal1 4 5 @n 1) V1 (@) -+ +2(2n+]) nt1(at) ;
hvor
D]
n+ 1 (n+-1)* PR S 5
Vnti(d) = — (d) + ——va(d) 08 Vnyild) = — ( AT e ke - ()
a a a

Heraf findes med den vedtagne Grad af Tilnermelse

. (21L+ I)(‘,Ull(a’) == (/-lzl'n,’(a"’ = ().
Saetles nu heri o« = ﬂ+ E', idet ligesom for l'n(/?) — 0, erholdes
Fass & a:! W e 8. 74
f T T En+d N@2n+ 1)

g*
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| Redderne i p, = 0 0g ¢uyt = 0 ere altsaa meget nwer, men ikke nejagtig lige
|
store, og Forskjellen imellem to tilsvarende Redder er
’ (L{Tl '+_ l) ~

(s

<

FT N a1’

Betegnes de tilsvarende Forandringer af- Bolgelengden ved ¢ og o', saa er

. e s I RPN Aa(n-+1) 72 4R? n-1
! —_— = — _——= — )g 0—0 = - = o — —
i B R A ANn(2n+ 1) VR R b s
Nedenstaaende Tavle angiver de fem storste Vardier af f; for n = 0, 1, 2, 3,
/

idet @ er Rod i vi(p) == 0.

n =0, n=1, n= 2, n =3,
1 0,6992 0,5451 0,4496
; 0,5000 0,4067 0,3454 0,3016
; 0,3333 0,2881 0,2549 0,2293
0,2500 0,2233 0,2025 0,1856
0,2000 0,1823 0,1681 0,1561
Det vil nu ses, at den sterste Forskjel i Bolgelengde ¢ — " svarer il ; == (},6992,
n — 1. Swmttes dernest til Exempel B = 0,141 og A= 580, erholdes ¢— ¢’ X 0,000045,

som er 13000 Gange mindre end Forskjellen (0,6) imellem Bolgelengderne af Solspekirets
to Linier D, og D,.

I et System af Kugler fremkommer i de her betragtede swrlige Tilfelde Absorb-
tionstriber, naar gjennemgaaende hvidt Lys oploses i et Spektrum. Medens nemlig, som
vi have set, den fra hver Kugle udstraalede Lysmengde i Almindelighed er en megel lille,
A222n 1)
VMR
lige saa stor som den Mengde af indfaldende Lys, der ved uforstyrret Gang af Lysstraa-
lerne vilde ramme en Kugle med Radius Ll/)i_%i

i

med RS proportional, Sterrelse, vil den for p, — 0 eller g, = 0 veere eller

Da i det antagne System Nabokug-
lernes Middelafstande ere forudsatte at veere langt mindre, ses det, at Systemet omtrent
kan siges at vaere uigjennemirazngeligt for denne Art af Straaler. Det vil tillige hemarkes,
at de til g, = 0 eller vy(8) = 0 svarende Absorbtionstriber ere enkelte, alle de andre
dobbelte.

Har man for et System bestemt en Rakke ‘\l»snrbliunslrilwré'Iiulg(%l:vng(l('r, ville

disse kunne henfores til Reciprokerne af Rodderne i v (f) =0, n=0,1,2, ..., ved Mul-

G ; . : N .
tiplikation med en enkelt konstant Faktor. lIdet denne Faktor er lig med ; B vil det
LT Ly
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altsaa viere muligt heraf, af Systemets Brydningsforhold og af dets almindelige Absorb-
tionskoefficient, at bestemme alle Systemets Konstanter, nemlig Antallet af Kugler paa
Rumenheden, Kuglernes Storrelse og deres Brydningsforhold.

Hertil vil ogsaa kunne benyttes Maalinger af Stribernes Bredde, hvoraf Beregningen

kan udferes paa felgende Maade.

Naar Belgelengden 2 svarer til pa = 0, vil Verdien af p, for en narliggende
Bolgelengde 2 -+ ¢ vaere bestemt ved
dpy +dp,, N p=0 gy 012,32 ;020 —=1)2 V2L N2 4 nint ])>6
st e c—— (N2 4 n(n
Fa da = dd A a2t N? " A

Paa samme Maade vil, naar 2 svarer til g, = 0, ¢, for Belgelengden A + & vaere
bestemt ved ! }
13sd s an—110v" 0
qn === 4 (ZV'"—I); .

Skjendt 4 er betragtet som en lille Storrelse, vil den dog altid kunne antages saa stor,
at pn 0g ¢n blive meget store i Forhold til Enheden, saaledes at k, og s, ville kunne
bestemmes ved

il yriniag sl
P qn
For et System af Kugler ville de hertil svarende Absorbtionskoefficienter viere
A 22n41) A 22n41)
SN TIRNANSLINE . Ss T Tom

Vi kunne nu i Spektret af det gjennemgaaede Lys betragte de to Grienser for en
Absorbtionstribe som de Punkter, hvor Lysintensiteten er reduceret til en konstant Brok
e ¢, og Stribens Bredde tenkes da bestemt ved Forskjellen 24 imellem Bolgelengderne i
disse to Punkter. Er a den tilbagelagte Straekning af Systemet, vil man have

Az 22(2n -+ 1) o de 2@+
s s R i A
Indsattes heri de ovenfor beregnede Veerdier af pn 08 ¢., ses det, at Stribernes Bredde
allid er proportional med Kvadratroden af den tilbagelagte Vejlengde, ligesom ogsaa med

Kvadratroden af Antallet,af Kugler paa Rumenheden.
9 2
e p ’ ¢ Samd 7 45 e Ph
Den bredeste Stribe svarer til ' = 7, ¢, = — & 7 som giver

=

20 =

R3y /6m Az
St Nedy,
For 4 = 0,0163, R = 0,141, 2 = 580, @ = 10'? elier 10 Meter og ¢ — 0,693,
svarende til en Absorbtion i Stribens Granser af 50 Procent, erholdes
28 ==Qbi,

som svarer (il en Bredde, der er 4,3 Gange storre end Afstanden imellem de to Linier

D,D,. Det er ikke uden Interesse at legge Marke til, at 20 ogsaa umiddelbart kan




_et System af smaa Kugler at gjennemfore

af den almindelige Absorbtionskoefficient L uden Kjendskab til Systemels ovrige

beregnes
gtes som et meget stort Tal.

Konstanter, idet nemlig N i Formlen for % her kan betr:

Absorbtionstriberne kunne saaledes blive meget brede og faa snarere Karakteren

af i\])SOl'h[i()lleilillld naar « herer til de mindste af Redderne iv (L') = ()
) 0
... blive med de her C.\Cll]])(‘,l\'iS l)(‘,ll‘\,'l.l(,‘(l(‘

Horer der-

imod & til Redderne i v,(a) = 0, vy(d) = 0,
Talkonstanter sely i gunstigste Tilfelde Striberne reducerede til Linier af en nappe maalelig®
Bredde, hvad selvfelgelig dog ikke udelukker, at de kunne gjores synlige.

Det har ikke veret min Hensigt med denne Beregning af Lysbevaegelsen indenfor
en nejagtig Bestemmelse af denne, hvortil vilde

udkreves et storre Apparat. Jeg har kun segt at fremdrage det ejendommelige ved denne

Lysbeviegelse, som for en enkelt Kugles Vedkommende lader sig nejagtig bestemme o0g

derigjennem i Hovedsagen ogsaa lader sig beregne for en Samling af Kugler, idet Hensigten

hermed har veeret, dels at paavise Muligheden af gjennem Systemets optiske Egenskaber
at komme til Kundskab om Elementerne, som ved deres Lidenhed selv unddrage sig den
umiddelbare lagttagelse, dels at aabne Blikket for den slaaende Analogi, som her af sig
imellem det antagne Systems og Luftarternes opliske Egenskaber.

selv traeder frem,




Rettelse.

Side 17, 2den Linie fra oven:

I

0= :‘; (i)" W les Q = :"(‘,
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Methoder til korte Tiders, serlig Rotationstides,
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En experimental Undersegelse
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le adskillige fysiske Undersogelser kan der blive Anledning til at benvtte de
Egenskaber, et Legeme faar, naar det sttes i hurtig Rotation. Jeg har forsegt at anvende
Gentrifugaltrykket i luftformige Legemer til en Undersegelse af disses Vagtfylde; ved den

Lejlighed folte jeg Mangelen af nogenlunde simple og nejagtige Methoder til Maaling af

Rotationshastigheder, og jeg blev derved fort ind paa den her foreliggende Undersagelse
Mit Arbejde med den hurtige Rotations Anvendelse og Maaling har jeg paabegyndt i mit
Hjem, hvor jeg ved Understottelser fra Kultusministeriet og Carlsbergfondet var bleven sat
istand til om end efter en beskeden Maalestok at indrette mig et fysisk Arbejdsrum, da
. g ? bl
andre Lokaler ikke stode til min Raadighed. Senere fortsatte jeg Arbejdet paa Officers-
skolens fysiske Samling efter min Ansattelse der i 1887 som Larer i Fysik.
Mit Arbejde med Undersogelse af Rotationsbeviegelsen er gaaet ud paa folgende :
1) har jeg tilvejebragt to Methoder til Maaling af Rotationshastigheden til et vil-
kaarligt Tidspunkt under Rotationen. Ved den forste fremkaldes der i lagttagelsesajeblikket
en Virkning af Rotationen, hvorved man bagefter kan bestemme Hastigheden; ved den
anden sker Maalingen ved en umiddelbar lagttagelse, som uden nogen efterfolgende Maa-
ling giver Hastighedens Sterrclse.
Den forste Methode er den nejagtigste; den kan imidlertid med Fordel kombineres
med den anden, idet det er af ikke ringe Betydning under Rotationsforseg at kunne se
S BERe]

hvor stor Hastighed man i @Ojeblikket omtrent har.

Jeg har dernwst funden Midler til

2) at finde den storste Hastighed, man har haft under en given Rotation.
3) at afgjore, naar én eller visse enkelte forud bestemte Hastigheder ere tilvejebragte

).at afgjere, om Hastigheden i et givet @jeblik er konstant, eller om den er

—

voxende eller aftagende.
5) at vedligeholde konstant i lengere Tid en i Forvejen bestemt Hastighed.

I hvad Omfang mine Methoder ere nejagtige og brugbare, vil forméntlig fremgaa

af de nedenfor meddelte Resultater. Saa vidt mig bekjendt, ere de alle nye. Man har
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hidtil i paafaldende ringe Grad beskeftiget sig med Maaling af Rotationshastigheder som
Genstand for serlige Undersegelser. I vore Tider, da Maaleapparater og Maalemethoder
spille saa stor en Rolle, synes der derfor for Rotationens Vedkommende at vere et Hul
at udfylde; som ovenfor antydet, tror jeg, at naar man ferst har bekvemme og nejagtige
Maalemethoder for Rotationen, vil denne kunne faa adskillige Anvendelser ved fysiske

Undersogelser, der ville lettes ved den Udvikling, som Centrifugetekniken har faaet i de

senere Aar.




e

. Maaling af Rotationstiden til et vilkaarligt Tidspunkt.

I. Maalemethoden og de til den anvendte Apparater. Forinden de
forskjellige Methoder kunde udvikles og preves, gjaldt det om at tilvejebringe en sikker
Methode til en absolut Bestemmelse af Rotationshastigheden i et vilkaarligt Tidspunkt.

Den Opgave at maale Middelvierdien for Omlobstiden af et stort Antal efter hin-
anden folgende Omlob er lost ved at sette Rotationsaxen i Forbindelse med et Teaelleveerk,
som teller Antallet af Omleb i en ved et Ur afmaalt Tid. Den Opgave jeg satte mig,
var imidlertid at faa maalt Tiden for et enkelt (eller for nogle faa) Omleb. Skal dette ske,
maa Begyndelsen og Slutningen af det hele Omleb (eller af en bekjendt Brekdel deraf)
betegnes ved to bagefter synlige Marker, som afsettes samtidig henholdsvis med Begyn-
delsen og Slutningen af Tiden. Maerkerne kunne afsettes af det roterende Legeme paa et
andet Legeme, hvis Beviegelse kjendes, eller de kunne afs@ttes paa det roterende Legeme
selv. Da der her er Tale om Maaling af korte Rotationstider (mindre end '/10 Sekund),
vil man n@ppe kunne benytte andet som bekjendt Bevaegelse end det frie Fald, idet Pendul-
svingninger foregaa med en for ringe Hastighed. Man kunde naturligvis her som ellers
ofte ved Maaling af korte Tider benytte en jevn Rotation, hvis Hastighed er bestemt ved
et Urvaerk eller som i la Cours Tonehjul ved en Stemmegaffel. Men krieves der ved Maa-
lingen af den korte Tid en procentisk Nejagtighed, der kan sammenlignes med den, hvor-
med lengere Tidsrum udmaales ved Uret, er der dog forskjellige Indvendinger at gjore
mod Anvendelsen af en reguleret Rotationshastighed til Maaling af en kort Tid. Paa
Grund af Elasticitet og Deodgang i de mange Tandhjulsoms@®ininger i et Urveerk, der frem-
kalder en hurtiz Rotation, kan det nemlig na®ppe undgaas, at den sidste Axe i Omsat-
ningen kan beviege sig en ret anselig Vinkel ved fuldstendig Stilstand af den af Pen-
dulet regulerede Axe; heri ligger der en Mulighed for en periodisk Variation i Rotations-
hastigheden, selv om dennes Middelverdi er bestemt ved Pendulet. En lignende Betragt-
ning maa gjores gjeldende overfor Tonehjulet.

En Stemmegaffels Svingningstid kan — Ligetidigheden forudsat — bestemmes
med stor Noejagtighed, og derfor kan ogsaa Stemmegaflen omvendt, som i Tonehjulet,
benyttes til en med samme procentiske Nojagtighed udfert Bestemmelse af et Tidsrum,

der er langt i Forhold til Svingningstiden. Derimod vil Stemmegaflen ikke kunne bruges

umiddelbart til en nejagtig Maaling af en kort Tid; thi hvis de Merker, der betegne Tidens
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Begyndelse og Slutning, afsettes i en af Stemmegaflen beskreven Kurve, er den af Stemme-
gaflen i samme Tid udferte Bevegelse for lille i Forhold til Ma@rkernes Sterrelse.  Hvis
man omvendt benytter Stemmegaflen til at afsette Tidsmeerker f. Ex. slutte eller afbryde
en elektrisk Strem ved hver Svingning, da vil man sikkert i alle Tilfelde finde, 1) at Af-
givelsen af Merket vil kreve et Arbejde, der kan faa Indffydelse paa Svingningstiden,
2) at der vil kunne vere nogen Forskjel i Beliggenheden af det Punkt af Bevaegelsens
Bane, hvor Afgivelsen (f. Ex. Stromafbrydningen) foranlediges. Den sidste Omstendighed
vil bevirke, at der ikke altid forleber lige lange Tider mellem Afgivelsen af to paa hin-
anden folgende M@rker, og den derved opstaaede Usikkerhed vil kunne blive meget kjendelig
i Forhold til Svingningstiden paa Grund af Stemmegaflens ringe Udsving.

Til Afgivelse af de ovenfor omtalte Tidsmaerker paa et Legeme i Bevaegelse har
man s@dvanlig benyttet den elektriske Strem, idet man enten har benyttet det Marke, en
elektrisk Gnist kan efterlade i en sodet eller paa anden Maade tilberedt Overflade, eller
man har afsat Merker mekanisk ved en elektromagnetisk Udlesning. Den elektromagnetiske
Udlesning kan dog ikke finde Anvendelse ved en nejagtig Udmaaling af korte Tider paa
Grund af den forholdsvis lange Tid, der medgaar til Magnetismens IForsvinden. Derimod
afgiver den elektriske Gnist et fortrinligt Tidsmeerke, naar den bliver rigtig anvendt.
Gnisten kan anvendes til Maaling af en Rotationshastighed, ved at man paa det roterende
Legeme anbringer en Slebekontakt, der afbryder Hovedledningen for et Induktionsapparat
i en bestemt Stilling af Legemet. Lader man Gnisterne fra Induktionsledningen springe
over paa en faldende Metalstang, ville de paa denne af Gnisterne afsatte Merker kunne tjene
til Bestemmelse af Rotationshastigheden. Imidlertid er der, ogsaa bortset fra, at hele
Gnistapparatet er et noget besveerligt og vidtleftigt Hjzlpeapparat, ikke uvesenlige Vanskelig-
heder ved Brugen.

Afbrydningen af Hovedstremmen kan saaledes volde Vanskeligheder ved Kontakt-
fladernes lltning, idet denne lltning kan have til Folge, at Afbrydningen indtreder for
tidlig, og man maa sikre sig mod Svingninger af Kontaktfjedren, da de kunne fremkalde
uvedkommende Afbrydninger.

Gnistbanen er ikke meget konstant, hvorfor man maa bringe den Spids, der ferer
Gnisten over paa Stangen, meget tet hen til denne; af den Grund maa der serges for al
undgaa Sammenstod mellem den frit hengende Stang og Spidsen. Den bedste Bekledning
for den Overflade, der skal modfage Gnistmarket, tror jeg er Sod, naar det afsaettes af en
Flamme, umiddelbart paa Metalfladen. Papir, Fernis og andre helt eller halvt isolerende
faste Lag kunne nemlig bevirke en betydelig Afvigelse af Gnisten fra den korteste Vej;

findes der saaledes i Nwrheden af denne en fuldstendig eller delvis Gjennembrydning af

det faste Lag (f. Ex. Hullet fra en tidligere Udladning) kan Gnisten, som jeg har bemarket,

gaa langs Laget en forholdsvis lang Vej for at sege gjennem Gjennembrydningen (il
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Metallet.  Det paa Metal umiddelbart anbragte Sodlag maa imidlertid behandles med stor
Iorsigtighed for ikke ved et Uheld at skrabes af.

Som det heraf vil fremgaa, er der Grunde nok til, hvor det kan ske, at soge et
andet Middel end den elektriske Gnist til Afgivelse af Tidsmarker, naar der kan opnaaes
samme Nojagtighed som ved Gnisten. Et saadant Middel har jeg fundet for korte Rota-
tionstiders Vedkommende. Jeg har anvendt det til Afgivelse af Marker paa en frit faldende
Metalstang ; men det vil ogsaa kunne anvendes paa en roterende Cylinders Overflade. 1
Hovedsagen er min Fremgangsmaade denne: Axen for det Rotationsapparat, jeg har ind-
rettet, staar lodret, og Faldstangens Bane gaar (et forbi Randen af en paa Axen anbragt
andret Skive. I et Hul i denne er anbragt et lille Forraad af et oplest Farvestof, for
hvilket der aabnes en snever Kanal, samtidig med at Stangen begynder sit Fald. Det
gjennem Kanalen udsproejtende Farvestof vil en Gang for hvert Omleb treeffe Stangen og
tviers over denne afsette Meaerkestreger, hvis indbyrdes Afstande bagefter kunne udmaales
til Bestemmelse af Omlebstiden.

For nermere at belyse, hvorledes jeg har bragt denne Fremgangsmaade til Ud-
’| JvD ks B

forelse, skal jeg i Enkelthederne beskrive det Rotationsapparat, som paa forskjellic Maade
har gjort Tjeneste i alle de i denne Afhandling omtalte Undersogelser. Som Bevaegkrafl
benyttede jeg en elektrisk Motor af @ldre Konstruktion. Den blev dreven ved indtil §
Bunsenske Elementer eller 4—»5 Akkumulatorer. Fra Motoren blev Beviegelsen meddelt
til Rotationsapparatet ved to Snorlebsoverfaringer, hvorved Hastigheden blev foreget Lil
det 12dobbelte. Rotationsapparatet i den Skikkelse, hvori det er fremstillet i Fig. 1, mod-
tog ikke Bevegelsen direkte fra det sidste Snorleb. For at udjevne Uregelmassigheder
i Motorens Beviegelse lod jeg nemlig Apparatet modtage Bevaegelsen ved Kvikselvfriktion.
Den Axe, a, der modtager Beviegelsen, hviler med en Spids i Apparatets Underlag, en
megel tung Stebejernsplade ; lidt over Snorlebsskiven, ss, er Axen stottel i et Leje i en
fastskruet smal Staalplade, ce. Teat over denne barer Axen en flad Beholder, dd, dannet
af en Staalring, der er fastklemt ved et stort Antal Skruer mellem to Staalplader. Ringens
Diameter er 15 Cm. Axens overste Ende er festet i Beholderens Bund og ender tat
over denne. Midt i Axens Endeflade er der boret en kegleformig Fordybning til Leje for
Spidsen af en ny Axe, f, der barer det egentlige Rolationsapparal. Axen f gaar frit op
igjennem et Hul i Beholderen dd’s Laag. Inde i denne Beholder bwerer Axen f en tynd
Staalskive, ee; da Beholderen nasten er fyldt med Kviksely, vil dettes Gnidning mod den
Del af Skiven, der under Rotationen er omgiven deraf, overfore Axen a’s Bevegelse (il f.

Rotationsapparatet bestaar af en Stebejernsskive, gg, hvori der diametralt modsat
er boret to Huller, z, z, fra Randen ind mod Axen til Optagelse af det ovenfor omtalte
Farvestof. Paa den overste Side er Skiven gg forsynet med en opstaaende Krave, nmn,
der indvendig er drejet konisk af. I denne Krave er indsleben den nederste koniske

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Rmkke, naturvidensk. og mathem. Afd. VII 2. 6
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l Del af en afdrejet Staalcylinder, %7,

hvis Diameter udvendig er 5 Cm. og

indvendig 4 Cm. Cylindren er for-

Staal, i hvilket den er anbragt paa

samme Maade som i Pladen gg.

de to Kraver er Cylindren pressel

ind i disse, efter at de koniske

Flader for Tetnings Skyld ferst ere

blevne overtrukne med et tyndt

Lag Paraffin. Cylindrens Laag berer

foroven en paa langs gjennemborel

Staaltap, m, der bevager sig i el i

en fast Bronceplade, ¢z, udboret

Leje.

Fie. 1. I Cylindren, der delvis er fyldt

med Kvikselv, er der anbragt et

Stempel, &, hvis Stempelstang, (I, gaar op gjennem Udboringen i Tappen m. Stemplet

bevieger sig frit i Cylindren uden at berere dennes Veaegge; det vil stille sig i forskjellige

Hojder i Cylindren efter Rotationshastigheden, idet det suges nedad, naar Hastigheden

voxer, og atter stiger, naar denne aftager. Forevrigt vil denne Del af Apparatet blive
nermere omtalt i Afsnit I1.

Den ovenfor omtalte Bronceplade, 77, der tjener som overste Stotte for Rotations-
axen, bares af to solide Staalstotter, ¢¢ og ww, som ere fmestede, en paa hver Side af
Apparatet, i dettes Grundplade. 1 en stor Del af de i det folgende omtalte Forseg havde
jeg, som vist i Fig.7, anbragt under Stebejernsskiven gg en 1,8 Cm. tyk Messingskive,
der blev festet til gg ved to solide Skruer. For at faa Plads til Messingskiven maatte jeg
give Afkald paa at overfere Beviegelsen ved Kvikselvfriktion, idet jeg fjwrnede Beholderen
dd og forbandt Snorlobshjulet og Rotationsapparatet ved en fast Axe.

Farvestoffet anbringes i et af Hullerne z, z, indesluttet i en lille Glasbeholder, der
i naturlig Sterrelse er afbildet i Fig.2. Denne Beholder er dannet af et Glasror, a, der
ved den ene Ende er trukket ud til et meget fint Ror, b, Ved den modsaite Ende er

Roret indsnmvret saa meget, at Vaedske, anbragt i e, ikke vil

lebe ud. Glasheholderen indsettes, som vist i Fig.3, i el
) J 7

b
a
R : . ' .
Messingror, ed, der passer i Hullerne z,2 i Rolationsappa-
Fig. 2. ratets Skive, efter at der forst er anbragt en Prop af Bomuld

oven lukkel ved et Laag, »r», af

Ved (re tilspidsede Skruer i hver af
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i a ved Overgangen til & (Hensigten hermed er, at Farvestoffet \
under Udsproejtningen skal filtreres, for det kommer ind i Roret b, \\

hvorved Forstoppelse af dette undgaaes). & afsmeltes 3—4 Mm. u
udenfor Messingroret; dette opvarmes ved ¢, og der dannes af
smeltet Vox en lille Kegle om det fine Glasror med Basis paa
Messingrorets Endeflade. Naar Voxet er storknet, tjener det (il

at stotte Glasroret og foranledige, at dette ved Afbrydningen netop

knekker af ved Keglens Top. Beholderen ¢ fyldes nu med Farve-

stoffet, og den hele Patron anbringes i et af Hullerne z i Jern-

Fig. 3.

skiven. Her fastholdes Patronen, som vist i Iig. 3 og i Fig. 7 ved

£, ved en Skinne, der ved to Skruer festes i et Udsnit i Jwrnskiven!).

At der er boret to Huller til Optagelse af Farvestoffet er nermest for Afhalanceringens
Skyld, men ogsaa for, om man vil, al kunne faa to samtidige Udsprejtninger.

Yaa Stetten ¢ (Fig. 1) er der anbragt en Vinkelvagtstang, @z, som ved Fjedren «
trykkes ind mod en isoleret elektrisk Kontakt 3. Ved en Snor, der er festet i den vandrette
Arm og er fort op gjennem Ojet , kan man ved et Ryk give Vaegtstangen en lille Drejning,
til den moder en Stopper, ¢. Herved n®rmes en fra den lodrette Arm fremspringende
Staalplade saa meget til den roterende Skive, at det fine Rer fra Farvebeholderne stoder
derimod og knakker over, hvorefter Udsprojtningen tager sin Begyndelse.

Faldstangen hmnger ned tet ved Skiven i nogen Afstapd i Rotationsretningen fra
det Sted, mod hvilket Vegtstangen er retlet (se Fig. 7). Den er drejet af Messing 76 Cm.
lang, 1,4 Cm. tyk og vejer 1,1 Kg. Foroven fortswttes den med en lige saa tyk, 5 Cm.
lang Jwerneylinder, saa at den hele Langde bliver 81 Cm. Ved denne Jerncylinder bawres
Stangen af en Elektromagnet. Dennes Vindinger fortsttes ned omkring Jerncylindren,
der dog selvfolgelig ikke berorer Roret, hvorom Vindingerne ere lagte. Derved opnaaes
det, at Stremmen fra 1 Bunsenselement kan bwre den over | Kg. tunge Stang, uagtet
Jwrneylindren holdes i Afstand fra Elektromagneten ved en Messingknast.  Faldstangens
nederste Punkt hanger omtrent i Hejde med Skiven; dens lodrette Stilling bliver kontrol-
leret ved to Lodsnore. Elektromagneten bwres af en fra en Mur udadgaaende Staalarm,
saa at Faldstangen ikke er udsat for at komme i Bevaegelse ved Rystelser fra Rotations-
apparatet.  Elektromagnetens Strom fores til en med Stotten ¢¢ forbunden Klemskrue og
derfra gjennem Vinkelviegtstangen o0g den isolerede Kontakt 4. Naar man ved at dreje

1) Tildannelsen og Fyldningen af Farvepatronerne gaar vel meget let og i kort Tid; det er dog ind-
lvsende, at det var enskeligt at kunne undviere denne Operation. Jeg har derfor, som det liengere
flrvnmm nermere vil blive omtalt, i et Apparat, jeg har ladet udfere swrlig til Maaling af Stemme-
gaflers Svingningstid, indrettet det saaledes, at Farvestoffet bringes ind i Skiven under Rotationen
og sprojter ud gjennem en til enhver Tid aaben snever Kanal.

6*
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Vegtstangen faar Udsprejtningen til at begynde, afbrydes altsaa samlidig Elektromagnetens
Strom, og Stangen begynder sit Fald. Den er omtrent /s Sekund om at passere Skiven,
og i denne Tid blive de Marker afsatle, hvis Afstande tjene til Bestemmelse af Omlobs-
tiden. I intet Tilfelde er Farvebeholdningen (omtrent /s Cubem.) sluppen for tidlig op.

For at hindre tilfeldige Sammensted mellem dén roterende Skive og Faldstangen,
haenger denne ned i et kort Messingror (se Fig.7), der ud for Skiven er forsynet med en
vandret Udskering, hvorigjennem det udsprejlende Farvestof finder Vej til Stangen. Denne
slutter sit Fald ved at stede mod en i en Messingeylinder anbragt Blyprop, ovenover hvilken
der i en Tragt af Trae er stoppet Blaar for at dempe Sammenstodet. En Ring i passende
Haojde over Stedpuden hindrer Stangen i at falde.

For at beskytte Omgivelserne mod Udsprajtningen bliver der udenom det Messingror,

hvor Faldstangen henger ned, og udenom de to Stetter ¢¢ og wu udspendt et Baand af

Filtrerpapir rundt om Skiven og i Hejde med den.
Vaedsken sprojter ud i Retning af Tangenten til den Bane, den afbrudte Flaske-
hals’s Spids beskriver. Med den i Fig. 4 angivne Omlebsretning vil derfor Farvemierket

paa Stangen afseites som en Stribe acbh

— "”"“)""‘1”»——;::'\’"""" 77 /"“\ tveers over denne, idet ea og db ere
“\d\ r\ vandrette Fellestangenter for Skive og

'\‘_;\\\,, Stang. Med de givne Dimensioner for

\ ‘\\/ Skive og Stang samt den sidstes Afstand,

e ] omtrent 0,3 Cm. fra Flaskemundingen

hi714 findes db at viere omtrent 2,3 Cm. og

ea = 5,1 Cm. Maerket afsiettes som en fra Midten mod begge Ender tilspidsel Stribe;

medens Spidsen ved & er meget fin og skarpt tegnet, er den grovere og undertiden noget
flosset ved a, hvad der forklares ved den lengere Vej, som Vadsken maa tilbagelegge til a.
Da Vejen til & allerede ikke er saa ganske kort, kunde det befrygtes, at Luftmodstanden
vilde foranledige Uregelmwmssigheder i den Bane, Vadsken beskriver; jeg har dog ikke
kunnet bemarke saadanne Uregelmissigheder og vil i saa Henseende swmrlig henvise til
Forsog Nr.6 (S.53), hvor jeg har maalt Merkernes indbyrdes Afstand ved begge Ender.
Var der nogen kjendelig Forstyrrelse i Viedskedelenes Baner ved db, maatte den give sig
endnu tydeligere tilkjende paa den mere end dobbelt saa lange Vej ea. Sammenlignes
imidlertid de af begge Rakker af Maalinger beregnede Omlobstider i det nevnte Forseg,
vil det sees, at Resultaterne for de 8 sidste Omlabstider, for hvilke den anvendte Bereg-
ningsmaade tillader en tilstrekkelig nejagtiz Bestemmelse, ikke vise storre Afvigelser end
50000 Sekund mellem de to Vardier for det samme Omlob, eftersom dette er bestemt
ved den ene eller den anden Ende af Market. Da Vejen ea er meget nwr lig edb, ville

de to Spidser af hvert Mirke meget ner findes i samme Hajde. Maerket buer noget nedad,
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idet Farvestoffet har kortest Vej til Midten ¢ af Market. Denne Hejdeforskjel maa vise
sig storst ved den everste Ende af Stangen paa Grund af den voxende Hastighed. Stangen
har en Hastighed af omtrent 300 CGm. naar dens overste Del under Faldet kommer i Hojde
med Skiven. Fig. 5 viser i naturlig Sterrelse et saadant paa Stangen ved p afsat Marke.
Af dette sees noget over Halvdelen, idet den Skiven n@rmeste Spids er frem-
stillet omtrent midt paa Stangen.

Mwerkernes Hajde afleste jeg ved Kathetometer, idet jeg stillede
Stangen lodret op ud for dette. Kathetometerkikkerten indstilledes paa et
Punkt i Newerheden af Spidsen & (Fig. 4). Traadkorset indstilles paa Midten af
det lille Stykke af Frembringeren, der falder indenfor Farvemiwrket. Denne
Indstilling kan foretages med '/100—'s0 Mm. Sikkerhed. Der sorgedes for,
at den lodrette Traad ved alle Markerne blev indstillet paa samme Frem-

bringer paa den cylindriske Stang. Dette er nodvendigt, da Markerne, som

ovenfor navnt, bue nedad fra begge Ender. Den noget besverlige Katheto-
meteraflesning vilde kunne afloses af en betydelig hurtigere og bekvemmere Aflesning,
naar der blev indrettet et swrligt Maaleapparat dertil. Ved i forskjellige Forsog at benytte
to forskjellige Farver som vinaandige Oplosninger af Fuchsin og Methylviolet og ved at
vende forskjellige Sider af Stangen til Skiven kan man opsette Udmaalingen af Mwrkerne,
til mindst fire Forseg ere udferte.

9. Beregning af Omlebstiden. Hvis man nejagtig kjendte det Sted paa
Stangen, hvor Udsprejtningen vilde ramme, hvis Stangen blev hengende rolig 9: Nulpunktet
for de Faldhejder, der angives af Markerne, som afswtles under Faldet, og hvis det kunde
forudsattes, at Stangen lige fra Begyndelsen fulgte Faldloven, vilde man simpelthen af
Afstanden mellem to Marker kunne finde Tiden for det tilsvarende Omleb af Skiven.
Nulpunktet vilde man vel kunne faa afsat ved en lille Modifikation i Apparatet. Derimod
kan man ikke paaregne, at Stangen begynder sit Fald efter Faldloven, da det som bekjendt
tager en kjendelig Tid, for en Elektromagnets Magnetisme fuldstendig forsvinder. Felgen
deraf vil veere, at der under det forste lille Fald virker en kjendelig Brokdel af den Magne-
tisme, der har baaret Stangen.

For at viere uafhmngig af den heraf folgende Usikkerhed beregner jeg Hastigheden
under den Forudsetning, at to paa hinanden folgende Omlobstider ere lige lange; det er
en Forudsetning, hvis Rigtighed kan kontrolleres, og som man i de fleste Tilficlde kan
gjore Fyldest, hvad der nzppe kan siges at gjelde l*‘urudszntni‘ngcn om Faldlovens Gyldig-
hed under Faldets Begyndelse, hvad Slags Udlesning man saa end benytter. Til to paa
hinanden folgende Omlob svarer tre paa hinanden folgende Maerker; ere disses aflieste
Hojder lig Ay, hy, hy, og kaldes de tilhorende Faldhastigheder v,, vy, vy, har man, naar

Omlebstiden er ¢,
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Omlebstiden beregnes altsaa meget simpelt af Forskjellen ¢ mellem Faldvejene for
to paa hinanden folgende Omlob og af IFFaldets Acceleration g.  Da de Omlebstider, der
bleve maalte, altid vare saa smaa, at der blev afsat en Rwekke af Mwrker paa Stangen,
kan Omlebstidernes Ligestorhed kontrolleres ved den Nejagtighed, hvormed de forskjellige
Differenser o ere ligestore.

Har man et Antal Maerker, svarende til en Raekke ligetidige Omlob, kan man af
tre hvilkesomhelst Markers Beliggenhed finde ¢ og altsaa Omlebstiden. Er [, Afstanden
fra det forste til det andet og [, fra det andet til det tredic Mwerke, og svare disse Af-

stande til henholdsvis n, og m, Omleb, faar man

N 2 l'.’ ll
0. == T pams .
Ny Ny \Ny n 4

Jeg skal for at belyse Fremgangsmaaden nxrmere omtale en enkelt Rotations-
maaling.  Maalingen blev udfort paa den Maade, at et Kathetometer var opstillet tet ved
Rotationsapparatet; Kikkerten var indstillet paa Stempelstangen (7 (Fig. 1). Efter at Sprojte-
flasken , anbragt i sit Messinghylster og fyldt med Farvestof, var sat ind i Jernskiven gg
(Fig. 1), blev denne omgiven med sin Skerm, og Stremmen til Faldstangens Elektromagnet
blev sluttet samt Stangen héangt lodret op. Nu blev den elektriske Motors Strom sluttet,
og Stempelstangens nedadgaaende Vandring iagttoges. Efter nogen Tids Forlob naaede
Rotationshastigheden sit Maximum, Stempelstangen sin dybeste Stilling; efter at den sidste
i nogen Tid havde holdt sig uforandret i samme Stilling, et Tegn paa konstant Hastighed,
blev ved et Ryk Vinkelviegtstangen, som foranlediger, at Faldet begynder, og at Sprajte-
flaskens Hals knakker over, beveeget. Paa Faldstangen viste der sig bagefter afsat 16
Mwerker af det udsprejtende Farvestof. Stangen blev stillet lodret op overfor et andet

Kathetometer og Maerkernes Hojde aflest som omtalt ovenfor. De iagttagne Hojder vare i Cm.:

Je VG50 hy = 34,70
By =2100902 b= 40,827
hy = 12,766 hi, = 46,418
hy, = 15,088 hyg == 53,008
Asi=— 1087 hyg == 60,229
oy = Z1;842 iy == bT,960
== 5! Ty o == %20

hy =:291760 R ="8b0014.
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Heraf findes for o folgende Veerdier:
0,532, 0,58, 0,527, 0,656, 0,534, 0,539, 0,533,
0,646, 0,584, 0,649, 0,531, 0,560, 0,529, 0,534,
Afvigelserne i de forskjellige Verdier af ¢ kunne dels hidrere fra virkelige Forskjelligheder
i Tiderne for de forskjellige Omlob, dels fra Rystelser i l.{0lationsuppzlmlel. Derimod vil
der, som vist S.46, ikke fremkomme Kkjendelige Afvigelser ved Luftmodstanden mod det
udsprojtende Farvestof. Fejlen ved Kathetometeraflesningen kan, som ovenfor sagt, regnes
til hejst Ys0 Mm. Af den Maade, hvorpaa ¢ beregnes af de tre aflwste Hojder, vil det
sees, at der i ¢ kan indgaa en 4 Gange saa stor Fejl som i de afleste Hojder. 1 Middel-
tallet af » paa hinanden folgende Verdier af ¢, kan Iejlen ikke overskride 4/n af Fejlen
i den enkelte Hojde; man har nemlig:
VTSR WY YO T e
)

Da den segte Omlobstid findes ved Kvadratrodsuddragning af ¢, vil dens procen-
tiske Fejl kun viere det halve af o's.

For at komme til Klarhed over Methodens Brugbarhed har jeg anstillet adskillige
Maalinger, hvor jeg har aflest alle de afsatte Maerkers Hejder.  Fremgaar det af disse, at
Hasticheden har veret tiln@rmelsesvis Konstant, kan man beregne Beliggenheden paa
Stangen af et Nulpunkt for Faldet, svarende til, at Stangen hele Tiden var falden frit;
paa Grund af Magnetismens langsomme Forsvinden falder dette Nulpunkt ikke sammen
med det Punkt paa Stangen, der virkelig har veret i Hejde med det udsprojtende Farve-
stof, for Faldet begyndte; det beregnede Nulpunkt maa ligge noget hejere paa Stangen
end det virkelige. Ved det beregnede Nulpunkt kan nu Faldtiderne for hvert enkelt af de
forskjellige Farvemarker beregnes, og man kan saaledes faa en Verdi for det enkelte Om-
lab i Steden for som ved den foregaaende Beregning at faa en Middelvierdi af to eller
flere Omlobstider. Beregningsmaaden medforer, at de forste Omlobstider findes med
mindre Nojagtighed end de senere. Naar det forste Mwerke tilfeldigvis er bleven afsat
meget kort Tid efter Faldets Begyndelse, kan det slet ikke benyttes, fordi det er bleven
afsat, medens Beviegelsen endnu var paavirket af Magnetismen.

Hajden A, — h, fra det beregnede Nulpunkt til det »’te Merke findes ved to af de afleste
Hojder A, og &, samt ved o, idet o

(/z,,—/l,, —(p—r)? '5)
hy, = hp—-= % e ;
2(p—r)*o :
Har man herved funden /4, kan man beregne Ialdvejen hm— h, og derved Faldtiden ¢, for

hver afliest Hojde og saaledes finde den enkelte Omlebstid. Er der en Fejl d(h,—h) i

Faldvejen, vil den medfore en Fejl i Faldtiden, der er
J (/'m £ llo)
l/Q_’/ l/,’]n'?_ /ln

‘-’/m e
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Da 4h, ikke ved Maalingerne har vist sig at voxe med %, sees det heraf, at de
sidste Faldtider maa bestemmes med sterst Nejagtighed. Jeg har derfor i de nedenfor
angivne Resultater kun benyttet Faldveje >> 10 Cm. til Beregning af Omloebstiderne.

Paa denne Maade har jeg beregnet Omlebstiderne i en Rakke af Maalinger, hvis
Resultater findes nedenfor. Den forste Rmkke har Overskriften «Kvikselviriktion», da de i
den indeholdte Forseg bleve udferte med Apparatet, saaledes som det er beskrevet ovenfor,
saa at Beviegelsen overfortes til Axen ved Kvikselvfriktion. Den anden Raekke med Over-
skrift «Fast Axe uden Messingskive» er udfert med det samme Apparat, hvorfra den flade
Kviksolvbeholder er fjernet, og Snorlebet ss er forbundet direkte ved en fast Axe med
Rotationsapparatet. 1 den tredie Rakke med Overskrift «Fast Axe med Messingskive»
var der under Jernskiven anbragt den S.44 omtalte tykke Messingskive. Inertiemomentel
var altsaa betydelig storre end i de to andre Forsegsrekker. I hver Forsegsraekke ere
Forsegene ordnede efter Omlebshastigheden. De under h,—h, angivne Tal ere efter det
foregaaende de direkte iagttagne, fra et vilkaarligt Nulpunkt regnede, Hojder formindskede
med den beregnede Hojde %,; det er vedfojet, hvilke af de aflieste Haejder, der have vaerel

benyttede til Beregningen af /.

Kuviksolvfriktion.
1. & = 0,8728, h, — 2,218, hy = 27,9%;
heraf hy, —h, = 1,671,

m hn — ho Faldtider Omlobstider 4

2 1,571 0,05658

3 3,665 0,08642 0,02984 — 2
4 6,631 0,11624 0,02982 0
5 10,465 0,14604 0,02980 + 2
6 15,179 0,17588 0,02984 — 2
1 20,761 0,20569 0,02981 + 1
8 27,219 0,23551 0,02082 0.

Middelvaerdien for Omlebstiden er
t — 0,02082 Sek.

Sterste Afvigelse fra Middelverdien er 0,00002 Sek.

2. 8 = 1,189, h, — 12,695, hy, = 30,201, h,, = 77,207;

heraf h, —h, = 2,050.
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m hm — ho Faldtider Omlobstider 4

I 0,468 0,03088

2 2,050 0,06463 0,03375

3 4,744 0,09832 0,03369

4 8,564 0,13210 0,03378 — 1

5 13,506 0,16589 0,03379 =52

6 19,556 0,19962 0,03373 + 4

0,03379 =~ — 2

8 35,040 0,26720 !

9 44,454 0,30096 0,03376 + 1

10 55,000 0,33477 0,03381 — 4 ; J‘

11 66,652 0,36853 0,03376 + 1. jj
Middelvaerdien for de 7 sidste Omlebstider er 1‘

¢t = 0,03377 Sek.

Sterste Afvigelse fra Middelvierdien er 0,00004 Sek.

3. 0= 18600, h, = 21,662, h; = 40,914, hy = 90,084
heraf b, —h, = 0,310.

m hon—ho Faldtider Omlebstider 4 ‘
[ 0,310 0,02513 5
2 2,322 0,06878 0,04365 |
3 6,194 0,11234 0,04356 1‘
4 11,944 0,15601 0,04367 — 2 ;
b 19,562 0,19965 0,04364 441 i
6 29,050 0,24330 0,04365 0 :
7 40,412 0,28696 0,04366 — 1

8 53,638 0,33060 0,04364 + 1

9 68,732 0,374256 0,04365 0.

Middelveerdien for de 6 sidste Omlaebstider er
t = 0,04365 Sek.

Storste Afvigelse fra Middelverdien er 0,00002 Sek.

Fast Axve uden Messingskive.

4, 0 = 05304, h, = 9,10, hy = 10,992, h; = 25281, A= 85,014; |

heraf b, —h, = 0,875.

-1

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Rekke, naturvidensk. og mathem. Afd. Vil 2
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m fom —ho Faldtider Omlebstider 4
1 0,875 0,04222
2 2007 0,06568 0,02346
3,891 0,08904 0,02336

4 6,213 0,11252 0,02348
b} 9,062 0,13589 0,02337
6 12,467 0,15939 0,02350
7 16,406 0,18284 0,02345 0
8 20,884 0,20629 0,02345 0
9 25,895 0,22971 0,02342 +3
10 31,452 0,25316 0,02345 0
11 37,543 0,27659 0,02343 + 2
12 44,183 0,30005 0,92346 — 1
13 51,354 0,32349 0,02344 + 1
14 59,085 0,34699 0,02350 —5
15 67,345 0,37044 0,02315 0
16 76,139 0,39388 0,02344 + 1

Middelvierdien af de 10 sidste Omlebstider er

t = 0,02845 Sek.
Sterste Afvigelse fra Middelverdien er 0,00005 Sek.
5 0 = 0,63714, hy — 13,089, h; = 27,462, h,, = 52,025;
heraf hy — h, = 4,215.

m hm — o Faldtider Omlobstider 4
2 2,214 0,06717
3 4,215 0,09270 0,02553
4 6,848 0,11813 0,02543
) 10,127 0,14365 0,02552
6 14,043 0,16916 0,02551 —3
7 18,587 0,19461 0,02545 + 3
8 23,175 0,22011 0,02550 — 2
9 29,599 0,24559 0,02548 0
10 36,060 0,27107 0,02546 -+ 2
11 43,150 0,29652 0,02545 43
12 50,882 0,32199 0,02547 + 1
13 59,258 0,34749 0,02550 —2
14 68,264 0,37296 0,02547 + 1
15 17,913 0,39844 0,02548 0.

18
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Middelverdien af de 10 sidste Omlebstider er
t = 0,02548 Sek.
Storste Afvigelse fra Middelveerdien er 0,00003 Sek.
6. I dette Forsog bleve Faldhejderne maalte ved begge Ender af Markerne (jvir. S. 46).

a. Maerkerne maalte ved den Skiven nermeste Ende:

0 = 0,8682, hy = 13,183, h; = 30,848, h,, = 62,399;

heraf hy — N, = 4,185.
n Fin — To Faldtider Omlebstider A
i 0,498 0,03185
9 \
3 1,135 0,09179 1
4 7,242 0,12148 0,02969 ‘
o 11,232 0,15129 0,02981 i
6 16,087 0,18105 0,02976 -3 |
7 21,800 0,21076 0,02971 39 ‘
8 28,391 0,24052 0,02976 g
9 35,838 0,27023 0,02971 + 2
10 44,162 0,29998 0,02975 — 9
11 53,351 0,32971 0,02973 0
12 63,413 0,35947 0,02976 —3
13 74,334 0,38919 0,02072 + 1.

Middelvierdien af de 8 sidste Omlobstider er
t = 0,029735 Sek.
Storste Afvigelse fra Middelveerdien er 0,00003 Sek.

h. Mierkerne maalte ved den fra Skiven fjerneste Ende:

0 = 0,8682, h, = 13,146, h; = 30811, h,, — 62,365;
herafl hy —hy ==-4,135.
m Jom — o Faldtider Omlobstider 4
{ 0,605 0,03208
2 1,885 0,06197 0,02989
5) 1,135 0,09179 0,02082
i 7,247 0,12162 0,02973
5 11,235 0,15131 0,02972
6 16,089 0,18106 0,02975 ) i
it 21,800 0,21076 0,02970 + 3 i
8 28,389 0,24051 0,02975 5, i
9 35,840 0,27024 0,02973 0
10 44,169 0,30000 0,02976 =18
11 53,354 0,32971 0,02971 + 2
12 63,411 0,35946 0,02975 —
13 74,332 (0,38918 0,02972 + 1.
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Middelverdien af de 8 sidste Omlebstider er
t = 0,029734 Sek.
Starste Afvigelse fra Middelverdien er 0,00003 Sek.
Som det ses, afvige de to af a og b fremgaaende Middeltal indbyrdes kun 0,000001
Sek. Overensstemmelsen for hver enkelt Omlobstids Vedkommende, eftersom den er be-
stemt ved Maerkernes inderste eller yderste Ender, vil fremgaa af nedenstaaende Sammen-
stilling af Resultaterne for de 8 sidste Omlobstider.

Omlebstider Omlobstider
e bestemt ved a. bestemt ved b.
6 0,02976 0,02975
7 0,02971 0,02970
8 0,02976 0,02975
9 0,02971 0,02973
10 0,02975 0,02976
11 0,02973 0,02971
12 0,02976 0,02975
13 0,02972 0,02972

Det sees af denne Sammenstilling, at kun for to Omlebstider beleber Forskjellen
paa de to Bestemmelser sig til 0,00002 Sek., medens de ovrige hejst afvige 0,00001 Sek.
Jeg anser dette Forseg for afgjerende med Hensyn til Sprojtemethodens Brugbarhed, idel
det, som allerede omtalt S. 46, viser, at det udsprojtende Farvestof bevaeger sig med stor
Sikkerhed gjennem Luften selv paa en flere Cm. lang Vej, og — i Overensstemmelse med
mine evrige lagttagelser — bestemmer Griendsen for den Nejagtighed, jeg bar naaet i den

enkelte Tidsmaaling, til /50000 Sek.

7. 0 = 1,6456, hy — 19,208, hy = 44,106, h, = 83,604.
heraf Ay — h, = 10,220. :

m T — ho Faldtider Omlobstider 4
1 1,869 0,06171
2 5,190 0,10283 0,04112
3 10,220 0,14431 0,04147
i 16,847 0,18528 0,04097 — 3
5 25,111 0,22621 0,04093 + 1
6 35,082 0,26718 0,04097 — 3
7 46,588 0,30811 0,01093 4+ 1
8 59,781 0,34902 0,04091 + 3
9 74,621 0),38995 0,01093 451k

Middelvaeerdien af de 6 sidste Omlobstider er
t = 0,04094 Sek.
Sterste Afvigelse fra Middelvierdien er 0,00003 Sek.
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Fast Axe med Messingskive.

Rl ) Rl e

heraf h, —h, = 7,459.

= "631980"

m D — ho Faldtider Omlobstider 4

1 7,459 0,12328

2 17,247 0,18747 0,06419

3 31,074 0,25163 0,06416 0
{ 48,933 0,31577 0,06414 + 2
b 70,846 0,37995 0,06418 — 2.

Middelvaerdien af de 3 sidste Omlebstider er
t = 0,06116 Sek.
Storste- Afvigelse fra Middelvierdien er 0,00002 Sek.

Naar man i alle de her anforte Forseg i Henhold til Bestemmelsen ovenfor S. 49

af Fejlen, der skyldes Beregningsmaaden af de enkelte Omlebstider, udelader de Omlobs-
tider, i hvilke Ialdveje mindre end 10 Cm. indgaa, og naar man betragter hver enkell
Hojdemaalings Resultat som en selvstiendig Tidsmaaling, vii det sees,

1) at i de Forseg, hvor Kvikselvfriktion har veret anvendt, er der af 18 Maalinger
kun to, hvor Afvigelsen fra Middeltallet naar 25000 Sek., medens den i de ovrige ikke

overskrider Y/so000 Sek.;
9) at i Forsegene med fast Axe er der af 49 Maalinger 1 med en Afvigelse lig
0,00005 Sek. fra det tilherende Middeltal, 11 med en Afvigelse 0,00003 Sek., medens Af-
vigelsen for de ovrige 37 Maalinger ikke overskrider /50000 Sek. Overforelse af Beviegelse
ved Kviksolvfriktion har saaledes ejensynlig bidraget til at gjere Bevegelsen jevn.
Det vil formentlig heraf, og af hvad der blev sagt under Forseg 6, fremgaa som
i

overvejende sandsynligt, at de iagltagne Afvigelser = Ys0000 Sek. skyldes virkelige Variationer

i Omlebstiden og ikke Fejl hidrerende fra Maalemethoden. Jeg tor derfor paastaa at have
tilvejebragt et Middel til under nogenlunde gunstige Forhold at maale en enkelt Om-
lobstid med en Nojagtighed af Ys0000 Sek.

Stangens storste Hastighed under Faldet forbi den roterende Skive er omtrent
300 Cm. Med den Hastighed falder den 0,006 Cm. i Ysoooo Sek. Da Flertallet af Mearker
gyare til mindre Hastigheder, vil det heraf fremgaa, at den opnaaede Nojagtighed i Tids-
maalingen kommer n&r op til den Grendse, der bestemmes ved Lengde-
maalingens Noj agtighed. Jeg tvivler ikke om, at man kan naa denne Grendse med
et fuldkomnere Apparat end det, jeg hidtil har arbejdet med. Lader man Faldstangen faa
en lengere Faldvej, saa at den passerer Skiven med sterre Hastigheder end de her an-
ville Fejlene i Lengdemaalingerne faa en endnu mindre Betydning end i de her

vendte ,
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nievnte Maalinger. Lingdemaalingens Nojagtighed vil, tror jeg, bestemmes af Maaleappa-
ratets, idet Farvemarkerne paa Faldstangen ere saa skarpt begraendsede , at de danne et
fortrinligt Objekt for Maalingen. Ved at gjore Udstremningsaabningen fin, kunne Marke-
stregerne gjores meget smalle.

Lader man Farvestoffet sprejte ud ad et fint Glasror, kan man ikke i de forskjel-
lige Forseg faa lige fine Merker, da hver Glasbeholder kun kan bruges én Gang. | et
nyt Apparat, jeg har ladet udfere, har jeg bl a. derfor ®ndret Methoden saaledes som
antydet S. 45, Anm. Farvestoffet anbringes umiddelbart i den Kanal, der bores ind i
Skiven, og sprojter ud ad et fint Hul i en Metalprop, der lukker denne Kanals yderste
Munding. For at faa Sprejtningen til at begynde i rette Tid, indretter jeg det saaledes, at
Oplesningen fores ind i den nmvnte Kanal i Skiven, medens denne roterer, og umiddel-
bart for Stangen begynder sit Fald. Hullet i Metalproppen vilde snart forstoppes, hvis det
tilbagevaerende Farvestof fik Lov til at indterres deri; dette undgaaes imidlertid ved, medens
Skiven endnu roterer, at sende Vinaand samme Vej som for Farvestoffet, hvorved der
fremkommer en grundig Udvaskning af Kanalens og Hullets *Vaegge. Metalproppens Yder-
flade sidder i Flugt med Skivens Rand; da saaledes Udstromningsaabningen er i konstant
Afstand fra Omdrejningsaxen, og da man er fri for den fra Skivens Rand undgaaende Glas-
spids, der knazkkes af, kan man lade Faldstangen falde meget tet forbi Skiven, saa al
Farvestoffets Vej i Luften kan reduceres betydeligt.

Ved at lade Farvestoffet sprojte ud gjennem en fastsiddende Metalprop, vil man i
Forvejen kunne kjende det virkelige Nulpunkt for Faldet; dette er nu, som omtalt S.47,
uden Betydning for Tidsberegningen paa Grund af de forstyrrende Virkninger, der sikkert
ville komme ved enhver Slags Udlesning og i hvert Tilfelde ere tilstede ved den bekvemmeste,
nemlig den elektromagnetiske. Ved imidlertid at sammenligne det virkelige Nulpunkts
Beliggenhed med det af Farvemearkerne beregnede, vil man kunne faa Oplysninger om
Betydningen af de forstyrrende Virkninger, der gjore sig gjeldende ved Udlosningen; dette
har nogen Interesse, da mange Tidsmaalinger ere forelagne og stadig foretages (f. Ex. ved
Boulengers Kronograf) under Forudsaetning af en momentan Forsvinden af en Elektromag-
nets Magnetisme eller dog af en hejst problematisk Elimination af Tiden for dens Forsvinden.

Anvendeligheden af den her beskrevne Methode til Maaling af Rotationstider er
betinget dels af Vinkelhastigheden dels af Afstanden fra Axen til Udstromningsaabningen.
Bedst egner den sig naturligvis til Maaling af store Hastigheder. Jeg har anvendt den
ved Hastigheder fra 15 til over 40 Omleb i Sekundet; Skivens Diameter var 15 Cm. Med
den Diameter tror jeg ikke man kan gaa langt under 15 Omlob pr. Sekund. Anvendelig-
heden vil viesenligst vaere betinget af Periferihastigheden; naar altsaa Diametren voxer i

omvendt Forhold af Vinkelhastigheden, vil Methoden kunne anvendes ogsaa ved mindre

Vinkelhastigheder end 15 pr. Sekund.

8
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Den Hastighed, man maaler, er den, som Rotationsapparatet har, efter at Glasspidsen
er afbrudt. = Onsker man, hvad der jo oftest vil veere Tilfieldet, at kjende Hastigheden
umiddelbart for eller samtidig med Afbrydningen, maa man serge for, at denne ikke for-
anlediger noget kjendeligt Hastighedstab. Da det fine Glasror, der brydes over i mine
Forseg, kun har vieret 0,2—0,3 Mm. i udvendigt Maal, og da Rotationsapparatets Beviegelses-
energi ved de mindste Hastigheder har vieret flere Kgrmetre stor, indsees det, at Hastig-
hedstabet kun kan have veret meget ringe; at dets Indflydelse paa Maalingsresultatet i
hvert Tilfwelde er betydelig mindre end lagttagelsesfejlene, vil jeg paavise i Afsnit 1V. For-
ovrigt undgaaes Glasrorets Overbrydning ved den ovenfor omtalte /Endring af Methoden.
I Steden for vil der fremkomme et yderst ringe Hastighedstab ved Farvestoffets Indbringelse

r

i den roterende Skive; men dette Tab vil med Sikkerhed kunne beregnes.

I de hidtil nevnte Rotationsmaalinger har jeg maalt alle eller saa godt som alle
Markerne, for at komme til en Afgjorelse af den Nejagtighed, Maalingen kunde give samt
af, hvorvidt man under givne Omstendigheder kunde anse Omlebstiden for konstant, i den
Tid (omtr. '3 Sek.) Stangen falder. Som nmvnt S. 48 blev Faldet begyndt, naar Stempel-
stangen i Rotationsapparatets Staalcylinder i nogen Tid (Ya—1 Minut) havde holdt sig i
konstant Hejde, og dette Kjendetegn paa konstant Hastighed har ved de nmvnte Forseg
vist sig fuldkommen paalideligt; uden det vilde jeg nappe have kunnet udfere nogen af
de i det folgende omtalte Undersogelser fuldt tilfredsstillende. Naar man har et saadant
Kjendetegn paa konstant Hastighed, behever man ikke ved Anvendelse af Sprejtemethoden
at maale mere end tre Marker (se S.48); jeg har i Reglen for Kontrollens Skyld maalt 4
eller 5 ved de Anvendelser af Methoden, jeg i det folgende skal omtale.

Foruden de Anvendelser, min Methode kan faa, hvor det gjelder om at bestemme
Tiden for et enkelt Omlob, skal jeg gjore opmarksom paa, at den i omvendt Anvendelse
giver en smuk Paavisning af Faldloven og kan til Forelesningsbrug tjene til Bestemmelse
af Accelerationen ved det frie Fald. Mit Apparat er altsaa en ny Faldmaskine; det kan som
saadan ikke blot gjere Tjeneste ved Undervisningen, men ogsaa i videnskabelige Under-
sogelser; saaledes vil man ved samtidig at lade to Stenger falde kunne komme til Resul-
tater over Luftmodstanden og over Modstanden, som en Leder meoder ved at beviege sig i
et magnetisk Felt (og derigjennem over Ledningsmodstanden), idet man kan lade den ene
Stang falde frit, medens den anden faar en maalelig Paavirkning ved en af de nmvnte
Modstande. Jeg har i det ovenfor omtalte nye Apparat taget Hensyn til denne Anvendelse.
De ovenfor angivne Resultater ﬁse, at Luftmodstanden ikke har haft nogen paaviselig Ind-

flydelse paa Faldet i mine Forseg.
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II. Centrifugalsugning.

{. En foroven og forneden lukket Cylinder CDEF af Radius R, (Fig. 6) antages
at indeholde en mindre, lukket (massiv eller hul) Cylinder, Stemplet, af Radius », og Hejde
h, endvidere en Viedske og Luft af Tryk ¢. Luften antages at fylde et Rum v. Cylindren
antages at rotere om sin lodrel staaende Axe, og Luften befinder sig udelukkende over
Stemplet; dettes Middelvegtfylde, p,, antages mindre end Vedskens p. Vinkelhastigheden
 antages saa stor, at den parabolske fri Overflade skeres af Fladen CD og af Stemplets
Overside. Der soges de lodrette Tryk, som virke paa Stemplets Over- og Underside, idet
den forstes Afstand 2 fra Fladen CD er given.

Idet den parabolske Overflade tenkes fortsat nedad til sit nederste Punkt 4, kaldes

Afstanden fra A til et Punkt i Axen z og Radien

R
: i Paraboloidens cirkul@re Snit gjennem Punktel
X, | .
; med Ordinaten z kaldes ». Man har da
T Iz 9
v : w®
\ \ s e 5 (”
i : 29
B : o : T
A : / hvor ¢ er Accelerationen ved det frie FFald.
\ ' !
A : Ty H | Radierne til Cirklerne, som Paraboloidefladen

afskaerer af Fladen CL samt Stemplets Over- og

Underside, kaldes henholdsvis R, », og 7,. Man

: g finder
\\ ’ 9
\ / Tw" . 7;’1/ P
5 3 I v = (Ré—1S) = L 2(2Z—2
Lo i o /'!/ ( 1 mg ( 4 )a
Slalided - . . v
A hvor Z er z-Koordinaten til CD. Heral faaes
E F 2
w*v
2l s 7 e Lo W7 R P e
l‘lf_.(). 27{'((0—1 2 ( )

Fladeenhedstrykket paa Oversiden af Stemplet indenfor Cirklen med Radius », settes lig
det konstante Lufttryk e, idet der bortsees fra Variationen i Lufttrykket ved Rotationen,
hvad der er berettiget i det foreliggende Tiltelde. hvor der er Tale om atmosferisk Luft
af almindelig Twethed og det 10000 Gange saa vaegtfyldige Kviksoly. Udenfor den navnle
Cirkel, hvis Radius =, faaes ved (1), idet z-Koordinaten er Z—wa, er der et Fladeenheds-
tryk i Afstand » fra Axen
p = c+ipa(r?—rp).

Som Kraftenhed benyttes den absolute Kraftenhed i Cm., Gr., Sek. Systemet. Del hele
Tryk paa Stemplets Overside bliver altsaa

o

P, = arie4+\2arpdr aric + tmpw®(§(ro +7y')— ra1r2).

.17.1
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Trykket #, paa Undersiden af Stemplet findes paa lignende Maade; her varierer Trykket
lige fra Axen til Randen; til Bestemmelse af Integrationskonstanten har man, at Para-
boloideoverfladens Forts@ttelse under Stemplet er en Niveauflade, hvor Trykket er e¢. Man
maa altsaa finde Radien », ved (1) og ved z-Koordinaten, der er Z—a--h. Man faar
P, = wric —fmpw’ (ror; — §75).

Denne Beregning har dog kun Gyldighed, naar Trykket ¢ er stort nok til at hindre, at
der dannes et lufttomt Rum under Stemplet.

Resultanten P af Trykkene paa Over- og Undersiden, som jeg kalder Centrifugal-
sugningen, bliver

P=P —P, = fnpa’(}ri—ri(ri—r})
2 2 2
= /;'q%{:;—rf—l()gnr[flt =00 72“:/ 7’;——/)!](\71'7'(‘1]" — 72“; (ri — rj)) AP )

I det sidste Udtryk for P sees det forste Led at viere Vagten af den Viaiedske, som fylder
det parabolske Rum under Stemplet, medens det sidste Led er Vagten af den Vadske,
som fortrenges af Stemplet udenfor den parabolske Flade. Forholdet kan altsaa opfattes
saaledes, at Veaegten af det parabolske Vadskerumfang under Stemplet bares af dette,
ligesom Kvikselvet i et lige Barometerror kan siges at bares af Reret, idet Kviksolvet for-
oger Rorets tilsyneladende Vegt med sin egen. Denne nedadgaaende Kraft modvirkes af
den af Stemplet uddrevne Vadskemasses Veegt, altsaa af Opdriften, svarende til Opdriften
paa den Del af et Barometerror, der naar ned under Kvikselvoverfladen i Barometerkarret.

Reduceres Stemplet til en uendelig tynd Skive, bliver A = O, », = r,, saa at
sidste Led forsvinder.

Foruden Trykket 2, virker der paa Stemplet dettes egen Vgl gp, wr;h.  Resul-
tanten af alle de virkende Krafter bliver altsaa

P = jzpo'ri—z(p-—p,)grh.

Indfores z-Koordinaten 'z, til Stemplets Overside for »,, faaes, idet z, = Z —a
2 =]
! o BT 8 iy (g W3y e Sonlea il ¥0 - b 3
= —or 2 np—p,)grih = mp -y S m(o—p,)grih.

Er Stemplet frit, vil det beviege sig i Retning af Kraften 77 og tilsidst antage en

Ligeviegtsstilling bestemt ved Stemplets Oversides Afstand & fra Fladen CD, hvor P — (.

Man har altsaa til Bestemmelse af &

v
@ p g o g E

Kvadratroden maa have positivt Fortegn, da z, ifelge Forudsetningen er positiv. Af Lig-
ningens Form sees det allerede, at Stemplets Afstand fra Fladen CD er propor-

tional med Vinkelhastigheden. Man faar, idet Stemplets Volumen zr;h — @,

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Rekke, naturvidensk. og mathem. Afd. VIL 2. 8
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i Denne Formel og altsaa Proportionaliteten mellem & og w er begrendset ved Forudswmt-

ningerne for Beregningen, som ere, dels at den parabolske Overflade sk@res saavel af
| Fladen CD som af Stemplets Overside, dels af, at der ikke dannes noget tomt Rum under
Stemplet; det sidste giver en hejere, det forste en lavere Grandse for ‘de Vinkelhastig-
heder, for hvilke Beregningen finder Anvendelse.

Forudsettes Stemplets Diameter kun lidt mindre end den ydre Cylinders, kan den

| lavere Grendse w, findes som den, der gjor & = K, Man har ved (4) & = C @08
ifolge (2) og (1)
2
AR L 4 " o SRR
27mq *iC 29

W, = (?—{—*%)er

7

Er fLEx. Ry = 2 Cm., p = 10p,, v = ¢ = 40 Cubcm., faaes med omtrent-
lige Verdier
| =
: s 0,0489, w, = T7.
Hertil svarer et Omlebstal af noget over 12 i Sek.
Maximumhastigheden w,, for hvilken Beregningen gj®lder, findes ved at sege

Trykket i Axens Skeaeringspunkt med Undersiden af Stemplet. Dette Tryk er

p = c—}pa’ry,
For p = 0, faar man v = w,. Altsaa
: 2¢
e, = ; = 2¢9z,,
2
W, 1E g e
W %t LS - S
" ?,7‘1.'(52 A !/’/o’
w,vC lf(u é i+
T B b i
c
— 4+ h
wy = 22E '—+;f
V2 Ukl
g 0

Udtrykket for z, viser, hvad der jo ogsaa kan indsees umiddelbart, at Trykket under
. Stemplet bliver Nul, naar z-Koordinaten til Stemplets Underside er lig Barometerstanden

¢ . o 0 [f )l T L3t
5 idet ¢ forudsmttes at viere Atmosferens Tryk og Vedsken at vere Kviksely.

vi
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Antages det, at i Udtrykket for w, er p = 13,6 og —+ & = 80 Cm., og be-

' Y

nyttes forovrigt de samme Veerdier som ovenfor, faaes
wy, = 741,

hvortil svarer et Maximumomlebstal af over 100 i Sek.

I det her forudsatte Exempel sees det, at naar Cylindrens Vinkelhastighed voxer
fra 77 il 741 (Omlobstallet fra c. 12 i Sek. til c¢. 117), vil Stemplet synke fra Afstand 3,76
Cm. fra Fladen CD til Afstand 36,24, forudsat at den ydre Cylinder er dyb nok. Dets
Afstand fra CI) vil viere proportional med Vinkelhastigheden. Hastighedens Forogelse med
I Omleb pr. Sekund vil flytte Stemplet omtrent 3,1 Millim.

2. Hastighedsmaaling ved Centrifugalsugning. Det vil fremgaa af det
ovenfor n@vnte, at man ved Centrifugalsugningen kan faa et Middel til ved en umiddelbar
lagttagelse at maale en Axes Omlobshastighed under Rotationen. Maalingen
er absolut, naar man i Forvejen har udmaalt Dimensionerne og Veagtfylderne, idet man
da ved (4) kan finde det konstante Forhold mellem Afstanden & og Vinkelhastighederne.
Der kan maales baade smaa og ubegrendset store Hastigheder, naar man afpasser Apparatets
Dimensioner efter Hastigheden. Sarlig vil jeg gjore opmerksom paa, at man ved at variere
Vaedskemiiengden i et Apparat, hvis Dimensioner forevrigt ere givne, kan variere Konstanten

C indenfor vide Grandser. Stemplet vil paa Grund af sin mindre Vegtfylde ved selve ;/
Centrifugalvirkningen i Vedsken faa sin Axe indstillet i Rotationsaxen, saa at det ikke!
risikeres, at noget Punkt af det sleber paa den ydre Cylinder. Stemplets Stilling kan |

observeres, ved at det forsynes med en lodret opadgaaende Stang, der gaar op gjennem
et Hul i Laaget paa den ydre Cylinder. Hvis det foretreekkes, kan det samme opnaaes,
ved at man forer en Folestift, som ikke deltager i Rotationen ned til Oversiden af Stemplet,
der for Midtens Vedkommende jo altid er blottet for Vadske.

De Stoffer, det ligger n@rmest at benytte, i det mindste naar der er Tale om
hurtig Rotation, er Jern og Kvikselv.  Det er ret anselige Krefter, der i saa Tilfielde
komme til at virke paa Stemplet selv ved smaa Dimensioner. Har man saaledes en Jarn-
cylinder af 4 Cm. Diameter med et Stempel af omtrent samme Diameter og en Hejde af
3 Cm., og fylder Luftrummet 2 Cm. i Cylindren, vil man ved (3) finde, at det resulterende

Tryk fra Kvikselvet paa Stemplet er omtrent 5'2 Kgr., naar dettes Overside holdes 21/s

Cm. fra Fladen CD, og Cylindren roterer med en Hastighed af 2400 Omleb i Minutet.
Som det vil erindres fra Beskrivelsen af mit Rotationsapparat, har jeg der anbragt
en saadan Hastighedsmaaler. Jeg skal nu n@vne mine Erfaringer ved Brugen af denne
Del af Apparatet. Med Hensyn til den Sikkerhed, hvormed Stemplet indstiller sig i sin
Ligevaegtsstilling, har jeg erfaret, hvad der jo ogsaa var at vente, at naar Hastigheden varierer,

er Stemplet noget tilbage i sin Vandring, fordi Kvikselvet ikke strax faar Staalcylindrens
x#
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Hastighed. Da Stemplet i mit Apparat er 3 Cm. hajt, og Cylinderhojden er 11 Cm., inde-

" holder Cylindren en betydelig Mangde Kviksolv og tillader en stor Vandring af Stemplet.

Ved et Apparat, der kun er indrettet til Maaling af Hastigheder indenfor nogenlunde snevre
Greendser, kan Kviksolvmengden formindskes saa betydelig, at man ikke herved kan meode
nogen Hindring i at faa et sikkert Maal for Hastigheden, naar denne blot er nogenlunde jevn.

I de Forseg jeg har gjort, hvor jeg i nogen Tid holdt en bestemt Hastighed kon-
stant vedlige (se 1V), har jeg ved lagttagelse med en tet ved Apparatet anbragt Katheto-
meterkikkert altid fundet, at Stempelstangen nejagtig indtog samme Stilling ved samme
Hastighed.

Jeg har ikke hidtil benyttet Stempelbeviegelsen til egenlig Hastighedsmaaling men
benyttet den med stor Fordel dels til, naar en hestemt Hastighed tilstraebtes, da at skenne,
naar denne omtrent var naaet, for derefter at afpasse Motorens Bevegkraft, dels og iser
til ved Stempelstangens Stillestaaen at konstatere jevn Hastighed.

3. Hastighedsregulering. Paa Grund af den betydelige Kraft, der paavitker
Stemplet, naar det kommer ud af sin Ligevegtsstilling, kan Virkningen paa Stemplet med
Fordel benyttes til Regulering af Hastigheder. -Jeg tvivler ikke om, at Apparatet, naar
man giver det tilstreekkelig store Dimensioner, kan benyttes som en meget paalidelig Re-
gulator for en Damp- eller Gasmolor, paalidelig fordi Apparatet er meget solidt, og fordi
den hele Virkning er grundet paa Rotationens Virkning paa Kvikselv, saa at der ingen
Fjeder beheves. Jeg har provet Apparatet som Regulator for den elektriske Motor, der
drev Rotationsapparatet. Den ved denne Lejlighed benyttede Motor var en Edelmanns
Dynamo med c. 7 Ohms Modstand; den blev dreven ved 10—12 Accumulatorer. Arbejdet,
som forlangtes af Motoren, var meget ringe i Sammenligning med, hvad den er konstrueret
til, saa at den ikke har arbejdet under gunstige Betingelser for konstant Hastighed.

Regulatorapparatet sees anbragt i Fig. 7. Det blev fastskruet paa den Bom i
Rotationsapparatet, der forbinder de to Stetter # og uu (Fig. 1), og hvori Rotationsapparatels
Tap m har sit Leje. Det bestaar af to isolerede Opstandere, en paa hver Side af Stempel-
stangen. Den ene bwrer en Fjeder a, der kan haeves eller senkes noget ved Stilleskruen b.
Rotationsaxens Forlengelse og altsaa Stempelstangen traeffer Fjedren a omtrent paa Midten.
Den anden Opstander barer en Arm, der forer hen over Midten af Fjedren @, og den er
der forsynet med en isolerende Knop ¢, der stotter Fjedren fra oven. Samme Arm barer
en Kontaktskrue k, der med en Platinspids meder en Platinplade paa Fjedren a. Skruen k
sienkes saa meget, at Fjedren, naar den trykkes opad, maoder &, mens der endnu er lidt
Afstand mellem Fjedren og Knoppen c. Naar Apparatet er i Ro eller gaar med ringe
Hastighed, vil Opdriften paa Stemplel gjennem Stempelstangen trykke Fjedren op mod
Kontaktskruen k. Naar en vis Hastighed overskrides, opherer Trykket, og Ijederkraften

vil afbryde Forbindelsen mellem a og k.




Motorens Strem blev sendt |
giennem Fjedren og Kontaktskruen

ved to Klemskruer d og e, der til-

tillige bleve forbundne ved en Mod-

stand af passende Sterrelse og uden ﬂ
¢

Selvinduktion.  Der blev valgt en
Batterikraft, der uden indskudt Mod-
stand vilde give Apparatet en lidt )i i ‘ ‘; | |
for stor Hastighed, og den mellem ‘ i 4‘ |

i il

d og e anbragte Modstand valgtes x

saa stor (sadvanlig 1 S.E.), at den, |

1
I‘

i i

indskudt, vilde give en lidt for lille A ;

Hastighed. Folgen heraf vil vaere, at

Apparatet faar en Middelhastighed
lig den, der netop faar Fjedren «

til at rore Kontaktskruen k. Under 1
Reguleringen rorer Fjedren aldrig
Stopperen ¢. Fjedren svinger naflade- i T A L

lig, saa at Stremmen meget hyppig 5

= OSENSTRNOTE

afbrydes ;  Gnisterne vare meget —
svage; de saaes kun i Loupe. s

For at Kvikselvet hurtig e
skulde antage Staalcylindrens Hastighed, blev der over og under Stemplet anbragt Vinger,
hvert Sted dannede af to buede Plader, hvis Spendvidder vare lidt storre end Cylindrens
Diameter; de bleve med Randene mod hinanden pressede ned i Cylindren, hvor de fast-
holdtes ved deres egen Spending. Vingerne tillode kun Stemplet en faa Millimeters Van-
dring. Hastigheden kunde varieres ved Kvikselvmangden.

For at preve, hvor fint Regulatorapparatet virker, har jeg maalt Hastigheden 7
Gange ved Sprojtemethoden, mens Regulatoren fungerede. I alle Maalingerne madte Fjedren
Kontaktskruen i samme Hojde, men i de tre forste var Stilleskruen & stillet saaledes, at
Fjedren uden noget Tryk var i en minimal Afstand fra Platinspidsen; i de fire sidste
Maalinger var Fjedren, naar den ikke fik noget Tryk fra neden, fjwrnet flere Mm. fra
Spidsen; Strommen blev i de fire sidste Maalinger derfor sluttet, naar Hastigheden var
saa meget mindre end i de tre forste, at den derved fremkomne Opdrift paa Stemplet tvang

Fjedren op mod Spidsen. Man maa derfor finde mindre Hastighed i den anden Rakke

end i den farste.




Resultaterne af de tre forste Maalinger vare Omlobstallene
26,41 ‘96,67 26,51 Omlob i Sek.
Ved de fire sidste Maalinger fandtes
24,88 24,92 24,92 24,95 Omlob i Sek.

Middeltallet af de tre forste Omleb er 26,54 saa at den storste Afvigelse fra Middeltallet er
0,13 eller /2 Procent. Betydelig gunstigere sliller Resultatet sig i den sidste Rakke, hvor
Middeltallet er 24,92, og den storste Afvigelse fra dette er 0,04 eller noget mindre end /s
Procent. Forsaavidt man kan slutte af de faa lagttagelser, er det heldigt for at opnaa en
jevn Gang ved Regulatorapparatet, at Stempelstangen udever et let Tryk mod Kontakt-
fjedren, naar denne indtager den til Reguleringen svarende Stilling.

Af de ovenfor angivne Resultater slutter jeg, at man ved et Apparat som det af
mig konstruerede kan opnaa en automatisk eller ved Haandkraft reguleret Rotation, der
er tilstrekkelig jevn, til at man i de fleste Tilfalde kan grunde en paalidelig Smaatids-
maaling derpaa (Gnistkronograf, Bestemmelse af Stemmegaflers Svingningstal).  Det maa
erindres, at den elektriske Motor; jeg benyttede, ikke passede synderlig til Apparatet, idet
dette kun kraevede en ringe Del af Motorens Maximalarbejdskraft; af den Grund ansaa jeg
det heller ikke for at vere Umagen vaerd at fortsette lagtlagelserne med det nervaerende
Apparat; men naar jeg med dette kunde opnaa en Nojagtighed af '/ Procent, anser jeg
det for sandsynligt, at der ved et fuldkomnere Apparat vil kunne paaregnes en Najagtighed
af 1 pro Mille.

Jeg omtalte ovenfor, at Apparatet kunde benyttes uden Motor, ved Haandkraft;
dette kan ske, naar man, idet Apparatet bevaeges ved Haanden, sender Strommen fra el
Element gjenmem Reguleringskontakten og et Galvanoskop (elektrisk Klokke eller Telefon),
samt afpasser Trakkraften efter dettes Angivelser,

III. Bestemmelse af en Rotationshastigheds Maximum.

Vil man fremkalde og undersege en blivende Virkning af Rotationen paa et Legeme,
vil denne Virkning smdvanlig afhenge af Maximumhastigheden, som Legemet har haft
det vil i saa Tilfzlde vere dette Maximum, det gjelder om at bestemme.

jeg har anvendt til denne Bestemmelse, skal

under Rotationen;
Forinden jeg nermere beskriver det Middel,

jeg gjere en almindelig Bemerkning om Viedskers Forhold under hurtig Rotation.

Naar man afmaaler en Vadskemengde i en lodret staaende Beholder, ved at man
halder Vaedske i, til det flyder over Randen, vil der fremkomme en med den frie Over-
flades Storrelse voxende Usikkerhed paa Grund af Overfladens ved Haarrersvirkningen frem-

kaldte ulige Hejde i forskjellige gjentagne Maalinger. Denne Fejlkilde vil veere yderst ringe,
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naar den overskydende Vadske gaar bort som Felge af en ener- 4 B
gisk Centrifugalkraft. Helder man Kvikselv i et forneden lukket

Ror, paa hvis Side der er boret et Hul, vil Kvikselvet lobe af,
indtil Tyngdetrykket fra Vedskehejden % (Fig. 8) holder Lige- 3

viegt mod den fra Krumningen af Overfladen ved Punktet M (
hidrorende Overfladespending. Tenkes det samme Ror sat i
hurtig Rotation om en Axe AB L Rorets Axe, kan en ganske
tilsvarende Bemarkning gjeres gjeldende, men den Sterrelse,
som her kommer til at svare til Hejden %, vil kunne regnes at

blive mindre end /% i samme Forhold som Tyngdekraften er

mindre end Centrifugalkraften; i samme Forhold ville ogsaa
Usikkerhederne ved Udmaalingen formindskes. Ved 2000 Om- Fig. 8.
lob i Minutet vil der allerede i 5 Cm. Afstand fra Axen virke ;
en Centrifugalkraft, der er mere end 200 Gange saa stor som Tyngdekraften.

Jeg har benyttet mig heraf ved at gjore Torricellis Forseg med et i Rotations-
apparatet vandret anbragt Rer, der var lukket i den mod Axen vendte Ende og aabent
samt ombaejet ved den modsatte Ende. Reret var helt fyldt med Kviksolv. Settes Appa-
ratet med et saaledes anbragt Rer i Rotation, vil, naar en vis Hastighed overskrides, nogel
al Kvikselvet slynges ud, idet der dannes et tomt Rum indad mod Axen, indtil Centrifugal-
virkningen paa den tilbageverende Kviksolvmasse holder Ligeviegt mod Luftens Tryk.
Medens Barometerstanden i et almindeligt Barometer s®dvanlig maa maales ved en direkte
Hojdemaaling, og ikke, uden naar Reret har en anselig Diameter, kan findes tilstrekkelig
nojagtig ved Vejning paa Grund af de ovenfor omtalte Variationer i Overﬂadefnrlml«lene,
er Forholdet omvendt i “Centrifugalbarometret. Der kan man ikke direkte maale Afstanden
mellem de to Kvikselvoverflader, hvorimod denne vil kunne bestemmes meget sikkert ved
bagefter at veje den i Barometret tilbageverende Kviksolvmiengde.

Selvfalgelig har jeg ikke villet benytte dette Lil at bestemme Barometerstanden,
men derimod til Bestemmelse af Maximum-
hastigheden. Forinden jeg meddeler de op- e
naaede Resultater,. skal jeg forst n@rmere
praccisere Opgaven. Kt lukket, vandret, cylin-
drisk Rer £ (Fig. 9) tenkes at rotere om i
en Axe AB L Rorets Axe. Fra den udad- IR
vendte Ende af Reret udgaar en snever g
Kanal, der udmunder ved £ i en Afstand », sl ST 7
fra Axen; det hele er oprindelig fyldt med

Kvikselv men antages nu delvis udtemt ved Fig. 9.
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Centrifugaltrykket.  Kvikselvet vil da vere begriendset forinden af en af Reret afskaaren
Del af en Paraboloideflade, foruden af et Fladeelement i P af en anden Paraboloide; i
denne antages et Tryk maalt ved Barometerstanden B at virke.

Fladen gjennem P vil alene afh@nge af Vinkelhastigheden w; dens Ligning er

2
KOmpe
29

b

idet dens Toppunkt tages til Nulpunkt for z-Koordinaten. Punktet M, der ligger i Axen
2

Wit ; e D\ e e :
i Hojde med P, ligger i Afstand 2z, — T 7* fra Toppunktet. Rerets Axe skarer Fladen
' : &

gjennem P i en Afstand 7, = ‘/“ -

e :
‘ZC, idet ¢ er denne Axes Hejde over F.
w

Den indre Paraboloide maa have sit Toppunkt B Cm. over den ydres. Dens Lig-

ning er altsaa
2 ’
w
Sty r® + B;
: Lok au ol
derved faaes, at Rerets Axe skerer denne Flade i en Afstand 7, TL r? — =2 (B—{).
: @

Herved er Sterrelsen 7, —r,, og ved den ogsaa Vegten af Kvikselvet i Reret besteml.

Gjeres £ til Nul, vil 7, alene afhenge af Forholdet mellem Barometerstanden og Kvadratel

" : : B -
yaa Vinkelhastigheden. Varierer B, og holdes —; Kkonslant vil man altsaa faa samme:
’ i w? ’

Veerdi for 7,. Den indre Overflades Form vil derimod variere; Variationen vil bestaa i,
at Overfladen vil halde mere ved den lavere end ved den hejere Barometerstand; men da

dens Midtpunkt holder sin Afstand fra Omdrejningsaxen uforandret, vil det med de Variationer,

som Barometerstanden kan vere underkastet, kun faa meget ringe Indflydelse paa Vegten af

det tilbageblivende Kviksolv. Denne Vgt kan derfor, naar Dimensioner og Afstande fra
Axen velges rigtigt i Forhold til de Hastigheder, der skulle kunne maales, betragies som

2 : : B : ; i
en Funktion alene af Forholdet -—,, hvor @ er Maximumhastigheden; Temperaturen vil
w" ¥

kun have en yderst ringe Indflydelse paa Vaegten af Kvikselvet. lagltages Barometerstanden

under Rotationen, og vejes Reret bag efter, kan man derfor finde Maximumhastigheden.

Jeg har for at danne mig en Forestilling om Methodens Brugbarhed konstrueret

folgende Apparat (Fig. 10). MN er et
K] Staalrer, det er lukket ved N. T Bunden

ﬂwf}l er der boret et Hul, hvori et snevert

Glasrar ¢ er indkittet. Et kortere Staal-

et yar H ligeledes lukket ved den ene Ende

Fig. 10. kan skrues til Bunden af MN. Sammen-
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skruede have de to Ror en samlet Liengde af 52 Cm. 1 MN er Rotationsbarometret an-
bragt. Det har Form af en lille Flaske f, hvis Beholder er omtrent 1,6 Cm. lang, og som
fortswttes med en ombejet Hals. En Knast p meder Flaskens Bryst. Ombejningen an-*
bringes modsat Reret g. Omgiven med tyndt Papir slutter f saa tet i MV, at Kviksely
indenfor / ikke*lober ud. f fyldes med Kvikselv, og idet N i oprejst Stilling ligeledes
fyldes med Kviksolv til Mundingen af g, s®ttes / ned i M.

Den Fremgangsmaade, jeg benyttede for at faa den lille Flaske fyldt med Kviksely,
skal jeg omtale, da jeg tror, den kan vere bekvem ved flere Lejligheder. Flasken bley
nedsat i et Glasror AB (Fig. 11), hvis Rand forneden var lidt indbejet. Omkring Flasken
blev der fra oven stoppetl fin Ashest ved en flad, skerpet Pind; herved n n
blev Rerel tet nok til at kunne holde paa flere Cm. Kvikselv over Flaskens 4
Munding. Ved. forst at skaffe noget Kvikselv ind og derpaa holde Reoret
ind i en Flamme, kunde Kvikselvet holdes i samtidig Kog over og i
I'lasken, idet denne frembed Bunden for direkte Paavirkning fra Flammen.

Yaa denne Maade blev der indrettet to Rotationsbarometre, som
for Afbalanceringens Skyld begge bleve anbragte i Rotationsapparatet
diametralt modsat. Med dette var der i den Anledning foretaget den S. 44
omtalte Forandring, at den flade Kviksolvbeholder til Overforelse af Be-
vegelsen ved Kviksoelvfriktion blev fjiernet, og det ovrige Apparat blev
baaret af en enkelt Axe. Herved blev der Plads til at anbringe den 1,8 Cm.
tykke Messingskive (Fig.7), der har samme Diameter som gg (Fig 1) og er
festet til denne ved to sterke Skruer. Messingskiven var gjennemboret
efter to paa hinanden vinkelrette Diametre, saa at der fremkom 4 Huller.
To af disse bleve forelobig tilstoppede; medens der i hvert af de to andre
blev anbragt et Rotationsbarometer, der helt og holdent fik Plads i Skiven.
Det korte Staalrer var forsynet med en Knast £ (Fig. 10), der passede i et
Udsnit i Skiven, hvorved Barometrets Stilling i denne blev bestem( saaledes

at Reret ¢ (Fig. 10) laa overst. Hvert Barometer blev fastholdt ved to

Skruer. Barometret sees i Fig. 7 ved ¢ anbragt i Skiven.

Naar nu Apparatet settes i Rotation med voxende Hastighed, vil der fra en vis
Hastighed at regne drives Kviksolv ud af Flasken f; det overskydende i MN vil gjennem
Roret ¢ gaa over i det korte Staalror H, saa at den frie Overflade i MN stadig gaar
gjennem Mundingen af g. Aftager Hastigheden igjen, vil Flasken f paany fyldes ved det i
MN tilbageverende Kvikselv, medens Kvikselvet i /7 forbliver der. Efter Rotationen fjernes

Roret H ov dets Kviksoly, og det evrige Apparat vejes. Det er denne Vgt @, det gjwelder
=] ) s o o =] ) T
om ved Forseg at bestemme som Funktion af —;, idet @ er Maximumhastigheden. For
w-

Vidensk. Selsk. Skr, 6, Rekke, naturvidensk. og mathem. Afd. VIIL 2. 9
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at kunne benytte Apparatet paany, bliver det, idet /7 fremdeles er fjwrnet, trykket noget

ned i et Proveglas med Kviksolv; gjennem Reoret g erstattes da det i forrige Forsog ud-

" slyngede Kviksolv.

Jeg har med de to Apparater foretaget en Rakke samtidige Bestemmelser af
Vegten (), Barometerstanden B og Maximumhastigheden, hvilken sidste jeg bestemte ved
Farvesprojtemethoden.  Efterat Rotationsbarometrene vare indbragte i Messingskiven og
Sprojteflasken med Farvestof i Jernskiven gg (Fig. 1) samt Faldstangen hangt op, blev
Apparatet sat i Gang ved et Antal Elementer bestemt efter den Hastighed, der skulde naaes.
Stempelstangens Bevagelse nedad blev fulgt i Kikkert, og naar den nedadgaaende Beviegelse
var bleven saa langsom, at den endnu netop kunde merkes, blev Faldet og Farvesprojt-
ningen indledede og umiddelbart derefter Motorens Strom afbrudt. Herved blev det op-
naaet, at Hastigheden endte med at voxe yderst langsomt, og at netop Maximumhastigheden
blev maalt. Sterrelsen @ blev hver Gang maalt for begge Rotationsbarometrenes Ved-

kommende.

Hvorvidt Slutningshastigheden har kunnet betragtes som konstant, vil fremgaa af,
hvorvidt de til de forskjellige Omlob svarende Faldhejders anden Differens ¢ er konstant
i hvert Forseg. 1 hvor hej Grad dette har veret Tilfieldet, vil fremgaa af nedenstaaende
Sammenstilling af de forskjellige Vardier af Sterrelsen ¢ i hvert af de 7 Forseg, jeg har

udfert (jeg har i hvert Forsog maalt 4—5 af de ved Mrkerne afsatte Faldhajder).

1. Forsag ¢ = 0,6398 0,6395 0,6380

2. — 0= 0,780 0,7888 0,7887
3. — 9 = 08700 0,8699
4. — 0 = 1,064 1,064
5, — ¢ = 1,265 1,264
6. — ¢ = 1,363 1,364
Fori i Qi 11,4827 1111,493 o 1,482,

Da den procentiske Fejl i Omlobstiden kun er det halve af Procentfejlen i 0, sees Hastig-
heden at have veret meget jevn,
I nedenstaaende Tabel ere Resultaterne fra de 7 Forseg angivne. [ Steden for

B :
) har jeg beregnet den dermed proportionale Sterrelse ¢ B. Denne Storrelse er i hverl
" :

Forseg felles for begge Rotationsbarometre. Derimod vil Viegten Q veere forskjellig paa

Grund af Uligheder i de to Apparater, der betegnes ved Nr.1 og 2.
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Forseg ) Omlobstal 0B OB — 48,20 ”;(L)nmmlw l)b;—l @, ”(ill’l'(lll](‘l(:l' A(\A)I.l_.:,'(l)

I 00,6391 39,18 48,20 53,6270 5.’),’7’.’)86 A

2 (0,7888 35,27 60,32 12,12 54,2648 0,6378 56,1516 0,6930

3 0,8700 33,59 66,51 18,31 H4,5545 0,9275 56,7603 1,0017

4 1,064 30,37 - 80,0 31,81 55,3093 1,6823 57,5018 1,7432

) 1,264 27,86 95,25 47,05 56,1680 2,5410 58,3854 2,6268

6 1,364 26,82 103,38 55,18 56,5620 2,9350 58,8366 3,0780

T 1,432 26,18 108,49 60,29 59,2713 3,5120
Nogen simpel Relation mellem 6B og Q kan naturligvis ikke ventes, da de kun

1,6 Cm. lange, omtrent 0,8 Cm. vide, ved Enderne tilsmeltede Barometerror vare alt andet

end kalibriske. Opfores Resultaterne grafisk med € — ¢, som Abscisse og ¢ B — 48,20
som Ordinater, faaes to Kurver (se Fig. 12), som lebe temmelig nar parallelt fra Forseg
1 til 5; fra Forseg 6 fortsettes Kurven 2 med
en svag Krumning nedad, medens Kurven 1

bojer fra Forseg 5 opad. Da de sidste Forseg

svare til de mindste Hastigheder , hvor Baro-
metrene nasten vare fulde, er dette i Over-
énsstemmelse med, at Barometerflasken Nr. 1
var kjendelig kortere end Nr. 2. De tre ved
Forseg 3, 4 og 5 bestemte Punkter ligge i hver
af Kurverne meget nar paa en ret Linie, hvad
der ogsaa fremgaar af, at naar man ved simpel
Interpolation mellem Forsag 3 og 5 vilde soge
(0 B), ved @,, vilde man ved Barometer Nr. 1
faa (0 B), = 79,95 og ved Nr. 2 (0B) = 19,8,
medens Forseget gav 80,01,  Det fremgaar
heraf, at man med Sikkerhed kunde benytte
ethvert af de to Rotationsbarometre til ved
Interpolation imellem Tallene fra Forseg 3,

4 og b at maale Maximumhastigheder be-

liggende mellem de i Forseg 3 og 5 tilveje-
bragte, henholdsvis 33,6 og 27,9 Omleb i Sek.;
den til Forandringen 5,7 i Omlabstallet svarende
Vaegtforandring er, som Tabellen viser, om-

trent 1,6 Gr. Ved at anvende et nejagtig

udboret Staalror i Steden for Glas vil man Fig. 12.
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' ved et Apparat af lignende Dimensioner som de af mig anvendte kunne maale indenfor
betydelig videre Griendser end de her angivne.
‘ Et saadant Apparat til Maaling af Maximumhastigheden vil i de fleste Tilfwlde uden
Vanskelighed kunne anbringes paa en Maskinaxe, og det vil derfor kunne tjene som Con-
trol for Forcering af Hastigheden ud over tilladelige Grendser, hvad der turde viere af Be-
tydning overfor Misbrug f. Ex. af Centrifuger.

Jeg betegnede mit Forseg med Rotationsbarometret som en Udforelse af Torri-
cellis Forseg med Anvendelse af Centrifugalkraften i Steden for Tyngdekraften. Paa samme
Maade har jeg udfert Daltons Forseg til Maaling af mettet Damps Tryk; efter at have
‘ afsluttet de ovenfor beskrevne Forseg, bragte jeg nemlig lidt /ther (omtr. 2 Mg.) ind
1 i Barometerflasken Nr. 2 og anbragte derefter Barometret som for i Rotationsapparatet.

Swttes dette i Bevegelse, vil Kviksolv drives ud af Flasken ved en mindre Rotationshastig-

i
i hed end for, idet det for tomme Rum nu udfyldes med mettet Atherdamp. Nu vil Af-
i B
F R Sy B—P . )
! standen », — 7, (Fig. 9) afhenge af Storrelsen ———, hvor B er Barometerstanden, 7
i (] B
mettet AEtherdamps Tryk, paa samme Maade som for af —;.  Derimod kan dette ikke
! w-=
u

) , B—P B
i lenger forudswttes om Vagten @, da man ved samme Veerdi af Forholdene —— 5— og —

b w w

faar saa forskjellige Vardier for @, at de frie Overflader hilde kjendelig forskjelligt i
Rerene, hvorfor @ ikke kan paaregnes at faa samme Veerdi. I et Apparat med kalibriske
Ror vilde der let kunne beregnes de fornedne Korrektioner, men med det benyttede Apparat

orovt. Jee vil derfor ikke gjengive Enkeltheder ved For-
o s -

-

kan Beregningen kun foretages

i _ sogene, men kun bemarke, at disse faldt ud ganske efter Forventning, baade hvad Ind-
‘ flydelsen af Variationer i Hastighed og i Temperatur angaar. Temperaturen, der her selv-
i folgelig faar en stor Indflydelse, blev maalt ved for og efter Rotationen at anbringe et
I Thermometers Beholder i et Hul i Skiven.
i
|
I

A SO _ : e . . ol nd ’
’ IV. Tilvejebringelse af en i Forvejen given Hastighed. Stemmegaflers
iy 5 <) 5 (<)
! R P 4
; Svingningstid.
} Stemmegaflens Svingninger ere tidligere paa flere Maader bragte i FForbindelse med
| roterende Bevaegelser, dels forat maale Omlobstallet, naar Svingningstallet er givet, dels for
l omvendt at maale Svingningstallet ved Omlebstallet; i la Cours Tonehjul er Stemmegaflen
I . paa en smrdeles smuk Maade benyttet til at regulere Omlebshasticheden. Ved den Slags ‘

Anvendelser svinger Stemmegaflen smdvanlig ikke fuldstendig frit; idet den enten skal
skrive i Sod eller under sine Svingninger stode mod Fjedre eller mod Kviksolvoverflader

s e
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for at slutte en elektrisk Strom. Selv om det Arbejde, der kraves udfort, kun er ringe,
maa det dog befrygtes, at det har nogen Indflydelse paa Svingningstiden, hvorfor den
Tillid, man kan have til Maalinger, som grundes paa Svingningernes Ligelidighed, begrandses,
idet man umulig vil kunne sikre sig, at Gaflens Arbejde bliver det samme i forskjellige
Forseg. Jeg har derfor tilvejebragt en Methode, hvorved Omlobstal og Svingningstal bringes
i ‘Relation til hinanden under saadanne Omstendigheder, at Stemmegaflen svinger fuld-
kommen frit. Jeg blev ledet ind paa den Vej, jeg fulgte, ved at jeg havde skaffet mig en
la Coursk Stemmegaffel for at benytte den til Maaling af Rotationshastigheder; jeg fjwrnede
i den Hensigt Stemmegaflens Kontaktfjeder og indrettede det saaledes, at Strommen gik
uden nogen Allnwlclsu gjennem Beviklingen for Elektromagneten. Paa Rotationsaxen for
det Apparat, jeg benyttede (det var ikke det i denne Afhandling beskrevne), var der an-
bragt et l(ontuklh‘]ul, d. v.s. et Tandhjul af Kobber, hvor Mellemrummene mellem T@nderne
var udfyldt med Elfenben. Hjulet var i ledende Forbindelse med Axen. I et elektrisk
Kredslob var Axen, en Kontaktfjeder, der trykkede mod Hjulet, og Stemmegaflens Elektro-
magnet indskudte; Stremmen blev altsaa afbrudt under hvert Omlob et Antal Gange lig
Twendernes Antal.

Naar Tiden ¢ mellem to paa hinanden folgende Afbrydninger er et Multiplum af
Stemmegaflens (hele) Svingningstid 1? vil Gaflen s@ttes i Svingninger. Lader man Rotations-
hastigheden voxe langsomt fra Nul, vil man derfor ved de smaa Hastigheder here Stemme-
gaflen brumme hele Tiden; der er ¢ nemlig saa stor, at enhver Verdi ligger naer ved et
Multiplum af & eller, mere fysisk talt, Virkningen paa Stemmegaflen er, at den med Mellem-
rum, der ere store i Sammenligning med #, faar en Riekke Sl(}l der ikke tillade den at
komme i Ro. Er Hastigheden bleven saa slor, at tm . Ex. 44, vil Gaflen viere
saa godt som taus den meste Tid og kun give en kraftig Tone ved Hastigheder, der temmelig

ner give ¢t = 38, 28, §. Bliver ¢ <_ &, opherer al Lyd.

| Sl,cmmcgulh*ns Tonen har man altsaa et Kjendetegn paa en Rakke af Hastigheder.
Ved en narmere Undersogelse vil det imidlertid vise sig ikke at veere en meget sikker
Bestemmelse af Hastigheden; Stemmegaflen vil nemlig give en kjendelig Lyd ikke blot,
naar ¢ har nejagtig de ovenfor angivne Verdier, men ogsaa naar den er tet ved dem. Lad
os antage, al Stemmegaflens Svingningstal er n 0g Afbrydningernes Antal i Sek. f. EX. n—3.
Er Gaflen i Hvile, vil den ved den forste Stromslutning faa et Sted, som giver den en
lille Beviegelse; denne Beviegelse vil voxe ved en hel Raekke af de folgende Stromslut-
ninger, idet Stromimpulsen forst efter Y6 Sek. paany vil treeffe Gaflen i dens Ligeviegts-
stilling og i en Bevaegelsesretning, der er modsat Impulsen fra Strommen; efter 15 Sek.

ville Impuls og Bevegelsesretning atter viere ensrettede. Holdtes den ovenfor forudsatte

Omlobshastighed konstant vedlige i nogen Tid, vilde Stemmegaflen derfor svinge hele Tiden,

men med periodisk Stigen og Dalen af Lydens Styrke; man vilde faa at here en Tone
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med 3 Sted i Sek. Voxer derimod Hastigheden langsomt til den Verdi, der giver » Omleb
i Sek., t = =y vil man ikke faa de namvnte Sted at here, men Tonens Styrke (og maaske
dens Renhed) vil voxe og naa et Maximum, naar ¢ er lig eller maaske (se nedenfor) lidt
1 ) : Houe :
sterre end ;5 voxer Hastigheden yderligere, vil Styrken atter aftage. Dette Maximum
g 5 :
af Lyd kan ikke skilnes tilstriekkelig skarpt af Oret til at kunne tjene som Kjendetegn paa
den tilsvarende Hastighed, idet Oret kun kan afgjore (og det endda naeppe meget skarpt)
naar Maximumveerdien er passeret.
De forskjellige Maxima svarende til ¢ = 38, 24, &# har jeg kunnet konstatere ved
det ovenfor omtalte Apparat, idet jeg drejede Axen randt med Haanden og horte Lyden i

en Telefon, der stod i Forbindelse med en Mikrofon; dennes Traplade var ved en udspendt

tynd Metaltraad forbunden med den ene Gren af Stemmegaflen tt ved dens Knudepunkt. -

Det viste sig vanskeligt at afpasse Hastigheden saaledes,,at Lyden hertes i lengere Tid,
hvoraf jeg slutter, at der ikke er noget stort Spillerum for de Hastigheder, der kunne give
en kjendelig Lyd; for imidlertid at reducere Usikkerheden til et Minimum endrede jeg
Fremgangsmaaden, dels saaledes, at Apparatet blev simplere og derved konstantere i sin
Virkning, dels saaledes, at lagttagelsen af Svingningerne blev uafhengig af Horelsen.

Den @®ndrede Fremgangsmaade blev bragt i Al?\’(&ndclse paa det samme Rotations-
apparat, der har gjort Tjeneste ved de ovrige i denne Afhandling omtalte Undersogelser.
Det tjente her til Bestemmelse af Stemmegaflens Svingningstid, idet Omlebstiden blev
maalt ved Sprejtemethoden; ogsaa her fik jeg, som det vil fremgaa af det folgende, en for-
trinlig Hjelp af Stempelbeviegelsen i Apparatets Staalcylinder. Ap['):n‘utel var i den Tilstand,
der er beskreven S. 67: det manglede altsaa Overforelsen af Beviegelse ved Kviksolvfriktion,
og under Jaernskiven var anbragt den tykke Messingskive med de fire under rette Vinkler
radialt borede Huller. 1 hvert af disse blev der anbragt en cylindrisk Staalmagnet, omtrent
5 Cm. lang og 1,4 Cm. tyk. Magneterne bleve fastholdte paa samme Maade som tidligere
Rotationsharometrene. De vendte alle ensartede Poler udad. De ydre Polffader vare af-
skaarne saaledes, at de laa i Flugt med Skivens cylindriske Randflade.

Disse 4 Magneter benyttedes til under Rotationen at s®tte en Stemmegallel i
Svingninger. Denne blev anbragt med lodret Svingningsplan, saaledes at dens Grene pegte
Grenenes Endepunkter stode tet ved Messingskivens Rand (Fig. 13) og
—, saaledes, at Polffaderne N for de i Skiven

ind mod Skiven.

23 [l 0w

wRN: h o : . . .
;\ [_V___*Sl siddende Magneter under Rotationen gik
- L o -

Fie. 1 forbi Mellemrummet mellem Grenene ; disse
Fig. 13.
ville derfor ved hver Magnetpassage mod-

tage en meget kortvarig Impuls til Beviegelsens Vedligeholdelse, saa at Stemmegaflen vil

svinge saa frit, som det overhovedet kan tenkes at ske, naar dens Svingninger skulle

&
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holdes vedlige. Det absolute Maximum af Virkning vil opnaaes, naar Tiden mellem to Im-
pulser er lig Svingningstiden, altsaa naar Omlebstallet &V er en Fjerdedel af Svingnings-
tallet #, og naar Impulsen treffer Grenene i deres Ligeviegtsstilling.

Den Stemmegaffel, jeg benyttede, blev dannet af blodt Jern. Gaflens Langde,
regnet fra Tilstodningsstedet for Skaftet, er 13 Cm., Grenene ere 1,05 Cm. brede og 0,38 Cm.
tykke. Afstanden mellem Grenene er 1,5 Cm. I de fleste Forsog blev Gaflen baaren af et
Stativ, der blev stottet saaledes, at det ikke modtog Rystelser fra Rotationsapparatet. Naar
Hastigheden blev godt afpasset, kunde jeg siette Stemmegaflen i meget energiske Sving-
ninger; der viste sig Maximum af Udsving omtrent ved Omlebstallene

N = 15,6 0g N = 23,4;

da disse Tal forholde sig som 2 til 3, sluttes det, at Svingningstallet findes af det forste
Maximum ved Multiplikation af Omlebstallet med 12 og af det sidste ved Multiplikation
med 8. For at kunne give Stemmegaflen en Impuls ved hver Svingning, maatte der el
Omlobstal 46,8 til; saa stor en Hastighed nmrede jeg dog nogen Betenkelighed ved at
tilvejebringe ; paa Grund af de Omdannelser, der vare foretagne med Apparatet, for at del
kunde tjene de forskjellige i denne Afhandling n®vnte Formaal, havde det mistet noget af
sin Symmetri, hvorfor det ved de storste Hastigheder, jeg har maalt (omtrent 40 Omleb i
Sek.) gav saadanne Rystelser, at jeg ikke ansaa det for raadeligt at forcere Hastigheden
meget videre. Dette maa ogsaa fages med i Betragtning ved Vurderingen af den Nejag-
tighed, jeg har opnaaet ved mine Maalinger; Najagtigheden har kun kunnet skades ved de
nevnte Rystelser; og jeg mener derfor at kunne betragte de Griendser, jeg har fundet for
mine Methoders Nojagtighed som lavere Grendser for, hvad man vil kunne opnaa ved en
omhyggelig Udforelse af Apparater, hvoraf ethvert kun skal tjene ¢t af de forskjellige For-
maal, for hvilke mit enkelte Apparat har maattet gjore Tjeneste.

Da Omlebstallet 23 falder indenfor de Greendser af Hastigheder, der kunne maales
med en tilfredsstillende Nojagtighed ved Sprojtemethoden med de Dimensioner, jeg havde
givet Rotationsapparatet, valgte jeg det til Undersegelse af den Stemmegalfel, jeg havde
ladet udfere.

Stemmegaflen, som jeg indrettede il L.

L

denne Undersegelse, er med sit Stativ albildet E‘n«i‘ )
i Fig. 14. En vandret liggende Messingstang S Y
AB fastklemmes ved Tappen D) og bmrer ved . SR ’W“*M]ﬂl
den ene Ende Opstanderen BC, i hvilken j &m'"“ml‘im“."l i v,_”' T

Stemmegaflens Skaft kan fastskrues, og hvor-
paa Klemskruen » er anbragt. Ved den anden
Ende bwrer AB el isoleret Messingstykke 77

hvori Kontaktskruen 77 gaar; denne gaar med Fig. 14.
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en passende Friktion, idet /2 er spaltet; ved Skruen p kan F derfor klemmes mere eller
mindre fast i sin Mottrik. 7 berer endvidere en elektrisk Klemskrue. Over Spidsen af
Skruen 77, der er forsynet med et kort Stykke tilloddet Platintraad, er der paa Stemme-
gaflen fastloddet en lille Platinplade. Forbindes de to elekiriske Klemskruer med Polerne
af et galvanisk Element, og indskydes i Elementets Kredsleb et Galvanoskop, vil dette
sidste give tilkjende, naar der kommer Beroring mellem Stemmegaflen og Kontaktskruen F.
Paa dennes Hoved var der anbragt en inddelt Kreds i Forbindelse med en fast Viser. Naar
man holdt Stemmegaflen rolig i sin Ligevaegtsstilling og drejede Skruen, til Galvanoskopet
gav Udslag, kunde man paa Kredsen aflese denne Skruens Nulstilling. Ved derpaa at
dreje Skruen tilbage kunde man paa Kredsen aflese Afstanden fra Stemmegaflens Lige-
viegtsstilling  til Kontaktskruens Platintraad; Skruegangshejden var s Mm. Kommer
Stemmegaflen i Svingninger, hvis Udsving naar denne Afstand, vil Galvanoskopet give dem
tilkjende, medens alle mindre Svingninger ikke ville markes.

Stemmegaflen blev nu, efter at vere anbragt paa sin Plads ved Skiven, benyttet
saaledes, at man tilvejebragte en ringe Afstand mellem F og Gaflen; Sprajteflasken
med Farvestof til Hastighedsmaalingen blev anbragt i Jernskiven i Rolationsapparatet, og
Faldstangen blev hangt op i sin Elektromagnet. Ved en Kathetometerkikkert kunde Spidsen
af Stempelstangen iagttages. Swttes Apparatet i Rotation, finder man uaflfadelige Udslag
ved smaa Hastigheder; voxer Hastigheden bliver Magneten i Ro, indtil man kommer i Ner-
heden af Omlebstal 15,6; da slaar Magneten energisk ud for atter at svinge tilbage og
blive i Ro, til man er i Nerheden af Omlobstal 23,4, hvor der atter iagitages et ved-
varende Udslag. Naar dette Udslag sees, indstilles Kathetometerkikkerten paa Stempelstangen.

Herefter fjernes Kontaktskruen noget fra Gaflen, og man lader Hastigheden voxe
eller aftage meget langsomt, saaledes at Stempelstangen passerer den for iagttagne Stilling;
hvis Strommen i Galvanoskopet herved holdes sluttet i nogen Tid, fjernes Kontaktskruen
vderligere; saaledes fortsattes, indlil man faar Kontakiskruen saa fjern, at man kun ved
yderst langsom Variation i Hastigheden kan faa et forbigaaende Udslag paa Galvanoskopel.
Naar dette er opnaaet, -iagttages den Stempelhejde, der haves samt;dig med Udslaget. Af-
standen fra Gaflen til Kontaktskruen vil meget neje viere lig det Maximum af Udsving, der
kan naaes under de forhaandenvierende Betingelser, og maales Omlobstallet i det Vjeblik,
da Galvanoskopmagneten gjor sit Udslag, vil dette Omlebstal N kunne tjene til Bestemmelse
af Svingningstallet.

Efterat Kontaktafstand og Stempelstilling saaledes ere bestemte, tilvejebringer man
paany Omlebstallet NV vejledet af Stempelhojden. Naaes N ved for hurtig Variation, vil
Stempelstangen passere Stillingen, uden at der kommer noget Udslag paa Galvanoskopet;

kun hvis man opnaar at tilvejebringe N konstant eller ved en minimal Variation, opnaaes

Udslaget, og naar det iagttages, bevieges Vaeglstangen, der fremkalder Udsprajiningen og

—e .

—
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afbryder Faldstangelektromagnetens Strom. Ved et Thermometer, hvis Beholder er anbragt
mellem Stemmegaflens Grene, afleses dennes Temperatur.

IFor at opnaa en konstant Hastighed har jeg dels benyttet en Jerntraadsrheostat i
Motorens Kredsleb, dels bremset Motoren ved et let Tryk af en Finger og afpasset Trykket
efter Stempelstangens Bevaegelse for (ilsidst at faa Stemplet til at standse i den forud be-
stemte Haojde.

Jeg har undersegt Stemmegaflens Svingningstal dels ved forskjellige Udsving (fra
900 Mm. til Y12 Mm.), dels ved forskjellige Temperaturer; endelig har jeg maalt Sving-
ningstallet af Gaflen anbragt indeni en Traadrulle med Strem, saa at den var magne-
tiseret efter sin Lengderetning, mens den svingede. For i forskjellige Forseg at faa for-
skjellige Udsving stillede jeg Gaffelgrenenes Endepunkter i forskjellige Afstande fra Skiven
ved at dreje Gaflen om Tappen D) (Fig. 14).

For at kunne opvarme Gaflen under Svingningerne omgav jeg den med et Papror,
hvis ene lukkede Ende var fistet til Opstanderen BC (Fig. 14). Reret var lidt lengere
end Gaflen og var ind mod Skiven delvis lukket med en Velinplade. Kontaktskruen gik
op gjennem et Hul i Roret, og gjennem et midtvejs paa Siden af Reret anbragt Hul var
et Thermometers: Beholder fort ind. T@et ved Opstanderen BC var der fort et omtrent
40 Cm. langt og omtrent 2 Cm. vidt, ved begge Ender aabent Blikror ind i .Papreret,
hvorfra det gik skraat nedad; dette Blikror blev opvarmet udvendig ved en Spritlampe
og forte derved ind i Paproret en Strom af varm Luft, der segte ud gjennem Aabninger
i den modsatte Ende af Reret. Paa denne Maade kunde jeg opvarme Gaflen til om-
trent 40° C.

Det samme Papror benyttede jeg ved Maalingen af Stemmegaflens Svingningstal,
naar den blev magnetiseret, idet jeg viklede den magnetiserende Stromleder udenom det
Stemmegaflen omgivende Ror.

Jeg har udfert ialt 23 Maalinger af Svingningstallet; af disse ere imidlertid de 7
forste kun at betragte som Ovelsesforsog; ved deres Udforelse blev jeg efterhaanden ledet
til at benytte de i det foregaaende nmvnte Forholdsregler, som jeg fuldt ud bragte til
Anvendelse i de 5 Maalinger Nr. 8—12.

Maalingerne Nr. 1—5 ere udferte ved Omlobstal 15,6; de give for Svingningstallet
ved 14° N = 187,28, den storste Afvigelse fra Middeltallet er 0,49. Alle de folgende
Maalinger ere udforte ved Omlebstallet 23,4.

De 5 Maalinger Nr.8—12, som jeg har benyttet til Bestemmelse af Svingnings-
tallet ved almindelig Temperatur, ere angivne i omstaaende Tabel, hvor tillige Tempe-

ratur og Udsving ere angivne.

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Rekke, naturvidensk. og mathem. Afd, VII. 2. ; 10
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Forsog  Temp. Udsving i Mm. Svingningstal
8 14° 0,020 187,44 vV
9 14° 0,005 187,23
10 14° 0,007 187,23 A
11 14° 0,060 187,28 A
12 [.a2 0,080 187,39 v

Af disse Tal vil det fremgaa, at hvis Udsvingets Sterrelse har Indflydelse paa Svingnings-
tallet, vil denne for Udsving < '/1o Mm. na@ppe andrage mere end /2000 af Svingningstallet.
Da endvidere mine Forseg over Temperaturens Indflydelse kun vise en Aftagen af 0,026 i
Svingningstallet for hver Grad, beregnes Stemmegaflens Svingningstal ved 14° og ved Ud-
sving mindre end /1o Mm. ved Middeltallet af de 5 sidste Tal i Tabellen til 187,31.

1 den sidste Kolonne angiver V, at den rette Hastighed er naaet ved en Voxen
og A, at den er naaet ved en Aftagen af Hastigheden. Tabellen viser, at den voxende
Hastighed har givet de storste Resultater for Svingningstallet. Da det samme, paa en
enkelt Undtagelse nar, viser sig at vaere Tilfeldet med de som Ovelsesmaalinger betegnede
forste 7 Bestemmelser, kan det sluttes, at Maximum af Udsving saa vel ved voxende som
ved aftagende Hastighed, forst er naaet, kort efter at den rette Hastighed er passerel.
Spillerummet er imidlertid, som det sees i Tabellen, kun meget lille, og det iagllagne
Forhold giver en overvejende Sandsynlighed for, at den sande Verdi virkelig ligger mellem
den hojeste og den laveste af de iagttagne Verdier.

Ovenstaaende Tabel giver 0,03 som den sandsynlige Iejl, saa at man kan s®ite

N,, = 187,31 -|- 0,08.
Ved hejere Temperaturer har jeg gjort 7 Maalinger. Ogsaa her maatte jeg gjore

14

nogle Ovelsesmaalinger, Nr.13—16, for jeg blev opmaerksom paa en Fejl, som jeg rettede
i de tré’ folgende Maalinger. Denne Fejl bestod i, at jeg indstillede Kontakiskruen paa
Maximum af Udsving for Opvarmningen; ved denne blev Afstanden mellem Kontakiskruen
og Stemmegaflen formindsket, saa at Galvanoskopets Udslag ikke svarede til Maximum af
ld;‘\'ing. I Maalingerne Nr. 17—19 indstillede jeg derfor Kontaktskruen, efter at Op-

varmningen var bleven stationer. Resultaterne af de tre Maalinger vare

Forseg Temp. Svingningstal
17 36° 186,71
18 38° 186,66
19 35° 186,81

Middeltallet heraf giver Svingningstallet ved 36°
Ny, = 186,78,
Ved 22° Opvarmning er altsaa Svingningstallet aftaget 0,58. Temperaturkoefficienten

for Svingningstallets Aftagen bliver efter dette
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a == 0,00014 ,
et Tal, der er i god Overensstemmelse med tidligere fundne Verdier. Svingningstallet
ved Temperaturen ¢ bliver
N, = 187,31(1 —0,00014 (t— {4)).

Ved min Methode til at holde Svingningerne vedlige, bliver Stemmegaflen ganske vist
magnetiseret, men i saa lille en Brekdel af Svingningstiden. at Magnetismens mulige Ind-
flydelse paa Elasticiteten n@ppe kan have haft nogen kjendelig Indflydelse paa Svingnings-
tiden. Da imidlertid de elektromagnetisk beveegede Stemmegafler ofte magnetiseres sterkt
og forholdsvis lenge, ansaa jeg det ikke for at vere uden Interesse at sammenligne
Svingningstallet af Gaflen, naar den var udsat for en stadig virkende magnetiserende Kraft,
med det tidligere fundne Svingningstal. Jeg magnetiserede Gaflen som omtalt S. 75 ved
en begge Grene omgivende Traadrulle med 36 Vindinger, hvori der gik en Strem af om-
trent 2,7 Ampere. Da Gaflen, som ovenfor omtalt, var af bledt Jern, blev den saaledes
ret kraftic magnetiseret. Jeg har udfert 4 Maalinger af Svingningstallet for den saaledes

magnetiserede Stemmegaffel; Resultaterne findes opferte i nedenstaaende Tabel.

Forsog Temp. Svingningstal
20 16,6° 187,33 |4
21 16,25 187,18 vV
22 16,3 187,13 A
23 15,8° 187,03 4

Disse Forseg kunne tyde paa, at Magnetiseringen har bragt Svingningstallet ned,
og at denne Indflydelse er voxet med Tiden; dette sidste skyldes maaske en Samvirken af
Svingningerne og Magnetiseringen paa Jernets moleculere Tilstand; Forsegene bleve ud-
forte kort efter hinanden paa samme Dag. Som det vil sees, har Magnetiseringen i hvert
Tilfelde kun haft en ringe Indflydelse. Tages Middeltallet af de 4 Forsog, og reduceres
det til 14° ved den ovenfor fundne Temperaturkoefficient, findes

187,23,
altsaa kun 0,08 mindre end det tidligere fundne Svingningstal.

Jeg har ikke fortsat Undersogelserne af Stemmegaflen videre, hverken hvad Tempe-
raturens eller Magnetismens Indflydelse angaar; mit Hovedformaal var her nemlig kun det i
Indledningen angivne at undersege, hvorvidt den her beskrevne Methode med tilfreds-
stillende Nojagtighed kan tjene til ved en Stemmegaffel at give tilkjende, naar en forud
bestemt Rotationshastiched er tilvejebragt. Af de i Tabellerne S. 76 angivne Resultater
mener jeg at kunne slutte, at man med nogen Ovelse vil kunne faa den givne Hastighed
tilvejebragt med Fejl, der ikke naa 1 pro mille; med mere fuldkomne Apparater, serlig
hvad Afpasning af Hastigheden angaar, end dem jeg arbejdede med, antager jeg, at Naj-

agtigheden kan blive betydelig storre.

10"
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Endvidere godtgjore netop disse Forseg, at Sprojlemethoden (il Rolationshastig-
heders Maaling, hvorpaa alle mine Undersogelser ere grundede, ikke lider af systematiske
Fejl, naar kun den Glasspids, der skal knmkkes over, er tilstreekkelig tynd, og Inertie-
momentet for de roterende Dele er tilstrakkeliz stort. Den gode Overensstemmelse i
Resultaterne af Forsogene tyder i og for sig paa, at Hastighedsmaalingen er paalidelig.
Den eneste systematiske Fejl, der kunde befrygtes, er den allerede S. 57 omtalte, at Arbejdet
til det fine Glasrers Overbrydning kunde formindske Hastigheden kjendeligt; dette Kan
imidlertid ikke give nogen konstant Fejl (0og kun en saadan kan paa Grund af Resulta-
ternes Overensstemmelse befrygtes), da der i hvert Forseg maatte benyttes et nyt Glasror,
g disse vare ingenlunde lige tykke. At det nmvnte Arbejde har veeret forsvindende lille,
fremgaar dog mest afgjorende ved en Sammenligning af Resultatet for Svingningstallet fra
Omlebstallet 15,6 med Resultatet fra Omlobstallet 23,4. Det forste gav nemlig som Middel-
tal af 6 Forseg

N =l 8715282
og det sidste af 5 Forseg

N = 187,81,
Arbejdet til Glasspidsens Overbrydning maa gjere N for lille; men den procentiske For-
mindskelse af &V maa ifelge Udtrykket for den levende Kraft ved forskjellige Hastigheder
og samme Arbejde forholde sig omvendt som Kvadratet paa Hastighederne. Naar nu de
to Hastigheder, hvis Kvadrater forholde sig som 9 til 4, give nesten identiske Resultater,
saa indsees det, at Arbejdet til Glasspidsens Overbrydning kun kan have haft en aldeles
forsvindende Indflydelse paa Rotationshastigheden.

Da Stemmegaflen, som for omtalt, kan give en Bestemmelse af Hastigheden, hvor
Fejlen haejst er 1 pro mille og sikkert kan bringes betydelig lavere ned, sees det, at Kom-
binationen af en hurtig Rotalion med en Stemmegaffel kan benyttes (il Dannelse af en
meget nejagtig Gnistkronograf.

Jeg tvivler ikke om, at man vil kunne s@®tte en Jernstang, der. er anbragt vandret
med sin ene Ende tet ved Skivens Rand, og som er rettet ind mod Axen, i kraftige
staaende Lengdesvingninger, naar Hastigheden afpasses efter Svingningstallet; ved Maaling
af Omlebstallet vil da Svingningstallet kunne findes paa lignende Maade som Stemme-
gaflens; mulig vil det samme kunne finde Sted ogsaa ved en Stang af andet Melal, der
er armeret ind mod Skiven med en Jerneylinder. Man vil saaledes ved mange Lejligheder
kunne faa en Maaling af Svingningstal, der er uafh®ngig af Horelsen, og hvor det
svingende Legeme svinger fuldstendig frit.

Der foreligger adskillige Undersegelser over Stemmegaflers Svingninger, dels
sammenlignende , dels absolute Bestemmelser af Svingningstallet.  Svingningstallet har

veeret absolut bestemt 1) grafisk, idet man har ladet Gaflen opskrive en Kurve i et Sodlag,
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2) akustisk, idet man ved Oret har sammenlignet Stemmegaflens Tone med en Tone af
bekjendt Svingningstal, 3) optisk, idet man har benyttet sig af Ojets Evne til at bevare en
Eftervirkning af et kortvarigt Lysindtryk. Herved kan man, som bekjendt, tilsyneladende
sammensatte to Bevaegelser. Lissajous har saaledes optisk sammensat to Stemmegaflers
samlidige Svingninger og derved fundet Middel til at sammenligne Svingningstallene.
Poske har sammenlignet ad optisk Vej en Stemmegaffels Svingningstid med Omlobstiden
for en roterende Skive'). Han benyttede en Helmholtz’ Mikroskopgaffel. Det paa Gaflen
anbragte Mikroskopobjektiv var anbragt tet over en med radiale Spalter forsynet roterende
Skive. Under denne var der paa en svertet Glasstang anbragt en en Flamme spejlende
Kvikselvdraabe, hvorpaa Mikroskopet var indstillet. Er Svingningstiden lig Tiden mellem
to paa hinanden felgende Spalters Forbigang over Kvikselvdraaben, vil denne synes at
staa stille.  Er der en ringe Forskjel paa de to Tider, vil Draaben synes at gjore lang-
somme Svingninger. Telles disse i en given Tid, kan man finde Svingningstallet af
Omlobstallet.  Ved en beslegtet optisk Methode have Clarke og M'Leod foretaget
Maalinger af Stemmegaflers Svingningstal®). Poske bemarker med Hensyn til saadanne
Maalinger (L. ¢. S.452): «Bei jeder Bestimmung der absoluten Schwingungszahl, etwa an
Stimmgabeln, kommt es schliesslich darauf an, dieselbe mit der astronomischen Uhr (resp.
der Bewegung des Sekundenpendels) zu vergleichen. Da indessen beide Bewegungen von
zu verschiedener Ordnung sind, um direct in Beziehung gesetzt zu werden, so liegt es
nahe, nach einer andern constanten Bewegung zu suchen, welche in der Mitte zwischen
heiden steht.»  Det er Vanskeligheden ved at tilvejebringe en saadan i lengere Tid kon-
stant Hastighed, jeg har villet undgaa ved min Methode, idet jeg kommer i Forbindelse
med Sekundpendulet ved det frie Fald, hvis Hastighed er af passende Storrelse til direkte
Anvendelse ved Udmaaling af Svingningstiden. De her beskrevne optiske Methoder have
det samme Fortrin som min, at Stemmegaflen svinger frit. Men uden en Maalemethode,
der som min Sprojtemethode tillader en Udmaaling til et vilkaarligt Tidspunkt af Omlebs-
tidens ojeblikkelige Verdi, er man nedsaget til at iagttage den optisk sammensatte Be-
viegelse i en Tid, der er lang i Forhold til Svingningstiden. Man maa derfor til Tider
meddele Stemmegaflen Impulser for at holde Svingningerne vedlige, og herved kan der
fremkomme forstyrrende Faseforandringer; dern®st skal Tiden, hvori den optisk sammen-
satte Beviegelse iagttages, udmaales, og Omlebstiden bestemmes ved el astronomisk Ur.
Det hele Apparat bliver af den Grund temmelig omstendeligt, og Arbejdet dermed vanske-
ligt. Endvidere vil det vanskelig kunne forenes med den optiske Methode al indeslutte

Gaften helt i et Hylster; man er saaledes ikke saa frit stillet som ved min Methode med

1) Pogg. Ann. Bd. 152, S. 448, 1874.

4
2) Phil. Transact. Bd. 171, S. 1, 1880.
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Hensyn til at undersege forskjellige Omstendigheders (Opvarmnings, Magneliserings og
Luftmodstands) Indflydelse paa Svingningstallet. Endelig vil man ikke kunne undersege
meget smaa Svingninger ad oplisk Vej, hvorimod min Methode efter mine Erfaringer synes
at kunne anvendes paa overordenlig smaa Svingninger, naar kun det svingende Legeme er
opstillet saaledes, at det er beskyttet mod Rystelser.

Alle lagttagere have fundet Stemmegaflens Svingningstal aftagende med voxende
Temperatur. Temperaturkoefficienten afh@nger sandsynligvis af Gaflens Dimensioner og
Materiale. Den er af nogle lagttagere funden lidt mindre, af andre lidt sterre end 0,0001
(Clarke og M'Leod fandt 0,00011), medens jeg fandt 0,00014. Hertil er at bemrke, at min

Stemmegalffel var af bledt Jeern, havde forholdsvis tynde Grene og var uden Skydeviegte.

Tilleg.

Jeg har gjort nogle lagttagelser over det Hastighedstab, der lides, naar man over-
forer Beviegelsen fra den af Motoren direkte beviegede Axe til Rotationsapparatet ved Kvik-
solvfriktion paa den S.43 omtalte Maade. Naar Hastighederne ikke lenger variere, vil der
viere Ligevegt mellem Momentet M af Modstandene, som Rotationsapparatet meder, og
Momentet 77 af Kviksolvfriktionen. M tor antages vasenlig at skyldes Tapfriktionen ved
Tappen m (Fig. 1) og er altsaa en Friktion mellem faste Flader, som jo antages uafhengig
af Hastigheden. # maa derimod som en Viedskefriktion antages at vere proportional med
den relative Hastighed for Beholderen dd og Skiven ee. Men denne relative Hastighed er
netop Hastighedstabet N, — N, , idet N, er Axen o«'s og N, Axen f's Omlobstal. Man
kan altsaa under disse Forudsetninger sette

N,—N, = CM,
hvor C er en af Hastigheden uafhangig Konstant. Heraf sluttes,
at Hastighedstabet maa vere nafhengigtaf Omlobs-
tallet.

Hastighedstabet N, — N, maalte jeg paa folgende Maade.
I Fig. 15 tenkes Jarnskiven gg og den flade Kviksolvbeholder
dd begge projicerede i Cirklen /. 1 Randen af Jernskiven
festede jeg et lille Planspejl s, hvis Normal var rettet udad

fra Axen. Om Randen af den flade Kviksalvbeholder lagde jeg

{//L\} et Papirbaand; dette var delt i tre lige store Langder, der
/ ?\L\ vare forsynede henholdsvis med 1, 2 og 3 Streger parallele
R med Baandets Liengderetning. Udfoldet tog Baandel sig altsaa

Fig. 15. ud som vist i Fig. 16.




Ved en Petroleumslampe og en

Linse L (Fig. 15), frembragte jeg en —_————
kraftig belyst Plet » paa Papirbaandet Fig. 16.
om Kvikselvbeholderen.  Ved Siden af Linsen var der anbragt et fast Spejl S stillet saa-
ledes, at det kastede Lyset fra p mod Randen af Jernskiven. Et Rer £ var rettet mod
det Punkt af Jwernskiven, mod hvilket Spejlet .S kastede Lyset fra p- Heraf fulgte, at man
gjennem [ kunde se et Spejlbillede af den belyste Flade p, naar Spejlet s netop var an-
bragt ud for Reret. L, S og I vare anbragte i Siden af en stor Kasse, der var hvelvet
over hele Apparatet for at holde uvedkommende Lys ude.

Rotere Kvikselvbeholder og Jwernskive lige hurtig, vil man en Gang under hvert
Omlob gjennem Reret R se stedse det samme Sted af Papirbaandet; ved lige hurtig Rotation
vil Baandet derfor synes at staa stille.  Gaar derimod J®rnskiven langsommere rundt end
Kvikselvbeholderen, vil man for hvert nyt Omleb se et Punkt af Papirbaandet, der i For-
hold til Rotationsretningen ligger bagved det i det foregaaende Omlob iagttagne; man vil
derfor tro at se Papirbaandet lobe rundt i Rotationsretningen med en Hastighed, der netop
er lig den relative Hastighed mellem Kvikselvbeholder og Jernskive. Den relative Hastighed
eller Hastighedstabet N,—N, kan derfor findes ved at telle det Antal Gange, et af
Felterne paa Papirbaandet viser sig i en given Tid.

Jeg har paa denne Maade maalt Hastighedstabet 7 Gange ved temmelig forskjellige
Omlebstal. I Reglen maalte jeg Tiden for 50 relative Omleb. Jeg fandt i de 7 Forseg,
idet N, er Kviksolvbeholderens, N, Jaernskivens Omlabstal i Sekundet, de i nedenstaaende

Tabel angivne Hastighedstab.

N N,—N,
22 1,03
21 0,80
24 0,87
23 0,90

8 0,73

8 0,68
23 0,71.

stor Overensstemmelse i Verdierne af N, — N, kan der naturlievis ikke ventes. da Tap-
Stor Over 1 2 § ) |
friktionen vil afhenge af Smerelsens Tilstand; de tre sidste Forsag ere udferte umiddel-
bart efter hinanden, og den nare Overensstemmelse, som N, —N, frembyder i disse
Forseg, hvor Hastighederne have veret meget forskjellige, viser, at Hastighedstabet i hvert
IFald temmelig n@er er uafhengigt af Omlebstallet.
snne Omstendighed er af vaesentlig Betydning for Anvendelsen af Viedskefriktion
Denne f 5 .

til Overforelse af Beviegelse fra en Axe (il en anden. Nyttevirkningen ved Overforelsen

_--_




=

. Nt

82 48

N,— ¥,
Ny
Naar N, — N, er uafhengig af N,, sees altsaa Nyttevirkningen at voxe med Omlebstallet;

er nemlig P

det tabte Arbejde er omvendt proportionalt med Omlebstallet. I det sidste Forseg ved
23 Omleb i Sek. har saaledes Nyttevirkningen veret omtrent 97 pCt., medens den i nest-
sidste ved 8 Omleb kun var omtrent 91 pCt.

Det fremgaar af disse Forseg, at man kan overfore en roterende Bevegelse ved

Kvikselvfriktion uden noget vesenligt Tab i Hastighed, naar kun Omlebstallet er stort nok.

Selv om Rotationsapparatet skulde priestere et ret anseligt nyttigt Arbejde foruden det af
Pl ! gl nytug )

Tapfriktionen absorberede, vilde Kvikselvfriktionen kunne arbejde med ganske god Nytte-
virkning. Skulde der f. Ex. praesteres et nyttigt Arbejde, der var 9 Gange Tapfriktionen,
vilde ved Omlebstal 23 Nyttevirkningen endnu vere omtrent 70 pCt., medens den ved
Omlobstal 8 kun vilde viere omtrent 10 pCt., alt under Forudsetning af, at Kvikselvfrik-

tionen vedbliver at vere proportional med den relative Hastighed.
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