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FREMMEDSPROG-TRYKKERIET „ATHENE”



Uenne Bog handler om geometrisk Konstruktion, 

i videste Forstand.

Den handler ikke om Approximalioner, men om 
eksakte Konstruktioner.

Den handler samtidig om den praktiske Udfø­

relse, idel den søger al forme Konstruktionen med den 

simplest mulige Realisering for Øje.

Og gennem en naturlig Forening af disse For­

umal stræber den al bane Vej for el lidt videre Syn 

end del, som paa delle Omraade har hersket siden 
Platons Dage.





1. Konstruktion og Eksperiment.

V
e d geometrisk Konstruktion forstaar man sædvanligvis 

»Konstruktion ved Passer og Lineal«. Herved er det 

for det første forudsat, at man ved Tegningens Udførelse 

ikke bruger andre Apparater end Passer og Lineal; men 

dette er ikke det eneste Forbehold, der tages. Hvis man 

f. Eks. vil bestemme en ret Linie parallel med en given og 

i en given Afstand fra samme og i delte Øjemed tegner 

2 Cirkler med Centrer paa den givne Linie og med den 

givne Afstand til Radius, for derpaa ved Hjælp af Linealen 

umiddelbart al drage en ydre Fællestangent til Cirklerne, da 

er Opgaven ganske vist derved løst uden Brug af andre Ap­

parater end Passer og Lineal, men enhver, der har læri lidt 

Geometri, vil straks være paa del rene med, at vi her er 

gaaet uden for de »lovlige« Grænser for disse Apparaters An­

vendelse. Hvilke Operationer er da lovlige?

Svarel lyder saaledes: For det første er det tilladt ved 

Hjælp af Linealen al tegne en ret Linie gennem 2 bekendte 

• Punkter og for det andet ved Passeren at tegne en Cirkel 

med givet Centrum og Radius. Hertil kommer endnu én 

Operation, nemlig den, ved Hjælp af Øjet ät opsøge Skærings­

punkter (mellem tegnede retle Linier og Cirkler).

Den nævnte Gruppe af Operationer omfatter alt, hvad 

man kan drage ind under del klassiske Begreb: Konstruktion 

ved Passer og Lineal. Alle andre Handlinger, som foretages 

for at naa til Realiseringen af en eller anden Figur med



foreskrevne Egenskaber, betegner vi som Eksperimenter; 

hertil hører altsaa f. Kks. den ovennævnte Bestemmelse af 

en ret Linie parallel med en given i en given Afstand. Skønt 

den klassiske Konstruktion i Virkeligheden bør opfattes som 

et specieil Tilfælde af det almindelige geometriske Eksperi­

ment, og dette paa den anden Side ikke er noget som helst 

andel end Konstruktion i videre Forstand, vil vi dog i det 

følgende af Hensyn til almindelig Sprogbrug skelne imellem 

»sædvanlig Konstruktion« og »Eksperiment«.

Eksperimentet faar man Brug for i to Tilfælde:

1) Naar den foreliggende Opgave vel lader sig løse ved 

sædvanlig Konstruktion, men løses lettere og nøjagtigere ved 

hel eller delvis Anvendelse af Eksperiment, og

2) naar Opgaven ikke lader sig løse ved sædvanlig Kon­

struktion.

Eksempler kender enhver praktisk Tegner. Man behøver 

jo blot at henvise til Anvendelsen af Hovedlineal, Tegne­

trekant og andre praktiske Hjælpemidler; men selv om vi 

begrænser os til saadanne Operationer, som udføres alene 

ved Hjælp af Passer og Lineal, kan vi nævne mange nær­

liggende Eksempler:

Op g. 1. At nutale Afstanden fra et Punkt A til en ret 

Linie l.

Denne Operation udføres direkte ved Haa nd passeren 

(Maalepasseren)*),  idet man ved Prøve bestemmer en saa- 

dan Passeraahnin^, at den ene Passerspids kan anbringes i 

A, samtidig med, at den anden kan føres ind i Linien l, men ' 

aldrig kan komme over paa den Side af /, der er modsal A. 

Operationen udføres altsaa uden at man tegner nogen Hjælpe­

linie.

*) Herved forstaas en Passer med to Spidser; den tjener væsentlig 

til Maaling og Flytning af Liniestykker. Naar der i de følgende 

Eksempler er Tale om at udføre en eller anden Operation med 

Passeren, er det som Kogel Haandpasseren, vi mener.
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Opg. 2. At maale den største eller mindste Afstand fra 

et Punkt til en Cirkel.

Udføres paa ganske lignende Maade som den foregaaende 

Maaling. Opgaven udvides let til den mere almindelige, at 

maale Afstanden fra et Punkt til en Kurve, der foreligger 

tegnet.

I Forbindelse hermed skal nævnes, at man straks kan 

maale Diameteren i en Cirkel, der foreligger tegnet, uden at 

man behøver at drage nogen Diameter; man sætter blot den 

ene Passerspids i et Punkt af Periferien og maaler den største 

Afstand fra dette Punkt over til Periferien. Flytter man der­

efter Passeren med den fundne Passeraabning, saaledes at 

den ene Spids anbringes i Centrum, medens den anden 

sættes til Papiret i et Punkt P, og man derpaa direkte maa­

ler den største Afstand fra P over til Periferien, har man et 

Stykke i Passeren, der er 3 Gange Cirklens Radius, og det 

vil være let at gaa videre paa samme Maade.

Har man et Stykke a i Passeren, og der foreligger teg­

net en Cirkel med Radius r, da kan man ved at anbringe 

den ene Passerspids i Centrum og sætte den anden til Pa­

piret i et eller andet Punkt P og derpaa maale den største 

eller mindste Afstand fra P til Periferien skaffe sig en Af­

stand, der er henholdsvis a r eller a — r (numerisk be­

stemt).

Den Slags Maalinger kan være nyttige ved Kontrol- 

prøver eller ved sammensatte Eksperimenter.

Opg. 3. Al dele el Liniestykke i to eller flere lige store 

Dele.

Man vælger en Passeraabning, der skønnes nogenlunde 

at ville svare til Størrelsen af det søgte Stykke, og prøver, 

om den passer; viser den sig at være valgt for stor eller for 

lille, retter man paa den, indtil den faar den rigtige Stør­

relse.

Det simpleste Tilfælde er Halvering; her vil Forsøget 

hurtigt lykkes, og det er sikkert, at det Resultat, man finder



ad denne Vej, er bedre end det Resultat, som man vil komme 

til ved en hvilken som helst anden Metode, idet det ud­

førte Eksperiment i sig selv indeholder en umiddel­

bar Kontrol af Resultatet.

Deling i 3 Dele vil ogsaa hurtigt lykkes, og Deling i 4 

Dele opløses naturligvis i 2 Halveringer, ligesom man i det 

hele ved sammensatte lal opløser dem i Primfaktorer. Ved 

større Antal kan Forsøget lettes ved Brug af Maalestok eller 

ved en passende Anvendelse al kvadreret Papir (smig, den 

elementærgeometriske Konstruktion ved Hjælp af parallele 

Linier). •»

Opg. 4. Paa en ret Linie eller Cirkel al finde el Punkt, 

der har en given Afstand fra en anden ret Linie eller Cirkel.

Man tager den givne Afstand i Passeren og prøver sig 

frem, under Anvendelse af den samme Iagttagelse som i 

Opg. 1 og 2, indtil man finder det søgte Punkt.

Den samme Metode anvendes umiddelbart til Løsning af 

den mere almindelige Opgave, paa en vilkaarlig tegnet Kurve 

at finde el Punkt, der har en given største eller mindste Af­

stand fra en anden Kurve, der ogsaa foreligger tegnet.

Opg. 5. Paa en ginen ret Linie eller Cirkel (eller i Al­

mindelighed en vilkaarlig tegnet Kurve) al finde el Punkt, der 

har lige store Afstande fra lo givne Punkler.

Opgaven løses ved, al man paa Skøn vælger el Punkt 

paa den givne Kurve og prøver, om det ligger lige langt fra 

de to givne Punkter; i modsat Fald Hytter man Punktet i 

Overensstemmelse med Udfaldet af Forsøget, indtil man fin­

der el Punkt, der passer.

Det er klart, at den samme Metode kan anvendes, naar 

man paa en given Kurve skal finde et Punkt, hvis 

Afstande 1) fra 2 givne Linier, eller 2) fra et givet 

Punkt og en given Linie, eller 3) fra et givet Punkt 

og en given Kurve, eller 4) fra lo givne Kurver, er 

indbyrdes lige store.



9

Og denne Metode rummer en stor Mængde Anvendelser. 

Vi nævner foreløbig følgende:

Opg. 6. Tegn en Cirkel, der g aar gennem 2 givne Punk­

ter .1 og B og rorer en given Cirkel (eller ret Linie).

Man oprejser først den vinkelrette m paa Midten af AB. 

Paa m opsøges derefter ved direkte Forsøg et Punkt 0, hvis 

Afstand fra .1 er lige saa stor som dets største eller mindste 

Afstand fra den givne Cirkel (eller den givne rette Linie). 

I)c herved fundne Punkter 0 er Centrerne for de søgte 

Cirkler.

Paa ganske lignende Maade løses den Opgave at tegne 

en Cirkel, der rører 2 givne rette Linier saml en given 

Cirkel.

2. Skæring mellem Cirkel og Keglesnit.

Opg. 7. Al finde Skæringspunkterne mellem en Cirkel c 

og en Parabel, givet ved Brændpunkt F og Ledelinie l.

Ved Hjælp af Passeren opsøger man umiddelbart paa c 

de Punkter, hvis Afstande fra F og / er lige store. Har man 

valgt et Punkt M paa c, og del viser sig, al del ligger nær­

mere ved F end ved l, da betyder dette, al M ligger inden 

for Parablen (d. v. s. paa den Side af Kurven, hvor Brænd­

punktet er beliggende); viser det sig derimod, at M ligger 

nærmest ved Ledelinien, betyder del, at M ligger uden for 

Parablen. Ved Iagttagelse af disse Regler vil det være let at 

fuldføre Forsøget, og det Resultat, man finder ad denne Vej, 

er det bedst mulige, idet Metoden kontrollerer sig selv; en 

hvilken som helst anden Fremgangsmaade maatte bag efter 

kontrolleres ved selve det nævnte Eksperiment.

Del er indlysende, al det samme Forsøg vil kunne bru­

ges, naar man skal finde Skæringspunkterne mellem en Para­

bel og en vilkaarlig tegnet Kurve; ogsaa i det specielle Til­

fælde, hvor Kurven er en ret Linie, vil det nævnte Forsøg 

være at foretrække, idel det baade er hurtigere og nøjagtigere 

end sædvanlig Konstruktion.
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Opg. 8. At finde Skæringspunkterne mellem en Cirkel c 

og en Ellipse, der er givet ved Brændpunkterne F og F, og 

den store Akses Længde 2a. (Fig. 1.)

over til Fx. Omvend!

Del gælder om paa Cirklen 

c at linde el Punkt M, hvis 

Afstande fra F F, har 

Summen 2a. Tænkes FM for­

længet ud over M til et Punkt 

S, saaledes al MS==FXM, da 

vil FS være = 2a; tegnes alt- 

saa en Cirkel /’ med Centrum 

F og Radius 2a, da vil det 

søgte Punkt 3/ ligge saaledes, 

al dets korteste Afstand MS 

til (ji’klen er lig dets Afstand 

vil denne Betingelse være tilstrække­

lig. Den nævnte Cirkel, der kaldes Ledecirklen om F, vil 

omslutte Ft (FFt<2a).

Opgaven loses derfor ved, al man gennem direkte Prøve 

med Passeren opsøger el Punkt paa c. hvis Afstand fra Ft 

er lig dets korteste Afstand fra Ledecirklen.

Ved Udførelsen af dette Forsøg maa man lægge Mærke 

til, al dersom det Punkt M, man først prøver med, viser 

sig at ligge nærmere ved F, end ved Ledecirklen, da betyder 

dette, al Punktet falder inden for Ellipsen; ligger derimod M 

nærmere ved Ledecirklen end ved b\, falder det uden for 

Ellipsen.

Den samme Metode anvendes almindelig til at finde 

Skæringspunkter mellem Ellipsen og en vilkaarlig teg­

net Kurve, f. Eks. ogsaa naar denne Kurve er en ret Linie.

Opg. 9. At finde Skæringspunkterne mellem en Cirkel c 

og en Hyperbel givel ved Brændpunkter F og b\ og Hoved­

aksens Længde 2a. (Fig. 2.)

Man gaar frem som i den foregaaende Opgave: Man 

tegner en Cirkel /’ (Ledecirkel) med Centrum F og Radius 2a



og benytter, at den nødvendige og tilstrækkelige Betingelse 

for, at et Punkt M ligger paa Hyperblen, er den, at dets Af­

stand fra Ft er lig den største eller mindste Afstand MS fra

M til Ledecirklen (efter­

som M hører til den 

Hyperbelgren, der om­

slutter F, eller til den, 

der omslutter Ft). Man 

opsøger da blot paa c 

de Punkter, der opfyl­

der den nævnte Betin­

gelse.

Viser det sig ved 

det første Forsøg, at 

del Punkt M, man faar 

at en Cirkel med Centrum M ogfat paa, ligger saaledes, 

gaaende gennem l\ vil komme til at skære Ledecirklen, da 

betyder dette, al M ligger uden for Hyperblen (d. v. s. i den 

sammenhængende Del af Planen, der begrænses af begge 

Hyperbelgrene); dersom derimod Cirklen med Centrum M og 

gaaende gennem I\ intet Punkt har fælles med Ledecirklen, 

da vil M ligge inden for Hyperblen (d. c. inden for en af

Hyperbelgrenene).

Den angivne Metode anvendes uforandret til at finde 

Skæringspunkter mellem Hyperblen og en vilkaarlig 

tegnet Kurve, ogsaa i det Tilfælde, da denne Kurve er en 

ret Linie.

Opgave 7—9 giver os ganske overordentlige simple Midler 

til Bestemmelse af Skæringspunkter mellem en tegnet Kurve 

og cl vilkaarligt forelagt Keglesnit. Det er ikke nødvendigt 

al tegne Keglesnittet; et simpelt Forsøg med Haanclpasseren 

vil være tilstrækkeligt. ved Indførelse af disse Hjælpe­

midler vil, som vi skal se i det følgende, vort Konstruktions- 

omraade være væsentlig udvidel ud over det elementære.
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3. Vinklens Tredeling.

Del er en velkendt Sag, at man ved sædvanlig Kon­

struktion nok kan halvere en Vinkel, men at man derimod 

ikke kan tredele den. Men Praktikeren vil naturligvis ikke 

af den Grund være i nogen Forlegenhed. Han vil bruge det 

samme Eksperiment, ved Hjælp af hvilket han bestemmer 

Tredjedelen af et Liniestykke, til med samme Lethed at 

skaffe sig 'I redjedelen af en Cirkelbue, og selv om der 

eksisterede en Konstruktion ved Passer og Lineal, vilde han 

dog aldrig bruge den; det nævnte Eksperiment giver nem­

lig den bedst mulige Nøjagtighed.

hor den praktiske l (Hørelse har det allsaa ingen 

som helst Interesse, om der eksisterer en Løsning 

al \ inklens I redding ved sædvanlig Konstruktion 
eller ikke.

Derimod har del naturligvis videnskabelig Interesse at 

laa Klarhed over dette Spørgsmaal, og af Hensyn hertil saml 

al Hensyn lil den store Bolle, Problemet har spillet i Mate­

matikkens Historie, skal vi da i det folgende give el Bevis 

for den Sætning, al der ikke eksisterer nogen sædvanlig 

Kon si ru kt ion til Deling af en vi I ka ar lig forelagt 

Vinkel i 3 lige store Dele.

For at kunne fore delle Bevis maa vi imidlertid først 

orientere os lidi nærmere med Hensyn lil den sædvanlige 

Konstruktions Indhold og Omfang. Vi har nævnt de Opera­

tioner, hvoraf en sædvanlig Konstruktion maa være sammen­

sat, men vi maa føre Undersøgelsen lidt videre.

Lad os tænke os en eller anden Konstruktionsopgave; 

den kan allid formuleres saaledes: Der er givet visse Punkter 

.1, /?, C,  (i endeligt Antal); man skal konstruere visse 

andre Punkter, der staar i en opgiven geometrisk Afhængig­

hed lil de givne.

\ i tegner ved Passer og Lineal et retvinklet Koordinat- '

system (X, )') og projicerer vore Punkter X, B, C, .... paa 

X-Aksen i Ct, paa F-Aksen i B2, C2, ....
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1 Stedet for det forelagte Punktsystem kan vi derefter sætte 

/I,, A2, Bå , B.,, Cr, C*, da vi ved Konstruktion med 

Passer og Lineal kan udlede de lo Systemer af hinanden. 

Resultatet heraf bliver da, al man ved at tage de givne 

Punkters Koordinater faar en Samling af bekendte Størrelser 
som Udtryk for alt, hvad der er givet. De Punkter, der 

søges, kan ligeledes Lænkes bestemt ved Koordinater, og man 

faar derved en Samling af ubekendte Størrelser som Udtryk 

for det, der skal findes.

De opgivne geometriske Afhængigheder kan nu efter den 

analytiske Geometri udtrykkes ved Ligninger mellem tie be­

kendte og de ubekendte Størrelser, hvorefter Opgaven er om­

skrevet til at finde de ubekendte Størrelser af disse Ligninger.

Dersom nu Opgaven har en Løsning ved sædvanlig 

Konstruktion, kan man ved at følge de forskellige Opera­

tioner i Konstruktionen komme fra de bekendte Størrelser 

til de ubekendte. Lad os se paa den analytiske Formu­
lering af disse Operationer:

1) En ret Linie gennem 2 Punkter og (.r2, z/J

fremstilles ved en Ligning af første Grad:

x — y*) — y — .r2) + y, — x.2 y. = 0,

hvis Konstanter er rationale Udtryk i de 2 Punkters Koor­
dinater.

2) En Cirkel med Centrum (zn, n) og Radius r frem­
stilles ved Ligningen

æ2 4" IB — 2mx — 2ny I- m2 —|— z?2 — f- = 0.

Er Radien givet som Afstand mellem 2 Punkter (p]5 

og (i°2> </2)» har man

= (Pt — PJ2 + (<?! — </2)2.

Cirklens Ligning indeholder altsaa kun Konstanter, der 
udtrykkes rationalt ved de givne.

3) 2 rolle Liniers Skæringspunkt fremstilles ved Koor­

dinater, der udtrykkes ved rationale Funktioner af Lignin­

gernes Konstanter.
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4) Skæringspunkter mellem ret Linie og Cirkel eller 

mellem to Cirkler fremstilles derimod ved Koordinater, som 

ved deres Beregning kræver Udførelse af en Kvadratrods­
uddragning.

Ved Sammensætning af de nævnte Operationer kan man 

altsaa ud fra de givne Størrelser aldrig naa til andre Udtryk 

end saadanne, som man føres til gennem et endeligt Antal 

rationale Operationer og reelle Kvadratrodsuddragninger, ud­

førte efter hinanden. Omvendt kan saadanne Udtryk jo 

allid konstrueres ved Passer og Lineal. Altsaa:

bor al en Opgave skal kunne løses ved sædvanlig 

Konstruktion, er del nødvendigt og tilstrækkeligt, at 

de søgte Punkters Koordinater i et vilkaarligt valgt 

retvinklet Koordinatsystem kan udtrykkes ved saa­

danne Funktioner af de givne Punkters Koordinater, 

som kan dannes ved Sammensætning af en endelig 

Række rationale Operationer og Kvadratrodsuddrag- 
n i il ger.

Efter dette Resultat gaar vi nu over til vor specielle 

Opgave at vise, al der gives Vinkler, som ikke lader sig tre­

dele ved sædvanlig Konstruktion. Vi vælger et simpelt Eks­

empel, idet vi tager en Vinkel paa 60° og vil bevise, at - 

Tredjedelen, en Vinkel paa 20", ikke kan konstrueres.

Delle vil jo være tilstrækkeligt, idet enhver eventuelt 

eksisterende almindelig Konstruktion af Vinklens Tredeling 

maatte kunne anvendes paa det specielle Tilfælde.

I Formlen

cos 3« — 4 cos3 a — 3 cos«

sætter vi « = 20° og faar da:

i = 4 cos8 20° — 3 cos 20°,

saa at vi til Bestemmelse af

x = 2 cos 20°
har Ligningen:

X’3 — 3x —1=0.
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bor nu at godtgøre, at Vinklen 20° ikke kan konstrueres 

ved Passer og Lineal, skal vi kun paavise, at den fundne 

tredje Grads Ligning ikke har nogen Rod, der kan dannes 

ved, al man udgaaende fra Tallet 1 anvender en endelig 

Række af rationale Operationer (de 4 Regningsarter) og 

Kvadratrodsuddragninger efter hinanden.

De Størrelser, man overhovedet kan komme til ved disse 

Operationer, undersøger vi nu nærmere, idel vi efterhaanden 

beskæftiger os med følgende Omraader af de frembragte Tal:

1) . Omraadet 7?, omfattende alle rationale Tal.

2) Omraadet /?, (enkelt irrationale Tal), omfattende alle de 

reelle Tal, hvoraf ethvert fremkommer ved paa Tallene i /? 

og disses Kvadratrødder al anvende rationale Operationer; 

selve Tallene i li regnes dog ikke med til /?,.

3) Omraadet (dobbelt irrationale Tal), omfattende 

alle de reelle Tal, hvoraf ethvert fremkommer ved paa Tal­

lene i li og saml disses Kvadratrødder at anvende rationale 

Operationer; dog oplages de Tal, som i Forvejen findes i li 

og ikke i 7<2.

Paa denne Maade fortsættes nu,»og vi klassificerer der­

ved efterhaandtn alle de irrationale Slørreiser, som over­

hovedet vil kunne konstrueres ved Passer og Lineal ud fra 

den valgte Længde 1, saaledes at man er vis paa, al enhver 

af de Størrelser, der kan konstrueres, maa forekomme i en 

bestemt af Klasserne li, /?,, li2, ....

Vi vil nu vise, al ingen af disse Klasser kan indeholde 

nogen Størrelse, som tilfredsstiller Ligningen

t 3 —3.r—1=0.

Vi prøver med den første Klasse li. Findes der noget ratio­

nalt Tal, som er Rod i Ligningen?

For del første ser man straks, at x ikke kan være noget 

helt Tal, da dette i saa Fald vilde gaa op i de to første Led 

æ8 og —3x og derfor ogsaa i det sidste Led (—1), hvilket 

maatte medføre, at # = + !; men ingen af disse Værdier til-



fred ss tille r L ig n in g en . F o r d e t an d e t k an a ’ =  en u fo rk o rte -  

lig B rø k - h e lle r ik k e tilfred ss tille L ig n in g en , d a d e tte v ed  
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D erefte r p rø v e r v i m ed K lassen /? ,.

h n  v ilk aa rlig  S tø rre lse i d en n e K lasse m aa v æ re ra tio na lt 

u d try k t v ed e t en d e lig t A n ta l K v ad ra trø d d e r | | p ,

D isse k an fo ru d sæ tte s u a fh æ n g ig e a f h in an d en p aa d en  

M aad e , a l in g en a l d em  k an u d try k k es ra tio n a lt v ed d e ø v ­

r ig e ; e lle rs k u n d e m an n em lig red u ce re A n ta lle t a f in d - 

g aaen d e K v ad ra trø d d e r. L ad n u A n ta lle t a f K v ad ra trø d d e r  

v æ re r. D en b e trag ted e S tø rre lse o rd n es e fte r én a f d e in d -  

g aaen d e K v ad ra trø d d e r, f . E k s. K // o g faa r d a F o rm en

A+BVh

C + l)Vu'

d e r v ed M u ltip lik a tio n m ed C — /) | 11 i T æ ller o g N æ v n er  

red u cere s til e t U d try k a f F o rm en

ni ■ { - 7 1 1 11.

H er k an I n ik k e u d try k k es ra tio n a lt v ed ni o g n (m en ni 

o g n k an n a tu rlig v is in d eh o ld e an d re R o d stø rre lse r) . K an  

n u  n v æ re K o d i L ig n in g en ?

V ed In d sæ tte lse faa r m an

(ni + n K  h ) 8  —  3 (zn  +  n I 11) —  1 =  0 ,

d e r o rd n es m ed H en sy n til saa a l m an faa r
X

h v o r M øg N e r ra tio n a le h e le U d try k i ni, n øg 11. D a n u  

I 11 ik k e k an u d try k k es ra tio n a lt v ed ni øg n, m aa m an a lt-  

saa h av e A r =  () , a ltsaa o g saa J /= (), a ltsaa
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hvilket imidlertid aabenbart betyder, at ni — u er Rod i 
den forelagte 3dje Grads Ligning.

Altsaa: Skal ni -)- u være Kod i Ligningen, maa m— n\ ti 

ogsaa være det. Da nu Koefficienten til er Nul, maa 

Summen af Ligningens 3 Rødder være Nul, og naar de to af 

Rødderne er m+ n\ u (n ^0), vil den sidste Rod i Ligningen 

være = — 2/7?; men denne Størrelse indeholder ikke I u, alt­

saa 1 Kvadratrod færre end 777-p- n J' u.

Altsaa: Dersom 3dje Grads Ligningen har en Rod i 

Klassen /?, med r af hinanden uafhængige Kvadratrødder, 

maa den ogsaa have en Rod med r—1 eller færre af hin­

anden uafhængige Kvadratrødder. Men deraf slutter man 

straks, al den ni aalte have en Rod, som slet ingen Kvadrat­
rødder indeholder, altsaa en rational Rod, men dette 

viste vi ovenfor var umuligt. Ligningen har altsaa heller 
ikke nogen Rod i

Vi kan derefter gaa videre paa samme Maade og vise, 

at den ikke har nogen Rod i /(.. Beviset formes ganske 
som før:

Man tænker sig den betragtede Størrelse i R2 bragt paa 

Formen ni-\-n\u, hvor ( n tilhører R2 men ikke kan ud­

trykkes rationalt ved ni og n og n (i modsat Fald kunde Ud­

trykket nemlig reduceres saaledes, at |/ u forsvandt). Dersom 

ni -1-7? J u er Rod i Ligningen, maa ogsaa ni — n[ u være det, 

altsaa ogsaa Størrelsen —2m, som ikke indeholder I u o. s. v. 

Folgen vilde blive, at Ligningen maatte tilfredsstilles af en 

Størrelse i /?,, hvilket er umuligt.

Det er klart, at Ræsonnementet kan fortsættes paa lig­

nende Maade gennem de følgende Klasser /?., ,/?4...og vi 
indser da, at ingen af Klasserne kan indeholde noget Tal, 

som tilfredsstiller Ligningen. Altsaa kan man ikke ved Passer 

og Lineal konstruere en Vinkel paa 20 °, og Umuligheden af 

en sædvanlig Konstruktion til Vinklens Tredeling er dermed 
godtgjort.

2
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Man kan naturligvis anvende ganske de samme Betragt­

ninger, som vi her har benyttet, til Behandling af en vilkaar- 

lig 3dje Grads Ligning med rationale Koefficienter og uden 

rationale Rødder. En saadan Ligning kan altsaa aldrig løses 

ved Kvadratrod (d. v. s. den har ikke nogen Rod, der hen­

hører til nogen af de ovennævnte Klasser). En irrational 

Kubikrod af et rationalt Tal kan altsaa aldrig ud­
trykkes ved Kvadratrod. Hermed er bl. a. bevist, at 

en anden berømt Konstruktionsopgave, Problemet om 

Terningens Fordobling, heller ikke kan løses ved sæd­

vanlig Konstruktion, idet Opgavens Løsning beror paa al 

finde \/2.
Almindelige Undersøgelser over algebraiske Ligninger, 

der lader sig opløse’ ved Kvadratrod, og som altsaa grafisk 

kan behandles ved sædvanlig Konstruktion, er gennemført af 

Julius Petersen; herom henvises til hans Doktordisputats: 

Om Ligninger, der kunne løses ved Kvadratrod, Kjøbenhavn 

1871, samt til hans Lærebog: De algebraiske Ligningers 

Theori, Kjøbenhavn 1877.

4. Kubikrodsuddragning.

Vi har set, al man ikke ved sædvanlig Konstruktion kan 

bestemme en vilkaarlig Kubikrod. Blandt de forskellige For­

mer, som Opgaven angaaende den almindelige Kubikrods­

uddragning har faaet, skal vi først nævne den vigtigste, Be­
stemmelsen af to sammenhængende Mellemproportionaler 

x og y mellem to givne Størrelser a og 6, d. v. s. Bestem­

melsen af x og y ved Ligningerne

a x y 
x y b'

De tre Brøker har Produktet (l, og hver al dem maa alt- 
8b 

saa være=|/H, altsaa
I b

x = \/crb, y = \ (ib~.
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Disse to Kubikrødder konstrueres altsaa samtidig ved 

Løsning af ovenstaaende Ligninger, eller hvad der er det 

samme, ved al søge Skæringspunktet mellem de 2 Parabler, 

der i et retvinklet Koordinatsystem fremstilles ved Ligningerne 

æ2 = ay, y2 = bx.

Tænker man sig disse Parabler tegnet, har man derved 

en Løsning af Opgaven; denne Løsning var allerede kendt 

af Menaichmos (ca. 300 f. Chr.).

Hvad den praktiske Udførelse angaar, maa del imidlertid 

straks bemærkes, at selve det Eksperiment at tegne Parablerne 

paa fri Haand og derpaa tage Skæringspunktet, ikke er 

nogen synderlig let eller nøjagtig Operation. Opgavens Løs­

ning bliver derimod væsentlig bedre, naar man benytter 

Descartes’ Omskrivning:

De lo Ligninger x2 = ay, y2 = bx, ombyttes med følgende: 

y2 = bx, 

x2 -\~yi = bx -f- ay,

af hvilke den sidste fremstiller en Cirkel med Centrum

og gaaende gennem Begyndelsespunktet, medens den første 

fremstiller en af de oprindelige Parabler med Brændpunkt 

( °£ Ledelinie x =—p Det gælder nu blot at finde

Skæringspunktet mellem Cirklen og Parablen, og dette kan 

udføres ved del under Opg. 7 omtalte Forsøg, altsaa uden at 

tegne nogen anden Kurve end Cirklen.

5. Almindelige Opgaver af 3. og 4. Grad.

En Opgave, hvis Løsning kan henføres til Opløsningen af en 

Ligning af n’le Grad, betegner vi som en Opgave af n’te Grad.

Vinklens Tredeling og den almindelige Kubikrodsuddrag­

ning er Opgaver af 3dje Grad. Og enhver Opgave af 3dje 

Grad kan føres tilbage I il disse 2 specielle Opgaver. Dette 

fremgaar af den Maade, hvorpaa man opløser den alminde­

lige Ligning af 3. Grad:

xs -4“ -j- bx -p c == 0.
2*



Indsættes x = y — vil Ligningen faa Formen:

//3 + p// + '7 = O.

Herefter sættes y = u-\-v, hvorved man faar:

u‘3 + Ps + (3z z p + p) (u + p) + q = 0.

Sættes derpaa p
uv = — , 

O 

faar man 
ir -j- ir = — q, 

hvorefter man finder u'3 og i>'3 som Rødder i den kvadratiske 

Ligning:
2. + gz_g = 0, 

altsaa

Bestemmelsen af u og v kræver altsaa foruden Kvadrat­

rodsuddragning ogsaa Kubikrodsuddragning, og den Størrelse, 

hvoraf Kubikroden skal uddrages, vil enten være reel eller 

imaginær; men i alle Tilfælde uddrages Kubikroden af et 

komplext Tal ved, al man uddrager Roden af Modulus og 

tredeler Argumentet. Og hermed er det bevist, at den almin­

delige Opgave af 3dje Grad kun kræver de 2 nævnte specielle 

Operationer foruden Konstruktion med Passer og Lineal.

Opgaver af 4de Grad kræver ikke med Nødvendighed nye 

Eksperimenter, idet enhver Ligning af 4de Grad efter først 

at være bra^t paa Formen

x'4 + ax2 + bx -\-c — 0,

kan føres tilbage til Løsning af en Opgave af 3dje Grad.

Ligningen kan nemlig for del første omskrives til

(x2 4- y)2 = (2y — d)x2 — bx — c + //“, 

hvor y er vilkaarlig; og dernæst kan man bestemme y saa- 

ledes, at højre Side bliver et fuldstændigt Kvadrat. 1 il Be­

stemmelse af y haves da:

4(2// — a)(y2 — c) = b2, 

altsaa en Ligning af 3dje Grad. Opløser man denne, vil x der­

efter kunne findes ved Opløsning af kvadratiske Ligninger.



21

En elegant geometrisk Behandling af Ligninger af 3. og 

4. Grad er givet af Descaries, som løser Ligningen

ved den faste Parabel

z2 — x
og Cirklen

(" - W + (.r - i - W = W + (i+ip)’ + r.

For r —0 har man herved specielt en Opløsning af Lig­

ningen af 3. Grad:

zs = pz -J- (p

Enhver Opgave af 3dje og 4dc Grad kan altsaa 

løses ved udelukkende Anvendelse af Opg. 7 i For­

bindelse med Konstruktion ved Passer og Lineal.

Disse analytiske Overvejelser vil nu imidlertid næppe i 

mange Tilfælde være til direkte Nytte ved den praktiske Be­

handling af konkrete Opgaver, men de giver en eksakt Be­

svarelse af et rent teoretisk Spørgsmaal og viser, hvor over- 

maade simple Operationer der skal til, for al man skal kunne 

beherske hele det Omraade, som Opgaverne af 3. og 4. Grad 

omfatter.

Og dette Omraade er særdeles vigtigt; selv tilsyneladende 

meget simple Opgaver fører derind.

6. Specielle Opgaver af 3. og 4. Grad.

Opg. 10. Find ved Konstruktion en Vinkel a, som tilfreds­

stiller Ligningen:
a , b

■----- -j--- 7---  --  C.
COS (c Sin a

Man sætler
c cos a = x, c sin a = g, 

og har da

Il i b * 2 12 2
——= 1, x-V ir = c, 
x g

til Bestemmelse af x og g; disse Størrelser kan altsaa findes 

som Koordinater til et Skæringspunkt mellem en ligesidet
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Hyperbel og en Cirkel. Hyperblen gaar gennem Begyndelses­

punktet, og dens Asymptoter er x = a, i/ = b; Toppunkter og 

Brøndpunkter findes da let, og Opg. 9 kan anvendes.

Opg. 11. At konstruere en ligebenel Trekant, huis lien 

har en given Størrelse, a og gaar gennem hvert sit af to givne 

Punkter Pog Q, medens Grundlinien skal falde paa en given 

Linie l.

P’s og Q’s Afstande fra / betegnes med p og q, og PQ's 

Projektion paa I met! r. Vinklen « ved Grundlinien bestem­

mes da ved Ligningen

£±5 + _L_ = 2a,
sin Cl COS a

hvorved Opgaven er fort tilbage til den foregaaende.

x = a cos a, g = a sin ct, 

er henholdsvis den halve Grundlinie og den hele Højde i den 

søgte Trekant.

Opg. 12. liestem a af Ligningen

cos3 a sin3 a = a.
Sættes

cos asin a = 2 cos d,

faar man til Bestemmelse af d

cos 3d = —o, 

hvorved d kan findes, og derefter a.

Opg. 13. Find Skæringspunkterne mellem Asteroiden 

x% 4“ y* = o®

og en Linie vinkelret paa en af Kurvens Symmetriakser.

Opgaven løses foren Linie J_ x- eller //-Aksen ved Hjælp 

af Kubikrodskonstruktion, og for en Linie _L en af de Sym­

metriakser, som halverer Koordinataksernes Vinkler, føres 

Opgaven tilbage til den foregaaende.

Hjælpesætning I. Naar 2 Linier gennem faste 

Punkter A og li drejer sig lige hurtigt til modsat 

Side, vil deres Skæringspunkt i Almindelighed gen­

nemløbe en ligesidet Hyperbel.
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Beviset herfor faar man lettest ved at tage et retvinklet 

Koordinatsystem med Begyndelsespunkt i Midtpunktet O af 

AB og med Akser i saadanne Retninger, som hver for sig 

danner lige store Vinkler med samtidige Stillinger af Linierne. 

Idet nu A har Koordinaterne (a, b) og B altsaa Koordina­

terne (—a,—b), vil samtidige Stillinger af de to Linier frem­

stilles ved Ligninger af Formen:

y — b — «fx — d),

y -\-b — — a(x a).

Skæringspunktet (ir, y) vil altsaa stadig tilfredsstille Lig­

ningen
xy = ab,

der fremstiller en ligesidet Hyperbel med Koordinatakserne 

(il Asymptoter. Hyperblens Akser, Toppunkter og Brænd­

punktet findes let.

De Liniehundter, som gennemløbes af de 2 roterende 

Linier, er symmetriske (d. e. kongruente med modsatte Om­

løb). Sætningen er derfor specielt indbefattet i den almin­

delige Sætning om cl Keglesnits Frembringelse ved projek­

tive Liniebundter*).

*) Se Forf.’s Deskriptivgeometri S. 67.

**) Opg. 408 i Julius Petersen: Methoder og Theorier, 1896. Se end­

videre Opg. 410 smst.

Naar i en Trekant ABC Vinkelspidserne A og B ligger 

fast, og Differensen mellem Vinklerne A og B har en given 

Størrelse, vil Vinkelspidsen C efter Hjælpesætning I ligge 

paa en ligesidet Hyperbel. Dette kan finde Anvendelse ved 

Trekantskonstruktioner, hvor man kender AB og Dif­

ferensen mellem Vinklerne A og B. Som Eksempel nævnes 

følgende simple Opgave:

Opg. 14. Konstruer en Trekant ABC af Siden c. Dif­

ferensen mellem Vinklerne A og B samt Siden a.**)

Idet A og B lægges fast, findes C som Skæringspunkt 

mellem en Cirkel og en ligesidet Hyperbel.
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Hjælpesætning II. Naar 2 Punkter M og N gen­

nem løber givne koncentriske Cirkler (m ed Radier ni 

og //) m ed lige store Vinkelhastigheder til m odsat 

Side, da vil M idtpunktet 5 af MN gennem løbe en El­

lipse, til hvilken Linien J/iV stadig er Norm al. El­

lipsens Halvakser bliver ^(m-\-n) og $(m — /?).

Punkterne antages at begynde i og N„ (Fig. 3) be­

liggende paa den positive Del af x-Aksen. Idet J/, N og S 

har Koordinaterne henholdsvis (<r,, //,), (.r2, z/2) o£ (.r, y), og 

Radien OM danner Vinklen a. m ed rr-Aksen, har m an:

,r =  |(x-1 +  .r  J  =  }(m + n)cos «, 
y = i(y, +  //2) =  i(m —  <*•

Punktet .S ' gennem løber altsaa en Ellipse m ed Halvakser 

|(/n  -f- n) og ^(m— n). At Linien MN er Norm al til Kllipsen, 

ses uden videre ved Bestem m else af dens Retningskoefficient:

On +  n\2
y2 — yt _ -  (m  4- ri)sin a _ \ 2 ' 

.r2—  ,r, (n in)cosa On— n\2 
\ 2 / X

Om vendt ses det, at enhver Ellipse m ed Halvakserne a 

og b vil kunne frem bringes paa den angivne M aade, idet m an  

sætter , . ,
in —a -f- b, n = a — b.

Fig. 3.

M an sættes derved  

i Stand til at løse føl­

gende Opgave:

Opg. 15. Fra el gi­

nel Punkl P skal dra­

ges Normaler til en 

Ellipse.

Efter Hjælpesæt­

ning II om skrives  

Opgaven straks til 

denne: (lennem P 

at drage en Linie, 

som indeholder sam -
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tidige Stillinger M og .V af 2 Punkter, der drejer sig om El­

lipsens Centrum O med lige store Vinkelhastigheder til mod­

sat Side, udgaaende fra Stillingerne M„ og A7,, paa den store 

Akse (Fig. 3).

Man bestemmer forst Punktet () paa Linien OP saa 

ledes, at
OP ON ON
OQ ~ OM ~ OM f

idet Mt er symmetrisk med M med Hensyn til .r-Aksen. QM} 

skal da være parallel med PM. Idet Q, er symmetrisk med 

Q med Hensyn til a-Aksen, vil Linierne QPV og PM danne 

lige store Vinkler med .r-Aksen lil modsat Side, og de vil 

derfor være sammenhørende Linier i 2 symmetriske Linie- 

bundter; efter Hjælpesætning I vil M da være beliggende paa 

en ligesidet Hyperbel, i hvilken Q, og P er diametralt mod­

satte Punkter, og hvis Asymptoter er Ellipsens Akser. 

Punktet M kan altsaa findes som Skæringspunkt mellem en 

Cirkel og en ligesidet Hyperbel.

Opg. 16. (livet 2 Punkter .1 og B. Find paa en Cirkel 

med Centrum 0 et Punkt M, saaledes (il Summen AM-\-BM 

bliver saa lille som mulig. Del forudsættes, al den rette Linie 

AB ikke skærer Cirklen.

For tilstrækkelig smaa Værdier k (> AB) vil det geome­

triske Sted for saadanne Punkter M, for hvilke AM-j- BM= k, 

være en Ellipse, der falder uden for Cirklen. Lader man k 

vokse, vil Ellipsen vokse, og den mindste Værdi af k, som 

kan give en Ellipse, der har el Punkt fælles med Cirklen, 

maa svare til en Ellipse, der berører Cirklen.

Opgaven bliver da den, paa Cirklen at finde et Punkt M 

saaledes, al Diameteren OM i Cirklen halverer Vinklen AMB.

Man lænker sig nu den søgte Figur OM AB drejet om 0 

til en saadan Stilling, at OM falder ud ad en vilkaarlig valgt 

Radius i Cirklen; ved denne Drejning vi] A og B bevæge sig 

paa 2 koncentriske (arkler med lige store Vinkelhastigheder 

til samme Side; er nu B, symmetrisk med B med Hensyn til 

OM, da vil Alf gaa gennem M, og A og If er samtidige Stil-
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linger af 2 Punkter, der drejer sig om O med lige store og 

modsatte Vinkelhastigheder. Opgaven bliver derved reduceret 

til den samme som den forrige.

Hjælpesætning III. Naar en Trekant ABC har 

konstant Areal, og Vin kelspidsen C ligger fast, me­

dens de andre Vinkelspidser .4 og B gennemløber lo 

ikke parallele retle Linier, vil Midtpunktet af Ali 

gennemløbe en Hyperbel.

Vi betragter først del Tilfælde, da de to Linier, som .1 

og li skal gennemløbe, er vinkelrette paa hinanden, og be­

nytter da disse Linier som Koordinatakser. Idet .4, li C 

har Koordinaterne henholdsvis (.r, 0), ((),//) og (a, b), og Tre­

kantens konstante Areal har den numeriske Værdi 7’, har man

.T

0

a

'/

alt sa a
.i// — bx — ag — + 2T.

(
CC II \

), og iøvrigt ethvert Punkt, 

der deler Ali i' et konstant Forhold, vil da gennemløbe en 

ligesidet Hyperbel (de to mulige Omlobsrelninger for Trekant 

ABC giver hver sin Hyperbel).

Det Tilfælde, da de to rette Linier, som A og B skal 

gennemløbe, ikke er vin kel reite paa hinanden, behandles paa 

ganske lignende Maade, idet man anvender skævvinklede 

Koordinater.

Opg. 17. Al lægge el Linieslykke af given Længde k sav­

ledes, al del tangerer en given Cirkel og har sine Endepunkter 

.1 og li paa 2 givne rette Linier x og g.

r vgg antages foreløbig vinkelrette paa hinanden. Cirklen

har Centrum C og Radius r. Da Liniestykket Ali har en given /

Længde k, og da det tillige har en given Afstand r fra C, er

Arealet al A ABC bekendt. Efter Hjælpesætning III vil da 

Skæringspunktet M mellem AM g og BM^x være belig-
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gende paa en ligesidet Hyperbel, hvis Asymptoter gaar gennem 

C og er parallele med x og //. (Der bliver do^ to Mulighe­

der, idet hver Omløbsretning giver sin Hyperbel). Tillige vil 

Punktet M ligge paa en (Lirkel med Centrum i Skærings­

punktet mellem x og y og med Radius k. Opgaven er der­

med løst.

Er x og y ikke vinkelrette paa hinanden, kan man ud 

fra deres Skæringspunkt 0 afsætte ON^AB. Punktet N be­

stemmes da som Skæringspunkt mellem en Cirkel og en 

Hyperbel, som lettest fremstilles ved, at man i det skæv­

vinklede Koordinatsystem (x, y) opstiller Betingelsen for, at 

Arealet ABC er konstant (de 2 Omløbsretninger giver hvert 

sit Resultat). I det Tilfælde, da Cirklens Radius svinder ind 

til Nul, har vi den Opgave, som man i Oldtiden kaldte Ind­

skydning, og hvis Løsning gav Anledning til, at man opfandt 

Konkoiden: At lægge et Liniestykke med given Længde saa- 

ledes, at del (eller dels Forlængelse) gaar gennem et givet 

Punkt, medens dets Endepunkter skal falde paa 2 givne 

rette Linier. Vi kommer senere tilbage til disse Opgaver.

Opg. 18. At bestemme et Liniestykke. AB, der gaar yen­

nem et givet Punkt P og har sine Endepunkter paa to givne 

ikke parallele Linier a og b, idel Liniestykkets Længde skat 

være saa lille som muligt. (Fig. 4.)

Lad Normalerne til a 

og b i A og B skære hin­

anden i /?. Betingelsen for, 

at Længden AB er saa lille 

so m m u lig t, vi 1 d a være d en, 

at Projektionen af R paa 

AB netop falder i P. Skæ­

ringspunktet O mellem a 

og b projiceres paa AB i 

et Punkt (), der ligger san­

iertes, at QB — AP, og et geometrisk Sted for () vil da være 

en Hyperbel med Asymptoter a og b og gaaende gennem P.
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Et andet geometrisk Sted for Q er Cirklen over OP som Dia­

meter, og dermed er Opgaven løst.

Opg. 19. Konstruer en Trekant ABC af de to Sider a og 

b sand den indskrevne Cirkels Radius r. (Fig. 5.)

Cirklen antages at røre 

Siden c i I). Diameteren 

DE drages. Linien CE 

skærer AB i F, og dette 

Punkt vil være Rørings­

punkt for den udvendige 

Børingscirkel til Siden c. 

Stykket ED er bekendt, idel

FI)==a — b.

A EDE og Cirklen kan altsaa tegnes, og derefter har man 

kun tilbage al indskyde Stykket BC— a mellem Linierne DE 

og FE saaledes, at det tangerer Cirklen. Dermed er Opgaven 

ført tilbage til Opg. 17.

Opg. 20. Al drage en ret Linie, som rorer en given Cir­

kel i C og skærer 2 givne ikke parallele Linier i .4 og B saa­

ledes, al C er Midtpunktet af AB.

C bestemmes som Skæringspunkt mellem den givne Cir­

kel og en ligesidet Hyperbel, hvilken sidste fremkommer som 

geometrisk Sled for Skæringspunktet mellem en bevægelig 

ret Linie / gennem Cirklens Centrum O og en variabel Linie 

f gennem de givne Liniers Skæringspunkt M, saaledes af­

hængig af/, al den halverer alle Liniestykker, hvis Endepunk­

ter ligger paa de to givne Linier, og hvis Retning er vinkelret 

paa /. Man vil let analytisk kunne paavise, al Skærings­

punktet mellem / og f virkelig frembringer en ligesidet 

Hyperbel; men for den, der kender Projektivgeometriens 

Idementer, vil del være tilstrækkeligt at bemærke, at de 

Liniebundter som beskrives af I og /, er projektive, og at 

del derved frembragte Keglesnit har uendelig fjerne Punkter 

i de lo paa hinanden vinkelrette Retninger, der bestemmes



29

ved Halveringslinierne af Vinklerne mellem de givne retle 

Linier. O’s Projektioner paa de to Linier ligger paa Hyperblen.

Særlig let vil det være at bestemme Hyperblen, naar de 

givne Linier er vinkelrette paa hinanden. I dette Tilfælde 

vil Centrum nemlig falde i Midtpunktet af OM, saa at man 

straks kan tegne Asymptoterne.

Opg. 21. Den foreg anende Opgave udvides saaledes, at 

man forlanger, at Delingsforholdet skal have en vilkaarlig 

opgiven Værdi

Vi vælger et Punkt P paa den ene Linie a, og drager en 

Linie PQ over til den anden Linie b. PQ deles af Punktet 

R i Forholdet PH
QR = l'

Lader man P ligge fast, medens Q gennemløber b, vil R 

gennemløbe en Linie # b: den relic Linie MR vil beskrive 

et Liniebundt, perspektiv! med det Bundt, som Linien PQ 

gennemløber, altsaa projektivt med det Bundt, som den vin­

kelretle fra O paa PQ samtidig gennemløber. Skærings­

punktet mellem MR og den vinkelrette fra O paa P() vil da 

beskrive el Keglesnil, som skal indeholde de søgte Punkter 

C. Keglesnittet bliver enten en Ellipse eller en Hyperbel.

Opg. 22. Givet en Parabel med Ledelinie l og Brændpunkt 

P samt el vilkaarligt Punkt P. Gennem P skal drages en Nor­

mal til Parablen. (Fig. 6).

Man søger det symmetriske 

Punkt S’ til P med Hensyn til den 

søgte Normal. Del skal for del 

første ligge paa en Cirkel med Cen­

trum P og gaaende' gennem P; og 

for det andel paa en Parabel, som 

afledes af den givne ved et ret

og Transformations­Perspektiv, hvor Homologiaksen er l, 

forholdet

LM 2’



Den ny Parabel liar Toppunkt i F og halvt saa stor Para­

meter som den givne.

Opg. 23. El Keglesnit berører lo ginne Linier. Find en tredje 

1 (ingent hl Keglesnittet savledes, al der paa den mellem de lo 

ginne langenter afskæres et Stykke af given Længde.

Opg. 24. Læg en Fællestangent til 2 Parabler med ginne 

Brændpunkler og Ledelinier.

Opg. 25. Konstruer en Trekant ABC af de lo Stykker, 

hvori Siden a deles af Højden paa a, samt Summen af de lo 

andre Højder hi, og hc.

Opg. 26. I et givet Keglesnit skal bestemmes en Korde, 

som rører el andel ginel Keglesnit i el Punkt, der falder midt 

i Korden.

7. Den trebenede Passer.

En trebenet Passer bestaar af 3 Stænger, der er sat sam­

men saaledes, at to af dem danner en sædvanlig Passer, me­

dens den tredje er knyttet til Charmeret paa en saadan 

Maade, at den faar fri Bevægelighed gennem samtidige Drej­

ninger om 2 paa hinanden vinkelrette Akser. Alle tre Stæn­

ger ender i fine Spidser. Passeren kan indstilles saaledes, al 

Spidserne falder i 3 givne Punkter, og det bliver derved 

muligt at flytte en given Trekant paa vilkaarlig Maade.

Den Hovedopgave, som kan løses ved Hjælp af den 

3-benede Passer, er den, at flytte en given Trekant saa­

ledes, at dens Vinkelspidser falder paa 3 tegnede 

K ur ver.

Man faar derved et nyt simpelt Middel til Løsning af 

Opgaver af 3dje og 4de Grad. Enhver Ellipse kan nemlig 

paa uendelig mange Maader tænkes frembragt som geome­

trisk Sled for den ene Vinkelspids C i en uforanderlig Tre­

kant ABC, der bevæger sig saaledes, al dens 2 andre Vinkel­

spidser gennemløber rette Linier.
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Er Ellipsens Halvakser a og b, kan man lade et Linie­

stykke A/7V (Fig. 7), sammensat af Stykkerne NC = a, CM = b.

glide paa Ellipsens Symmetri­

akser .r og y, hvorved Punk­

tet C vil gennemløbe Ellip­

sen.

Ved den samme Bevæ­

gelse vil ethvert Punkt paa 

Cirklen over MN som Dia­

meter gennemløbe en ret 

Linie, der gaar gennem El­

lipsens Centrum O. Vælges Fig- 7.

et Punkt P paa denne Cirkel, saaledes al A NPC er spids­

vinklet, vil C gennemløbe Ellipsen, naar den uforanderlige

A NPC bevæger sig saaledes, al N og P følger de rette Linier

ON og OP. Skal man nu finde Ellipsens Skæringspunkter 

med en forelagt Cirkel c, gælder det altsaa om at Hytte A NPC 

saaledes, al Vinkelspidserne N og P falder paa de nævnte 

rette Linier ON og OP, medens den tredje Vinkelspids C 

fakler paa den givne Cirkel c. Og denne Opgave kan loses 

direkte ved Hjælp af den trebenede Passer. Da nu enhver 

Opgave af 3. Grad kan føres tilbage til Ligninger af Formen:

y2=p^ .T2 -|- i/2 — ax -j- ßy,

og da disse Ligninger er ensbetydende med f. Eks.:

æ2+ 2z/3 = (p + li)x +

Xs y2 = "X • ßy, 

der fremstiller henholdsvis en Ellipse og en Cirkel, er det 

hermed bevist, at man ved Hjælp af en trebenet Passer 

kan løse alle Opgaver af 3dje 4de Grad.

En Opgave, som løses temmelig let ad denne Vej, er den 

al finde Fællestangenterne til 2 Keglesnit. Lad os f. Eks. an­

tage, at vi har en Ellipse med Brøndpunkter P og F, og de 

tilsvarende Ledecirkler / og /' , saml en Hyperbel med Brønd­

punkter G og Gx , samt Ledecirklen g, tegnet om det først­

nævnte Brændpunkt.
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Den søgte Fællestangent / skal da være saaledes belig­

gende, at de symmetriske Punkter til F, F, og (it med Hen­

syn til / skal falde paa henholdsvis /’, /‘og g. Opgaven er 

da reduceret til al lægge en Trekant symmetrisk med FF/7,, 

saaledes at dens Vinkelspidser fakler paa de nævnte Cirkler.

8. Skridtforsøg.

De i det foregaaende anvendte Metoder har i Hoved­

sagen Karakter af Maaleforsøg; alle Prøverne udførtes ved 

Brug af Passer, eller al bestemte Figurer, som skulde bruges 

ved Forsøgets (Tilførelse, forud var tegnet. Vi skal nu be­

skæftige os med et mere omfattende Eksperiment af denne 

Art, nemlig del, som gaar ud paa Løsningen af følgende Op­

gave:

At bestemme en brudt Linie /t, . /!„ med

lige store Sider saaledes, at dens Begyndelsespunkt 

rlj og Endepunkt An faar opgivne Stillinger, medens 

de øvrige Punkter Aa, Aa, -An-i skal falde paa 

givne tegnede Kurver.

Denne Opgave loses ved direkte Prøve med Passeren, 

idet man vælger en bestemt Passeraabning og lader Passeren 

vandre i Skridt saaledes, al den begynder iX, og efterhaan- 

den fores ind i de givne Kurver i den angivne Orden; viser 

del sig, al man netop derved tilsidst kan naa over til det 

givne Punkt An, er Opgaven løst, i modsat Fald maa man 

gentage Forsøget med en ny Passeraabning, indtil det lykkes.

Opgaven kan udvides noget, idel man i Siedel for at 

forlange, al zl, og skal falde i givne Punkter, stiller den 

Betingelse, at de skal falde paa givne Kurver og (f. Eks. 

rette Linier eller Cirkler; Cirklerne kan specielt svinde ind 

til Punkter), medens de fra dem udgaaende Sider og 

An-i/ln skal være Normaler til disse Kurver i Punkterne 

og /tn. Det er klart, at Forsøget udføres lige saa let under 

disse almindelige Forudsætninger som under de nævnte spe­

cielle: Man vælger en Prøvestilling for Punktet A2, maaler
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d e t t e  P u n k t s  A f s ta n d  f r a  K u r v e n  t z , , o g  f ø r e r d e n n e  A f s ta n d  

f r e m  i S k r id t , i d e t P a s s e r e n  f ø r e s i n d  i d e g iv n e  K u r v e r i  

d e n  g iv n e  O r d e n , o g  t i l s i d s t s k a l d e t s a a  v i s e  s ig , a t A f s t a n ­

d e n  f r a  d e l P u n k t  4 n - i , m a n  p a a  d e n n e  M a a d e  k o m m e r t i l ,  

o v e r t i l K u r v e n  an, n e to p  e r d e t S ty k k e , m a n  h a r i P a s ­

s e r e n .

A l le  s a a d a n n e  F o r s ø g  v i l v i b e te g n e  s o m  S k r id t f o r s ø g .  

D e  s im p le s t e  E k s e m p le r  p a a  S k r id t f o r s ø g  k e n d e r  v i a l l e r e d e  

I r a  d e t f o r e g a a e a d e , i d e t d e  l o  H o v e d o p g a v e r : 1 ) D e l in g  a f  

e t L in ie s ty k k e e l l e r e n  C i r k e lb u e i n l i g e s to r e D e le , o g  

2 ) B e s te m m e l s e  a f  S k æ r in g s p u n k te r  m e l l e m  C , i r k e l o g  K e g le ­

s n i t , n e to p  l ø s e s  v e d  s a a d a n n e  F o r s ø g .

D e t e r m u l ig t , a t d e t a lm in d e l ig e  S k r id t f o r s ø g  i F o r b in ­

d e l s e  m e d  T e g n in g  a f  C i r k l e r  o g  r o l l e  L in ie r  g iv e r M id le r t i l  

L ø s n in g  a f  a l l e  O p g a v e r , s o m  k u n  a f h æ n g e r a f a lg e b r a i s k e  

L ig n in g e r . D e t t e  s k a l i k k e h e r u n d e r s ø g e s n æ r m e r e , m e n  

s k a l k u n  n æ v n e s  s o m  e n  i n t e r e s s a n t t a l te o r e t i s k  O p g a v e , d e r  

s t a a r i F o r b in d e l s e  m e d  d i s s e  U n d e r s ø g e l s e r .

V i s k a l n u  g a a  o v e r t i l n o g le  s im p le  A n v e n d e l s e r :

O p g . 2 7 . Los Ligningen

F x *  —  a '+ F x *  —  f c’ + F x * — c *  =  * ,  

hvor a. b, c og k er givne Længder, og Rodstørrelserne be- 

tegner numeriske Værdier.

M a n a f s æ t t e r ( F ig . 8 ) AB = a, c i

BC—b, CD —c, i F o r læ n g e l s e n  a f  . '

h in a n d e n ; i B, C, D o p r e j s e s  v in k e l ­

r e t t e  bt, (\, d., o g  o p a d  d e n  s id s te  

a f s æ t t e s DDr=k. O p g a v e n  e r n u  Å

d e n a t læ g g e d e n b r u d te L in ie  

AB.C.D, m e d l i g e s to r e S id e r ,  

ABt — BxCr — CJ)X — x, s a a l e d e s  a t A 0 c D  

Bt o g  C , f a ld e r p a a  bx o g  c T , o g  

d e n n e O p g a v e l ø s e s u m id d e lb a r t v e d S k r id t f o r s ø g . D e t t e  

F o r s ø g e r d e t s æ r l ig  l e t a l u d f ø r e ; s a a f r e m t n e m l ig d e n  

P a s s e r a a b n in g  x, s o m  m a n  v æ lg e r v e d  d e t f ø r s t e F o r s ø g ,  

3
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fører over til et Punkt paa dit hvis Afstand Ira 1) er mindre 

(resp. større) end k, da betyder dette, at Afstanden x er valgt 

for lille (resp. stor).
Metoden kan anvendes overfor enhver Ligning af

Formen  

+.. +l/^‘2 — «« = k-

Man ser ogsaa let, hvorledes man skal indrette Forsøget, 

hvis nogle af Rodstørrelserne skal regnes negative.

Opg. 28. Ligningen 
   

l-V - ,t'a P+|/?r=*5 = fc.

hvor a er den slørste Værdi blandt de numeriske Længder 

a, b, c, 

løses ved, al man sætter
i/2 = er — x2,

hvorefter Opgaven er ført tilbage til den foregaaende.

Opg. 29. / Kummet skul man finde et Punkt, hvorfra 

Siderne, i en given ligesidet trekant ses under givne } inkle i 

a, ß, y.

Opgaven føres tilbage til den, 

Hjørne (med Siderne ec, ß, r) med

al skære et givet 3-sidet 

en Plan, saaledes at Snit­

tet bliver en ligesidet 

Trekant. Planen kan 

lægges gennem el vil- 

kaarligt valgt Punkt P 
paa en af Hjørnets Kan­

ter p. Tænkes Hjørnet 

skaaret op langs denne 

Kanl p og udfoldet i 

Tegneplanen, vil P i Ud- 

foldningen falde i Py og 

P (Fig. 9), de lo andre

Kanter i <] og r. Det gælder da om fra P. til P, at lægge

en ligesidet brudt Linie PtQKP*, saaledes al Q og K falder

paa g og r.



Under Udførelsen af Forsøget maa man have Opmærk­

somheden henvendt paa alle de Muligheder, der opstaar der­

ved, at hvert Skridt med Passeren kan udføres paa 2 Maader.

Skridtforsøg af en noget anden Art end de hidtil nævnte 

er saadanne Forsøg, hvor Passeren vel skal føres frem i 

Skridt, men hvor de forskellige Skridt er af ulige Længde. 

Man maa da udføre særlige Kunstgreb for at opnaa, at hvert 

nyt Skridt faar den rigtige Længde. Vi nævner et Eksempel:

Opg. 30. En brudt Linie. ABCD skal lægges saaledes, al 

.4 og 1) falder paa de givne Kurver a og d, medens B og C 

falder paa givne rette. Linier b og c; tillige, skal Siderne AB, 

BC, Cl) have opgivne Længder a, ß, og Linien Al) skal 

være parallel med en given Linie r (Fig. 10).

Man tegner først 

2 Linier bx og c, pa­

rallele med henholds­

vis b og e. i Afstandene 

ß og Dernæst væl­

ges en Linie Al) r, 

og man prøver, om 

den kan bruges. For­

søget udføres saaledes: 

« tages i Passeren og 

føres over i en Stilling 

AB fra del valgte A 

til Punktet B i Linien b. Derpaa holdes del ene Passerben 

last i B, idet man maaler Afstanden fra B til />,, og fører 

denne Afstand over i en Stilling BC fra B Li I et Punkt C paa

Linien c. Derefter tages Afstanden fra C over til c1 i Passe­

ren, og det skal da vise sig, al denne Afstand er lig Cl). Er 

denne Betingelse ikke opfyldt, maa Prøvelinien AD føres 

over i en ny Stilling, indtil det passer.

Vi forudsatte her, al Prøvelinien Al) blev tegnet, og en 

Række Forsøg vil altsaa give Anledning til Indtegning af en 

Række Hjælpelinier Al) r; dette kan imidlertid undgaas 
3*



a, ß,

ved Brug af en Papirslineal (d. e. et Stykke Papir, der er 

skaaret af efter en ret Linie), som kan parallelforskydes til 

de forskellige Stillinger AI), man vil prøve. Man kan ogsaa 

benytte, at Afstanden fra 1) til r skal være lig Afstanden fra 

A til r, saaledes al man ved en Maaling med Passeren kan 

sikre sig, at Al) r.

Som en speciel Anvendelse af Opg. 30 nævnes følgende:

Opg. 31. I Hummel skal man finde el Punkt, hvorfra 

Siderne i en vilkaarlig given Trekant ses under givne Vinkler

He tresidede Hjørne ud- 

ene Kant i Udfoldningen 

viser sig i p. og p,, 

de to andre i q og r 

(Fig. 11). Opgaven er 

da at lægge en brudt 

Linie I\QRP2 saa­

ledes, at de 4 Punk­

ter 1\ , Q, /?, P2 falder 

>.,) paa henholdsvis

</, r, p2, og I\Q = a, 

QR = b, RP2 = c , har 

givne Længder (Si­

derne i den givne 

Trekant); tillige skal 

man have OPr = 

0P2, saa at PJP2 faar 

en given Retning.

Men denne Opgave løses netop*som nylig beskrevet.

1 Stedet for at benytte, at I\P2 har bekendt Retning, kan 

man slutte Forsøget af med en direkte Prøve af Ligestorhe- 

den OI\ = OP..

Ved Forsøgets Udførelse kan man ogsaa benytte en tre­

benet Passer, idet man lager en Trekant med Siderne a, b, c 

i Passeren, hvorved man hurtigt kan komme fra P1 til P2.

Det 

foldes i

/ed Siderne «, ß, r 

Planen, saaledes al

(Pp ~~

L 11.
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Den her behandlede Opgave kan finde Anvendelse i 

Fotogrammetrien, idet man ved Hjælp deraf kan bestemme 

det Sted i Marken, hvorfra et forelagt Fotografi, er taget, naar 

man kender den virkelige Beliggenhed af 3 Punkter, der 

findes paa Fotografiet og tillige kender dettes indre Oriente­

ring (det benyttede Kameras Konstanter). Den Ulempe, at 

Opgaven har liere Løsninger, vil i Praksis ofte kunne hæves 

ved et Skøn.

Med Hensyn til den analytiske Behandling af Opgaven 

skal kun henvises til, at man ved at sætte OPt =01\=x, 

OQ = y, ()R=z, faar følgende Ligninger til Bestemmelse af 

rr, t/, z:

■ T2 -J- z/2 — 2xy cos a = a2, 

y2 z2 — 2yz cos ß = b\ 

z2 x2 — 2zx cos 7 — c2,

hvoraf man let udleder 2 homogene Ligninger af 2. Grad i 
X 11

x, y, z, saa at man kan finde — og af 2 Ligninger af 2. Grad.

Opgaven ses altsaa at være af 4. Grad.

9. Indskydning.

Som det første Eksempel paa direkte eksperimentel Be­

stemmelse af en ret Linie, der opfylder visse Betingelser, skal 

vi nævne de allerede i Oldtiden vel kendte Indskydnings­

opgaver. Ved en Indskydning forstod man den Opgave at 

lægge et Linieslykke af given Længde med Endepunkterne 

paa givne Linier, saaledes at Liniestykket selv eller dets For­

længelse gaar gennem et givet Punkt. Ved Hjælp af en 

Papirslineal, paa hvilken der er tegnet 2 Linier vinkelrette 

paa Linealens Kant, og med en indbyrdes Afstand lig den 

givne Længde, vil man let ved direkte Forsøg kunne løse 

Opgaven. I Stedet for en Papirslineal kan man ogsaa bruge 

et Stykke gennemsigtigt Papir, paa hvilket der er tegnet en 

ret Linie, idet man saa desuden tager Passeren til Hjælp for 

at prøve de Stillinger, man giver Linien.
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Fig, 12.

Indskydningen synes paa et vist Tidspunkt i Oldtiden at 
være hieven benyttet som lovligt Konstruktionsmiddel; man 
kendte baade Konstruktioner til Brug ved Vinklens Tredeling 
og til Bestemmelse af Kubikrødder. En af de Konstruktio­
ner, som man havde til Vinklens Tredeling, er følgende:

Lad .4 være en spids Vinkel 
(Fig. 12), der indgaar i den ret­
vinklede Trekant ABC. Parallel 
med AB drages gennem C en 
Linie, og Liniestykket DE=2AC 
indskydes mellem denne Linie 
og BC, saaledes at dets For­

længelse gaar gennem .1. Er dette gjort, vil ^.BAJ) være 
af Vinklen BAC; dette bevises let, naar man drager Linien 
CÄ/ fra C til Midtpunktet Af af 7Æ og betragter de ligebenede 
Trekanter CME og ACM.

Til Kubikrodsuddragning udfandt N idiom ed es en Kon­
struktion, som han tænkte sig udført ved Anvendelse af et 
Apparat, der kunde beskrive en Konkoide. 
som uden Bevis er angivet

En Indskydning, 
C Newton, og som sædvanlig 
betegnes som Newtons Metode, 
er i Virkeligheden kun en gan­
ske ringe Modifikation af Ni- 
chomedes Konstruktion. Vi 
meddeler den her:

Del gælder om at konstruere 
2 Stykker x og // saaledes, al

trum O og Radius 

(b antages 
drager en Linie.

a x ij 
X ij b'

idet a og b er givne Længder.
Man afsætter OA — a (Fig. 13) 

o# tegner en Cirkel med Cen­

tra B afsættes Korden BC = b 

(i). Opgaven løses nu ved, at man gennem 0 
, som skærer AC i 1) og BC i E, saaledes at
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DE = ^. Man vil da have CE = x, 01) — ij. Dette vises dels 

ved Menelaos’s Sætning, anvendt paa A EEO, skaaret af AI), 

dels ved Hjælp af E’s Potens med Hensyn til Cirklen. Man 

faar (lerved

altsaa
a _ ij_ a + y__x
x b x -|- b y ’

saa at Konstruktionen er rigtigt udført.

Vinklens Tredeling ved Hjælp af Indskydning har natur­

ligvis ingen praktisk Betydning. Men de to nævnte Konstruk­

tioner har særlig Interesse derved, al man ved Hjælp af dem 

faar bevist, at enhver Opgave af 3. og 4. Grad kan føres til­

bage til Indskydning. Man kan altsaa ogsaa sige, al alle Op­

gaver indtil 4. Grad lader sig løse alene ved Papirslineal.

Vi vil nu give Indskydningen en lidt videre gaaende 

Form, idet vi udvider Opgaven til følgende:

At lægge et Liniestykke af given Længde med 

Endepunkter paa givne Kurver (Cirkler eller rette 

Linier), saaledes at Liniestykket eller dets Forlæn­

gelse berører en given Kurve (Cirkel eller Punkt).

Denne Opgave vil man i Praksis løse ved cl direkte 

Forsøg med Papirslineal eller el Stykke gennemsigtigt Papir 

med en paategnet ret Linie.

Opg. 17 (S. 26) vil man da løse umiddelbart ved en saa- 

dan Prøve.

Som Anvendelse af Indskydning vil vi vise endnu en 

Bestemmelse af de Normaler til en Ellipse, der gaar gennem 

el givet Punkt (eller rører en given Kurve).

Idet Ellipsens Ligning er 
2 2

a2^ b2 ’

vil dens Evolut fremstilles ved Ligningen:
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ci" — b ctz — bz
hvor A =—-—, B ——. Ved en affin Transformation,

der fører Punktet (.r, y) over i (xlt y,), hvor

x = xr,

Byr
!I=a -

føres Evoluten over i

3"/ 4~ //i^ = A*.

Denne Ligning fremstiller en Asteroide, der som bekendt 

kan dannes som Indhyllingskurve for et Liniestykke af 

Længde A, som glider paa Koordinatakserne.

Skal man nu finde de Normaler til Ellipsen, der gaar 

gennem el givet Punkt, Huder man først dette Punkts til­

svarende Punkt i ovennævnte Transformation og drager der- 

paa Tangenter fra sidstnævnte Punkt til Asteroiden, idet disse 

Tangenter findes ved Indskydning af Liniestykket A.

For Hyperblens Vedkommende kan Normalproblemet 

løses derved, at Hyperblens Evolut ved et Perspektiv kan 

transformeres til en Ellipseevolut, hvorefter man som for 

kan komme over til en Asteroide.

Idet Hyperblen har Ligningen

y2 __

vil dens Evolut bestemmes ved Ligningen:

/W — i
\aJ \bJ ’

, . as -f- b2 T. a* 4- b2
hvor A =---- 1—, B =—.

a b

Anvendes nu el harmonisk Perspektiv med Øjepunkt 

(—.4,0), Homologiakse x — A, altsaa Retningslinie paa 

Y-Aksen, faas følgende Transformationsformler til Overgang 

fra Punktet (x, y) til del homologe Punkt (xt,yt):
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Disse omskrives atter til:

Hyperblens Evolut transformeres altsaa til en Kurve med 
Ligningen:

VÄ7 + VS7 =1’

der enten fremstiller en Asteroide (for svarende ti], at 
den givne Hyperbel er ligesidet), eller en Ellipseevolut, der 
ved en affin Transformation kan føres over i en Asteroide.

10. Flytningsforsøg.

Indskydning er el specielt Tilfælde af det almindelige 
Flytningsforsøg, som bestaar deri, at man ved direkte 
Eksperiment løser den Opgave at Hylle en vis forelagt Figur 
til en saadan Stilling, at den i denne Stilling kommer til at 
opfylde visse opgivne Betingelser. Et andet, tidligere nævnt, 
specielt Tilfælde af Flytningsforsøg er det, som vi udførte ved 
den trebenede Passer, idel det dér drejede sig om at Hylle 
en given Trekant saaledes, at Vinkelspidserne faldt paa fore­
lagte Kurver.

I il Brug ved almindelige Flytningsforsøg kan man an­
vende en »F lytteplan«, d. v. s. et gennemsigtigt Stykke Papir, 
paa h\ilket man indtegner den Figur, der skal Hyttes, saale­
des at man ved Forskydning af Flytteplanen hen over det 
faste Pegnepapir kan undersøge de forskellige Stillinger af 
den bevægelige Figur; for den Prøvestilling, som man nu 
giver denne Figur, skal det saa undersøges, om de Betingel­
ser, der er stillet i Opgaven, er opfyldt. Denne Undersøgelse 
vil være leitest al udføre, naar den kan gøres ved direkte 
Iagttagelse eller i hvert Fald ved Maaling med Passeren, og 
vi vil her i det væsentlige holde os til Opgaver af denne 
Art. I Virkeligheden vil det, som vi senere skal se, være 
muligt at føre enhver algebraisk Opgave tilbage til et saadant 
Forsøg.
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Vi skal nu nævne nogle forskellige Eksempler.

Opg. 32. Gennem el givel Punkt A (ti drage en ret Linie, 
som skærer 3 givne Kurver i saadanne Punkter B, C, I), at 
AB=CD (med samme eller modsat Retning).

Forsøget udføres 
indtegner en ret Linie,

direkte ved, 
som

al man paa Flytteplanen 
man derefter flytter til forskel­

lige Prøvestillinger gennem A, 
indtil den forlangte Betingelse 
er opfyldt.

Skal man finde et Skærings­
punkt K mellem en tegnet Kurve 
k (Fig. 14) og en Hyperbel, givet 
ved Punktet 3 og Asymptoterne 
u og v, da vil det komme an 
paa al drage en Linie gennem 
Ä, skærende k, u, o i saadanne

Punkter K, U, V, al VK = AU, og denne Opgave er specielt
indbefattet i ovennævnte.

Opg. 33. Fællestangenler Hl el Keglesnil og en Cirkel c

(Fig. 15).

Keglesnittet har Brændpunkt F, og del geometriske Sted 
for dette Punkts Projektion paa Keglesnittets Tangenter er

Cirklen /', tegnet over 
Hovedaksen som Dia­
meter (er Keglesnittet 
en Parabel, bliver 
Cirklen f til en ret 
Linie, Toppunktstan­
genten). Det gælder 
da kun om al lægge 
en ret Vinkel med

Toppunktet paa /' saaledes at dens ene Ben gaar gennem F, 
medens det andel Ben tangerer c. Dette udføres ved direkte 
Prøve med en Flytteplan, paa hvilken man har legnet to paa 
hinanden vinkelrette Linier. Man kan ogsaa klippe en ret
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Vinkel ud af Papir og bruge den ved Prøven; undertiden  

kan ogsaa Tegnetrekanten benyttes. M etoden anvendes ufor­

andret til at finde Fællestangenter til et givet Keglesnit og 

en vilkaarlig tegnet Kurve, noget man f. Eks. faar Brug for, 

naar man skal lægge Tangentplaner gennem en ret Linie til 

en Omdrejningsflade.*)

Opg. 34. Fællestangenier til 2 Keglesnit.

Opgaven reduceres til al bestemme en ret Linie saaledes, 

at Projektionerne af 2 givne Punkter Fog G (et Brændpunkt 

i hvert af Kegle- « 

snittene) ind paa 
-------- 1 \  

Union skal fal- „------------------------- / \ \
G / \ \

de paa 2 givne \ \ / V  I

Cirkler /' og g i \ \ I \ 1
(Fig. 16). M an ( \ 1 \ V  /

benytter da en \ \ /  \  \

Flytteplan med y  —  \

2 paa hinanden  \,c

vinkelretle Li- Fig. ig.

nier / og m og lægger den i en Prøvestilling saaledes, at l 

gaar gennem F, medens Skæringspunktet b\ mellem l og m 

fakler paa f; lad nu m skære g i et Punkt G,; man prøver 

da, om Gt og (i har samme Afstand fra l. Er dette Tilfæl­

det, vil den Stilling, ni har, være en af de søgte Fællestan­

genter. Er det ikke Tilfældet, maa Flytteplanen forskydes, 

indtil del passer.

Op^. 35. 777 en Parabel med Brændpunkt F og Ledelinie 

l skal man tegne en Normal, der g a ar gennem el givet 

Punkt P (Fig. 17).

Lad M være det Punkt paa Pa- 

rablen, hvis Normal er den søgte, ' 

og lad denne Normal skære Para- / \

biens Akse i N. M an skal da have: / \
/<V=FM = IM. ------/--------- n -----------x

Opgaven løses da ved Hjælp af en  Fig. 17.

') Sc Forf.’s Deskriptivgeometri S. 120.
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Flytteplan med en paategnet ret Linie (eller ved Hjælp af 

en Papirslineal), idet man prøver en paa Skøn valgt Linie 

PN ved al lade Passeren falle Stykket FN, svinge dette op i 

en Stilling FM, saaledes at 3/ ligger paa Prøvelinien, og der- 

paa ved at svinge Passeren om det nye Punkt M undersøge 

om Afstanden fra M over til l netop er det Stykke, man har 

i Passeren. Viser dette sig al passe nøjagtigt, er den Prøve- 

linie PN, man har, den søgte Normal. Passer det ikke, maa 

man forandre Prøvelinien, indtil Resultatet bliver godt.

Opg. 36. Al finde Skæringspunkterne mellem Asteroiden

= a*

og en vilkaarlig ret Linie l.

Liniestykket AF = a (Fig. 18) glider med sine Endepunk­

ter .1 og />’ paa Koordinatakserne og indhyller derved Aste­

Pnnkl M vil falde paa l.

roiden. Det Punkt M, 

li vor AF rører Kur­

ven, bestemmes ved, 

at man fra Vinkel- 

spidsen C i Bektang- 

let AOBC fælder en 

vinkelret paa AB. Det 

gælder nu om at give 

AB en saadan Stilling, 

al dot dertil svarende 

Oprejser man i B en vinkelret n

paa AF, vil O’s Afstand fra n være■ = AM. Opgaven løses da 

let ved Hjælp af en Flytteplan med de to paa hinanden 

vinkelrette Linier m o# n, saaledes at der paa m ud fra 

Skæringspunktet med n er afsat Stykket a. Flytteplanen 

lægges saaledes, at delte Stykke skydes ind mellem .r og // 

og saaledes, al Afstanden On bliver lig Afstanden fra /I til 

Skæringspunktet mellem m og l.

Asteroidens Skæringspunkter med en vilkaarlig tegnet 

Kurve findes ved det samme Forsøg.



\ ed Hjælp af Opg. 36 kan man nu ved Konstruktion 

finde « af Ligningen:

a cos3 a b sin3 a== c, 

hvor a, b og c er vilkaarlige givne Konstanter.

Opg. 37. Givet en Trekant ABC (Fig. 19) og en Kurve k. 

Paa Kurven skal bestemmes et Punkt M, savledes al L AMN 

begrænset af AM, Linien AC og en Linie gennem M parallel 

med BC, bliver — A ABP, idel P er Skæringspunktet mellem 

AM og BC.

Man har med de 

paa Figuren angivne 

Betegnelser:

AP v AP y
AM g * AM a ’ 

altsaa

y2 = uv.

Projiceres u og o ind paa BD±AC, saaledes at man faar 

Stykkerne ut og vr, samtidig med, at y projiceres paa den 

vinkelrette paa Al) i ip, har man

Ih2 =

og Konstruktionen udføres da saaledes:

En Papirslineal, eller en Flytteplan med en ret Linie, 

lægges til langs en Prøvelinie APM. P's Afstand fra 4C tages 

i Passeren, og man opleder paa Cirklen over Bl) som Dia­

meter el Punkt (), hvis Afstand fra AC er saa stor som den, 

vi har i Passeren. Naar man har fundet dette Punkt Q, 

tager man straks dets Afstand over til Bl), og denne Afstand 

skal saa være = M’s Afstand fra AC. Passer det ikke, maa 

Prøvelinien Hyttes, indtil man linder den rigtige Stilling.

Opg. 38. Til en Konkoide skal drages en Tangent parallel 

med en given Linie r.

Konkoiden fremkommer (se Fig. 20a paa næste Side) som 

geometrisk Sted for det ene Endepunkl A af et Liniestykke
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AB, hvis Længde k er konstant, og hvis andet Endepunkt B

gennemløber en given ret Linie b, medens Liniestykket stadig

gaar gennem et givet fast Punkt

Fig. 20a.

* P. Normalerne til b i B og 

til AB i P skærer hinanden i 

O; OA er da Normal til Kon- 

koiden. Denne Normal skal 

nu være I r. ^.AOB er alt- 

saa bekendt, og BP's Projek­

tion BQ paa BO har en given 

Størrelse (= Afstanden Pb). 

Derved kan vi konstruere en 

Figur kongruent med ABO, 

idet vi først (Fig. 20b) afsætler 

AB = k, ög derover tegner en

Bue, der rummer ^.AOB; derpaa tegnes en (arkel (()), med

Centrum B og Radius /V>. 

en Flytteplan med 2 paa

Fig. 20 b.

Opgaven løses nu ved Hjælp af 

hinanden vinkelrette Linier, der 

lægges saaledes, al den ene 

gaar gennem B, medens den 

anden tangerer Cirklen (()). 

Skæringspunkterne O og P 

skal nu i den rigtige Stilling 

ligge lige langt fra en vilkaar- 

lig Linie a_[_AB. Forsøget 

kan derved let udføres. I det 

Tilfælde, da zL AOB er ret, 

vil Opgaven, som man let 

ser, kunne reduceres (il en 

Kubikrodsuddragning.

Opg. 39. Vi vil endnu løse den tidligere behandlede Op­

gave al /inde el Punkt, hvorfra en given Trekanis Sider ses 

under givne Vinkler, idel ni ben g l ler el simpelt Flytningsforsøg.

Vi vil konstruere Figuren OP,QBP., (Fig. 11) paa den

Maade, al man lægger QB fast, og tegner 2 Cirkler om Q og
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R med Radier <7 og c som geometriske Sieder for P, og P . 

Derpaa indtegner man paa en Flytteplan de tre Vinkler a, 

ß, r ved Siden af hinanden, saaledes al man faar de 4 Linier 

g, r, p2 udgaaende fra e( Punkt O, og det gælder nu blot 

om al flytte denne Figur saaledes, at g og r gaar gennem () 

og R, medens de lo tegnede Cirkler skærer p1 og p., i saa- 

danne Punkter P, og P2, at OP, = OP.,.

I øvrigt kan man lægge Mærke til, al da g og r under 

Prøvefigurens Flytning gaar gennem faste Punkter, vil O 

stadig ligge paa en bestemt Cirkel, og p, og p., vil gaa gen­

nem faste Punkter paa denne; derved kunde Prøvefiguren 

indskrænkes til de lo Linier p, og p2. Men denne Reduk­

tion har ikke nogen praktisk Betydning.

Opg. 40. Vi har tidligere (Opg. 28) set, hvorledes man 

kan løse Ligninger af Formen

Va2 — x2 + Ka* — X2 + .... Va,2 — x® = k, 

idet man indfører en ny ubekendt.

En mere direkte Løsning

kan man faa ved el Flytnings- 

forsøg paa følgende Maade: 

Paa den faste Tegneplan teg­

nes en Linie l (Fig. 21), og 

paa den afsættes ud fra samme 

Punkt P Stykkerne a,, aa, .... 

I P oprejses p I I, og i Ende­

punkterne af nys nævnte Styk­

ker oprejses p}, p.„ .... J /. I 

Flytteplanen tegnes nu paa 

lignende Maade en Linie /', paa 
Fig. 21.

hvilken man ud fra el Punkt P afsætter Stykkerne a.„ n4, .... 

og oprejser de vinkelrette p‘,p\,p\, ....paa/'. Flytteplanen 

anbringes nu i en saadan Stilling, al 1‘ falder paa /, og Af­

standen mellem p og p‘ antages al være x. Hvorvidt denne

Afstand nu virkelig tilfredsstiller den forelagte Ligning, vil 

man kunne prøve med en Passer paa folgende Maade: Fra
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P tages ax og svinges om P til PQ, idel () falder paa p‘; 

derpaa tages Afstanden fra Q til p‘2 og svinges op i Stillingen 

(JP, idet P ligger paa p. Fra P maales over til p3, og Af­

standen føres op i Stillingen PS. Paa denne Maade faar man 

efterhaanden bestemt en Zigzaglinie PQRS . .. der svinger 

mellem de lo Linier p og p‘, og hvis Sider er PQ = aif 

QP = a2, PS=a9, o. s. v. Det sidste Punkt paa denne Zigzag- 

linic skal nu ligge i Afstanden k fra /, og naar man altsaa i 

Forvejen har afsat k op ad p eller p1, vil del være let al 

prøve, om den valgte Afstand x mellem p og p‘ virkelig er 

den rigtige.

Ved Kombination af denne Metode med den (idligere 

angivne til Løsning af Ligninger af Formen

K .rs — 2 -f-K.r2 — a9* +

kan man nu let løse Ligninger af Formen

idet man tillige bemærker, al Metoden kan gennemføres uaf­

hængig af, hvilke Fortegn man vælger for de indgaaende 

Kvadratrødder.

11. Rcduktionsvinkler.

Naar man skal multiplier 

ægte Brøk udføres del oft«

ved, at man lægger Linealen 

Naar Vinklen « er bestemt, I 

?re en given Længde k med en 

med bordel ved, al man først 

tegner en Vinkel a, hvis sinus 

er , . Man afsætter (Fig. 22) 

AP = q og legner en Cirkel om 

P med Radius/;, hvorefter Tan­

genten AC fra A til Cirklen 

bestemmer den søgte Vinkel «; 

Tangenten findes naturligvis 

lige til Cirklen og Punktet Æ 

ar man:
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x = k. — = k sin a .
<1

og denne Størrelse findes da let ved at man tager Stykket k 

i Passeren, anbringer det i Stillingen AM paa Ali og straks 

maaler Afstanden fra M over til AC.

Saasnart Vinklen « (Reduktionsvinklen) er tegnet, 

kan man altsaa uden Tegning, blot ved en simpel Maaling, 

multiplicere vilkaarlige forelagte Længder med —.

Multiplikation med en uægte Brøk kan man udføre ved 

al gaa den omvendte Vej, men det bliver lidt besværligere.

Som Eksempler paa Anvendelse af Reduktionsvinkler 

nævnes foreløbig følgende:

Opg. 41. 1 en given Reining (il drage en ret Linie, der 

skærer 4 givne Kurver i saadanne Punkter A, B, C, 1), al 

Stykkerne AB og Cl) har el givet Forhold - (p<q).

Den til Forholdet — svarende Reduktionsvinkel « kon- 
<1

strueres. Ved en Flytteplan føres en ret Linie frem saaledes, 

al den stadig har den givne Retning, og for hver Stilling 

prøves, om
AB — Cl)sin a.

Naar man har fundel en Stilling af Linien, som tilfreds­

stiller denne Betingelse, er Opgaven løst.

Forsøget kan udføres saaledes, at man paa Flytteplanen 

indtegner « og flytter denne s’aaledes, at det ene Ben sta­

dig har den opgivne Retning, medens dens Toppunkt gennem­

løber den Kurve, hvorpaa 1) skal falde. Afstanden fra C 

over til det andet Ben skal da være = AB.

Del er klart, al den Betingelse, at den søgte Linie skal 

have en given Retning, kan afløses af en hvilken som helst 

anden (f. Eks. at Linien gaar gennem el givet Punkt, rører 

en given Kurve, skærer 2 givne Kurver i Punkter med given 

Afstand o. s. v.), naar blot Prøvelinien let kan føres gennem 

de Stillinger, der opfylder denne Betingelse. Et specielt Til­

fælde, der har særlig Interesse, er følgende:
4
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Opg. 42. Gennem el givet Punkt O skal drages en ret 

Linie, der skærer 2 givne Kurver (A) og (B) i A og B savle­

des, al OA og OB har el givel Forhold (Fig. 23).

Idel OA antages <OB sættes

OA
OB

sin a,

og 2 Linier l og m, der danner 

Vinklen « med hinanden, ind­

tegnes paa en Flytteplan. Man 

giver nu Flytteplanen en saa- 

dan Stilling, at l gaar gennem 

O, medens Skæringspunktet (hu) 

falder paa Kurven (B), og Af­

standen Om = OA.

Opg. 43. Al lægge en Trekant af given Form med den 

ene Vinkelspids i el givet Punkt O og de lo andre .1 og B 

paa givne Kurver, (A) og (B) (Fig. 24).

Idet OA antages < OB, 

sætler man

OA 

Paa en Flytteplan indtegner

Punkt de 3 Linier m, n, l, hvor

og afsætter « ud fra OB 

med Toppunktet O; Vink­

lens andet Ben er l. Af­

standen Bl skal da være 

= OA.

man nu gennem samme 

Vinklen (mn) = AOB er

givet, (ni) — o, og bringer saa ved Anvendelse af den 

fundne Betingelse OA —Bl Flytteplanen hen i en saadan 

Stilling, at m og n falder lien ad Siderne OA og OB i den 

søgte Trekant

Som cl mere specielt Eksempel paa Brug af Reduktions­

vinkel nævnes følgende:
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Opg. 44. Gennem el givet Punkt P skal drages en Normal 

til en Hyperbel, hvis Brændpunkter er F og , og hvis Hoved­

akse 2a er givel (Fig. 25).

Omkring F teg­

nes Ledecirklen /', og 

fra drages Tangen­

ten l til denne. Lad 

nu M være det Punkt 

paa Hyperblen, hvis 

Normal er den søgte, 

og lad denne Nor­

mal skære Hoved­

aksen FF, i N. Man har da:

F±M_ SM _ 2a 
FtN~F1N~FF1 ~

sin a,

idet a er Vinklen mellem FF\ og l.

Opgaven løses da ved, at man vælger en Prøvelinie PN 

(ved Papirslineal eller Flytteplan), tager Afstanden fra N til l 

i Passeren og fører den over i en Stilling F,M, saaledes at 

M falder paa Prøvelimen; derefter prøver man straks videre, 

om det Stykke man har i Passeren er lig del fundne Punkt 

3/’s Afstand over til Ledecirklen. Er delte Tilfældet, vil den 

valgte Prøvelinie være den søgte Normal; i modsat Fald 

flytter man den, indtil den nævnte Betingelse er opfyldt.

12. Eksperimentel Fremstilling af Keglesnit.

Skæringspunkter mellem 2 Keglesnil kan bestemmes ved, 

al man indfører en saadan perspektivisk Transformation, at 

del ene Keglesnit gaar over til en Cirkel, hvorefter man kan 

anvende de lidligere angivne Metoder. Det vil dog som oftest 

vise sig besværligt og derfor upraktisk virkelig at gennemføre 

delle, og en mere direkte Behandling af Opgaven vilde der­

for være ønskelig. Del vil her navnlig komme an paa, at 

man hurtigt og let paa det ene Keglesnit kan skaffe sig en 
4*
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Kække Punkter, hvis Beliggenhedsforhold til det andet Kegle­

snit efterhaanden kan prøves. Vi skal i del følgende angive 

saadanne løbende Punktbestemmelser, som særlig kan finde 

Anvendelse i det nævnte Øjemed, men som i det hele taget 

vil være af Betydning, hver Gang man skal finde et Punkt, 

der ligger paa et givet, ikke tegnet, Keglesnit, og som tillige 

skal opfylde saadanne Betingelser, hvis Tilstedeværelse maa 

prøves gennem særlige Forsøg.

Vi betragter efterhaanden hver af de 3 Slags Keglesnil.

1) Ellipsen. Man kan give den sædvanlige Konstruk­

tion, hvor Ellipsens Ordinater dannes ved Reduktion al Or­

dinaterne til Cirklen over den store Akse, en saadan praktisk

Form, al den nogenlunde vil svare til de Fordringer, vi her 

stiller. Man kan nemlig lade en Flytteplan med 2 paa hin­

anden vinkel rette Linier glide saaledes, at den ene af disse 

Linier stadig dækker den store Akse, medens man paa den 

anden maaler Cirklens Ordinal, multiplicerer denne med — 

(ved Hjælp af en Reduktionsvinkel) og afsætter det fundne 

Stykke som Ordinal i Ellipsen. Reduktionsvinklen kan be­

kvemt alsæltes paa FlyUeplanen, ud fra Ordinatlinien, saa­

ledes at den under Flytningen stadig har sil Toppunkt paa 

Ellipsens store Akse; Konstruktionen vil da kunne Ibregaa 

meget hurtigt.
En lignende praktisk Anordning vil man kunne indreile

til Udførelse af den almindel 

ved 2 konjugerede Diametre.

ige Konstruktion af en Ellipse 

Dog vil man i dette Tilfælde 

ofte kunne have Fordel af en 

lidt anden Betragtning: LadAÆ 

og CZ) være de lo Diametre 

(Fig. 26); i Centrum O oprejses 

OC.lOB, og Punktet M paa 

AB bestemmes saaledes, at 

MC~MCX. Tænker man sig 

nu, al den ligebenede Trekant 

CMC. varierer saaledes, at M
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glider hen ad AB, C, langs Cirklen over AB som Diameter, 

medens Trekantens Sider beholder deres Retninger, da vil C 

gennemløbe Ellipsen. Herved faar man følgende Konstruk­

tion: Paa en Fly tieplan indtegner man 3 Linier p, q, r ud- 

gaaende fra samme Punkt og med saadanne Retninger, at 

de ved Flytning vil kunne dække de 3 Linier henholdsvis 

MB, MC, MCr. Flytteplanen bevæges nu saaledes, at den 

førstnævnte Linie p stadig dækker AB, og for hver Stilling 

af Flytteplanen fører man ved Passeren det paa r afskaarne 

Stykke mellem AB og Halvcirklen ACtB over paa q, hvor­

ved man finder et Punkt af Ellipsen.

En meget simpel Konstruktion af en Ellipse faar man 

ved Anvendelse af følgende Sætning: Enhver Ellipse kan 

fremstilles som skævl-synimetrisk Figur til en Cirkel. 

Lad Ellipsens Halvakser 

være OA = a, OB = b 

(Fig. 27). Gennem 0 

drages en Linie, som af­

skærer lige store Styk­

ker AP og BQ af Tan­

genterne i A og B; man 

viser let, at AP=BQ 

= V ab. Den symmetri­

ske Linie til OP med 

Hensyn til OA er OP}. 

Lader man nu Stykket PPt

Endepunkterne paa de to Linier OP og OP} 

af delle Stykke gennemløbe en Ellipse; og denne Ellipse 

man falde sammen med den givne; det ses nemlig straks, 

al den indeholder A, og at OA er Symmetriakse, endvidere, 

da PPt under Bevægelsen en Gang kommer i Stillingen QO,, 

at B er el Punkt af den beskrevne Ellipse, og at OB er Sym­

metriakse. Lad nu /?/?, være en vilkaarlig Stilling af det 

bevægelige Liniestykke; dets Midtpunkt M er da et Punkt af 

Ellipsen. Det skævt-symmetriske Punkt N til M med Hensyn 

til 0Px som Symmetriakse og OP som Symmetriretning har

med konstant Længde glide med 

vil Midtpunktet
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konstant Afstand ON = 7?3/ = \ (tb fra 0 og vil (lerfor gennem­

løbe en (Lirkel. Ellipsen er altsaa skævl-symmctrisk til denne 

Cirkel.

Denne Konstruktion giver en hurtig og nøjagtig Bestem­

melse af Ellipsens Punkter. Hvorledes den udføres ved Hjælp 

af Flytteplan, er let forstaaeligt.

2) Hyperblen. Ved Hyperblen vil man sædvanlig 

kunne hjælpe sig med at finde forskellige Punkter ved An­

vendelse af Sletningen om de lige store Stykker, som paa en 

ret Linie afskæres mellem Hyperblen og Asymptoterne. Er 

Hyperblen givet ved Asymptoterne (i og b samt Punktet M, 

lægger man en Prøvelinie gennem M (ved Papirslineal eller 

Flytteplan) og bestem mer ved Hjælp af Passeren det andel 

Skæringspunkt mellem Linien og Hyperblen.

Endvidere vil Ligningen

X n'

i ret- eller skævvinklede Koordinater give cl Grundlag for en 

løbende Punktbestemmelse, (ler kan udnyttes paa forskellig 

Maade, idet Asymptoterne benyttes til Bestemmelse al -?//, 

naar i] er valgt.

3) Parablen. Her benyttes Brændpunktet F, loppunkts- 

tangenten // og Aksen x (Fig. 28). En Flytteplan med 2 paa

Fig. 28,

ved TB = AT. Herved kan man

hinanden vinkelrette Linier 

lægges saaledes, al de lo Li­

niers Skæringspunkt 7’ fakler 

paa //, medens den ene Linie 

gaar gennem F. Den anden, 

der da vil være 'fangenL til 

Parablen, skærer x i Punk­

tet .4, og dens Røringspunkt 

li med Parablen bestemmes 

let (inde en Bække Punkter 

paa Parablen.

En Fordel ved denne Metode vil det ofte være, at man
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har Tangenten i B med det samme. Som en nærliggende 

Anvendelse heraf kan nævnes, at en Normal gennem et givet 

Punkt P straks bestemmes ved, at man prøver om Irs Af­

stand fra F7’ er lig AT.

De nævnle Metoder gør ikke Fordring paa at være de 

eneste brugbare, men de er vel nok de vigtigste. Hvorledes 

man anvender dem til al finde Skæringspunkter mellem to 

Keglesnit, skal endnu kort præciseres: Det ene Keglesnit 

tænkes fremstillet paa en af de her angivne Maader, del 

andet f. Eks. ved Brændpunkt og tilhørende Ledecirkel; paa 

det første Keglesnit vælges et Punkt AI, og man prøver, om 

dette Punkt ligger paa det andet Keglesnit, idet man under­

søger, om det ligger lige langt fra Brændpunkt og Ledecirkel; 

i bekræftende Fald har man straks det søgte Punkt, i mod­

sat Fald maa man vælge et nyt Punkt paa del første Kegle­

snit, indtil man finder det rigtige. Ved Udførelsen af en 

saadan Række Prøver er del nu netop af Vigtighed, at det, 

saaledes som det tilstræbes ved de nylig beskrevne Metoder, 

bliver let at variere Punktet AI paa det første Keglesnit.

Dersom et Keglesnit er givet ved 5 vilkaarlige af sine 

Punkter, vil det ikke lønne sig al føre Bestemmelsen tilbage 

til nogen af de i del foregaaende angivne Konstruktioner. 

Det simpieste vil være at benytte Pascal’s Sætning til at ud­

trykke Betingelsen for, at et Punkt AI ligger paa Keglesnittet, 

idel man anvender nævnle Sætning paa en Sekskant, 

hvis Vinkelspidser falder i AI og i de 5 givne Punkter. 

Skærer de modstaaende Sider i en saadan Sekskant hinanden 

paa en ret Linie, ligger AI paa Keglesnittet, ellers ikke. Ved 

direkte Brug af dette Kriterium finder man f. Eks. temmelig 

let Keglesnittets Skæringspunkter med en legnet Kurve, f. Eks. 

en Cirkel eller en ret Linie.

Paa lignende Maade kan man anvende Brianchon’s Sæt­

ning til at prøve, om en ret Linie m rører et Keglesnit, der 

er givet ved 5 vilkaarlige af sine Tangenter. Man kan ved 

direkte Brug heraf let linde Fællestangenter til Keglesnittet 

og en tegnet Kurve, f. Eks. en Cirkel.
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Endelig skal vi endnu henvise til de specielle Konstruk­

tioner af løbende Tangenter til et Keglesnit, som stoller sig 

til Sætningen om den omskrevne Firkant.*)

13. Den almindelige Ligning af nte Grad.

Skal man finde Værdien af ct Polynomium 

. y—axn -J- bxn~1 + cx'l~2 + • • • + ^» 

hvor a, b, c, . . . . k er opgivne Længder, regnede med opgivne 

Fortegn, medens .r skal være — en given positiv ægte Brøk

da kan man som C u I mann først har angivet, Idlest gore 

det ved at tegne en Vinkel «, hvis sinus er —. Parallel med

Vinklens ene Ben drages I

----------------------------------- (7>)

---------------------------------------------- (d)

Fig. 29.

inier i Afstandene b, c, d, e . . . . 

(Linierne er paa Fig. 29 mærket 

med de tilsvarende Bogstaver (b), 

(c), (d), .), bort fra Vinklen

eller til samme Side som Vinklen, 

eftersom Afstandene skal regnes 

positive eller negative. Man Lager 

nu Stykket a i Passeren og afsæt­

ter det ud ad Vinklens andet Ben 

i Stillingen AM, manier straks Af­

standen fra M ned til Linien (b), 

hvorved man har Stykket

a sin « t  b — ax -j- b

i Passeren. Fortegnet viser sig af sig selv; paa Figuren er 

Stykket positivt.

Det fundne Stykke anbringes nu i Stillingen AN, og man 

maaler fra N ned til Union (c); derved har man Stykket

(dx 4- b)x c = ax2 bx 4~ c.

) Se Forf.’s Deskriptivgeometri 71, 76, 81.
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Dette Stykke anbringes i Stillingen AP, og man maaler fra P 

ned til Linien (d), og har derved

(ax2 -j- bx c)x d = ax3 4" bxs + 4" d 

i Passeren. Paa denne Maade kan man fortsætte, indtil man 

har det ønskede Polynonium.

Det er klart, at man ad denne Vej kan faa en simpel 

eksperimentel Løsning af den almindelige Ligning 

af n’te Grad. Opgaven kan nemlig for det første altid om­

skrives saaledes, al den Rod, der søges, er numerisk mindre 

end 1; derefter kan Ligningen bringes paa Formen:

ax'1 -p bxn~1 . . . . ix = —k,

og man antager .t  fremstillet ved sinus af en vis Vinke] «. 

Del ene Ben af denne Vinkel lægges fasi, og Linierne (b), 

(c), (d) .... tegnes. En Prøvelinie, der ved et foreløbigt 

Skøn antages at kunne benyttes som del andel Ben, lægges 

ind, og man prøver den ved, som ovenfor vist, at danne 

Udtrykket
ax" /xr"“1 —p 

og undersøge, om det er =—k. I modsat Fald retter man 

paa Prøvelinien, indtil del passer.

Hermed er i Virkeligheden fundet et Flytningsforsøg, 

der tilsteder en eksperimentel Løsning af alle alge­

braiske Problemer.

Naturligvis vil cn saadan grafisk Opløsning al' Ligninger, 

som direkte Middel til Behandling al' Ligningerne selv, kun 

have Betydning i de Anvendelser, hvor den grafiske, eller 

paa anden Maade realiserede, Nøjagtighed er tilstrækkelig. 

Denne Bemærkning gælder jo iøvrigt al Konstruktion, men 

der er maaske særlig Grund til at fremhæve den her, fordi 

man under Paavirkning af del foreliggende Problems For­

mulering er mere tilbøjelig til al opfatte Konstruktionen som 

en direkte Erstatning for Regning, altsaa som grafisk 

Regning, end man vil være del i andre mere rent geometrisk 

formulerede Opgaver. Den Undersøgelse, vi her har fore­

taget, har ikke i første Linie til Hensigt at give Midler til
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Behandling af algebraiske Ligninger, men er forsi og frem­

mest et Middel til at vise, at alle geometriske Opgaver, 

hvis analytiske Løsning kan føres tilbage til algebra­

iske Ligninger, kan løses ved Flytningsforsøg. Ved 

den virkelige Løsning af disse Opgaver vil man derimod 

sjældent direkte kunne benytte disse Betragtninger.

En anden bekendt Melode (Lill’s Metode) til konstruktiv

Bestemmelse af et Polynomiums Værdi beror paa, al man 

man danner hosstaaende Figur (Fig.sætter x — igH, hvorefter

Fig. 30.

30): Først afsættes a = AB som 

Katete i en retvinklet Trekant, 

hvor den hosliggende Vinkel 

er H. Den anden Katete bli­

ver da

BC — atgti — ax.

Hertil føjer man Stykket BD=b 

(paa Figuren er x, a, b, c, ... . 

antaget positive), saa at man 

har
CD = ax 4“ b.

Oprejses nu i C en vinkelret paa AC til Skæring i E med 

den vinkelrette paa HD, oprejst i D, faar man

DE — (ax b)lgO = ax2 + bx,

hvortil man føjer DE =c, saaledes al 

EF— ax2 bx 4- c.

Paa denne Maade kan nu fortsættes; man faar derved 

den brudte Linie ABDFll. . . . med rette Vinkler og Sider 

(i, b, c, (l,. . . ., saml den brudte Linie ACEGI. . . hvor alle 

Vinkler er rette og hvor Vinkelspidserne er beliggende paa 

Siderne, i den førstnævnte brudte Linie. Derved finder man 

Værdien af det forelagte Polynomium. Paa Figuren har man:

III — ax4 bx3 -|- cx2 d% •

Det er let at se, hvorledes Figuren skal tegnes, naar 

nogle af Koefficienterne er negativ^.
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Denne Konstruktion giver ogsaa en eksperimentel Løs­

ning af den algebraiske Ligning af n’te Grad, idel den om­

skriver Opgaven til den, at lægge en brudt Linie med lutter 

rette Vinkler saaledes, at den begynder og ender i givne 

Punkter, medens de øvrige Punkter, der skal danne Vinkel­

spidserne i den brudte Linie, skal falde paa en Række givne 

Linier, hvoraf 2 paa hinanden følgende stadig er vinkelrette 

paa hinanden.

Det er let al se, hvorledes denne Opgave kan løses ved 

Hjælp af en kvadreret Flytteplan, idet man hurtigt finder en 

Stilling af denne, der giver den søgte brudte Linie, i hvert 

Fald med god Tilnærmelse (saa god som Maskevidden i 

Kvadratnettet tilsteder det), og en Forbedring al den derved 

fundne Løsning kan man jo let faa.

Imidlertid vil en Flytteplan med blot 2 paa hinanden 

vinkelrette Linier ogsaa kunne benyttes, idet man lægger den 

i en saadan Prøvestilling, at den første af Linierne falder f. 

Eks. i AC (Fig. 30) og den anden i C7< Man tager derefter 

Afstanden CG i Passeren og finder ved Forsøg Punktet G 

derved, at del skal have den nævnte Afstand fra Linien AG. 

Naar man har G, maaler man Afstanden fra dette Punkt til 

CE og kan derefter ved Forsøg med Passeren finde el Punkt 

/ paa den givne Linie III og i (len nys tagne Afstand fra 

CE, o. s. v. Man kan altsaa blot ved en sammenhængende 

Række Maaleforsøg komme hele den til Begyndelsesstillingen 

AC svarende brudte Linie igennem, og Prøven kan derved 

føres til Ende uden Tegning. Naturligvis vil del for Lignin­

ger af højere Grad blive besværligt at gennemføre.

For Ligninger af 3. Grad stiller Sagen sig særlig let; Op­

gaven bliver der den samme som al linde en fælles 'Fangent 

til 2 Parabler (hvis Akser her specielt er vinkelrette paa 

hinanden). I nær Forbindelse hermed kan nævnes en Me­

tode til Kubikrodsuddragning, som var kendt i Oldtiden og 

tilskrives Platon, og som fører til den Opgave, at lægge 

den retvinklede brud le Linie PQRS (Fig. 31) saaledes, at P 

og 5 fakler i givne Punkter af 2 paa hinanden vinkelrette
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Linier, medens Q og /? skal falde paa de samme Linier. 

Man faar med de paa Figuren angivne Betegnelser:

P=^ = ll 
x !/ (1 ’

T \ . x=\h)2(b H=\'P(f-

>' T ~ i/ ,.-- /? Man mener, al Platon har angivet 

s en mekanisk Udførelse af Konstruk­

tionen ved Hjælp af en Ramme, 

hvori den ene Side kunde forskydes 

i False, anbragt i dc lo tilstødende Sider, saa at man kunde 

fremstille Rektangler, hvori den ene Side var konstant, den 

anden variabel; det kom da blot an paa at indstille denne 

Ramme saaledes, at de givne Punkter P og 5 laa paa 2 mod- 

slaaendc Sider, medens 2 Vinkelspidser i Rammen faldt (i Q 

og /i) paa de givne Linier. Platon var ellers en Modstander 

af saadanne mekaniske Løsninger af Geometriens Opgaver, 

og man mener, al hvis han virkelig selv har udtænkt et 

saadant Apparat, som del her beskrevne, da maa del have 

været for al vise, hvor let del var at finde Løsninger af 

denne Art.

14. Opgaver i Rummet.

Angaaende de eksperimentelle Metoders Anvendelse til 

Løsning af Opgaver i Kummet vil vi for det første bemærke, 

al en virkelig Udførelse af rumlige Konstruktioner sædvanlig 

vil foregå a paa den Maade, al Opgaven overføres til Tegne­

planen. I det følgende nævner vi nogle simple Eksempler 

angaaende 0 nidrejningsflader.

Opg. 15. Pind Skæringspunkterne mellem en Omdrejnings- 

flade og en ret Linie (Fig. 32).

Omdrejningslladen har lodret Akse u (fremstillet i lodret 

og vandret Projektion ved ai. og (ly), og Hovedmeridianen 

(d. c. Meridiankurven # lodret Billedplan foreligger tegnet.
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Den givne Linie er b (Projektioner 1)l  og by). Det gælder 

om at finde en Parallelcirkel, (ler skærer b; lad en saadan

Parallelcirkel være lodret afbildet 

i den vandrette Linie MA. Denne 

Linie skal da skære bi, i et Punkt 

Bl , som føres ned i et Punkt By 

paa by, saaledes al MA = ciyBy.

Opgaven løses derfor ved 

Hjælp af en Flytteplan med lo 

paa hinanden vinkelrette Linier, 

hvoraf den ene lægges paa (II, 

medens den anden indtager en 

Prøvestilling MA; for denne Stil­

ling lager man Stykket MA i Pas­

seren og anbringer det i en Stil­

ling (lyBy, hvor By falder paa by Fra By tages Afstanden

over til den retle Linie (Il  (forlænget ned igennem nv), og 

man undersøger, om denne Afstand vil være lig Afstanden 

fra 3 til Skæringspunktet Bl  mellem bi, og MA (idel tillige 

By og Bl  skal ligge paa samme Side af (//.).

Er denne Betingelse opfyldt, fremstiller Prøvelinien JL4 

den søgte Parallelcirkel, og Bl og By er Billeder al det 

søgte Skæringspunkt. Er Betingelsen ikke opfyldt, Hytter 

man Prøvelinien, indtil man finder den rigtige Stilling.

Forsøget kan ogsaa udføres i den om vendte Orden, idet 

man begynder med at tage Skæringspunktet Bl  mellem Prøve­

linien 3/3 og bi. og maaler dets Afstand fra .1; dernæst op­

ledes paa by et Punkt By saaledes, al ai.By = ABl , og Af­

standen Bydy lages i Passeren og afsættes paa Prøvelinien 

AM ud fra A; den skal derved naa ud til M paa Meridian­

kurven. Denne Anordning af Forsøget vil navnlig have In­

teresse, naar (len givne Meridiankurve ikke foreligger tegnet, 

men kun saaledes bestemt, at man har el simpelt eksperi­

mentelt Kriterium for, at el Punkt ligger paa Kurven. Som 

Eksempel kan nævnes det, hvor Meridiankurven er el Kegle­

snit, givet ved el Brændpunkt med tilhørende Ledecirkel.



('»2

Ved Opgaver i dobbelt Projektion vil det, saaledes som vi her 

har haft Lejlighed til at vise, ofte være bekvemt at udtrykke, at 

2 Punkter/)*/. <)£*/> r kan være sammenhørende Billeder af cl Punkt 

B, ved den Betingelse, al Afstandene fra en fasi Linie J_ Grund­

linien over til Punkterne ///. og By er lige store (og ensrettede).

Opg. 46. Der er givet en Omdrejningsflade med lodret 

Akse og frembragt ved Drejning af en Kurve, hvis Billeder i 

lodret og vandret Projektion foreligger (egnede. Pind Pladens 

Skæringspunkter med en anden Kurve med givne Billeder.

Opgaven løses ved el ganske lignende Forsøg som den 

foregaaende.

Ganske lignende Metoder vil kunne anvendes for saa- 

daniie Flader, som skæres af alle vandrette Planer i Cirkler.

Opg. 47. Pind Skæringspunkterne mellem en Omdrejnings­

flade, hvis Akse a og Meridiankurve m er givne i Tegneplanen, 

og en Kurve k, der ligger i en Plan I Tegneplanen (Hig. 33).

jiceret i K‘, er nedlagt i Kn

Kurvens Plan skærer Tegne­

planen i den rette Linie k‘, og 

Kurvens Nedlægning kn fore- 

lii&er tegnet. Del gælder om 

al rinde en Parallelcirkel, der 

skærer k. Lad denne Parallel- 

cirkel være projiceret paa Tegne­

planen i Union MK1. Del Punkt 

K paa Kurven k, som er pro- 

‘Ku I k‘). Idel Skæringspunktet 

mellem k‘ og a betegnes med O, har man 0Kn — OM, som 

Betingelse for, al Punktet K er del søgte Punkt.

Man løser derfor Opgaven ved følgende Forsøg: Paa en 

Flytteplan indtegnes 3 Linier p, q, r, udgaaende fra samme 

Punkt og med saadanne Retninger, al de ved Flytning vil 

kunne lægges saaledes, al p I a, q j_k‘, medens r dækker k‘. 

Flylteplanen lægges i en Prøvestilling, hvor p falder i en 

Stilling MK1, q i K'Kn, og man prøver nu, om OM = OKn; 

naar delte er naaet, er Opgaven løst.
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Ved Hjælp af Opgave 47 løses nu meget let følgende vig­
tige Opgaver:

Opg. 48. Bestem Skæringskurven mellem 2 vilkaartige 
Omd. rej nin g s flader.

Man finder forskellige Punkter paa Skæringskurven ved 
efterhaanden at bestemme Skæringspunkter mellem den ene 
Flade og en Række Parallelcirkler paa den anden, idet man 
giver de 2 Flader en saadan Opstilling, al den ene Flades 
Akse ligger i Tegneplanen, og den anden er parallel dermed.

Opg. 49. Skæringskurven mellem en Omdrejningsflade og 
en Flade, der indeholder en Bække simple parallele Snit (f. 
Eks. en Keglesnits flade, hvor en Række Cirkler kan benyttes).

Opstillingen vælges saaledes, at den Meridianplan i Om- 
drejnirigsiladen, som er I de parallele Snit i den anden Flade 
lægges ind i Tegneplanen.

Opg. 50. Skæring mellem en Omdrejningsflade (med Akse 
a og Meridiankurven m i Tegneplanen) og en plan Kurve k 
beliggende i en given skraa Plan. Sporet for Kurvens Plan 
er Å\, og Kurvens Nedlægning kn i Tegneplanen foreligger 
tegnet (Fig. 34).

Det Punkt K paa Kniven, hvis Projektion paa Tegne­
planen er K‘, og hvis Nedlægning er Klt, antages al være del
søgte. Linien K‘A I a 
skærer a, m og k\ i hen­
holdsvis ;1, M og Kr. Man 
skal da have 0Kn = 0M, 
idet begge disse Afstande 
er lig OK. K‘Ktl skærer 

i et Punkt R, saaledes 
al Forholdet RK‘: RKH = 
cosinus af Planens Vinkel 
med Tegneplanen. Men 
heraf følger, at Retningen af Å\A’n kan betragtes som be­
kendt.
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Man indretter nu en Flytteplan med 3 rette Linier p, 7, /■ 
udgaaende fra samme Punkt saaledes, at naar r lægges paa 
Å\, vil p stadig antage en Retning I n, medens 7 vil faa 
den kendte Retning KtKn. Idel denne Flytteplan dernæst 
føres saaledes, at r stadig dækker k}, finder man let en saa- 
dan Stilling, at OKH = OM, og dermed er Opgaven løst.

Denne Konstruktion giver vigtige Hjælpemidler til Be­
stemmelse af Skæringskurver mellem Omdrejningsflader og 
andre Flader, navnlig saadanne som kan fremstilles ved en 
Række simple parallele plane Snit.

Som Eksempler paa andre nærliggende Opgaver i Bum- 
mel nævnes endnu følgende:

Opg. 51. Find Skæringspunkter mellem en cirkulær Kegle- 
flade og en vilkaarlig (Arkel.

Opg. 52. Find den korteste Afstand mellem en given (Ar­

kels Periferi og en Omdrejningscylinders krumme Overflade.

Opg. 53. Fn Omdrejningscylinder (eller Omdrejningskegle), 
som staar paa den vandrette Billedplan, skal væltes om en 
given Tangent til Gru udflåden over i en saadan Stilling, al 
den kommer til al berøre en given ret Linie.

Opg. 54. Fn ret Linie skal drejes om en anden ret Linie 
saaledes, al den bliver Tangent til en given Kugle, eller til en 
given cirkulær Cylinder eller Kegle.

Opg. 55. Find i dobbelt Projektion en vandret Linie, der 
skærer en given lodret Linie saml A Kurver, hvis Billeder fore­

ligger tegnet.

Del vandrette Billede vælges i en Prøvestilling (ved en 
Flytteplan eller Papirslineal), der skærer de givne Kurvers 
vandrette Billeder i Pv og Or.

Ved Hjælp af Passeren føres /V op til Pi, (paa den første 
Kurves lodrette Billede), og ved al benytte Pifs Afstand fra 
Grundlinien opsøger man et Punkt (),_ paa den anden Kur­
ves lodrette Billede i samme Højde som P,.. Derefter slutter 
Prøven med en Undersøgelse af (stadig ved Hjælp af Passe-
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ren), om Ql og Qv er sammenhørende Billeder af et 

Punkt Q.

Opg. 56. Find Skæringspunkter mellem en ret Konoide 

og en vilkaarlig Kurve.

Opgaven føres siraks tilbage til den foregaaende.

Opg. 57. Angiv en Metode til at finde vilkaarlig mange 

Fællestangenter til 3 givne Kugler.

Opg. 58. Find den korteste Afstand mellem 2 vilkaarlige 

Cirkler i Rummel.

Opg. 59. Find den korlesfe Afstand mellem en vilkaarlig 

ret Linie i Rummet og en Kurve, der foreligger tegnet i 

Tegneplanen.

Opg. 60. Find den korteste Afstand fra en ret Linie til en 

Omd rejn in g s flade.

15. Rumforsøg.

Opgaver i Kummet føres sædvanligvis tilbage til Opgaver 

i Planen, og direkte Forsøg i Rummet (Fremstilling af rum­

lige Modeller) til Besvarelse af geometriske Spørgsmaal vil 

næppe kunne faa nogen udstrakt Anvendelse, i hvert Fald 

ikke inden for det mere elementære Omraade. Men man 

kan dog nævne enkelte Eksempler, som frem byder særlig 

Interesse.

Opg. 61. Al konstruere en i en Cirkel indskrivelig konveks 

n-Kant, naar man kender (die Siderne.

Det er nødvendigt, at den slørsle af de n givne Sider 

er mindre end Summen af de øvrige, og denne Betingelse 

vil ogsaa vise sig al være tilstrækkelig (findes der to eller 

ilere indbyrdes lige store Sider, hvis Længde er større end 

enhver af de øvrige, eller alle Siderne er lige store, er Op­

gaven altid mulig).

I det følgende forudsættes for Nemheds Skyld, at n = 5; 

Betragtningerne kan umiddelbart overføres paa andre Til-
5
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fælde. De 5 givne Sider betegnes med a, b, c, d og e, og a 

antages at være den største blandt disse Værdier.

Man begynder med al te^ne en Cirkel med Centrum 0 

(Fig. 35) saa stor, at Korderne AB = a, BC = b, Cl) — c, 

DE = d, EF=e kan afsættes deri 
©saaledes, at Punkterne ABCDEF 

følger efter hinanden paa Perife­

rien i et bestemt Omløb, og den 

c tilsvarende Bue ABCDEF i dette 

Omløb er mindre end Cirklens 

Periferi; man kan let paa Skøn 

vælge en saa stor Radius, at disse 

Betingelser er opfyldt, og man 

kan i hvert Fald opstille den

Fig. 35. Begel, at Cirklen vælges saa

stor, at den indskrevne regulære Femkants Side er større 

end a.

Derefter tænker man sig, at A og B ligger fast, medens 

Cirklen varierer kontinuert saaledes, at den stadig <*aar gen­

nem A og B, medens Centrum med uforandret Bevægelses­

retning gennemløber den Halvlinie, der udgaar fra 0 og inde­

holder Midtpunktet M af Korden AB. For hver Stilling af 

den variable Cirkel konstrueres en brudt Linie med de givne 

Sider, indskreven i Cirklen og med uforandret Omløbsretning, 

saaledes som Figuren viser det for een Cirkel med Centrum 

i ()l , idet den indskrevne brudte Linie for denne Stilling af 

Cirklen er ABCxDiE1F1. Det gælder nu blot om at finde en 

saadan Stilling af den variable Cirkel, at Fx vil falde i A.

Først vil vi bevise, at denne Stilling eksisterer. Betragter 

man en vilkaarlig Stilling af den variable Cirkel med Cen­

trum 0,, og det for denne Stilling gælder, at Buen BCtDxEtFx 

er mindre end Buen BCXA, da kan del bevises, al den ana­

loge Ulighed har været gældende for enhver af de foregaaende 

Stillinger 7 af den variable Cirkel; Radierne OxCr, 0xl)x, 

OXEX, 0xFx vil nemlig ved Forlængelse ud over Periferien 

træffe t i Punkter C‘, 1)‘, E‘, F saaledes at Korderne BC‘,
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C‘D‘, D'E‘, E'F er større end henholdsvis b, c, d, e; men 

heraf følger netop, at den omtalte Ulighed ogsaa gælder for 

Cirklen /. Alle Cirkler 7, for hvilke denne Ulighed gælder, 

maa altsaa have deres Centrer liggende paa en sammen­

hængende Del af den rette Linie OM, og da man let kan 

finde en Stilling af Cirklen, for hvilken Uligheden ikke gæl­

der (man kan f. Eks. sikre sig, at Buelængden bliver 

mindre end b -|- c d + e), maa der altsaa paa denne Linie 

fmdes et Punkt P saaledes, at ethvert Punkt mellem 0 og P 

er On h um for en Cirkel der tilfredsstiller den nævnte 

Ulighed, medens ethvert Punkt paa Forlængelsen af OP ud 

over P ikke giver nogen saadan Cirkel. P maa da være 

Centrum for den søgte Cirkel. Og man ser samtidig, at der 

kun er én Løsning.

Dette Eksistensbevis giver nu ikke nogen anden Løsning 

af Opgaven end den, at man ved at prøve en Række Cirk­

ler j' til sidst kan skaffe sig én der passer. Dette er ikke 

uoverkommeligt, men tager l id. En elegantere Løsning faar 

man ved følgende Rumforsøg:

Man udskærer Figuren OABCDEFO af Karton, skærer 

Kartonen halvt igennem langs OB, OC, 01), OE, bøjer Figu­

ren langs disse Kanter, saa at OA og OF siøder sammen, og 

klistrer sammen, saaledes at der dannes et bevægeligt Hjørne 

begrænset af en vindskæv Femkant. Sættes nu Hjørnet paa 

et Bord, saaledes at denne Femkant bliver plan, er Op­

gaven løst.

Opg. 62. At konstruere en n-sidet konveks Pyramide af 
alle Kanterne.

Pyramidens Sidetrekanter er bekendte, og man kan da 

let danne Pyramiden af Karton paa samme Maade som i 

den foregaaende Opgave.

En plangeomelrisk Løsning af Opgaven vil være ret be­

sværlig; paa Fig. 36 (se næste Side) er antydet, hvorledes 

man kunde formulere Opgaven. Udfoldningen O—ABCDE 

tegnes, og Højderne OP, OQ, OR, OS i Sidetrekanterne teg­
s’
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nes. Idet nu den søgte Pyramide antages konveks, og Høj­

den i Pyramiden antages at falde indenfor Grundfladen, kan 

vi anstille følgende Betragtning: Projektionerne af Højdens 

Fodpunkt ind paa Grundfladens Sider er de Punkter, som i 

Udfoldningen viser sig i P, Q, R, S, og dersom man med Højde- 

fodpunktet som Udgangspunkt deler Grundfladen i Central- 

E trekanter og der- 

paa tænker sig 

disse anbragt i Ud­

foldningen med Si- 

s derneAB, BC, Cl), 

DE, vil de falde i 

saadanne Stillin­

ger O.AB, 02BC, 

o O3CD, 04l)E, at 

O,, O2, O3, 04 fal­

der paa OP, OQ, 

OR, OS, og Vink­

lerne ved O4, 02, 

O3, O4 tilsammen 

er 360°. Da O.B^OJL O2C=O3C, 0BD = 04D, hvorefter 

04E — O4A, vil man derved have et Grundlag for ved Prøve 

i Planen at kunne linde Punkterne O1? 02, Oa, 04. Men Rum- 

forsøget er jo lettere.

En fuldstændig Diskussion af Opg. 62 vil frembyde ad­

skillig Interesse og anbefales Læseren til videre Under­

søgelse.

Opg. 63. I Planen er der givet n parallele Linier. Man 

skal lægge en konveks n-Kanl med Vinkelspidserne paa disse 

Linier, saaledes al Siderne faar opgivne Forhold.

Opgaven reduceres til at konstruere en konveks n-Kant 

med givne Sider saaledes, at de Punkter, der deler n—-1 af 

Siderne i givne Forhold, falder paa en ret Linie. Og 

denne Opgave kan alter føres tilbage til den, at konstruere 

et konvekst Prisme, naar man kender dets Sideflader
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i Udfoldning (men derimod ikke kender Endefladerne), hvil­

ket direkte lader sig udføre ved, at man danner en Model 

af Prismet.

16. Transcendente Opgaver.

De i det foregaaende nævnte eksperimentelle Hjælpe­

midler, Skridtforsøg og Flytningsforsøg i Forbindelse med 

Tegning af rette Linier og Cirkler, kan kun realisere saa- 

danne Afhængigheder, som bestemmes ved algebraiske Lig­

ninger. De geometriske Betingelser, som kan bringes i Stand 

ved saadanne Forsøg, vil nemlig altid kunne udtrykkes ved 

en endelig Række algebraiske Ligninger mellem Koordina­

terne til de Punkter, som indgaar i Prøvefiguren. Omvendt 

ved vi, al enhver algebraisk Opgave maa kunne løses ved 

de nævnte Hjælpemidler.

Man kunde nu spørge, om der overhovedet kan forefalde 

andre Opgaver, om der eksisterer ikke-algebraiske, saakaldte 

transcendente Opgaver. Dette Spørgsmaal besvarer vi her 

gennem et simpelt Eksempel: Vi betragter Kurven y = tg x, 

og prøver, om der paa denne Kurve, svarende til et eller 

andet lille Interval (t 1 < x < x2) paa .r-Aksen, kunde være 

en Bue , som tilhører en usammensat algebraisk Kurve 

f(x, y) — 0. Lad det betragtede Interval have Størrelsen

—x1=‘2h, og lad os undersøge Intervallet fra til

.ra4“^ den dertil svarende Bue BAB2 paa den forelagte 

Tangenskurve. Til hvert Punkt (x, y) paa Buen svarer 

et bestemt Punkt (x‘, y‘) paa Buen saaledes at

x‘ = x -|- h, og man har da:

x = x‘ — h ,

// = — /?) =
tg x‘ — tg h y‘ — tg h
1 + tg h tg x1 1 y‘ tg h ‘

Skal nu ethvert Punkt (x, y) paa Buen ligge paa den 

usammensatte algebraiske Kurve f(x, y) = 0, da maa ethvert 

Punkt (x‘,y‘) paa Buen BJ32 tilfredsstille Ligningen
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y' — tgh \ 
1 + </ tø h)

altsaa ogsaa ligge paa en usammensat algebraisk Kurve. Men 

denne Kurve og Kurven /’(.r,//) = () har et sammenhængende 

Buestykke fælles, og de maa derfor falde helt sammen; 

Kurven f(x,y) = 0 maa altsaa indeholde hele Buen af 

Tangenskurven, og man slutter da straks videre, at den maa 

indeholde alle de øvrige Buer af Tangenskurven, svarende 

til de følgende og foregaaende Intervaller af Størrelsen h, 

d. v. s. den algebraiske Kurve /’(.r, y) = 0 maatte indeholde 

hele den reelle Kurve y=^lgx‘, dette er imidlertid umuligt, 

da Ligningen tgx = 0 har uendelig mange Rødder.

Altsaa:

Tangenskurven kan ikke i noget selv nok saa 

lille Interval være algebraisk.

Del samme gælder da naturligvis Sinuskurven y = sin x.

Alle trigonometriske og cirkulære Funktioner er 

altsaa transcendente.

Heraf følger nu, at arc sin x, Længden af en Bue, hvis 

sinus er x, ikke i noget Interval er en algebraisk Funktion 

af x, saa at der ikke kan eksistere noget Eksperiment 

ved Passer og Lineal, ved Hjælp af hvilket man kan 

rektificere en vilkaarlig forelagt Cirkelbue.

Dette udelukker jo nu imidlertid ikke, al der maaske 

kunde konstrueres nogle specielle Cirkelbuer, som tilsteder 

algebraisk Rektifikation, at f. Eks. hele Cirkelperiferien kunde 

rektificeres ved et algebraisk Eksperiment; men selv delte 

specielle Spørgsmaal maa, efter hvad Lindemann viste i 

1882, besvares derhen, al hverken hele Cirkelperiferien eller 

nogen Del deraf, som kan konstrueres algebraisk, tilsteder 

nogen algebraisk Rektifikation.

For nu at kunne løse Konstruktionsopgaver, der afhæn­

ger af transcendente funktioner, bliver det altsaa nødven­

digt at indføre nye Hjælpemidler. Og det Hjælpemiddel vi 

vælger, er simpelthen det, at vi tegner en Kurve, der paa én 

eller anden Maade giver en grafisk Fremstilling af den Funk-
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tion, der er Tale om. Dette har indenfor vort Omraade en 

ganske lignende Betydning, som Opstilling af en Tabel vil 

have indenfor den beregnende Matematik.

Opgaver angaaende trigonometriske Funktioner vil saa- 

ledes kunne behandles ved, at man tegner en Sinuskurve, 

en Tangenskurve, en Archimedes’ Spiral eller en Cirkel­

afvikler. Her vil vi holde os til den sidstnævnte Kurve. 

For at kunne tegne en Cirkelafvikler, maa man have en 

Metode til at finde Længden af en forelagt Cirkelbue. Blandt 

de mange bekendte herhen hørende Konstruktioner skal vi 

nævne følgende:

I. Eksakte Konstruktioner, d. v. s. saadanne, som i 

Henseende til Resultatets Nøjagtighed kan føres saa vidt, som 

vedkommende praktiske Anvendelse tilsteder. Her kan aller­

først nævnes den, som kan anvendes til Rektifikation af en­

hver forelagt Bue, og som bestaar deri, at Delepasseren med 

en nøjagtig fastholdt lille Passeraabning føres frem i Skridt 

paa Buen fra det ene Endepunkt til det andet, hvorpaa den 

føres lige saa mange Skridt frem paa en ret Linie. I Reglen 

vil man ikke faa Buen tilbagelagt i el helt Antal Skridt af 

den valgte Størrelse; den lille Bue, der bliver tilovers, maa 

da føjes til bagefter.

Dernæst nævner vi Euler’s Metode, som er vist paa 

Fig. 37.

Til Buen AB drages Tangen- y

ten AC i A, og man konstruerer / -\’

efterhaanden de retvinklede Tre- / /
kanter ABBr, AB1B<i,  hvis / / / \

/ s s' •'! 1 
Hypotenuser AB., AB*, . . . halve- / / / 

rer Vinklerne henholdsvis BAC, //■'' ■'''

B.AC, B2AC,  Liniestykket

ABn vil da for en tilstrækkelig stor \

Værdi af n give Længden af Buen A B

AB med fornøden Nøjagtighed. Det i ig. 37.

ses nemlig let, at for det første AB. er Længden af en brudt 

Linie AMB, som er indskreven i Cirkelbuen og er sammen-
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sat af 2 lige store K order, og dernæ st, at AB*  vil angive  

Læ ngden af en indskreven brudt Linie m ed  4 lige store Sider 

o. s. v., saaledes at ABn vil angive Læ ngden af en indskreven  

brudt Linie m ed 2" lige store Sider.

*) Se Forf.’s D eskriptivgeom etri, 105.

**) A tti del IV congress» internazionale dei m atem atici. V ol. III. R om a  

1909. 351-355.

II. A pproxim ateve K onstruktioner,  d. v. s. saadanne, 

hvor N øjagtigheden ogsaa er teoretisk begrænset. Iler kan  

for det første næ vnes den bekendte R ektifikation af H alv ­

cirkler, der beror paa, at zr m ed stor N øjagtighed kan findes 

som H ypotenuse i en retvinklet Trekant, hvis K ateter er 

2 og 3—  *).  D en relative Fejl paa den herved fundne

V æ rdi af H alvperiferien er 0,00002.

D ernæ st en vigtig K onstruktion (F ig. 38), som er angivet 

af d ’O cagne**),  og som beror paa, at en Linie fra C irklens

C entrum  O gennem  det Punkt S, der deler

l^yß K orden AB i forholdet 2:1, skæ rer C irkel- 

\  / / buen i el Punkt 5,, saaledes al K orden

\  / /  A $\ m ed stor N øjagtighed er j af den

\ i/ søgte B uelæ ngde, saaledes at denne kan

° sæ ttes = AB,, hvor B, er Skæ ringspunkt

Fig ’ 38- m ellem Linien og Linien BBt OS.

I?or B uer under 35° kan den relative Fejl højst væ re O ,oooi 

o# for B uer i N æ rheden af 65° vil den om trent væ re O ,ooi. 

En K om bination af denne M elode og den ovennæ vnte for 

H alvcirklen vil altsaa #ive saa stor N øjagtighed, som m an  

kan ønske sig, i hvert Fald indenfor del grafiske O m raade.

D e her angivne approxim ative M etoder er tillige saa sim ­

ple at anvende, at de er langt al foretræ kke for de besvæ r­

lige eksakte M etoder, som ganske vist teoretisk talt tilsteder 

ubegræ nset N øjagtighed, m en praktisk lall er m indre nøj­

agtige end de approxim ative.

For al kunne tegne C irkelafvikleren er det tilstrække ­

ligt, al m an rektificerer H alvcirklen, idet m an derefter ved  

Inddeling af H alvperiferien i el passende A ntal lige store
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Dele kan finde lige saa mange (og lige saa tæt paa hinanden 

følgende) Punkter af Cirkelafvikleren, som man ønsker. Da 

det iøvrigt er af stor Vigtighed, al man kender Cirkelafvikle­

rens Egenskaber nærmere, skal vi i det følgende Afsnit frem­

sætte de vigtigste herhen hørende Sætninger.

17. Cirkelafviklerens Teori.

/> og C er 2 vilkaarlige Punkter af en Cirkelafvikler

ABCD (Fig. 39), dannet ved Afvikling af Halvcirklen AMNP

(A/B= ~ MA, NC = ~ NA, PD = 

— PA). Tangenterne MB og NC 

skærer hinanden i et Punkt S, 

som antages at ligge mellem N 

og C. Man har da: 

NC = ~ NM-\- MB > NB,

altsaa maa Vinklen ved C i A NBC 

være spids. Endvidere:

NC = ~ NM + MB < NS + SB,

altsaa

SC<SB,

hvoraf følger, at Vinklen ved B i A SBC er spids.

Vi har altaa nu vist, at begge Vinklerne B og C i A SBC 

er spidse. Lader vi B bevæge sig paa Cirkelafvikleren hen 

imod C, vil Vinklen ved S aftage mod Nul, og Vinklerne 

ved B og C i A SBC vil altsaa begge nærme sig til 90°; 

Korderetningen BC vil (lerfor nærme sig til at blive I NC, 

saa al Afviklerens Tangent i C er I NC, medens Normalen 

falder sammen med NC.

Altsaa:

Cirklens Tangenter er Normaler til Afvikleren.

Naar et Punkt gennemløber Buen ABCD fra .4 til 1), vil 

dets Tangent altsaa stadig dreje sig til samme Side, og den 

kan aldrig faa den samme Retning mere end een Gang; i de
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to Endepunkter A og I) af Buen vil Tangenterne dog have 

samme Retning.

Heraf følger:

Afvikleren ABCD kan ikke skæres af nogen ret 

Linie mere end 2 Gange.

Var der nemlig en ret Linie /, som havde 3 adskilte 

Punkter T, U, V (i den nævnle Orden) fælles med Kurven, 

maatte dette medføre, at der var 2 Tangenter, én til Buen 

TU, og en anden til Buen UV, som begge var parallele med 

/, og dette er umuligt.

Man viser ligeledes let, at Afvikleren ligger helt paa den 

ene Side af enhver af sine Tangenter. En saadan Bue siges 

at være konveks.

Hjælpesætning: Naar en konveks Bue k, som i ethvert 

af sine Punkter har en bestemt Tangent, har 2 af sine Punkter 

A og B beliggende paa en Cirkel med Centrum O, da vil Buen 

AB paa k indeholde mindst et Punkt M, hvis Normal gaar 

gennem O.

Beviset for denne Sætning føres paa følgende Maade:

Dersom Buen AB (Fig. 40) har Punkter inden for Cirk­

len, maa der være mindst et af disse Punkter, hvis Afstand 

k fra O antager en minimal Værdi. Er

\ M et saadant Punkt, vil Cirklen om O

og med Radius OM berøre Buen AB 

( \ i M, idet denne Bue har Punktet M

*o fælles med Cirklen, men ikke har noget

l 40, Punkt inden for Cirklen. OM er da

Normal li) den givne Kurve k. Dersom Buen AB ikke har 

Punkter inden for Cirklen, men derimod Punkter uden for 

Cirklen, maa den indeholde et Punkt M, hvis Afstand fra O 

er Maximum, og OM vil da være Normal.

Ved Anvendelse af denne Hjælpesætning kan man nu vise, at

Afvikleren AI) skæres .højst 3 Gange af en vil­

le a a r li g Cirkel.

Var der nemlig 4 adskilte Skæringspunkter T, U, V, X 

(i den nævnte Orden), vikle man fra Cirklens Centrum
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kunne fælde 3 Normaler til Afvikleren, een til hver af 

Buerne TU, UV, VX, og dette er umuligt, da disse Normaler 

skulde være Tangenter til Halvcirklen AMNP.

Tænker vi os nu paa Buen BC (se Fig. 39) valgt 3 Punk­

ter X, Y og Z, og en Cirkel lagt igennem disse Punkter, da 

maa man gennem Centrum 0 for denne Cirkel kunne drage 

2 Normaler til Buen BC, nemlig en til BueiiX) og en anden 

til Buen YZ; men disse Normaler skal jo være Tangenter til 

Cirkelbuen MN, og Punktet 0 maa derfor være beliggende 

i det Areal, som begrænses af Cirkelbuen MN og Tangenterne 

MS og iVS i denne Bues Endepunkter. Altsaa:

Enhver Cirkel, som har 3 adskilte Punkter fæl­

les med Buen BC af Afvikleren, maa have sit Cen­

trum beliggende i Arealet MNS begrænset af Cirkel­

buen MN og Tangenterne i dens Endepunkter.

I lerved kan man nu se, al dersom 3 Punkter X, 7, Z 

af Afvikleren kommer nær til samme Punkt C, vil Centrum 

for den ved de 3 Punkter bestemte Cirkel komme nær til 

Punktet N, og del hvad enten X, Y, Z ligger paa samme 

paa samme Side af C eller ikke. Ligesaa ses det, at enhver 

Cirkel, som rører Afvikleren i X og gaar gennem Y, vil 

komme nær til den samme Stilling (med Centrum N og Ra­

dius NC), naar X og Y kommer nær til C (ét af dem kan 

specielt ligge i C, medens det andet nærmer sig dette Punkt).

Cirklen med Centrum zV og Radius NC kaldes Krum­

ningscirklen til Afvikleren i Punktet C. I ethvert Punkt 

C af Cirkelafvikleren findes altsaa en saadan Krumnings­

cirkel, med Centrum i det Punkt N, hvor Afviklerens Nor­

mal rorer den givne Cirkel; dens Beliggenhedsforhold til Af­

vikleren skal nu nærmere undersøges.

Vi fandt ovenfor, al

NC > NB,

og da denne Ulighed stadig vil gælde, naar C ligger fast, me­

dens B gennemløber Buen AC, slutter man heraf, at Krum­

ningscirklen i C maa omslutte hele Buen AC af Afvikleren.
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Da nu endvidere

PI)< ^PN-\-ND, 

^PN=PD — NC, 
altsaa

NC < ND,

vil Punktet D og dermed hele Buen CD falde uden for den 

nævnte Krumningscirkel. Altsaa:

Krumningscirklen i et vilkaarligt Punkt C af Af­

vikleren AD vil berøre Afvikleren i C samtidig med, 

at den gennem C passerer fra den ene Side af Kur­

ven over paa den anden.

Buen AC ligger inden for Krumningscirklen, og 

Buen C/) falder uden for samme.

Med Hensyn til andre Cirklers Stilling til Kurven skal 

vi vise følgende Sætning:

Naar Afvikleren AD skæres af en Cirkel i 3 ad­

skilte Punkter U, V, X, saaledes at de nævnte Punk­

ter følger efter hinanden i Ordenen AUVXD, da vil 

Buerne AU, UV, VX, XD falde afvekslende inden for 

og uden for Cirklen.

Gennem Cirklens Centrum S kan man nemlig fækle 2 

Normaler, lad os antage SB og SC, til Buerne henholdsvis 

UV og VX, og da, som tidligere vist, SB > SC, maa heraf 

følge, at Punktet B falder uden for og C inden for Cirklen, 

altsaa at Buerne UV og VX falder henholdsvis uden for og 

inden for Cirklen, og heraf følger atier, at Buerne AU og 

XD falder henholdsvis inden for og uden for Cirklen.

Ligeledes indser man let, at naar B og C er vilkaarlig 

givne Punkter paa Afvikleren i den paa Fig. 39 angivne 

Orden paa Buen, da vil en Cirkel, der rører Afvikleren i B 

og gaar gennem C, omslutte Buerne AB og BC, medens 

Buen 67) falder uden for Cirklen; derimod vil en Cirkel, 

der rører i C og gaar gennem B kun omslutte Buen AB, 

medens Resten af Afvikleren falder uden for Cirklen. De 2 

nævnte Cirkler vil afgrænse el seglformet Areal, der om­

slutter Buen BC paa Afvikleren. Cirklerne har deres Gen-
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trer beliggende paa Liniestykkerne henholdsvis MS og NS, 

samt paa den vinkelrette paa Midten af BC. Den vinkelrette 

paa Midten af BC skærer altsaa Arealet MSN, men vil ikke 

kunne skære Cirkelbuen MN; fra hvert Punkt af Linien skal 

der nemlig gaa mindst én Normal til Buen BC.

Skal man tegne en Cirkelafvikler, kan man benytte 
Krumningscirklerne i en Række tilstrækkelig tæt efter hin­

anden følgende Punkter. Inddeles Halvcirklen i et passende 

Antal lige sløre Dele, og bestemmes Halvperiferiens Længde 

efter den tidligere nævnte Regel, og tegner man de til Delings- 

punkterne hørende Krumningscirkler, vil man ligefrem kunne 

benytte Buer af disse Cirkler som Buer af den søgte Kurve. 

Lad 2 paa hinanden følgende Delingspunkter paa den givne 

Cirkel være betegnede ved M og N, og lad de tilhørende 

rectificerede Buer MB og NC være afsat ud ad Tangenterne. 

De to Krumningscirkler med Centrer M og N og Radier MB 

og NC vil omslutte hinanden (Centerlinien MN er mindre 

end Radiernes Differens, MN), og Buen BC af Afvikleren 

ligger imellem dem. Idet vi nu af Krumningscirklerne teg­

ner de smaa Buer BB. og CC„ som fører fra B og C hen 

til den retle Linie MN, vil det være muligt al benytte disse 

Buer som Dele af Cirkelafvikleren, saafremt den teoretiske 

Værdi af Afstanden BtCt er uden Betydning i den forelig­

gende Fremstilling.

Man har nu:

B. C. = NC - MB — MN = MN — MN,

og idet Radius i den givne Cirkel er r, Vinkelmaalet for MN, 

angivet i rent Tal, 6:

D o i" ■ °3
B,Cr = 2r(2 ~sin 9/ < r • 24 •

Hermed har man et Kriterium for, hvor lille Vinklen 6 

skal tages, for al man paa den angivne Maade kan benytte 

Krumningscirklerne til Fremstilling af Afvikleren.

Er Cirklens Radius f. Eks. 100 mm og Halvperiferien 

inddeles i 16 lige store Dele, saa at ö = |ß’ Afvigelsen
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hed i Almindelighed vil være tilstrækkelig.

I Stedet for at bruge Krumningscirklerne i B og C kunde 

man ogsaa bruge de 2 Cirkler, hvoraf den ene rører i og 

gaar gennem C, medens den anden rører i C og gaar gen­

nem B; Centrerne for disse Cirkler maa da først opledes 

paa de lo Normaler MB og JVC. Disse Cirkler bestemmer 

jo et seglformet Areal, hvori Buen BC paa Afvikleren 

skal ligge. Afvigelsen vil her, som en let Undersøgelse, i 

Analogi med den ovenfor, viser, være noget mindre, saa at 

disse Cirkler for den samme Inddeling af den afviklede Cir­

kel giver større Nøjagtighed end Krumningscirklerne.

De i det foregaaende fremsatte Udviklinger og Resultater 

angaaende Afvikleren af en Halvcirkel (eller en Cirkelbue 

mindre end 180"), vil, som man ser, omtrent ordret kunne 

overføres paa Afvikleren af en vilkaarlig konveks Bue, naar 

blot dennes Totalkrumning (d. e. den Vinkel, som Tangen­

tens Retning gennemløber, medens Røringspunktet bevæger 

sig fremad paa linen fra det ene Endepunkt til det andet) 

ikke overskrider 180 °.

Vi skal endnu tilføje et Par Bemærkninger om den fuld­

stændige Cirkelafvikler. Det er for det første klart, at Buen 

AI) vil fortsættes ud over 1) i uendelig mange Vindinger, 

der lægger sig spiralformigt uden om hinanden, og som alle 

er sammensat af Buer, der har lignende Egenskaber som 

Buen Al). Om hver Vinding, svarende til Afvikling af en 

hel Periferi, vil det gælde, at den højst har 3 Punkter fælles 

med en vilkaarlig Cirkel; Beviset føres ganske som for Halv­

cirklens Afvikler.

Dernæst maa Cirkelafvikleren fortsættes ud over A i en 

Spiral, symmetrisk med den førstnævnte med Hensyn til 

BA. I A vil der da dannes en Spids, og der, hvor de 2 Spi­

raler mødes paa Symmetriaksen, vil der opstaa Dobbelt­

punk ter.

Imidlertid vil del være tilstrækkeligt, at man tegner 

Buen Al). Opgaver angaaende de øvrige Buer føres nemlig
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S mellem en ret Linie / og Buen AD's Forlængelse ud over 

I), svarende til Afvikling af den følgende Halvcirkel, finder 

man først den Linie f, der er symmetrisk med l med Hen­

syn til Cirklens Centrum, og paa f opsøges med Passeren 

et Punkt hvis mindste Afstand over til Buen AI) er lig 

Halvperiferiens Længde PI). vil da være symmetrisk med 

S med Hensyn til Cirklens Centrum. Paa lignende Maade 

kan man alene ved Brug af Buen AI) finde Skæringspunkter 

mellem en vilkaarlig tegnet Kurve og en vilkaarlig Bue af 

Cirkelafvikleren. Som Eksempler nævnes følgende:

Opg. 64. Find Afviklerens Dobbeltpunkter.

Opg. 65. Find Skæringspunkler mellem Afvikleren og 

et ved Brændpunkt og Ledecirkel givet Keglesnit.

Opg. 66. Fra el givet Punkt drages Tangenter til Af­

vikleren.

Opg. 67. Bestem Fællestangenterne til Cirkelafvikleren og 

en vilkaarlig Cirkel.

Opg. 68. Find Fælleslang enter til Cirkelafvikleren og et 

ved Brændpunkt og Ledecirkel givet Keglesnit.

Opg. 69. Find paa en given ret Linie Punkter, hvorfra 

der kan drages 2 paa hinanden vinkelrette Tangenter til Cirkel- 

afvikleren.

Opg. 70. En Cirkelafvikler skal bestemmes ved 2 af sine 

Punkter B og C saml Centrum O i den tilhørende Cirkel.

Opgaven løses ved, al man tegner en vilkaarlig Cirkel 

med Centrum O og en Afvikler til denne; derpaa lægges 

efter en tidligere angiven Metode (Opg. 43) en Trekant 

OlfC, OBC med Vinkelspidserne If og (f paa den tegnede 

Afvikler, og den søgte Afvikler bestemmes da ved Ligedan- 

nethed.
Saafremt det er givet, at B og C skal falde paa en Bue 

af Afvikleren, hvis Totalkrumning er mindre end 360°, og 

som ikke indeholder Spidsen, har Opgaven kun een Løsning,
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idet 2 saadanne Afviklerbuer aldrig kan faa 2 Punkter fæl­

les; dette vilde nemlig medføre, at de fik en fælles Normal, 

altsaa de tilhørende Cirkler en fælles Tangent, hvilket er 

umuligt, da Cirklerne er koncentriske.

Opg. 71. En Cirkelafvikler skal bestem mes saaledes, al 

den gaar gennem 4 givne Punkter, idel disse. Punkter skal 

falde paa en saadan Ene af Afvikleren, som ikke indeholder 

Spidsen, og hvis Tolalkrumning er < 360".

Opgaven løses ved Ligedan nethed, idel man først tegner 

en vilkaarlig Cirkelafvikler.

Kan der være mere end een Løsning?

18. Cirkclaf’viklerens Anvendelse.

Opg. 72. Løs den Kepler'ske Ligning 

x = a sin x-\-b, 

idel a og b antages positive og fremstilles ved givne Længder.

Vi benytter en Cirkelafvikler Al) (Fig. 41), svarende til 

Dernæst tegnes en Cirkel, (a),en Cirkel med Radius OA = 1.

hinanden vinkelrette Linier m

med Centrum O og Radius a, 

samt en ret Linie l^AP og i 

Afstanden b fra denne. Det 

gælder da blot om at drage 

en Radius OM i Cirklen (a) 

under en saadan Vinkel x 

med OA, at Afstanden ira M 

til l bliver = x, altsaa — — AR 

= RN. Dette kan udføres ved 

Hjælp af en Flytteplan, paa 

hvilken man indtegner 2 paa 

og n; man lægger den i en

Prøvestilling, hvor den ene Linie m gaar gennem O og skæ­

rer Enhedscirklen i R, medens den anden Linie n tangerer 

denne Cirkel i R. Dersom de to Linier m og n nu for den
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valgte Stilling skærer henholdsvis Cirklen («) og Afvikleren 

Al) i M og N, saaledes at Ml = RN, da er Vinklen x fundet 

= AOR.

En Diskussion af Ligningen (ogsaa for negative Værdier 

af a eller b og for x beliggende i højere Kvadranter) kan let 

gennemføres i Tilslutning til denne Konstruktion.

Opg. 73. Løs Ligningen

x — a sinn x -j- b sinn-1 x-\-k sin x-\-1.

Man anvender en ganske lignende Metode som ved den 

foregaaende Opgave, idet man benytter Culmann’s Metode 

til Fremstilling af Polynomiet paa højre Side.

Opg. 74. Find x (tf Ligningen

x — a sin X + b cos x + c.

Opg. 75. Løs Ligningen

Vx2 — a2 + Jr2 — b2 = \k2 — c2 sin2x,

hvor tt, b, c, k er givne Længder.

Opg. 76. Find Skæringspunkter mellem en Cykloide og 

en ret Linie l.

Cykloiden beskrives af Punktet C (Fig. 42), naar Cirk­

len c ruller paa den rette Linie a. Under denne Rulning 

vil den fra C ud^aaende Afvikler 

af c gaa gennem et fast Punkt D f
•'1C \

af a, saaledes at ■— CA =DA. Man /*" [ j

kan derfor formulere Opgaven saa- -- J

ledes: Den af I, a, 1) dannede .
L u A u

uforanderlige Figur skal flyttes 

saaledes, at et stadig rører c, 1) ’•

ligger paa Afvikleren, medens l

skal gaa gennem C. Denne Flytning udføres let, naar den 

nævnte uforanderlige Figur indtegnes paa en Flytteplan. Det 

er klart, at Opgaven kan løses ved en vilkaarlig tegnet Cirkel­

afvikler, idet man benytter Ligedannethed.
6
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Opg. 77. Find Skæringspunkter mellem en Cykloide og 

el Keglesnit givel ved Brændpunkt og Ledecirkel.

Man anvender en ganske lignende Metode som i den 

foregaaende Opgave.

Opg. 78. Bestem en Cykloide ved 2 af dens Punkter og 

Basis (d. e. den rette Linie, hvorpaa Cirklen ruller).

Vis, al Opgaven kun kan have én Løsning, naar det er 

opgivet, al de givne Punkter skal ligge paa en Bue, der ikke 

indeholder nogen Spids af Cykloiden.

Opg. 79. Til en Omgang af en Skruelinie lægges Oskula- 

tionsplaner gennem el givet Punkt. Hvor mange Løsninger 

vil der i det højeste kunne blive?

Opg. 80. Find Skæringspunkter mellem en Skruelinie og 

en Plan eller en Kugle, idel man kun betragter en enkelt Om­

gang af Kurven. Ilvor mange Løsninger kan der komme?

Opg. <81. Find Skæringspunkter mellem en Skrueflade og 

en ret Linie.

Opg. <32. Find x af Ligningen 

sin sin x — ‘fx.

Opg. 83. Al angive en Metode til al finde forskellige Sæt 

sammenhørende Værdier af Radierne R og r i lo Hjul, der 

skal ligge i samme Plan og anbringes paa fasle Akser med 

indbyrdes Afstand c, naar man om disse Hjul stadig skal 

kunne lægge en Drivrem af konstant Længde 21.

Idet Radierne ud til Køringspunkterne for Hjulenes ydre 

Fællestangenter danner den spidse Vinkel b med Centerlinien, 

har man (idet R > r):

R — r — c cos b,

R (t t  — b) -|- rb -f- c sin b — l, 

altsaa

R =----- -(tg b — b) cos b,
TT TT

r == R — c cos b.
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Ved Hjælp af disse Udtryk kan man til forskellige Vær­

dier af 6 finde de tilsvarende Værdier af R og r. Ved Kon­

struktion gøres det paa følgende Maade (Fig. 43): Man tegner

en Cirkel med Radius —; i denne 
n

drages Diameteren AOP, og man 

tegner Afvikleren AI). Derpaa 

drages en Linie a AP i Afstan­

den — fra denne, saaledes som 
7V

Figuren viser.

Afsættes nu den spidse Vin­

kel A0M=6, og drages Tangen­

ten MB til Cirklen i M til Skæ­

ring med Afvikleren i B og med 

Linien PA i Q, da vil man have 

og heraf udledes, at Afstanden fra B til Linien AP bliver

(-(tg 0 — 0)cos 0,

saa at Afstanden fra B til Linien a vil være

Ba = - — -(tg 0 — Ø)cos f), 
n n

hvilket Udtryk, som vi saa ovenfor, netop angiver Værdien 

af R.

Afsættes BBt = c paa Tangenten BH, faar man

B j a — R — c cos 0 = r.

Herved er da Konstruktionen fundet: Naar Liniestykket 

BBt af konstant Længde c ruller paa Cirklen, idet B følger 

Afvikleren AI) (og Bt som Følge deraf vil beskrive en 

anden Afvikler, udgaaende Ira P), da vil samtidige Stillinger 

B og B} have saadanne Afstande fra den laste Linie a, som 

netop fremstiller sammenhørende Værdier af R og r. I egner 

man begge Afviklere, vil man ved at drage forskellige I an- 

genter til Cirklen let kunne lage saa mange sammenhørende
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V æ r d i s æ t  a f  B o g  r ,  s o m  m a n  ø n s k e r . M e n  d e t  e r  l e t  f o r -  

s t a a e l i g t ,  a t  m a n  ( v e d  B r u g  a f  F l y t t e p l a n  e l l e r  P a p i r s l i n e a l )  

k a n  n ø j e s  m e d  e n  e n e s t e  C i r k e l a f v i k l e r .

1 9 . A n d r e  t r a n s c e n d e n t e  O p g a v e r .

T r a n s c e n d e n t e  O p g a v e r ,  s o m  a f h æ n g e r  a f  a n d r e  F u n k ­

t i o n s k l a s s e r ,  k r æ v e r  T e g n i n g  a f  n y e  K u r v e r ,  h v o r v e d  d i s s e  

F u n k t i o n e r  k a n  g r a f i s k  b e s t e m m e s . S a a l e d e s  v i l  E k s p o n e n ­

t i a l f u n k t i o n e n  o g  L o g a r i t m e n  f .  E k s .  k u n n e  b e h a n d l e s  v e d  

T e g n i n g  a f  e n  l o g a r i t m i s k  S p i r a l  m e d  L i g n i n g e n

r — aß

i  p o l æ r e  K o o r d i n a t e r . T i l  B e s t e m m e l s e  a f  S p i r a l e n  b e n y t t e s  

d e  t o  P u n k t e r ,  d e r  s v a r e r  t i l  0  =  0  o g  0  =  1 ;  d e n  f ø r s t e  a f  

d i s s e  V æ r d i e r  f o r  fi g i v e r  r==a, d e n  a n d e n  r = ea. D e n  s i d s t e  

k o n s t r u e r e s  m e d  s a a  s t o r  N ø j a g t i g h e d ,  s o m  F r e m s t i l l i n g e n  

t i l l a d e r ;  i  R e g e l e n  v i l  d e t  v æ r e  t i l s t r æ k k e l i g t  a l  s æ t t e

_ q _ 2 0  o _  1

e ~ ' 7 i 4 — ( ; + ; ) •

E f t e r  a t  h a v e  a f s a t  d e  l o  r a d i i  v e c t o r e s  OA =  n ,  OB —ae, 

s a a l e d e s  a l  V i n k l e n  AOB—\, k a n  m a n  l e t  f i n d e  l i e r e  P u n k ­

t e r  a f  S p i r a l e n .

M a n  h a l v e r e r  V i n k l e n  m e l l e m  OA o g  OB o g  u d  a d  H a l ­

v e r i n g s l i n i e n  a f s æ t t e s  OC=VOA-OB; C v i l  d a  v æ r e  e t  n y t  

P u n k t  a f  S p i r a l e n ,  o g  p a a  l i g n e n d e  M a a d e  k a n  m a n  f i n d e  

f l e r e  P u n k t e r .

P u n k t e t  C  f i n d e s  l e i t e s t  v e d ,  a t  m a n  h a l v e r e r  N a b o v i n k ­

l e n  t i l  AOB, o g  p a a  d e n  f u n d n e  H a l v e r i n g s l i n i e  o p s ø g e r  e t  

P u n k t  P l i g e  l a n g t  f r a  A  o g  B\ m a n  h a r  d a  PC — PA — PB, 

s a a  a l  C  d e r v e d  h u r t i g t  b e s t e m m e s .

I  F o r b i n d e l s e  m e d  d e n  l o g a r i t m i s k e  S p i r a l  k a n  m a n  b e ­

n y t t e  e n  A r c h i m e d e s ’ S p i r a l ,  h v o r v e d  m a n  k a n  o m s æ t t e  

V i n k e l t a l  t i l  L æ n g d e t a l .
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Derefter vil man ved Flytningsforsøg kunne løse saa- 

danne Opgaver, som analytisk kan føres tilbage til Ligninger, 

der udtrykkes under endelig Form ved algebraiske Funk­

tioner, trigonometriske Funktioner, Exponentialfunktioner, 

samt de hertil svarende omvendte Funktioner.
















