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storrelser, mellem hvilke der ikke existerer nogen Ligning af forste Grad. Endvidere fore-
kommer enhver Rodsterrelse kun i forste Potens, da Rodtegnet falder bort, naar den tages
i en Potens med lige Exponent. Heraf folger tillige, at en hvilkensomhelst rational Funk-
tion af z, kan skrives som en rational, hel Funktion af forste Grad med Hensyn til de

1 z, forekommende Rodsterrelser.

3
Ved at ombytte den i 2, forekommende Kombination af Fortegn for de forskjellige
Rodsterrelser efterhaanden med alle mulige andre Kombinationer af Fortegn, dannes ny
Veerdier, som vi ville hetegne ved
Loy Ly oo oo Tne
Dersom der er p Rodsterrelser, bliver det hele Antal 2», men disse ere ikke nedvendigvis
alle forskjellige. Dersom den samme Rodsterrelse forekommer flere Gange, maa man
erindre, at den kun regnes for een. Den Afhwngighed, der da bliver mellem de Fortegn,
hvormed den forekommer de forskjellige Steder, udtrykkes ved konstante Faktorer, og er
selve Rodsterrelsen uvedkommende. Saaledes er
Va4 Vo 4+ Va— Vb
egentlig at lese som

V(b-ki Vo +Va—1Vb,
hvor v kun forekommer med --; ved Forandring af Fortegn for v kan heraf kun dannes
Va+1(—Vb)+Va—1(—V?),

saa at denne Forandring lader den givne Sterrelses Veerdi uforandret.

4.
Naar #, er Rod i Ligningen f(z) == 0, ville alle de af z, dannede
Sterrelser z,, zy ....xz_to0gsaa vere Redder i Ligningen.

Vi tenke os nemlig #, indsat i f(z), hvorved erholdes et Udtryk af forste Grad
med Hensyn til de i #, forekommende Rodsterrelser (se 2). Da der ikke existerer nogen
Ligning af ferste Grad mellem disse, maa Udtrykket vere identisk Nul, saa at Ko-
efficienterne til enhver af de forekommende Rodsterrelser maa vere Nul. De derved er-
holdte Ligninger, som angive Betingelserne for, at #, er Rod i (1), kunne imidlertid atter
indeholde Rodsterrelser, hvorved enhver af dem deler sig i flere andre, og saaledes videre.
De sidste Betingelsesligninger kunne da kun indeholde rationale Sterrelser, som dels kunne
veere de oprindeligt i Ligningen forekommende, dels kunne viere komne frem ved Kvadrering
af de forekommende Rodsterrelser. 1 intet af Tilfeldene kunne de afhenge af Rod-
storrelsernes Fortegn, saa at de maa vere tilfredsstillede, hvorledes disse end velges, naar
de ere ftilfredsstillede for een Kombination. Altsaa, dersom Ligningen tilfredsstilles af
@y, tilfredsstilles den ogsaa af zp, 2, .... z .
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kan, som bekjendt, skrives
(x—2) (@—25) oo (@—2) = 0. (2)

Ifolge det Udviklede kan man satte

z,=A+BVC,
idet yo er en af de i 2, forekommende Rodsterrelser, der ikke atter staar under Rodtegn,
medens A, Bog C indeholde de andre Rodsterrelser. Forandres Fortegnet for v’ medens
alle andre Fortegn lades uforandrede, faa vi en anden Rod

2, =A—BVC.
Paa samme Maade kunne de andre Redder ordnes to og to, saa at to sammenherende kun
ere forskjellige ved Fortegnet for ¢, og alle Parrene dannes af det forste Par, ved af
tage de i A, Bog C forekommende Rodsterrelser med alle Kombinationer af Fortegn. Da nu

(x—z,) (x —2,) = (€ — 4)> — B* C,
kan altsaa venstre Side af (2) skrives som et Produkt af Faktorer af 2den Grad, hvoraf
ingen indeholder ¢, og som alle kunne dannes af en af dem ved Ombytning af Fortegn
for de i den forekommende Rodsterrelser. Dersom » = 2v, vil der, idet V¢ er bortskaffet.
i Almindelighed veere p — 1 Rodsterrelser tilbage, idet venstre Side af (2) paa den angivne
Maade er udtrykt som et Produkt af 2v— Faktorer af anden Grad.
Skrives en af disse Faktorer under Formen

i B0
hvor 4. og B foruden Rodsterrelserne kunne indeholde z, maa der vere en anden Faktor

Ay~ BV,
Sammentrakkes disse to, faar man

A2 — B Gy
og heraf dannes de analoge Produkter af to og to af de evrige Faktorer ved at ombytte
Fortegn for de tilbageverende p — 2 Rodtegn paa alle mulige Maader. Disse Faktorer
blive nedvendigvis af fjerde Grad, da z* kun kan forekomme een Gang og ikke kan have
Koefficienten Nul, naar z® ikke havde den.

Ved at fortsette paa denne Maade, til alle Multiplikationer ere udferte, det .vil
sige p Gange, vil man have bortskaffet alle Rodsterrelserne, og altsaa vere kommen fil
en Ligning af Graden 2» med rationale Koefficienter, Man ser let, at den Methode, der
er anvendt til at bortskaffe Rodsterrelserne, falder sammen med den, at isolere een Rod-
storrelse ad Gangen og kvadrere.

6.

Det er muligt, at flere Rodsterrelser gaa bort samtidig, saa at man faar rationale

KOCfﬁCiOIlt('r, for Lig‘llil]g‘(‘]l er leven af G]'ﬂden 21’; men Vi se, at Gradon 1 eth\rert‘ Tl]-
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felde maa blive en Potens af 2. 1 dette Tilfelde beheve vi, for at danne alle Rodderne
af z;, kun at tage alle de Rodsterrelser med dobbelt Fortegn, der ere bortskaffede paa
den angivne Maade, medens de Rodsterrelser, hvis Bortskaffelse ikke fordrer nogen Sammen-
dragning af Faktorer, kunne tages med enkelt Fortegn. Da dette ingen Indflydelse faar
ved Ligningens Dannelse, bliver det ligegyldigt, hvilket vi velge. Ombytning af Fortegn
for disse Rodsterrelser giver ikke x flere Verdier, men kun de samme Verdier flere Gange.
Saaledes f. Ex. af

By= Va Y abie= T @ = b
dannes alle Verdier, ved at tage
pesd Vo bV as Vb
medens Forandring af Fortegnet for 7 ikke vil give ny Verdier. Man tor imidlertid ikke
sige, at denne Ombytning vil lade enhver Rod uforandret, thi den kan lade en Rod gaa

over til en anden; saaledes af

% } /((/—_F Vo —Va — Vb
dannes

Vo oys < Vad-vb,

der er en anden Rod. Den tilsvarende Ligning er af fjerde Grad, da Udtrykket, uagtet
det skrives med 3 Rodsterrelser, kun har fire Verdier. Ved at bortskaffe en af Rod-
sterrelserne, faar man

¥ 2cVa —‘f Vb +2Vb =0,
eller

BPF2xVa—yYb—2Vb =0.

[ begge disse Ligninger vil V5 gaa bort, samtidic med at Rodsterrelsen af anden Orden
bortskaffes.

1.

Da den Ligning, hvis Redder ere x,, z,...., og som er dannet paa den angivne
Maade, har rationale Koefficienter, kan f(z) = 0 ikke have andre Redder end disse, uden
at veere reduktibel, det vil sige, uden at kunne opleses i et System af Ligninger af laveie
Grader, thi da den, som bevist, har alle de i den ny Ligning forekommende Rodder,
maatte dennes venstre Side vere en Faktor i f(x).

Vi kunne nu udtrykke Resultaterne af denne Undersegelse i folgende Satninger:

En irreduktibel Ligning, der kan loses ved Kvadratrod, maa vere af
Graden 2v,

Naar en af Redderne udtrykkes ved Rodsterrelser, mellem hvilke
der ikke gives nogen Ligning af forste Grad, vil man, ved enhver Ombyt-
ning af Rodsterrelsernes Fortegn, atter faa en Rod i Ligningen, og man
vil, ved at tage alle Kombinationer af Fortegn, faa alle Ligningens Rodder.
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Dersom Udtrykket for en af Redderne indeholder » + q Rodsterrel-
ser, vil man, ved at tage alle Kombinationer af Fortegn, faa hver Rod 2
Gange; der vil da altid vere ¢ af disse Rodsterrelser, som kun skulle tages
med enkelt Fortegn, ligegyldig hvilket, naar man kun vil have hver Rod
een Grang.

Q

Lo

Vi ville forelobig antage, at Udtrykket for Roden indeholder P+ 1 Rodsterrelser,
saa at den ene af disse, V4, kan tages med vilkaarligt Fortegn; vi faa da alle Redderne
paa to Maader, idet vi overalt kunne laese ~+ Va eller overalt — 4, medens F ortegnene
for de andre p Rodsterrelser ombyttes paa alle Maader. Det er ikke nedvendigt, at de to
Udtryk for den samme Rod ere identiske, men ere de identiske for den ene Rod, maa de
vare det for dem alle, da de samme Ombytninger af Fortegn, anvendt paa identiske Udtryk,
atter maa give identiske Udtryk.

Dersom Udtrykkene ikke ere identiske, faa vi, ved at swmtte Udtrykkene for den
samme Rod lige store, et Antal af 2» Ligninger mellem de forekommende Rodstorrelser;
dette strider ikke nodvendig mod den Forudszetning (se 2), at der ikke er nogen Ligning
af forste Grad mellem de i een Rod forekommende Rodsterrelser, thi ved Dannelsen af de

andre Redder kan der indkomme ny Rodsterrelser. Findes f. Ex. [/u+ Vb-1¢ i den
forste Rod, ville de beslegtede Udtryk

Va—Vb +Ve, Va—Vb—Vve og Va +Vb—Ve
forekomme 1 de andre Rodder. - En Rodstorrelse, hvori atter y o forekommer, kan i det
Hojeste veere af Ordenen p -1, hvortil svarer et Antal af 9v beslegtede. Disse kunne
altsaa alle ved Hjelp af de 2v Ligninger bortskaffes af Udtrykkene for Rodderne; derved
blive enten Ligningerne identiske, eller ogsaa kunne de atter benyttes til at bortskaffe en
Gruppe Rodsterrelser o. s. v.

Det samme Resonnement kan anvendes, naar der er flere Rodtegn i #,, der kunne
tages med vilkaarligt Fortegn, da Antallet af Ligninger og Antallet af beslegtede Rod-
storrelser af den hojst mulige Orden, der kan forekomme, altid er det Samme. Vi kunne
altsaa i alle Tilfelde antage, at de Udtryk, der paa forskjellic Maade kunne dannes for
den samme Rod, ere identiske.

Antage vi nu, at V4 er en af de Rodstorrelser, der tages med enkelt Fortegn, og
forekommer +Va 0g — Ve symmetrisk, da vil Roden blive uforandret ved Ombytning af
de to Vardier for Va. I modsat Fald vil Ombytningen lade Roden gaa over til en anden
Rod; men denne kan ogsaa faas, idet v lades uforandret, ved Forandring af Fortegn
for en eller flere af ge Rodstorrelser, der ere at tage med dobbelt Fortegn. Da saaledes
Forandringen af Fortegn for y5 kan ophaves ved Forandring af Fortegn for visse andre
Rodsterrelser, maa den enten staa multipliceret med et ulige Antal af disse, eller disse
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maa vere beslegtede og kun forskjellige ved deres Fortegn, og ved at y forekommer i
dem med forskjelligt Fortegn; i det sidste Tilfelde maa altsaa +Va 0g — Vg forekomme
symwetrisk i de Redder, hvor de andre Rodsterrelser, vi have betragtet, staa med ens
Fortegn.

9
Vi komme saaledes til at betragte symmetriske, irrationale Funktioner, hvor visse
Kvadratrodssterrelser forekomme symmetrisk under Kvadratrodstegn, der kun skulle tages
med enkelt Fortegn, naar man vil have een Vardi af Funktionen. Vi skulle her forst ved
et Par Exempler vise, hvorledes man kan formindske Antallet af Rodtegn i et saadant

Udtryk, for derpaa at bevise Muligheden af en saadan Reduktion i Almindelighed,

Exempel 1. Vi ville betragte Udtrykket

Ve+Vo+va + Vet Vo—va,
der skrives med 5 Rodsterrelser, men kun har 16 Verdier, naar Fortegnene tages paa alle

Maader. Man omskriver det til

\/2c+l/b+1/u + Vo—Va +2Ve+e(Vo+ Va +Vo—Va)+ VP —a,

der atter reduceres til

Vaet Vab£2Vo —a +2 Vet 1o V2b+ 2V — otV —a,
som kun skrives med 4 Rodsterrelser, der er det mindst mulige Antal. Ved at kombinere
Fortegnene paa alle Maader, faa vi de 16 Vardier. Den rationale Ligning af 16de Grad,
hvori disse ere Rodder, dannes ligegodt af hegge Udtryk, men benytte vi det givne, bliver
der kun 4 Rodtegn at skaffe bort, idet y, da vil gaa bort med det sidste.

Exempel 2. Betragte vi Udtrykket

‘/0+V1)+Va -+ ‘ C~{—l/b-—lu, -+ |r——lh FVa 4+ l(—l/)—|u
der er symmetrisk med Hensyn fil alle Verdierne af |/p 4+ Va, 0g som kun har 16
Verdier, skjendt det udtrykkes ved 7 Rodsterrelser, da faa vi
A / ) L , ‘
l/c+l/b+ Va + Ve— l/b—}-- o= Vae -2 Ve — bV,
og ved Ombytning af de to Veerdier af v,
VC+ Vo—Va Y g YL Va = VecreVe—b+ Va,
hvorpaa paa samme Maade

V?c 21/( —l)——la -{—L)c-ir‘)lﬁ(j—b—l—lu =

‘/4c—+—2l/2 — b)+91/(c-;b) -a+4| ¢-+Ll 2(c*—b)+-2V(E—b)*—a--/(c? ——b) s
der kun indeholder 4 Rodsterrelser.
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Exempel 3.
Vb Ve - Va + Vb + Vg == 15 - Vb + Ve -+ Vo— Ve

forandres ikke ved den samtidige Ombytning af Fortegn for 1% og v¢. Det har 32
Vardier og skrives med 5 Rodtegn, naar det forste Led skrives som Ve, og de andre
sammentraekkes 2 og 2 som ovenfor. {

Exempel 4. Hvilken er den rationale Ligning af lavest Grad, der har Roden

z=a-4+ V=14 Va*—a 3+ Va® +ab

Mellem de tre Rodsterrelser existerer der en Relation, nemlig

Va* —aVa? +a =aVa®* —1

9

saa at man faar

o=k VI et Ve,

For at bortskaffe }/a® -+ a, skrive vi *
1. /73
Va* 4 a Va:t—at+-1)=2—a— Va®> —a
@
0g kvadrere; vi faa da
@+1)@2s—1+2Ve*—a)=a?—2ax+4 2% —q—2 (x— a) Va® — a,

der atter skrives |

2@-+1)Va?—a = &* — 202 — 20 + 1,

hvor en ny Kvadrering forer til den segte Ligning.

10.

Roden i en irreduktibel Ligning af Graden 2r, der kan leses ved
Kvadratrod, kan skrives med p Kvadratredder.

I Ligningen f (%) = 0 indswette vi /: for @, idet % forelobig er ubestemt. Efter at

have bragt f'( /,”) paa hel Form ved Multiplikation med 2", sege vi paa sedvanlig

Maade storste felles Faktor for dette Polynomium og f(z), indtil vi faa en Rest af forste |

N {
Grad. Lad denne vare {
Mz + N,

medens den sidst brugte Divisor er L 4
Az* + Bz + C,

hvor M, N, 4, B og C indeholde % og bekjendte Sterrelser. Dersom nu z; 0g x, ere

to af Redderne i f(x)=0, og vi swite k= x; %z, Maa z; og x, ogsaa blive Rodder i Lig-

ningen f( £ ) =0, saa at de to Polynomier maa have den falles Faktor

22— () + %) & + 2y @,
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Denne Verdi af % maa altsaa gjore Resten til Nul, det vil sige, at de to Ligninger i %
M=00z N=0
ere tilfredsstillede af alle Produkterne af to og to af Redderne i den givne Ligning, medens
e s x -+ 4
A -
er den almindelige Form for alle Faktorer af anden Grad, der ere indeholdte i f(z), ud-
trykte ved Produktet af de to tilsvarende Rodder. Man maa altsaa have

saa at Fakforen kan skrives
2+ @ (k) x 4k,
hvor @ er en rational Funktion.
De to Redder findes altsaa af 4 ved en Ligning af anden Grad, og da ¢ (k) ikke
kan indehclde andre Rodsterrelser end dem, der findes i %, kunne de altsaa udtrykkes ved

een Rodsterrelse flere, end- der forekommer i 4. Da alle Rodderne kunne dannes af en af

dem ved Ombytning af Fortegn. se vi heraf, at Rodderne i Almindelighed kunne
skrives med et Rodtegn flere end det mindste Antal, der forekommer i
noget Produkt af to af dem.

Dersom den givne Ligning er af Graden 2v, vil Antallet af Verdier for 4 veere

20 (20 —1)

[5) ’

saa at & bestemmes ved en Ligning af Graden

-1 (20 —1).
Men denne Ligning kan leses ved Kvadratrod, og maa altsaa dele sig i Ligninger, hvis
Grader ere Potenser af 2, og mellem disse maa der, da Udfrykket ikke er deleligt med
2v, vere en, hvis Grad i det Hojeste er 20—1; dersom nu denne kan loses ved p—1 Kvadrat-
rodder, kan den givne Ligning loses ved p saadanne. Setningen vil altsaa gjelde for
Ligninger af Graden 2¢, dersom den gjelder for Ligninger af Graden 2¢—'; da den nu
gjelder for Ligninger af anden Grad, maa den gjelde almindeligt.

Beviset gjelder ikke for det Tilfelde, hvor den Ligning, der tjener til Be-
stemmelse af %, har lige Redder; i dette Tilfelde bliver der andre Redder i f(x) = 0, der
ogsaa have Produktet %; disse maa ogsaa blive Redder i /’( f )-_ 0, saa at de to Poly-
nomier faa en felles Faktor af hejere end anden Grad.

I de ligestore Produkter af to og to af Redderne kan den samme Rod ikke fore-
komme to Gange, thi af

Ty g = l; 0 Ty %, = k
vilde felge
.I‘ﬂ = .1';,,
saa at den givne Ligning maatte have lige Redder, og altsaa ikke kunde veere irreduktibel.
Vi komme senere til nermere at undersege saadanne Ligninger; her kunne vi imidlertid
paa en simplere Maade se, at Swtningen ogsaa gjelder i dette Tilfeelde. Vi kunde nemlig

s

Al 0 RS
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ligesaa godt have sat x; 4., =k og segt felles Faktor for f @) og f(k—z). Beviset
vilde da gjelde for alle Tilfelde, hvor den Ligning, der her kom til at bestemme %, ikke
havde lige Rodder. Man kan ogsaa danne en ny Ligning af den givne, saaledes at Raed-
derne skrives med de samme Rodsterrelser, idet man swtter

ay -+ b |
= W0 B Bk greih

¢y +ad ‘
Dersom Swtningen gjwlder om denne Ligning, maa den ogsaa gjelde om den givne, og vi
kunne da altid velge de vilkaarlige Sterrelser saaledes, at den Ligning, der hestemmer
Produkterne af to og to Redder i den ny Ligning, ikke faar lice Rodder. Af

5 J s 5
Yi=ax;+b, yp=axy + b, yy = axy +b, y, = ax, -+ b
vilde nemlig folge
Yo Yo = 0% 2y 2y +ab (x) + 2,) + 0%, Yy Y, = a® xy x4 + ab (zy + z,) + b2
Skulde man nu for alle Vardier af a og & have
Y1 Y2 = Y3 Yus

maatte man have

Ly Xy = Ty 24

@y Wy S ==

hvilket vilde medfere, at f(z) = 0 havde lige Rodder og -altsaa ikke var irreduktibel.

II. Rationale Polynomiers Opl@sning i rationale Faktorer.

1

Da den foregaaende Undersegelse forudsetter, at den givne Ligning er irreduktibel,
bliver det nedvendigt at vise, at en hvilkensomhelst rational Ligning altid kan deles i de
irreduktible Ligninger; af hvilke den er sammensat, en Opgave, der, som bekjendt, falder
Sammen med den, at oplose Ligningens venstre Side i dens rationale Faktorer. Dette kan
kun gjeres ved efterhaanden at soge Faktorer af ferste, anden, tredie Grad o. s, V., hvor
man kan vere nodsaget til at gaa til Faktorer af Ligningens halve Grad. Gjalder det kun
om at bestemme saadanne Rodder, der kunne udtrykkes ved Kvadratrod, hehave vi, ifelge
det tidligere Udviklede, kun at soge saadanne rationale Faktorer, hvis Grad er en Potens af 2.

2.

Bestemmelsen af en Faktor af forste Grad sker som bekjendt ved at undersoge,
om NOgen af Faktorerno i det Led af Ligningen, der ikke indeholder 2, er Rod i Lig-
ningen.  Da man g, prove Faktorerne med begge Fortegn, bliver Arbejdet ofte meget
besvaerligt, selv om mgy anvender den Lettelse, ved en af de bekjendte lette, men meget

2
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ufuldkomne Bestemmelser af Reddernes Grendser, at formindske Provernes Antal. Jeg
skal her fremstille to andre Methoder, der ere meget simple; den forste findes angivet i
flere Leereboger.

Ferste Methode. Man dividerer sidste Led med den Verdi af xz, som man
prover; til Kvotienten legges Koefficienten til #, hvorpaa man atter dividerer; til Kvo-
tienten legges Koefficienten til 2%, og saaledes videre. Dersom man kommer til en brudden
Kvotient, er Tallet ikke Rod, men dersom alle Kvotienterne ere hele Tal, og man ved
Addition af det ferste Leds Koefficient til den sidst erholdte Kvotient faar Nul til Sum,
er Tallet Rod.

Methodens Rigtighed indses let; da  gaar op i alle de andre Led, maa det og-
saa gaa op i det sidste; divideres x bort, faar man et Polynomium, der er en Grad lavere,
og hvor z atter maa gaa op i det Led, der ikke indeholder x, men dette er netop Summen
af Koefficienten til 2 og den ved den forrige Division erholdte Kvotient, og saaledes videre.

Som Exempel ville vi prove, om 12 er Rod i Ligningen

b — 47 x* 4 423 2® — 140 2% + 1213 » + 420 = 0.

Man faar efterhaanden
420:12 - 1213 = 1248;

1248 : 12 — 140 = — 36;
—'36: 12 - 423 = 420;
420:12 — 47 = —12;
—12:1211=0.

v — 12 er altsaa Faktor i Ligningens venstre Side.

Anden Methode. Dersom a er Rod i f(z) = 0, maa man have

f (x) = 0,

r—a

hvor ¢) er et helt, rationalt Polynomium. Dette maa ogsaa gjelde for specielle Vardier af
z, saa at Udtrykkene

10 1 e e T 0 S e

a—1 a+4+1" a—2 a2
maa vere hele Tal. Man indsetter derfor kun de laveste Faktorer paa smdvanlig Maade,
saa at man finder f(—2), f(— 1), (1), /(2) 0. 5. v. De andre Faktorer preves da forst
paa den i den forrige Methode angivne Maade, naar de have vist sig at gjere de ovenfor
angivne Kvotienter til hele Tal. Fordelen er navnlig den, at, naar Faktorerne ere store
Tal, vil man enten hurtig se, at de ikke ere Redder, eller ogsaa er der en stor Sand-
synlighed for, at de ere det. Saaledes finder man i Ligningen ovenfor

0. 8 V.

f(—1) = —1404; f(1) = 1870; f(2) = 4950; f(3) = 10656.

Ved Hjelp af disse udskydes strax alle Faktorerne i 420 undtagen 12 og 35. De fire
Tal ere nemlig henholdsvis delelige med




11

13l 0559
og
36584, 3832

Begge de saaledes fundne Tal ere Roedder i Ligningen.

Dersom Polynomiet indeholder en rational Faktor af anden Grad
2* + ax -+ &,
maa der i f(z) = 0 vere to Redder, hvis Produkt er % % kan derfor bestemmes som
rational Rod i den Ligning, hvis Redder ere Produkterne af to og to af Redderne i f(z)= 0.
Dersom denne Ligning ikke har rationale Redder, har f(z) ikke rationale Faktorer af anden
Grad, men fordi der er en rational Rod, behover der ikke i f(z) at veere nogen rational
Faktor af anden Grad. For at sege en saadan, danne vi Ligningen
K
f(¥)=o
X
denne maa nemlig, som tidligere vist, faa de to Redder, der bestemmes ved
2% 4+ ax + =0
felles med f(r) =0, saa at den segte Faktor af anden Grad bliver felles Faktor for de
R %) X
to Polynomier f(z) og f (:), 0g altsaa kan bestemmes paa sadvanlig Maade.

Da % maa vere Faktor i Ligningens sidste Led, vil det, naar dette kun inde-
holder faa Faktorer, vaere lettest at prove med disse, for at undgaa Bestemmelsen af Lig-
ningen i £. Saaledes f FEx. i Ligningen

f@)=at+2a8—3832>—42x—1=0

1 "
kan man strax satte = for z, saa at man faar

o

24428+ 808 —22—1.
Den storste felles Faktor for dette Polynomiuin 0g f(x) er * 432 -1, saa at man faar
f@)=@*+32+1) @2 —z—1).
Dersom sidste Led i f(x) indeholder mange Faktorer, kan man ogsaa, i Stedet for

forst at soge &, strax sege storste felles Faktor for f(x) og f( /; )v hvor % forelobig er
ubestemt. Selve Regningen er nemlig, som tidligere vist (se 10), et Middel til at danne Lig-
ningen i &, da den Rest af forste Grad, man omsider kommer til, netop maa blive Nul,
naar % er Produktet af to af Redderne i f(2) = 0. Dersom Resten bliver 0 for flere ra-
tionale Veerdier af %, ville disse, hver for sig indsatte for % i den sidste Divisor af anden
Grad, give forskjellige Faktorer af anden Grad i /().

4.

De to Polynomier f(@) og f( ]f) kunne ogsaa faa en felles Faktor af forste Grad,
e

nemlig i det Tilfelde, hvor % eor et I'\'vadratv og den givne Ligning har en af Redderne
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+ vk eller —ygE. 1 dette Tilfelde vil nemlig Ligningen f'( f):O faa Roden

i_? 7 = i VEk.
Vi ville teenke os den tilsvarende Faktor bortdivideret og ligeledes Ligningen be-
friet for lige Redder, Der kan da vere flere Systemer af to Redder, hvis Produkt er Z,
og alle disse Redder ville gaa over i den ny Ligning, saa at man faar en felles Faktor af
hajere end anden Grad; denne Faktor kan da bortdivideres, og vi maa nu swmrlic sege at
oplese den i Faktorer af anden Grad.
Lad Faktoren vere ¢ (r). Ligningen
' @@)=0
har da den Egenskab, at dens Redder to og to have Produktet 4. Denne Klasse Lig-
ninger, der indbefatter de almindelige reciproke Ligninger, kunne altid, ligesom disse,
reduceres til den halve Grad; man bruger Substitutionen
et k
=4,
som let ses kun at give y halv saa mange Verdier som .; er nemlig », 2, = £, ville de

to Verdier af y

falde sammen. Faktorerne af anden Grad i ¢ («) repraesenteres ved

22 —yax+k
og blive rationale, naar y er rational, saa at Opgaven er reduceret til Bestemmelsen af de
rationale Redder i Ligningen i y. Dannelsen af denne Ligning sker, som ved de almindelige
reciproke Ligninger, hvor £ = 1.

5.
Vi kunde ogsaa, for at bestemme den rationale Faktor i f(z)
x? —qx -+ k,

vere gaaede ud fra Bestemmelsen af @, der maa vaere rational Rod i den Ligning, hvis
Redder ere Summerne af to og to Rodder i den givne Ligning. Den segte Faktor bliver
da felles for de to Polynomier

f(2) og f(a—a).
[ détte Tilfelde komme vi som specielt Tilfelde til at betragte saadanne Ligninger, der
blive uforandrede ved denne Substitution, og hvor altsaa Summen af Redderne to og to er

A a :
@, dersom Graden er lige, medens 9 desuden maa vere Rod, dersom den er ulige. 1
det sidste Tilfzlde tenkes den tilsvarende Faktor bortdivideret, og Ligningen kan da redu-
ceres til den halve Grad ved Substitutionen /

Y= @(@-— l)‘
y faar nemlig her kun halv saa mange Verdier.som x, thi dersom x, 4z, = a, ville de
to Verdier af y
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x, (06— x,) 08 Xy (@ — Z,)
falde sammen. Til de forskjellige Veerdier af y svare de forskjellige Faktorer af anden Grad

22— ax 4+,

saa at Bestemmelsen af saadanne rationale Faktorer er reduceret til Bestemmelsen af

rationale Redder i Ligningen i .

Dersom de to forste Led i den givne Ligning ere

a — A g1,
maa man have
=4,
og Betingelsen for, at Ligningen herer til den angivne Klasse, er da, at den bliver ufor-
andret ved Ombytning af # med @ — 2, da denne Substitution kun frembringer en Om-
bytning mellem to og to af Redderne. Ligningen i y dannes ved Elimination af «# mellem
@ (@) =0 og y = ax— a*.

Denne Elimination kan udfores paa sedvanlig Maade, eller ved at smtte @ () lig et Poly-
nomium i y af den halve Grad og med ubestemte Koefficienter; disse bestemmes da, efter
at y er udtrykt ved x, ved de ubestemte Koefficienters Methode. Simplest er maaske fol-
gende Methode, der tillige viser, at Ligningen i y faar den angivne Grad:

Da @ (2) er identisk med ¢ (¢ — «), kan man swtte

? (@ +@@—a)=0,
hvor det almindelige Led faar Formen
O (2" +- (@ — @)7).
Dette Udtryk er symmetrisk med Hensyn til  og a — 2 og kan altsaa udtrykkes rationalt
ved disse Sterrelsers Sum og Produkt, det vil sige ved @ og y. Betegnes 2™ - (a — a)”
ved S,, have vi
8y =09 Sn~1 = Sp—s = @ Sp1 — Y Su—zs
idet S, = a, S, = 2. Denne Formel giver efterhaanden Udtrykkene i .
Exempel. 2% —92a%+ 302 —45a2% -+ 2022 +-602—4 = 0.

Man har 9 = 34, saa at Ligningen maa blive uforandret ved Ombytning af 2 med 3 —
for at Methoden skal kunne benyttes, Da dette finder Sted, beregne vi efterhaanden
Dy =50
S, =a®—2
Sy =at—3 c_}/
S, =a*—day+2¢2
=a*—bady +5ay?
Sy = a® — B aty + 9 ay? — 24P,
som, indsat i Ligningen
S, —98,+308,—458,+ 258, +68, —8=0,
for @ = 3 giver

y$—3y*—2y+4=0,

= s e e
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der har en rational Rod 1 og de to irrationale Redder 14 y5. Den givne Ligning kan
altsaa skrives
(@ —3z+1) @2*—3a+14+v5) @—3a+1—v5) =0.

6.

Den angivne Methode til Bestemmelse af rationale Faktorer af anden Grad ud-
vides let til Bestemmelse af Faktorer af en hvilkensomhelst Grad. Vi ville for Simpelheds
Skyld antage, at vi sege en rational Faktor af fjerde Grad i Polynomiet f(z); hvad vi sige
derom, kan da let overferes paa det almindelige Tilfelde.

Lad f(z) = O vare af Graden » og have Redderne

&y &g ... T
Vi danne da den Ligning, hvis Redder ere alle Produkterne af fire af disse Redder. Der-
som f(x) har en rational Faktor af fjerde Grad, hvis sidste Led er %, maa % vere Rod i
den dannede Ligning, og bestemmes altsaa ved at sege de rationale Redder i denne. Vi

danne nu den Ligning, hvis Redder ere
/(.

Xy Tg Xy
og alle de Udtryk, der kunne dannes heraf, ved at udtage de tre Redder i Navneren
mellem Redderne i f(z) = 0 paa alle mulige Maader. Denne Lignings Koefficienter ville
blive rationale, da de ere symmetriske Funktioner af Redderne i f(z) = 0. Dersom nu

vil man have
k IR k : k k

saa at den ny Ligning

Y (x) =0
maa have Redderne x,, x,, xy 0g x, felles med den givne. Den sogte Faktor af fjerde
Grad bliver da falles for f(x) og ¥ (z) og bestemmes paa sedvanlig Maade.

Hvad Bestemmelsen af & angaar, gjelder her det Samme, som er sagt ved Be-
stemmelsen af en Faktor af anden Grad, nemlig, at man, ved at beholde Betegnelsen %, i
selve den Regning, som udferes, for at bestemme den felles Faktor, har et Middel til at
bestemme %. Da % maa vere Faktor i sidste Led af /(«), kan man, naar dette kun inde-
holder faa Faktorer, proeve med disse; man kan da undertiden vejledes i Valget af den
Faktor, man vil preve, ved Indsmttelse af Talvaerdier for » i f(r) og ¥ (z), og Bestem-
melse af deres sterste felles Faktor i disse specielle Tilfelde. Denne maa nemlig veere
lig med eller et Multiplum af den specielle Veerdi, som den rationale Faktor har for de
indsatte Veerdier af = og &, og der er derfor ikke megen Sandsynlighed for en Verdi af
i, som for flere Veerdier af x giver lave fwelles Faktorer.

Dersom den felles Faktor for f(x) og ¥ (z) bliver af hojere end fjerde Grad, maa
der vere flere end de fire Rodder i f(z) — 0, der kunne udtrykkes ved % divideret med
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Produktet af tre af Redderne; da den fundne Faktor gaar op i f(z), kunne vi forelobig
oplese dette Polynomium og behove altsaa kun at betragte det Tilfzelde, hvor f(z) gaar
op i ¥ (x).

Ligningen ¥ (z) = 0 maa i dette Tilfelde blandt sine Redder have alle Rodderne
i f(z) =0, og hver af disse kan endda forekomme flere Gange; dersom de nu ikke alle
forekomme det samme Antal Gange, kunne vi, ved at bortdividere en vis Potens af f(x),
faa et Udtryk, der har en Faktor felles med f(z), og altsaa som forhen kan tjene til Be-
stemmelse af denne; der bliver altsaa tilbage kun det Tilfelde, da ¥ (x) er delelic med en
Potens af f(x), og den derved erholdte Kvotient ikke laenger har nogen Faktor felles
med f(x).

1

Dersom ¥ (z) er delelig med f(z), og Kvotienten ikke har nogen Faktor
felles med f(z), maa Ligningen f(z) =0 vere af Graden 4p (p et helt Tal),
og den kan da leses ved en Ligning af Graden p og p Ligninger af fjerde
Grad. Dersom Ligningen af Graden p har rationale Redder, vil f(x) i
Almindelighed have rationale Faktorer af fjerde Grad.

Man har nemlig

2, @y By By = ki

der viser, at disse fire Redder maa gaa over i Ligningen ¥ (z)=0. Ingen af disse
Rodder kan forekomme i mnoget andet Produkt af fire Redder, der er %, thi dersom
man havde

Xy Xy Xg Xy = k,
maatte
k
i g -
1 ; . »
Iy | 5 X 8 b/ 4 7

forekomme flere end een Gang som Rod i ¥ (z) = 0, hvilket strider mod det Antagne.
Da nu enhver Rod i f(x) = 0 skal forekomme i ¥ (x) = 0, maa enhver af dem forekomme
i eet og kun i eet Produkt af fire Redder, der er k. Vi se saaledes, at Ligningens Rodder
paa een Maade og kun paa een Maade kunne deles i Grupper med fire i hver, saaledes at
Rodderne i hver Gruppe have Produktet £.

Vi kunne nu danne to Ligninger med rationale Koefficienter, den ene, hvis Rodder
ere alle Verdier af

s RO SCART o ] .
'I(z T Jl_; ;—.17 L—.l(g,

02 den anden, hvis Rodder ere alle Veardier af
/L'

" Yk e Lo o
R e SR

g %y

Disse to Udtryk kunne kun blive lige store, dersom

Ly Lg Xy Xf = Lq

ST ——————
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saa at man, ved at sege en storste felles Faktor, der maa blive af Graden p, faar dannet
den Ligning, hvis Redder ere Summerne af Redderne i de Grupper med fire i hver, hvor
Produktet er £.

Vi have saaledes dannet den Ligning af Graden p, hvis Redder med modsat Tegn
ere Koefficienterne til 2® i de Ligninger af fjerde. Grad, i hvilke den givne Ligning deler
sig. De andre Koefficienter kunne udtrykkes rationalt ved disse; sette vi nemlig

z, + Tg Ty L z5=a
og danne den Ligning, hvis Redder ere alle Verdier af
0 — (g4, 4 z),
da maa disse fire Rodder gaa over i den ny Ligning, og man kan da, ved at soge storste
feelles Faktor, finde den almindelige Form for en Faktor af fjerde Grad i f(z), saaledes af
Koefficienterne ere udtrykte rationalt ved a.

Her kan atter indtreede det Tilfelde, at den fwlles Faktor bliver af hejere end
fierde Grad; vi skulle imidlertid ikke her gaa narmere ind derpaa, saalidt som paa det
Tilfelde, da ¥ (z) er delelig med hejere Potenser af f(r). Disse Tilfeelde ville blive be-
handlede, naar vi komme til Lesningen af irreduktible Ligninger, hvor de navnlig have
Betydning; her, hvor det kun kommer os an paa Bestemmelsen af de rationale Faktorer,
kunne de altid undgaas, idet man kan gaa ud fra en af de andre Koefficienter i den ra-
tionale Faktor, f. Ex.

Ty Ty ~+ Ty By + &y Ty + Ty Xy + Ty Ty +- Ty @y = 1,
eller ogsaa omforme den givne Ligning ved en simpel line@r Substitution

x = ay -+ b.

III. Lesning af irreduktible Ligninger, der kunne lgses
ved Kvadratrod.

1

Vi have set, at en irreduktibel Ligning, der skal kunne loses ved Kvadratrod,
maa vare af Graden 2. Der gives forskjellige Substitutioner, ved hvilke en saadan Lig-
ning kan reduceres til en af Graden 2v—1 hvor Koefficienterne da komme til at indeholde
en Kvadratrod.

Vi kunne saaledes, idet vi for Qverskueligheds Skyld holde os til Ligningen af -
8de Grad, satte

Y1 = & 2y &y 8y + T T T7 Xy

og danne den Ligning, hvis Redder ere alle de Verdier af ¥, som vi faa, ved at udtage
de paa hejre Side af Lighedstegnet forekommende Storrelser
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mellem Rodderne i den givne Ligning paa alle Maader. Denne Ligning i y faar rationale
Koefficienter, da disse ere symmetriske Funktioner af Redderne i den givne Ligning. Da
de 4 Rodder i det forste Produkt kunne udtages mellem de 8 paa 70 Maader, og da hvert
Udtryk paa denne Maade kommer igjen to Gange, maa Ligningen i y blive af 3bte Grad.
Dersom nu 2 kan udtrykkes ved Kvadratrod, maa det Samme gjelde om y; Ligningen i
y maa da vere reduktibel, og, da Graden er ulige, mindst have een rational Rod. Be-
stemmes denne, vil den, i Forbindelse med det: bekjendte Produkt af alle Redderne i den
oivne Ligning, give en Ligning af anden Grad til Bestemmelse af de fire Roedders
Produkt, der saaledes udtrykkes ved en Kvadratrod. Da nu, som tidligere bevist, de
andre symmetriske Funktioner af disse fire Rodder kunne udtrykkes rationalt ved deres
Produkt, have vi saaledes bestemt den ene Faktor af fjerde Grad i den givne Lignings
venstre Side; give vi den indkomne Kvadratrod overalt modsat Tegn, faa vi den anden Faktor.
Den saaledes fundne Ligning af fjerde Grad behandles nu paa samme Maade,
idet vi smtte

|

Y = &y Ty T Lg Xy,

der forer os til en ny Hjxlpeligning af tredie Grad; da ogsaa denne skal kunne leses ved
Kvadratrod, maa den vere reduktibel, idet den forekommende Kvadratrod regnes med til
de bekjendte Sterrelser; den maa altsaa have en Rod, som kan udtrykkes rationalt ved
de bekjendte Sterrelser, det vil sige, som kun indeholder den ene tidligere indferte Kvadrat-
rod: ved at benytte denne Rod i Forbindelse med de flre Roedders Produkt, komme vi til
en ny Ligning af anden Grad, hvorved der indferes en ny Kvadratrod, og saaledes videre.
(Se Noterne.)

Da Hjelpeligningen af tredie Grad er den, der smdvanlig benyttes til Lesningen
af Ligninger af fjerde Grad, eller ialfald ved en simpel Substitution kan omformes dertil,
se vi, at Betingelsen for, at en Ligning af fjerde Grad kan leses ved Kvadratrod, er, af
denne under Navn af Resolventen bekjendte Ligning har en rational Rod.

Istedet for den ved Ligningen af 8de Grad anvendte Substitution, kunde man an-
vende forskjellige andre, f. Ex.

" Y = (¥ + 2y + x5 + %4) (¥5 - @ + @7 + Zs)
eier

| 9

Y= (X, — Ty + Xy — &y + L — &g+ &y — xg)*

9

Det her Udviklede anvendes let paa den almindelige Ligning af Graden 2v: det
gjelder blot om at vise, at Hjelpeligningen altid har en rational Rod, eller, hvad der er
det Samme, at den bliver af ulige Grad.

Vi have set, at Graden ¢ af Ligningen findes ved at udfage det halve Antal af
Rodderne mellem dem alle, og dividere det saaledes fundne Tal med 2. Vi faa da

3
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2@ E—2.... @+
8. 918, o

eller
2ol

T 2 (211—17!5‘2'

Dividere vi alle de lige Faktorer i 2"! med 2, faa vi netop alle Faktorerne i Produktet
2°~'!: vi have altsaa, idet w, w,, u, .. betyde ulige Tal,

¢ p—1 ~p—1
PLE =0 Iul
og ligeledes
p—1) - HEe® l'*'v’x
2 e i 2" g 2 » Uy
indtil 2! = 9.

Multiplicere vi alle disse Ligninger, faa vi

9°| = 921 Gy Ty v ok}
Neavneren 1 g er
2 (2""1!)2 — 92’1 u?,
og altsaa
Uy Ug ..

9
u?
som er et ulige Tal.

3i

Vi have set, at, naar Ligningen af Graden 2" kan loses ved Kvadratrod og har
rationale Koefficienter, maa den kunne skrives som en Ligning af Graden 2° ', hvor Koef-
ficienterne indeholde en Kvadratrod, og at denne netop har de samme Rodder som den
givne, naar Kvadratroden tages med begge sine Verdier; ved at anvende en af de ovenfor
angivne Substitutioner, kommer man til en Ligning af anden Grad, der i Almindelighed
bestemmer den segte Kvadratrod. Det er imidlertid muligt, at den faar lige Rodder, saa
at disse blive rationale; i dette Tilfelde er den Koefficient i Ligningen af Graden 2"
som man har segt at bestemme, rational, og man maa da gaa ud fra en af de andre
Koefficienter for at finde Kvadratroden; vi skulle ikke opholde os ved at fremsette de Sub-
stitutioner, som i dette Tilfelde kunne anvendes, men vise, hvorledes en saadan Relation
mellem Redderne ofte kan tjene til at reducere Ligningen til andre af lavere Grad.

4.

Vi ville betragte det mere almindelige Tilfeelde, at der mellem nogle af Rodderne
existerer en Ligning, der er af ferste Grad med Hensyn til enhver af dem, og hvori de
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forekomme symmetrisk. Betegne vi ved s, Summen af Produkterne af p og p af disse og
ved a,, @, ... a, bekjendte Sterrelser, kan Relationen skrives
Gy S+ Ay Sy oo Ay Sp = 0.
Af denne faas for en af Redderne
xy = Ay,
hvor A, er en rational, symmetrisk Funktion af de andre i Relationen forekommende Rodder.
Vi danne nu den Ligning
Wi yi="0%
hvis Roedder ere alle de Veardier, som A antager, naar de deri forekommende Rodder ud-
tages mellem den givne Lignings Rodder paa alle Maader. Da nu ¥ (z) = 0 har en Rod
frolles med den givne Ligning f(r) = 0, maa den, da denne er irreduktibel, have dem
alle, og de maa alle forekomme lige mange Gange; vi kunne derfor i Almindelighed an-
tage, at ¥ (x) er delelig med (f (z))%
Dersom ¢ = 1, kan Ligningen, som vi tidligere have bevist det for et specielt
Tilfelde, reduceres. Er den nemlig af Graden %, og indeholder den givne Relation p Redder,
lader den sig dele i Ligninger af pde Grad, hvis Koefficienter bestemmes ved Ligninger af

n . Y Ao ; ;
Graden > Vi kunne nemlig danne den Ligning, der bestemmer en symmetrisk Funktion
af disse Redder, f. Ex.

Vi have da ogsaa
Uii== AI + Ty -+ x4 =+ Ty o

saa at u, bestemmes ved to Ligninger, der kun kunne faa de Redder felles, for hvilke

PR

det vil sige, de Verdier af w, der udtrykkes ved de samme Rodder, som indgaa i den
givne Relation og de analoge. Da hver Rod kun forekommer i een af disse, bliver An-

tallet af felles Rodder for de to Ligninger ))i Som tidligere bevist, behove vi kun at

bestemme u, da de andre Koefficienter ere rationale Funktioner af denne.
Omvendt, dersom vi have en Ligning

z* 4+ @, (1) 2@, (yy) e L S
hvor @,, @, ... ere rationale Funktioner, 0g ¥, en Rod i en Ligning af Graden ;i, 0g vi
for y, efterhaanden indsmtte de andre Rodder i denne Ligning og multiplicere de saaledes
erholdte Udtryk, komme vi fil en rational Ligning af nte Grad. Koefficienterne i denne
blive nemlig symmetriske Funktioner af alle Jerdierne af .

Dersom ¢ ikke er 1, er det ikke sikkert, at Methoden ferer til en Reduktion;
Setningen gjaelder da kun, dersom vi befragte

(f @) = 0, .

s 8 e n ’ i
som den givne Ligning, og man faar da denne delt i Ligninger af Graden ~pq, hvis Koef-

ficienter bestemmes ved Ligninger af pde Grad.
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-

Dersom p = 2, maa man have g = 1. Dersom der altsaa gives en Relation
a(@, +a,) +bx 2, =c,
kan Ligningen altid deles i lutter anden Grads Ligninger ved en Ligning af den halve
Grad. Denne findes ved at eliminere 2 mellem

¢ — ay

b 0

2 y |
L i

og den givne Ligning.
Vi kunne udfere denne Elimination ved at udtrykke 22 og deraf efterhaanden de

hejere Potenser af = ved forste Potens af « og y, og altsaa give Ligningen Formen

Y1 Dt X = 0,
der da, dersom Ligningen herer til den angivne Klasse, maa reducere sig til
¥oie=s. 0y

idet Y, er storste feelles Faktor for ¥, og Y.
Exempel. For Ligningen

xt — 2% 222 L 4x+4=0
gives Relationen
Xy Xy = Xy 1 Xy T 4,
saa at vi sette

9

2 —yr+y+2=0,

hvoraf
=y —y—2
=Y —y—2z— Y+ 2)
= -2 +29)2—0+y—y—9),
altsaa
Y=y —dy*+8
Y=—yLy®+ 6y+4,
hvoraf

Y=y —2y—4=0
M : y=1%4vs,
saa at Ligningen kan skrives
@—2x@d+v5)+3+Vs) @—2A—V5)+3—V5)=0.
For at sege, om Methoden er anvendelig paa en given Ligning, bhemerke vi, at

a(ry +z))+bayz, +¢=0
giver
axy + ¢
Ty = —
: bz, +a’

saa at den givne Ligning ved denne Substitution skal blive uforandret for passende Vier-
dier af @, b og ¢. Elimineres disse af Betingelsesligningerne, faas de Ligninger, der ud-

trykke de Relationer mellem de givne Koefficienter, der maa veere tilfredsstillede. (Se
Noterne.)




Der gives en i Praxis let anvendelig Methode til at sege en Betingelse, som ned-
vendigvis maa veere opfyldt, for at en given Ligning skal kunne loses ved Kvadratrod, og
som ftillige tjener til at bestemme den ferste ved Lesningen indkommende Kvadratrod;
Methoden, som bevises nedenfor, er felgende:

Man uddrager paa sadvanlig Maade Kvadratroden af Ligningens
venstre Side; Betingelsen er da, at Koefficienterne i Resten have en felles
Faktor, og denne maa indeholde de Faktorer, der kunne forekomme under
Rodtegnet i den sogte Kvadratrod. Betingelsen er nedvendig, men ikke tilstraekkelig.
Da der ved Roduddragningen i Koefficienterne kan komme Breker med Potenser af 2 i
Nevneren, tage vi intet Hensyn til denne Faktor.

Lad den givne Ligning veere af Graden 2», og kunne skrives som en Ligning af
Graden #, hvor Koefficienterne indeholde .. Dersom denne forekommer i Koefficienten
til z*» gkaffe vi den bort ved en Multiplikation, og den givne Ligning

x*n L All yAn—1 '-%— p. 12 PSR = 0 (3)

i |

maa da kunne skrives
(@ 4a, >t a2+ ... fa)? Fadyrt L2 ... b)) =
Ved Kvadratrodsuddragningen give vi derimod (3) Formen
(@ 4 kyart - hyar— 4 ... )2+ Ry =0, 4)
hvor Resten £, , ikke indeholder = med hejere Exponent end n—1. Af (3) og (4), der
maa vere identiske, faar man ligeledes identisk
(24 ) 2= -y H)en2 Lt (03— {2y —)am . . (Ga—n)
=—a(b* 1 bar P L b)) R, (5)
og ved Sammenligning af Koefficienterne til 2?1, g% . gn, hvor altsaa R, er
uden Indflydelse
2(a, — k) =0,

2 (8 — by) - (ay + Fy) (6 — by) = — by,

2 (ap — ky) + (ay + &) (y——kyp—1) + (@g + ky) (@p—a—Fp—) ... = a 4,

2 ((t,, e /'/‘n) + (/(I o /‘1) (”n l_'/':n—f 1) %— s (/l“'*l "%" /‘TH *-1) (((’1 E> /'l) — & ]))7

1 |
hvor &« A4 og w B ere Polynomier, der ere delelige med a.

Den forste af disse Ligninger viser, at @, = k;, saa at a, bestemmes strax ved
Roduddragningen; den naste viser, at a, — /&, er delelig med a, den nwste, at det Samme

gjelder om a, — ky, og saaledes videre til @, — kn. Derved bliver hele venstre Side af
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(5) delelig med «, saa at det Samme maa gjelde om hejre Side og altsaa om R, ,, saa
at a som angivet maa vere felles Faktor for alle Koefficienterne i Resten.

Exempel 1.
ettt 2+1=0.

Resten bliver 2 Gt

3 ; den forste i Roden forekommende Kvadratrod er som bekjendt y 5.
C

64’
Exempel 2.
zt—4daz® +22% (422 —a—1)—4z (2a® —2a> —a } 1)1 4at*—4a® —2a?% 1 2a = 0.

Kvadratrodsuddragning giver Ligningen Formen

@* —2ax 4+ 22> —a —1)? + (a® — 1) (42 + 1) = 0.

Redderne i Ligningen ere

z=at(1— a2t ‘af + 1 — (l"“))‘LI;.




/ASNDET /ASFSNIT.

Om Lesningen af geometriske Konstruktionsopgaver
ved Passer og Lineal.

I. Betingelser for Muligheden.
1y

s
Nililr en Opgave kan leses ved Passer og Lineal, og man seger de ved
Konstruktionen bestemte Sterrelser udtrykte ved de givne, kan man ikke
komme til andre irrationale Udtryk end Kvadratrodsstorrelser.

Enhver Lesning, hvor sammensat den end er, kan nemlig kun bestaa af den gjen-
tagne Udferelse af de fo, til de anvendte Apparater svarende, elementaere Operationer:

At traekke en ret Linie gjennem to givne Punkter, og
at tegne en Cirkel med givet Centrum og given Radius.

Vi kunne nu benytte Formlerne i den analytiske Geometri til at beregne Koordi-
naterne til de forskjellige Punkter, efterhaanden som vi bestemme dem ved Konstruktionen :
vi komme da til at benytte folgende Formler:

Ligningen for en ret Linie gjennem to givne Punkter;

Formlen for Afstanden mellem to givne Punkter;

Ligningen for en Cirkel med givet Centrum og given Radius;

Formlerne til Bestemmelse af Skjeringspunkterne for to givne rette Linier, for en
given ret Linie og en given Cirkel og for to givne Cirkler.

Da nu disse Formler ikke indeholde andre irrationale Udtryk end Kvadratredder,
kan der ikke indkomme andre, hvor ofte og i hvilken Orden de end anvendes.

Vi se heraf, at de Ligninger med een Ubekjendt, der tjene til at bestemme Los-
Jningen af et geometrisk Problem, maa, forsaavidt de ere irreduktible, vere af en Grad,
der er en Potens af to. Da vi nu i det Foregaaende have vist, at reduktible Ligninger
altid kunne deles i irreduktible, og at Lesningen af disse altid kan findes, naar de kunne

i
fy
|
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loses ved Kvadratrod, vil det altsaa altid vere muligt at afgjere, hvorvidt en geometrisk
Opgave, der kan stilles i Ligning, kan leses ved Passer og Lineal eller ej, og i det forste
Tilfelde at finde en Losning.

L

Vinklens Tredeling. Vi kunne her, idet den givne Vinkel er », swfte

v

€SV = a3 €08 5 =,
og have da til Bestemmelse af » Ligningen

48 —a.=0,
der, for en vilkaarlig Verdi af a, er irreduktibel, saa at Lesningen af den almindelige Op-

gave er umulig; derimod kunne specielle Veerdier af a gjere Ligningen reduktibel; saaledes

f. Ex. for a = ‘ ~1)’ deler den sig i de to Ligninger

A" :
s+ V=00 4 —2V2 —1=0.

3.
Terningens Fordobling afhaenger af Ligningen
2 —2a® =0,
der ligeledes er irreduktibel. Den er et specielt Tilfxlde af den ligeledes uloselige Opgave
om den dobbelte Mellemproportional, bestemt ved Ligningerne
a X Yy

PN P
hvoraf

2% gt ="0;
som strax ses at veere irreduktibel, da vi ved Oplesningen i Faktorer ligesaa godt kunne
ordne efter a eller b som efter .

4.

Der gives ingen andre Kurver end Keglesnittene, hvis Skjerings-
punkter med en vilkaarlig ret Linie man kan bestemme ved Passer og Lineal.
Lad Ligningen for Kurven viere
fly) =0, (1)
medens Ligningen for den rette Linie er
Y= axr+q, @)
hvor a og ¢, ifelge den givne Betingelse, ere uafhangige af de i Kurvens Ligning fore-
kommende Konstanter. Abscisserne til Skjeringspunkterne hestemmes ved
f(@, az + q) = 0, (3)
der maa vere en irreduktibel Ligning, dersom den givne Kurve ikke er sammensat; havde
man nemlig
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flayaw+ q) = @ (2, @, 9). @y (4, @ ),
vilde man, ved i denne identiske Ligning at sette a = 0 og ¢ = y, faa
F @) = @ (@ ). @y (@ 1),
saa at den givne Kurve maatte vere sammensat af de to
@, y) = 0.0g o, (x,y) =0.
Dersom nu et af Skjeringspunkterne for den givne Kurve og den rette Linie kan
bestemmes ved Passer og Lineal, maa, som vi have bevist, Ligningen
f@ax+q =0
kunne loses ved Kvadratrod, og altsaa, da den er irreduktibel, viere af Graden 2v. En af
Rodderne kan da udtrykkes ved p Rodsterrelser, og idet disse alle tages med dobbelt For-
tegn, faas alle Redderne. Omvendt vide vi, at Ligningen kan dannes ved at gaa ud fra
Udtrykket for en af Redderne og efterhaanden bortskaffe alle Rodtegnene, et ad Gangen.
Vi ville antage, at vi saaledes have bortskaffet alle Rodtegnene paa eet nar, og alfsaa ere
komne til en Ligning af Graden 20—, der i sine Koefficienter kun indeholder denne ene
Rodsterrelse v 4, og som, naar denne tages med begge sine Verdier, giver alle Redderne
i den oprindelige Ligning, svarende til de 2¢ Skjeringspunkter for Kurven og den rette
Linie. Idet vi samle alle de Led, der indeholde y .4, paa den ene Side af Lighedstegnet,
kan Ligningen skrives

1 73 s

e SP—1
V 4 (!II x* - a, 2 g

: “r,,,,):/1,.1."31,7]-11)‘_,,1" e P (4)

i
hvor 4, a, a, .. by, b, ... ere hele rationale Funktioner. af @« og ¢ og de i f(z, y) fore-
kommende bekjendte Storrelser.

Dersom nu A indeholder haade a og ¢, maa der til ethvert givet « existere
mindst een Verdi af ¢, der gjor A4 til Nul; for en saadan speciel Stilling af den rette
Linie falde Skjeringspunkterne sammen to og to, idet Skjeringspunkterne med den vil-
kaarlige Linie kunne ordnes parvis, saa at to sammenhoerende kun ere forskjellige ved For-
tegnet for y 4. At to Skjeringspunkter falde sammen kan ske ved, at Linien fra Skjering
gaar over fil Roring, eller ved, at den gaar gjennem et Dobbeltpunkt af Kurven. Dette
kan finde Sted for en Linie i enhver Retning, naar Kurven kun har fo Skjeringspunkter
med en vilkaarlig ret Linie, men kun i enkelte bestemte Retninger, dersom den har flere.
Kurven maa altsaa vere et Keglesnit.

Dersom A kun indeholder ¢, maa der altid vere en Verdi af ¢, der gjor A f{il
Nul; deraf folger, at alle Linier gjennem et vist Punkt af Ordinataxen skjere Kurven i
Punkter, der falde sammen to og to; dette er meningslest, da Ordinataxen kan velges
vilkaarligt,

Dersom A kun indeholder «, maa der vere en Verdi af «, der gjor 4 til Nul,
saa ab alle Linier i en vis Retning skjere Kurven i fo og to sammenfaldende Punkfer;
dette er ligeledes meningslost.

Dersom endelig 4 ikke indeholder a eller ¢, bliver den en bekjendt Sterrelse, og

y 4 horer ikke til de Rodsterrelser, der skulle bortskaffes.
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Endnu maa vi betragte det Tilfelde, da A = 0 gjer x ubestemt, det vil sige, hvor
den Veardi, der gjor A til Nul, ogsaa gjer alle Koefficienterne paa hejre Side af Ligheds-
tegnet by, b, ... til Nul. Vi multiplicere da paa begge Sider med V.4 og faa

o e

A (“1 2 4 aya? T4+, )=V4 (1)1 22 -+ b, e ]

A, by, b, ... tenkes ordnede efter Potenser af ¢. Nu maa alle de Veerdier af ¢, der gjore
A4 til Nul, ogsaa gjore by, b, ... til Nul, thi dersom der var en Verdi af ¢, om hvilken
dette ikke gjaldt, kunde man have benyttet den, og fert Beviset som for; men naar alle
de Vierdier, der gjere A til Nul, ogsaa gjere by, b,... til Nul, maa A gaa op i disse
Sterrelser, og kan altsaa divideres bort, hvorpaa Beviset bliver som ovenfor. Swetningen er
saaledes bevist for alle Tilfeelde.

Vi have taget det som umiddelbart indlysende, at der ikke er andre Kurver end
Keglesnittene, hvis Skjeeringspunkter med uendelig mange rette Linier kunne falde sammen
to og to. For Fuldstendigheds Skyld ville vi give et Bevis herfor:

Ingen usammensat, algebraisk Kurve kan have uendelig mange Dob-
beltpunkter.

Gjennem et vilkaarlig valgt Punkt trekke vi en ret Linie y —b = a (r—a) og
danne den Ligning, der bestemmer dennes Skjeringspunkter med Kurven; Betingelsen for,
at denne Ligning har lige Redder, er en algebraisk Ligning, der bestemmer de Verdier af
«, for hvilke den rette Linie indeholder et Dobbeltpunkt; da enhver saadan ret Linie kun
kan gaa gjennem et endeligt Antal Dobbeltpunkter, maatte der til uendelig mange saa-
danne svare uendelig mange Vardier af «, saa at Ligningen i « maatte vere identisk.
Ligningen i = havde da i Almindelighed lige Rodder, den var folgelig reduktibel, og den
givne Kurve sammensat (se ovenfor).

Ingen usammensat, algebraisk Kurve kan have uendelig mange Dob-
belttangenter.

Denne Swtning folger af den forrige, ifolge Theorien om Poler og Polarer.

Af disse to Smtninger folger atter, at ingen anden Kurve end et Keglesnit kan
skjeres af uendelig mange rette Linier i Punkter, der falde sammen to og to, da dette
maatte medfore, at Kurven havde uendelig mange Dobbeltpunkter eller uendelig mange

Dobbelttangenter.

5.
For det Folgendes Skyld skulle vi udtrykke Smtningen paa en anden Maade:
Naar en Ligning af ferste Grad med to Ubekjendte og vilkaarlige
Koefficienter
ar -+ by = ¢ ()
i Forbindelse med en anden irreduktibel Ligning, hvis Koefficienter ere
uafthengige af de forrige

flxy) =0 (6)
skal kunne leses yed Kvadratrod, er den mest almindelige Form for denne
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f(x,y) = A2® + Bxy + Cy* 4+ Dx + Ey + F = 0. (7)
Ved Hjelp heraf kunne vi, ved at tillegge 2 og y forskjellige Betydninger, udlede
en M@ngde ny Swmtninger af den ovenfor fundne.

0.

Der gives ingen andre Kurver end Keglesnittene, til hvilke man ved
Passer og Lineal kan trakke Tangenter fra et vilkaarligt Punkt.

Vi kunne nemlig udtrykke det, at en Linie er Tangent til en Kurye, ved en Lig-
ning mellem Koefficienterne i den rette Linies Ligning; lade vi f. Ex. 0g betyde de

g; z %7y .

Stykker, Linien afskjeerer af Axerne, vil som bekjendt (5) udtrykke, at Linien gaar gjennem
ef givet Punkt, medens (7) udtrykker, at den er Tangent til et givet Keglesnit. Swtningen
folger saaledes af den almindelige, da z og y maa kuhne udtrykkes ved Kvadratrod, der-
som Tangenten skal kunne trakkes ved Passer og Lineal.

1
At bestemme de Kurver, hvis Skj@ringspunkter med en vilkaarlig
’ ! g5] e
Cirkel gjennem et givet Punkt kunne findes ved Passer og Lineal.

Tage vi det givne Punkt til Begyndelsespunkt, have vi Ligningen for Cirklen
derigjennem

2 4yt + az + by = 0. ®)
Sette vi heri .
X o ' Y X ; _‘
22 F _!/2 = x‘z _%_ !/2 P ())
bliver Ligningen fil
auw -+ bv + 1 = 0. (10)

Da denne er den almindelige Ligning af forste Grad, og w og » kunne udtrykkes ved
Kvadratrod samtidig med z og y, maa den anden Ligning viere

y Au? -+ Buv'+ Ov* + Du+ Ey + F = 0 (11)
eller :
42* 4 By + O + (Do + B @ +9) + F@* +9# =0, (12)

en Kurve af fjerde Orden, der har et Dobbeltpunkt i det givne Punkt, og som desuden
skjeres af enhver Cirkel i to uendelig fjerne, imaginere Dobbeltpunkter.

Vi se let den geometriske Betydning af den anvendte Substitution, og hvorledes
denne tillige giver os Opgavens Lesning. Betragte vi » og » som Koordinater til et
Punkt, vise de to Ligninger

'?; = tz og (2* + %) (* +v*) =1
at Punktet (u, v) ligger i Radius vektor til Punktet (2, ), og at Produktet af de to
Radii vektores er konstant; medens (z, y) gjennemlober en Cirkel gjennem Begyndelses-

punktet, gjennemlober (uyv) en ret Linie, og medens (z, y) gjennemlober den ved (12) be-
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stemte Kurve af fjerde Orden, beskriver (u,») et Keglesnit; den stillede Opgave er da
reduceret til Bestemmelsen af Skjeringspunkterne af dette med den rette Linie: ved Hjwelp
af disse Punkter bestemmes da let de segte.

I Almindelighed vil den her anvendte Transformation ofte lette Lesningen af geo-
metriske Opgaver, idet man derved faar indfert en ret Linie i Opgaven i Stedet for en
Cirkel gjennem et givet Punkt. Betegne vi den givne Kurve ved A, den transformerede
ved B, ser man let Rigtigheden af folgende Satninger (Se Forf. Meth. og Theor. til Les-
ning af geom. Konstruktionsopg.):

Naar A er en ret Linie, er B en Cirkel gjennem det givne Punkt.

Naar A er en Cirkel gjennem det givne Punkt, er B en ret Linie.

Naar 4 er en Cirkel, der ikke gaar gjennem det givne Punkt, er B
en dermed ligedan beliggende Cirkel, idet det givne Punkt er Fellespunkf.

Naar to Kurver 4 have et Skjeringspunkt, have Kurverne B ogsaa

¥ et Skjeringspunkt i det tilsvarende Punkt.

Naar to Kurver 4 have Rering, have Kurverne B ogsaa Rering i def
tilsvarende Punkt.

Som Anvendelser heraf ville vi nmvne Folgende:

Konstruktionen af en Cirkel, der gaar gjennem et givet Punkt og rerer to givne
Cirkler, reduceres til Konstruktionen af den felles Tangent til to Cirkler; man gjer bedst
i at velge det konstante Produkt saaledes, ab den ene Cirkel bliver sin egen trans-
formerede Kurve.

Konstruktionen af en Cirkel, der rorer tre givne Cirkler, der gaa gjennem samme
Punkt, reduceres til Konstruktionen af en Cirkel, der rorer tre givne refte Linier.

Konstruktionen af en Cirkel, der rerer tre givne Cirkler, reduceres til Konstruktion
af én Cirkel, der rerer en given Cirkel og to givne rette Linier, dersom to af Cirklerne
have et Punkt felles.

3.

At bestemme de Kurver, hvis Skjeringspunkter med en vilkaarlig
(irkel, der har sit Cenfrum paa en given Linie, kunne findes ved Passer
og Lineal. |

Idet den givne Linie tages til Abscisseaxe, bliver Cirklens Ligning

2+ tar+b=0, (13)
der ved Substitutionen
= x* -+ y* (14)
antager den almindelige Form |
w4 ax -+ b= 0. (15) i
Den segte Ligning har da Formen |
Au? e (Bx + E)u -+ O + Dx+F=0 (16)
eller |
A @+ ) + (Be+ E) @+ ) + C2* + Do - F =0, a7 1

som er en Kurve af fierde Orden, der deles symmetrisk af den givne Linie. ‘




20

Under denne Form synes en vilkaarlig Cirkel ikke at veere indbefattet, hvilket den
dog selvfolgelig maa vere; ved en nermere Betragtning se vi ogsaa dette Tilfeelde komme
frem, idet Kurven kan dele sig i to Cirkler, der ligge symmetrisk med Hensyn il den
givne Linie; omvendt, have vi Ligningerne for to saadanne Cirkler

224y tax+b+ey=0

9

2?2+ y? +ax +b—cy =0,
kunne de sammentrekkes til den ene

(x* 4+ //"“’)2 + 2 (ax + b) (x® 4 y?) + a®x? + 2abx 4 b — *y® = 0
eller

@ 4 ¥ + Qax -+ 2b — ¢®) @ + y?) + (@@ + ¢2) 2* + 2abz + b2 = 0,
der falder ind under den angivne Form.

Den her anvendte Substitution svarer ogsaa til Indferelsen af en Hjelpekurve, nemlig
den, som gjennemleobes af Punktet (u, z); til ethvert Punkt i den oprindelige Kurve svarer
heri et nyt, der har samme Abscisse, men hvis Ordinat er tredie Proportional til en vil-
kaarlig, konstant Linie og det oprindelige Punkts Afstand fra Begyndelsespunktet.

Til en Kurve, hvis Ligning falder ind under (17), svarer da et Keglesnit, til en
Cirkel med Centrum i den givne Linie en ret Linie, medens en Cirkel med Centrum
udenfor den givne Linie giver en Del af et Keglesnit, hvis ovrige Del svarer til den, med
den givne, symmetrisk liggende Cirkel.

Som Anvendelse heraf ville vi lese folgende Opgave:

Paa to givne Cirkelperiferier at l2egge en ret Linie af given Langde,
saaledes at den skjerer den ene af Cirkelperiferierne i Centerlinien.

Vi tage dette Skjeringspunkt til Begyndelsespunkt, Centerlinien til Abscisseaxe;
lad O vere Begyndelsespunktet, A Liniens andet Punkt paa den samme Cirkel, » dennes
Radius, £ det Punkt af Linien, der falder paa den anden Cirkel og AB = a; dersom vi
al Opgaven borttage den Betingelse, at B skal falde paa den anden Cirkel, faar B et
geometrisk Sted, og Opgavens Losning bestaar da i Bestemmelsen af dettes Skjeringspunkt
med den anden Cirkel; da denne blot skal have sit Centrum pa;i, en given Linie, men
forresten er vilkaarlig, kan Opgaven kun leses ved Passer og Lineal, dersom Stedet for B
faar en Ligning, der er indbefattet i (17). Dette er her Tilfeldet, idet Ligningen let
findes at vaere

(@® 4+ 92 — 2rz)® = a® (2% 4 ¢?).
Vi bruge da den angivne Substitution, eller for Homogeneitetens Skyld
2% LRy
saa at Ligningen for Hjwelpekeglesnittet er
Qr (u — 41‘)2 = a°y.
Den anden (irkel

. o at gt bt b=0
giver den rette Linie

2ru+ar + b = 0.
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Naar Skjeringspunkterne for Hjelpekurverne ere bestemte ved en af de sadvanlige
Konstruktioner, findes de sogte Punkter let, da de ligge paa den anden Cirkel og have
samme Abscisse som de forst fundne Punkter.

U

At bestemme de Kurver, hvis Skjeringspunkter med et vilkaarligt
Keglesnit, med Axerne paa givne Linier, man kan bestemme ved Passer

og Lineal.
Vi tage de givne Linier til Koordinataxer; Keglesnittets Ligning er da
ax? - by = c, (18)
der ved Substitutionen
Xt =y Y = (19)
bliver
au 4 bv =.c. (20)

Den sogte Ligning er altsaa
Az* 4 Ba*y* + Oyt 4 Da* + Ey* + F =0, (21)
der svarer til alle Kurver af fierde Orden, som have Centrum og Symmetriaxer felles

med Ellipserne.

10.

At bestemme den mest almindelige Form for en Ligning, i hvilken
to af Koefficienterne ere vilkaarlige og uafhmngige af de andre, og som
skal kunne leses ved Kvadratrod.

Ligningen har Formen

ax® + ba? + @ (x) = 0, (22)
hvor ¢ ikke indeholder « eller b. Satte vi
'1‘1\ ’]-p
- =gy =7, (23
: 9@ " 9@ g
faa vi 3
au + by +1 =0, (24)

der i Forbindelse med‘den Ligning mellem » og v, der faas ved Elimination af x mellem
de to Ligninger (23), skal kunne loses ved Kvadratrod. Denne Ligning maa da vere af
hojst anden Grad, og « og v udtrykkes da begge ved en og samme Kvadratrod; vi
kunne da sette
u=A+BYC;v=A4,+B,VC. (25)
Nu give de to Ligninger (23)
e Z SOl ME ey (26)

der viser, at n—p maa vere en Potens af 2, dersom x skal kunne udtrykkes ved Kvadrat-
rod, og at n—p maa vere Ligningens halve Grad, da 2~ har to Veardier. Bortskaffe vi
Rodtegnet af (26), komme vi til den segte Form

2 4 ag? b =0. @7)
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Mere almindelig kunde den givne Ligning have Formen
ap()+b¥@) +1=0, (28)
hvor @ (z) og ¥(r) ikke indeholde de vilkaarlige Sterrelser a og b. Sette vi
P@) = u; Y() =0, - (29)
maa Klimination af « fere til en Ligning af Formen
Au®* + Buv 4+ Cv? 4+ Du + Ev + F = 0,
saa at « og v udtrykkes ved een Kvadratrod; naar disse ere fundne, maa endvidere x
kunne findes af (29) ved Kvadratrod.
Dersom de to vilkaarlige Sterrelser ¢ og b forekomme i Koefficienterne i
fileias b)e0, (30)

saaledes at

i df ’
da- e 24

maa (30) veere af hejst anden Grad, for at kunne leses ved Kvadratrod. (31) er nemlig

Betingelsen for, at (30) kan gives Formen

f(, az + 0) =0, (32
der ved Substitutionen
Y = ax —.‘* b
bliver
fla,y) =0,
hvorved Setningen folger af b.
1441

Der gives ingen andre Kurver end Cirklen og den rette Linie, hvis
Skjeringspunkter med en vilkaarlig Cirkel man kan bestemme ved Passer
0og Lineal.

Da enhver ret Linie kan betragtes som en Cirkel med uendeligt fjernt Centrum,
maa Skjeringspunkterne med alle rette Linier kunne bestemmes, dersom de kunne be-
stemmes med alle Cirkler; det gjelder altsaa blot om at finde, i hvilke specielle Tilfelde
et Keglesnits Skjeringspunkter med en vilkaarlig Cirkel kunne bestemmes, og her kan
atter Parametren betragtes som fuldkommen vilkaarlig (blot ikke Nul), da man ved Lige-
dannethedsmethoden altid kan bringe den til at have en hvilkensomhelst given Sterrelse.
Endvidere, dersom man kan bestemme Skjeringspunkterne med alle Cirkler, kan man
0gsaa hestemme dem med visse vilkaarlig valgte Cirkler, og vi kunne derfor nejes med
at undersoge de to Kurver

y* = pa+ g2

y
0g

y® +at =prbdy,

hvor p og b ere ganske vilkaarlige.
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Det ene Skjeringspunkt er Begyndelsespunktet, de andre bestemmes ved Ligningen
(g 4+ 1)% 2® — b%qx — b*%p = 0,

der viser, at Skjeringspunkterne kunne bestemmes for ¢ = — 1 og for p =0, altsaa
naar Keglesnittet er en Cirkel eller et System af rette Linier. I alle andre Tilfelde er
Ligningen den almindelige Ligning af tredie Grad, og kan ikke leses ved Kvadratrod:
man kan nemlig for et opgivet ¢ altid veelge b og p saaledes, at Ligningens Koefficienfer
blive hvilkesomhelst opgivne Sterrelser . og #, idet man swmtter
- b%q . —bp
(R R )

n,

eller

T 1+ ¢* ; dad g

q m

Dersom altsaa Ligningen kunde leses ved Kvadratrod, vilde man derved kunne
finde en Lesning ved Kvadratrod for den almindelige Ligning af tredie Grad

22 Lme-+n=0,
idet man i Lesningen blot havde at indsatte Veerdierne for b og p. Det er forudsat, at
¢ er rational eller kun irrational ved Kvadratrod, det vil sige, at Keglesnittet er et saa-
dant, hvis bestemmende Stykker kunne konstrueres af visse opgivne Sterrelser ved Passer
og Lineal; denne Forudsetning er tilladelig, da man kunde bestemme saa mange Punkter,
som man enskede, hyis man kunde bestemme Skjeringspunkterne med en vilkaarlig Cirkel.

Det vundne Resultat kan ogsaa udtrykkes saaledes:

Naar en Ligning )
24y tax+byt+c=0, (33)
hvor a, b og ¢ ere vilkaarlige, i Forbindelse med en anden irreduktibel
Ligning

f(@y) =0, (34)
hvis Koefficienter ere uafhengige af a, b og ¢, skal kunne loses ved Kvadrat-
rod, er den mest almindelige Form for denne Ligning

"2 222) i Y, - (2R
A@®+y?)+ Bz +Cy+D=0. (35)

Ved her at tillegge « og y forskjellige Betydninger, vil man atter heraf kunne
udlede en M@ngde ny Smtninger, men vi skulle kun opholde os ved at udvikle dette
nermere for et enkelt Tilfwlde.

12.

Lad Ligningen for en ref Linie vere

ar 4+ by =1,
hvor der mellem Koefficienterne er en Ligning af anden Grad; dersom denne er den
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almindelige, genererer den rette Linie et Keglesnit, der er fuldstendig ubestemt. Den Op-
gave at trekke en fwlles Tangent til et saadant og en anden given Kurve, kan kun leses,
naar denne reduceres til et Punkt; derimod kan man vel finde Systemer af Keglesnit, der
opfylde visse Betingelser, og hvor man kan treekke de felles Tangenter til et vilkaarligt
Keglesnit i Systemet og en vis anden Kurve. Er saaledes Ligningen mellem a og b
a4 0%+ Aa+-Bb+ C=0,

maa den anden Ligning (se 11), forsaavidt den er irreduktibel, viere af samme Form,
men denne Form udtrykker som bekjendf, at det af den rette Linie genererede Keglesnit
har et Brendpunkt i Begyndelsespunktet, altsaa: Dersom man skal kunne trakke
en felles Tangent til et vilkaarligt Keglesnit med et Breendpunkt i et givet
Punkt og en anden Kurve, maa denne vere et Keglesnit med et Breendpunkt
i det samme Punkt. Ved Transformationen reduceres Opgaven til Bestemmelse af
Skjeringspunkterne for to Cirkler (Keglesnittenes Fodpunktkurver med Hensyn til Biend-
punktet).

13

Medens vi i den oprindelige Opgave betragtede den rette Linie som fuldstendig
vilkaarlig, saa at dens Ligning indeholdt to Sterrelser, der kunde tillegges vilkaarlige
Verdier, ville vi nu betragte det Tilfelde, at den kun indeholder een saadan Sterrelse, og
der da navnlig sege Betingelsen for, at man ved Passer og Lineal kan bestemme en Kurves
Skjeringspunkter med alle Linier gjennem et vist givet Punkt, som vi antage ikke horer
med til Kurven. Tage vi det givne Punkt til Begyndelsespunkt, bliver den rette Linies Ligning

Y = ax,

hvor « er vilkaarlic, medens Ligningen for Kurven er

/'(,l‘, Y = 0,

hvis Koefficienter ere uafhangige af a, og som ikke tor tilfredsstilles af » = 0, y = 0.
Til Bestemmelse af « faa vi da :
f(x, ax) = 0,

der maa vere irreduktibel, dersom den givne Kurve er- usammensat. Havde man nemlig

f(x, ax) = @ (a, %) . @, (a, ),

; ) ]
fik man, ved for a at swtte ',,
Y 1

Ty = (/1( 11/’ :) (/11( 'l/_, i )

\ o X
Kurvens Orden maa da vere en Potens af 2, f. Ex. 2¢, og x maa kunne skrives med p
Kvadratrodssterrelser.

i Gives a en Verdi. for hvilken en af de inderste Kvadratredder bliver Nul, falde
aordi, for hvi

de 2¢ Skjeringspunkter sammen 2 og 2, og det givne Punkt maa altsaa ligge paa

r

2
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en Linie, der skjerer Kurven i to og to sammenfaldende Punkter (Rerings-
punkter eller Dobbeltpunkter). Vi se endvidere, at, dersom der er flere saadanne Verdier
af «, eller dersom der er flere forskjellige Kvadratrodstegn, hvorunder der ikke atter staar
Kvadratrodstegn, maa Punktet vere Skjeringspunkt for flere saadanne Linier; vi ter natur-
ligvis ikke deraf slutte, at Opgaven kan leses, dersom Punktet har en saadan Beliggenhed.

Dersom Punktet ligger. paa Kurven, bliver den Ligning, der bestemmer Skjerings-
punkterne, » Grader lavere end Kurvens Orden, dersom det er et mdobbelt Punkt, og Kur-
vens Orden maa da vere 20 - n; dersom nu Punktet 'tke tillige ligger i en Linie, hvis
evrige Skjeringspunkter med Kurven falde sammen to og to, ser man som for, at paeib.

Der gives altsaa ingen andre Kurver end Keglesnittene, for hvilke
man ved Passer og Lineal kan bestemme Skjeringspunliterne med en vil-
kaarlig Linie gjennem et bekjendt Punkt, der ikke ligger paa Kurven eller
paa en Linie, hvis Skjeringspunkter med denne falde sammen to og to.

14.
Paa samme Maade behandles den mere almindelige Opgave, hvor man i Stedet

for Straalebundtet betragter et System af rette Linier, der varierer efter en vis given Lov;
vi kunne fremstille Systemet ved Ligningen

y=2z@ @)+ ¥,
hvor de forskjellige rette Linier svare til forskjellige Vardier af a. Linierne indhylles af en
vis Kurve, og vi kunne ved Passer og Lineal konstruere saamange Tangenter til den, som
vi ville, idet vi gaa ud fra vilkaarlig valgte Verdier af a.

Skjeringspunkterne for en vilkaarlig af disse Linier og en given Kurve kunne 1
Almindelighed kun bestemmes, naar denne er et Keglesnit; dersom den ikke er et Kegle-
snit, maa den vere af Ordnen 2», og i det givne System af rette Linier maa der veare
mindst een, der skjerer Kurven i Punkter, der falde sammen to og to. Undtages maa
endvidere det Tilfelde, da den givne Kurve selv er den rette Linies Envelop. I dette Til-
felde faar den Ligning, der bestemmer Skjeringspunkterne, et Par lige Redder og kan
altsaa gjeres to Grader lavere. Paa den derved reducerede Ligning kunne da de samme
Betragtninger anvendes.

15!

Medens man ikke fra et vilkaarligt Punkt kan trekke Tangenter fil andre Kurver
end Keglesnittene, er det undertiden muligt at lose Opgaven for andre Kurver, naar Punktet
ikke tages fuldstendig vilkaarligt, men tenkes beliggende paa en vis given Kurve. Kr
dennes Ligning

b= g (a),

bliver Ligningen for en Linie gjennem et af dens Punkter




35

y = az 4 q,
hvor

q = @ (a) — aa.
At denne Linie er Tangent til en given Kurve, udtrykkes ved en Ligning mellem a og ¢

f(a,q) =0,
saa at Tangenterne bestemmes ved
fla, @ (@) —aa) =0,
der skal kunne leses ved Kvadratrod for alle Verdier af a, dersom Opgaven skal kunne
loses ved Passer og Lineal; der maa da vere mindst een Verdi af a, som gjer venstre
Side af denne Ligni» til et Kvadrat, det vil sige, at der i Kurven b = @ (a) maa vare
mindst eet Punkt, for hvilket alle Tangenterne falde sammen to og to.

Der gives altsaa ingen andre Kurver end Keglesnittene, til hvilke
man ved Passer og Lineal kan trekke Tangenter fra alle Punkter i en anden
given Kurve, medmindre denne indeholder mindst eet Punkt, for hvilket
alle Tangenterne falde sammen to og to.

Som specielle Tilfelde af Smtningerne i 14 og 15 faa vi:

Der gives ingen andre Kurver, hvis Skjaringspunkter med en vil-
kaarlig Linie i given Retning vi kunne bestemme ved Passer og Lineal, end
Keglesnittene og saadanne Kurver af Ordnen 2v, der skj®res af en vis Linie
i den givne Retning i Punkter, der falde sammen to og to.

Undtages maa en saadan Retning, i hvilken Kurven har et uendelig fjernt Punkt.

Der gives ingen andre Kurver, til hvilke man ved Passer og Lineal
kan treekke Tangenter i en vilkaarlig, given Retning, end Keglesnittene og
saadanne Kurver af Klassen 2v, for hvilke alle Tangenterne i en vis Retning
falde sammen to og to.

Undtages maa en saadan Kurve, til hvilken der i enhver Retning kan traekkes en
uendelig fjern Tangent.

Vi skulle endnu erindre om, at de angivne Betingelser for Kurver af hejere end
anden Orden ere nedvendige, men ikke tilstreekkelige. De geometriske Betingelser falde
sammen med den tidligere (Pag. 21) angivne Betingelse for, at en Ligning kan leses ved

Kvadratrod, idet denne netop forudswmtter, at Ligningen kan skrives under Formen
A7 ==l

02 altsaa, for a = 0, faar Redder, der to og to ere lige store.
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II. Almindelig Methode. Geometriske Steder.

§

Naar en Figur skal bestemmes ved geometrisk Konstruktion, og Opgaven er be-
stemt, maa der vere givet et Antal Betingelser, som Figuren skal tilfredsstille, der netop
svarer til Antallet af ubekjendte Sterrelser. Borttage vi en af de givne Betingelser, bliver
Opgaven ubestemt, idet der da bliver et uendelig stort Antal Lesninger, men disse danne
et System, hvor enhver er uendelig lidt forskjellig fra den foregaaende. Betragte vi alle
de Stillinger, som et merkeligt Punkt i Figuren kunne indtage, ville de i Almindelighed
danne en vis Kurve, Punktets geometriske Sted, ligesom enhver ref eller krum Linie
i Figuren i alle sine Stillinger vil rere en vis Kurve, Enveloppen, som vi kunne kalde
Liniens geometriske Sted. Den Methode, man i Almindelighed folger ved Lesningen
af en Konstruktionsopgave, bestaar derfor i, at man efterhaanden tenker sig en af de til
Figuren stillede Betingelser borte og seger de geometriske Steder for Figurens merkelige
Punkter eller Linier, for at benytte disse til Bestemmelsen, forsaavidt de ere anvendelige
ved Konstruktion med Passer og Lineal.

Dersom det nu er givet, at et vist Punkt P skal falde i en vis Linie L, der strax
kan afsettes, og hvis Beliggenhed i Forhold til de andre givne Stykker er vilkaarlig, er
L sely det ene geometriske Sted. Dersom nu den Betingelse, at P skal falde i L, bort-
tages, faar P et geometrisk Sted, og dettes Skjeringspunkter med L ere de segte Punkter;
dersom man, efter at L er borttaget, kan konstruere saa mange Punkter P, som man
vil, faa vi felgende almindelige Methode:

Man finder to Punkter P, og en ret Linie gjennem disse kan da
skjere L i det segte Punkt; findes det segte Punkt iKke paa denne Maade,
seger man endnu et Punkt og legger en Cirkel gjennem de tre Punkter; der-
som de Punkter, hvori denne skjerer L, ikke ere de sogte, seges endnu to
Punkter P, og man bestemmer Skjeringspunkterne for L og det ved de 5
Punkter bestemte Keglesnit; dersom disse Punkter ikke ere de segte, kan
Opgaven ikke loses ved Passer og Lineal.

Rigtigheden heraf folger let af Swmtningen i 4. Da L er vilkaarlig og ikke an-
vendes ved Konstruktionen af Punkterne P, maa det geometriske Sted for disse, efter hvad
vi der have bevist, veere et Keglesnit, for at Opgaven skal kunne loses ved Passer og Lineal.

5

L

Dersom vi borttage af Opgaven den Betingelse, at L skal gaa gjennem P, og da
kunne finde saa mange Linier L, som vi ville, der tilfredsstille de evrige Betingelser, uden
at vi ved Konstruktionen benytte Punktet P, hvis Beliggenhed tienkes uafhengig af de
andre givne Stykker, komme vi til en lignende Methode. Linien L indhylles nemlig af en
vis Kurve, og den segte Linie bliver Tangenten fra P til denne Kurve, som altsaa maa




vaere et Keglesnit, for at Opgaven skal kunne loses ved Passer og Lineal. Da et saadant
er bestemt ved b Tangenter, vil altsaa ogsaa i dette Tilfelde 5 Forsog vare tilstraekkelige
til at give os Lesningen eller vise dens Umulighed.

3.

De to Methoder reducere Opgaverne til felgende to:

At bestemme Skjeringspunkterne for en given ret Linie og et Kegle-
snit, der er givet ved 5 af sine Punkter.

At trekke en Tangent fra et givet Punkt til et Keglesnit, der er be-
stemt ved 5 af sine Tangenter.

Af disse to Opgaver reduceres den ene til den anden ifalge Swtningerne om reci-
proke Polarer, og begge reduceres de ved Pascals og Brianchons Theoremer let til fol-
gende Opgave:

I en given Trekant at indskrive en anden, hvis Sider indeholde hver
sit givne Punkt.

Lad den givne Trekant vere ABC, den segte abe, idet a falder i BC, b i AC,
¢ i AB, medens de givne Punkter ere o i be, B i ac, y i ab.

Sege vi at tegne den indskrevne Trekant, idet vi i Stedet for det ubekjendte
Punkt & begynde med et vilkaarligh Punkt i 4C med Abscissen x, (Begyndelsespunktet
ubestemt), komme vi, naar vi ikke tilfeldigvis have valgt det rigtige Punkt &, tilbage til
et andet Punkt i AC med Abscissen z,. Til et Punkt x, svarer kun eet Punkt z, og
omvendt, saa at der mellem disse maa gives en Ligning af Formen

xy g — ke, — leg +d =0,
det vil sige, de to Systemer x, og z, ere projectiviske (homografiske). %y = oo giver
%y =Fk, og %y = oco giver , =1, saa at k og ! blive de Punkter, der svare til de
uendelig fjerne Punkter, og derved let bestemmes. Velges det hidtil ubestemte Begyndelses-
punkt midt imedlem <iisse, bliver | = — £, og Ligningen altsaa

Ly Xy — bz, + kry +d = 0.

Betegne vi det til x, = 0 svarende x, ved m, bliver Ligningen

&y Xy + k(g — ) — km = 0.

For det sogte Punkt b er », — xq, saa abt det bestemmes ved
z* = Im,

der viser, at man kun har at afswtte Mellemproportionalen mellem % og m til begge Sider
fra Begyndelsespunkt(‘t, for at faa de to Lesninger, der altid blive reelle, naar & og m faa
samme Fortegn,

4.

Dersom Opgaven fordrer, at et vist Punkt # skal falde paa en given Cirkelperiferi
S, hvis Centrum og Radius ere vilkaarlige og uafhangige af de andre givne Sterrelser,
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have vi set, at det geometriske Sted, som P faar, naar vi borttage den Betingelse, at det
skal falde paa S, maa vere en ret Linie eller en Cirkel, for at Opgaven skal kunne loses
ved Passer og Lineal; ved saadanne Opgaver ville altsaa hejst tre Forseg veere tilstraekkelige
til at bestemme Punktet P eller vise, at Opgaven er umulig.

9.
Ezxempler paa Opgaver, som loses ved to Forspq.

1) I en given Trekant at indskrive et Kvadrat.

Vi kunne her borttage den Betingelse, at Kvadratets ene Vinkelspids skal falde i
Trekantens ene Side. Vi faa da et System af Kvadrater, der ere ligedan beliggende, saa
at ethvert Punkts geometriske Sted er en ret Linie. Systemet har et uendelig lille Kva-
drat, der falder i Fewllespunktet, saa at vi kun heheve at soge eet Punkt til, for at be-
stemme det sogte geometriske Sted.

2) At konstruere en Trekant, ligedannet med en given, hvis ene
Vinkelspids falder i et givet Punkt, medens den anden falder paa en given
ret Linie, og den tredie paa en given ret Linie eller Cirkelperiferi,

Vi borttage den sidste Betingelse, hvorved det geometriske Sted for den tredie
Vinkelspids bliver en ret Linie, som bestemmes ved to Forseg.

3) At trekke en ret Linie, hvoraf 4 givne rette Linier afskjere
Stykker, der staa i givne Forhold til hverandre. (Newton.)
Vi borttage den ene givne rette Linie og gjere to Forseg.

4) I en given Firkant at indskrive en anden, ligedannet med en
given. (Newton.)

Vi borttage den ene Side af den givne Firkant og tegne to Firkanter, ligedannede
med den givne og med de tre Vinkelspidser paa de tre andre Sider. Det geometriske Sted
for den fjerde Vinkelspids er en ret Linie, af hvilken vi da have bestemt to Punkter.

Den forrige Opgave er et specielt Tilfelde af denne.

5) At konstruere en Firkant, ligedannet med en given, og hvis Sider
indeholde hver sit givne Punkt.

Borttag det ene af disse. Systemet af Firkanter er da et saadant, hvor hvert
Punkt beskriver en Cirkel, og hver ret Linie gaar gjennem ef fast Punkt.

Exempler paa Opgaver, som loses ved tre Forspg.

6) At legge en Trekant, ligedannet med en given, med den ene Vinkel-
spids i et givet Punkt og de to andre paa givne Cirkelperiferier.

7) At trekke to Linier, naar man kjender Forholdet mellem deres

Afstande fra et givet Punkt, Vinklen imellem dem, den enes Afstand fra et
givet Punkt og et Punkt i den anden.
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Man borttager den Betingelse, at den anden Linie skal indeholde det givne Punkt.
Linien genererer da en Cirkel, der bestemmes ved tre Forseg, som give tre af dens Tangenter.

Opgaver, der lpses ved fem Forspy (specielt 4).

8) Igjennem et givet Punkt at trekke en ret Linie saaledes, at Styk-
kerne fra dens Skjmringspunkter med to givne Linier til givne Punkter i
disse Linier staa i et givet Forhold. (Apollonius: sectio rationis.)

Man borttager den Betingelse, at den sogte Linie skal indeholde det givne Punkt.

Lad det givne Punkt vere P, de givne Linier skjere hinanden i O og indeholde
de givne Punkter 4 og B, medens de skjeres af den segte Linie i X og Y. Borttages
P, genererer XY en Parabel, og da de givne Linier samt 4B selv blive Tangenter til
aenne, behover man kun at afsmtte to Punkter X, og Y, saa at 4X, og BY, have det
givne Forhold, for at have 4 Tangenter, som her ere tilstreekkelige. En Cirkel gjennem
O, 4 og b og en gjennem O, X, og Y, skjerer hinanden i et Punkt D), der er Drejnings-
punkt for alle Stillinger af Linien X, Y¥,. Man har altsaa A DAB ~ A DXY, saa at
<. DXP er bekjendt, hvorved X let findes.

Hertil reduceres alle de Opgaver, hvor Enveloppen for den rette Linie, der des-

uden skal gaa gjennem det vilkaarlige Punkt P, er en Parabel; Punktet D bliver dennes
Brendpunkt. .

Y) Gjennem et givet Punkt at treekke en Linie, som i Forbindelse
med to givne Linier danner en Trekant med givet Areal. (Apollonius:
sectio spatii.)

10) I en given Cirkel at indskrive en Trekant, hvis Sider indeholde
hver et givet Punkt.

11) I en given Trekant at indskrive en anden, kongruent med
en given,

12) 1 en given Trekant at indskrive en anden, ligedannet med en
given, og hvis ene Side gaar gjennem et givet Punkt.

13) I en given Trekant ABC at indskrive en Trekant abe, saa at be
indeholder et givet Punkt, og ca+ AC, ba = AB.

Opgaver, som ved Methoden vise sig ikke at kunne loses ved Passer og Lineal.
14) Gjennem et givet Punkt at treekke en Linie, hvoraf to givne
Linier afskjere et Stykke af given Langde.
Borttage vi-den ene af de givne Linier, bliver det geometriske Sted for det Punkt,

der skal falde i den, en Konchoide. Opgaven kan altsaa ikke leses, da den borttagne
Linie er fuldstendis; vilkaarlig.
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Man kunde ogsaa borttage det givne Punkt, hvorved en ret Linie af given Langde
kommer til at glide med sine Endepunkter paa to givne rette Linier; da den ikke derved
genererer et Keglesnit, se vi ogsaa paa denne Maade, at Opgaven ikke kan loses ved Passer
og Lineal.

Medens Opgaven ikke i Almindelighed kan leses, kan den vel loses i visse spe-
cielle Tilfzlde, idet man kan bestemme Konchoidens Skjering med rette Linier, der til-
fredsstille en vis Betingelse. Tage vi den givne Linie til Abscisseaxe og lade det givne
Punkt vere (0, — b), den givne Langde a, bliver Ligningen for Konchoiden

22 y? = (y + D)2 (a® — y?).

Dersom nu det givne Punkt har samme Afstand fra begge de givne Linier, kommer def
an paa at bestemme Kurvens Skjeringspunkter med Linien

zeosa -+ (y + b)sina 4+ b =0,
hvor kun « er vilkaarlig, det vil sige, hvor Linien er en Tangent til den Cirkel, der rorer
Abscisseaxen og har sit Centrum i det givne Punkt. Elimination af = giver
y* -+ 2y°b (1 +sina) + »* (2b% (1 - sina) — @* cos’a) — 2bya® cos?a — a*b* cos*a = 0.
Kvadratrodsuddragning viser, at Koefficienterne i Resten have til felles Faktor
(1 4+ sina) [b2 4 a® -+ (b* — a?) sina].

Ligningen kan ogsaa skrives
[y2 + by (1 +sina) + 6% (1 4 sina)]? = (y + b)* (1 +sina) [6* + a® 4 (b* — a?) sina],
og altsaa leses ved Kvadratrod.

15) At legge en Trekant, kongruent med en given, med sine Vinkel-
spidser paa tre givne Cirkelperiferier.

Dersom Opgaven skal kunne leses ved Passer og Lineal, maa det geometriske Sted

o o]

for den ene Vinkelspids af en given Trekant, der bevaeger sig med sine to andre Vinkel-
spidser paa to givne Cirkelperiferier, vwere en ret Linie eller en Cirkel, men dette er ikke
Tilfeldet, da det, i det specielle Tilfelde, hvor Cirklerne gaa over fil rette Linier, som he-
kjendt er et almindeligt Keglesnit.

16) Fra et givet Punkt at treekke en Normal til et givet Keglesnit,

Da Opgaven falder sammen med den, at treekke en Tangent til Keglesnittets
Evolut, der ikke er et Keglesnit, kan den ikke leses ved Passer og Lineal.

0.

Medens vi ovenfor have benyttet vore Swmtninger til at udlede Lesningen af givne

Konstruktionsopgaver, kunne vi omvendt benytte dem til at bestemme geometriske Steder
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ved Hjelp af Opgaver, som ad anden Vej ere loste. Vi kunne ogsaa ved Hjxlp af be-
kjendte geometriske Steder finde ny, idet vi deraf, at et vist geometrisk Sted er et Kegle-
snit, kunne slutte, at en vis Opgave kan leses, og deraf atter se, at andre geometriske
Steder ere Keglesnit. Keglesnittets Natur og Beliggenhed bestemmes i Almindelighed let
ved merkelige Linier og Punkter i det.

Exempel 1) I en given Trekant kan man indskrive en Trekant, ligedannet med
en given, saaledes at den ene Side indeholder et givet Punkt. Heraf slutte vi:

Naar en Trekant, ligedannet med en given, bevager sig med sine Vinkelspidser
paa tre givne rette Finier, ville dens Sider generere Keglesnit.

Naar en Trekant. ligedannet med en given, beveger sig saaledes, at den ene Side
indeholder et givet Punkt, medens dens Endepunkter glide paa givne rette Linier, er det
geometriske Sted for den tredie Vinkelspids et Keglesnit. Man ser, at det er en Hyperbel,
hvis uendelig fijerne Punkter bestemmes ved de Stillinger af Trekanten, hvor Siden gjennem
det givne Punkt er parallel med en af de givne Linier.

Naar en Trekant, ligedannet med en given, beveeger sig med Endepunkterne af en
af sine Sider paa to givne rette Linier, medens en af de andre Sider indeholder ef fast
Punkt, vil det geometriske Sted for den tredie Vinkelspids vere et Keglesnit.

2) Gjennem et givet Punkt kan man ved Passer og Lineal trekke en Linie,
hvoraf to givne Cirkler afskjwere ligestore Korder. Deraf slutte vi:

Naar en ret Linie bevieger sig saaledes, at to givne Cirkler afskjere ligestore
Korder af den, indhylles den af et Keglesnit. .

3) 1 en given Trekant kan man indskrive en anden saaledes, at de to Sider falde
1 givne Retninger, og den fredie faar en given Lengde. Heraf folger:

Naar en Linie af given Lengde glider med sine Endepunkter paa to givne Linier,
0g man fra dens Endepunktfer trakker Linier i givne Retninger, er det geometriske Sted
for disses Skjaeringspunkt et Keglesnit.

Naar en ret Linie 4B med given Retning glider paa to givne refte Linier og et
Punkt X' bestemmes ved, at XA har en given Retning, medens XB har en given Lengde,
er det geometriske Sted for X et Keglesnit.

4) Fra et givet Punkt kan man trekke en Linie, der af to givne Cirkelbuer af-
skjeere ligedannede Stykker, idet disse regnes fra givne Punkter i Buerne; heraf folger:

Naar en ret Linie glider saaledes paa to Cirkelbuer, at dens Endepunkter gjennem-
lebe ligedannede Buer (med samme Omlebsretning), genererer den et Keglesnit.

5) Naar en Trekant er indskreven i en Cirkel, og de to Sider indeholde faste
Punkter, vil den tredie generere et Keglesnit. (Opg. 10).

6) Naar en Trekant, kongruent med en given, glider med sine fo Vinkelspidser
paa rette Linier, beskriver den tredie et Keglesnit (Opg. 11).




7) Naar man fra et Punkt i den ene Side af en Trekant traekker Paralleler med
de to andre Sider og forbinder disses Skjeringspunkter med Siderne ved en ret Linie,
genererer denne et Keglesnit (Opg. 13).

8) Naar en ret Linie drejer sig om et fast Punkt og har sine Endepunkter paa
to givne rette Linier, og man fra Endepunkterne af den hevaegelige Linie trakker Pa-
ralleler med de givne Linier, er det geometriske Sted for deres Skjmringspunkt et Kegle-
snit (Opg. 13).




NOTEP\.

Den foreliggende Afhandling maa ikke betragtes som et afsluttet Hele, men snarere som et Grundlag
for en videre Udvikling; jeg haaber, at mange af Setningerne, navnlig i anden Afdeling, ville vise sig
kun at vere specielle Tilfelde af andre, der have en langt sterre Almindelighed.

Vi have i forste Afsnit kun undersegt saadanne Ligninger af Graden 27, der kunne leses ved
Kvadratrod, da de geometriske Undersegelser kun give os Brug for saadanne; det er imidlertid ikke
vanskeligt at udvide Resonnementerne til at gjelde for saadanne Ligninger af Graden p» (p et Primtal),
der kunne leses ved Rodsterrelser med Exponenten p.

De i II. fremsatte Methoder til at soge en rational Rod i en Ligning kunne ikke bruges, naar
denne indeholder en Kvadratrod, Va, der betragtes som en bekjendt Sterrelse; vi kunne da smtte
Z=b--cVa, hvorved Ligningen deler sig i to andre, hvor man da soger de rationale Redder 6 og e.
Er Ligningens sidste Led B4 CV a, maa denne Sterrelse vare delelig med b +4c¢Va, og B — a (*
altsaa delelig med 5 — @¢?; man kan benytte dette til at bestemme 4 og ¢ ved Lesning af den ube-
stemte Ligning

; 2 —ay* =f,

hvor 7 er en Faktor i B? — «(?; da Ligningen imidlertid kan have uendelig mange Lesninger, naar a
er positiv, kan denne Fremgangsmaade kun anvendes, naar « er negativ. Vi tenke her som i det Fore-
gaaende navnlig paa det Tilfelde, da Koefficienterne ere Tal, da dette er det vanskeligste; ere Koef-
ficienterne Bogstaver, har man mange Midler til at lette Undersogelserne, men disse maa imidlertid rette
sig efter de specielle Tilfwlde.

Abel har som bekjendt undersegt de Ligninger, hvor en af Rodderne kan udtrykkes som rational
Funktion af en anden. Andre specielle Tilfeelde ere behandlede af Galois, Hermite, Kronecker og Andre.
Hesse har vist, at en' Ligning af 9de Grad, hvor Redderne falde i tre Grupper, saa at enhver i en af
Grupperne kan udtrykkes ved den samme rationale, symmetriske Funktion af de to andre, kan loses
algebraisk (Bestemmelse af de 9 Inflexionspunkter ved en Kurve af Sdie Grad); man har imidlertid, naar
Relationen indeholder flere end to Redder, kun undersogt specielle Tilfelde; vi skulle fremswmtte et Par
Bemgerkninger om det almindelige. .

Af de bekjendte Relationer mellem en Lignings Redder og Koefficienter kan man ved Elimi-
nation danne andre, der alle gjelde for hvilkesomhelst af Redderne; vi ville kalde saadanne Forbindelser
de naturlige. Er der ny givet en anden rational Ligning mellem Redderne, tenke vi os denne ved
Hjelp af de naturlige Ligninger bragt til at indeholde saa faa af Redderne som muligt og en af disse

£

&, efter hvilken vi ordne Ligningen, skaffet saa lav en Exponent som mulig; vi have da to Ligninger

filz)=10"g plt)=0.
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Dividere vi ¢ (z) i f(z), erholde vi en Rest R, der maa vmre 0 for x=§&; da & i Resten er med lavere
Exponent end i ¢(£), maa R =0 vere en naturlig Ligning, da man ellers havde en simplere Relation.
Resten bliver da Nul, hvorledes man end veelger de i Koefficienterne forekommende Redder, og alle
Redderne i ¢(£) =0 maa i alle Tilfelde vere Rodder i f(x) = 0.

og resonnere paa samme Maade, faa vi folgende Smtning: .

~ Dersom der existerer en Relation, foruden de naturlige, mellem Rodderne i en
irreduktibel Ligning, maa en af de naturlige Ligninger kunne deles i rationale Lig-
ninger, der da angive disse Forbindelser. Er en af disse

o 0 0 B 8 A

der er af saa lav Grad som mulig, vil denne Ligning altid bestemme » af Rodderne i f(x) =0, hvor-
ledes vi end udtage de i 4,, 4, ... forekommende Redder mellem Redderne i f(z) = 0.

Det synes vanskeligt at angive noget Almindeligt om, hvorledes Ombytning af de i 4,, 4, ...
forekommende Redder bringe Verdierne af & til at forandres; som nogle specielle Resultater mewrkes:

Alle Ombytninger give alle Rodderne i f(x) = 0 hver lige mange Gange;

En Ombytning af de i 4,, 4, ... forekommende Rodder giver & lutter ny Vaerdier, dersom
de ombyttede Redder ikke forekomme symmetrisk.

Den af Hesse behandlede Ligning er kun et specielt Tilfelde af en Gruppe, der kan behandles
paa den i IIL 4. udviklede Maade; Ligningen af 9de Grad deles i tre Ligninger af 3die Grad, hvis
Koefficienter bestemmes ved en Ligning af 3die Grad.

Umuligheden af at dele en Vinkel i tre lige store Dele ved Passer og Lineal er forst bevist

af Wantzel; fejes hertil Cirkelperiferiens Deling af Gauss, er der neppe noget Arbeide af Betydning

tilbage, der behandler denne Art Spergsmaal.




THESES.

1

Den i Eliminationstheorien fremsatte »Kombinationsmethode« ber aldrig anvendes.
2

Definitionen af en Vinkel som en Del af den uendelige Plan har ingen viden-
skabelig Berettigelse.
D

[

En Kurves Langde er ubestemt, naar den kun er defineret som geometrisk Sted.

4.
Mange Udviklinger og Methoder i Analysen forudsette en uafthaengig Variabel, der
kan variere fra — oo til -+ oo, og give mangelfulde Resultater, dersom man bruger en

uafhengig Variabel, hvor dette, ifolge Opgavens Natur, ikke kan finde Sted.

.

I Theorien om Envelopper sammenblandes ofte forskjellige Opgaver, idet man ikke
tager Hensyn til den Indflydelse, som Ligningens Form og Valget af Parameter have.

»

ot

Den Swtning, at Enveloppen og den frembringende Kurve have faelles Tangent,
gjelder ikke almindeligt, og derved blive Begreberne Envelop i Geometrien og partikulaer
Oplesning i Analysen ikke fuldsteendig sideordnede.

it

Newtons Methode til Bestemmelse af en hejere Grandse for Redderne i en
numerisk Ligning giver ikke Garanti for nogensomhelst Grad af Tilnarmelse.




8. : : |

Ved de bekjendte Smtninger af Cauchy, Duhamel, Bertrand o. fl. kunne vi under-
soge, om en given Reekke har en endelig Sum, men dersom Rekken er dannet ved Ud-
viklingen af en given Funktion, ifelge de ubestemte Koefficienters Methode, Mac Laurins
Formel o. s. v., give de ikke Sikkerhed for, at denne Sum netop er den udviklede Funk-
tion; for at bevise dette, maa man vise, at

Lim. (f (») — 2 pn) =0,
idet f(x) er Funktionen, og @(n) det nte Led i Reekken.

%

Karakteristisk for den nyere Geometri er den Vedtmet, at den betragter enhver
J -]
Ligning som et specielt Tiltelde af den almindelige Ligning af samme Grad, for at opnaa

almeengyldige Resultater.
10.
I Statiken er det en Grundsetning, at, ved et System af fast forbundne Punkter,
er Maaden, paa hvilken de ere forbundne, ligegyldig.
5 ;i

Kraefternes Parallelogram gjelder videre, end det bruges, idet det kun forud-
setter, at
1) de Begreber, man behandler, kun have to Sider; der billedlig kunne fremstilles ved
en ret Linies Leengde og Retning (Svingkrefter, Rotationer, komplexe Tal);

2) at to saadanne kunne erstattes ved et tredie (adderes);
3) at Enheden ved den billedlice Fremstilling er vilkaarlig.
Poinsot behevede derfor ikke smrskilt at undersege Sammens@etningen af Rotationer.










