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Den Leeser, som er bekjendt med mine tidligere, stgrre og
mindre Arbejder om Mathematikens Historie og dens Standpunkt
paa forskjellige Tider, vil i narverende Skrift gjenfinde Tanker og
Resultater, for hvilke jeg alt har gjort Rede, og hvilke jeg har
givet en Begrundelse, som der ikke er Plads til her. Han vil
imidlertid her finde en Udskillelse og Sammendragning af det, som
seerlic knytter sig til en enkelt Side af Mathematikens Historie,
nemlig dens Udvikling som den exakte Videnskab, og denne Ud-
vikling vil, om end i al Korthed, blive fulgt ogsaa gjennem
Tider, som jeg ikke fgr har haft Lejlighed til at behandle. Derved
vil ogsaa kastes noget nyt Lys paa de Tider, med hvilke jeg fgr
har beskjeftiget mig.

Samtidig har jeg sggt at gjgre mit Arbejde tilgeengeligt og-
saa for andre end Mathematikere. Ganske vist egner den prin-
cipielle og logiske Side af Mathematiken, hvis Historie jeg her be-
tragter, sig neesten mindst af alt til en egentlig populer Behand-
ling, Da dog Fremstillingen for en meget stor Del har kunnet
holdes fri for de serlig mathematiske Betegnelsesmaader og for-
udszetter meget lidet Specialkjendskab, haaber jeg at have gjort
den tilgeengelic navnlig for de Videnskabsdyrkere, som i deres
eget Fag eller i dettes Historie finde Bergringspunkter med de i
nerverende Skrift omhandlede mathematiske Grundprinciper og
disses historiske Udvikling.

Igvrigt skal jeg bemerke, at jeg maa forbigaa meget ogsaa
af det, som mnetop vedkommer Mathematikens logiske Side. Jeg
har imidlertid straebt at fremdrage de Synsmaader, som forekomme
mig mest karakteristiske for e forskjellige Tider, og hvis Om-
dannelse og Udvikling fra den ene Tid til den anden give en
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Ramme, hvori ogsaa de Sider af Udviklingen, som jeg ikke faar
med, ville kunne passes ind. De Synsmaader, som jeg fremdrager,
skildres fortrinsvis i de Skikkelser, hvori de mgde os hos deres
betydeligste Repraesentanter, skjgnt ogsaa mangfoldige andre Ma-
thematikere kunne have ydet veesentlige Bidrag til deres Udvikling.
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Indledning.

Paa sit allerforste Trin-vil en begyndende Mathematik
i Reglen lade sig noje med at fastholde visse mathematiske
Kjendsgjerninger. Saadanne kunne veere indvundne ved en
Erfaring, der er gjentagen saa hyppig, at dens Resultater
ere blevne siddende i Bevidstheden. De kunne muligvis
ogsaa vere vundne ved en vis Kombination af disse Resul-
tater. Saalenge denne Kombination er foretagen ubevidst,
paa samme Maade, som vi have opbygget alle vore Fore-
stillinger ved en Forbindelse af Enkeltindtryk, som vi forst
ved et vist Arbejde kunne skille fra hverandre, kan der ikke
veere Tale om en videnskabelig Behandling af Mathematiken.
Til en saadan kreves netop, at man bliver sig Forbindelsen
mellem de enkelte Resultater bevidst, at man altsaa ikke
bliver staaende ved, at de ere rigtige hvert for sig, men gjor
Rede for, i hvilken Grad de medfore hverandre. Den saa-
ledes opnaaede Udledelse af de Resultater, som folge af
andre, maa dog ikke ske ved Hjelp af en rent mekanisk
Fremgangsmaade, ved en Regning, som man har lert af
andre, eller som man efterhaanden kan have dannet sig ved
ubevidst Kombination af Fremgangsmaader, hvis Rigtighed
Erfaringen efterhaanden har godtgjort. For at have moget
videnskabeligt ved sig maa den veere en virkelig Begrundelse,
som lader den Sammenhzng mellem de forskjellige Resul-
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tater, i Kraft af hvilken det ene medforer det andet, treede
frem for Bevidstheden.

Et andet Kjendetegn paa videnskabelig Mathematik er
dens Evne til at voxe og udvikle sig. Som den knytter de
Kjendsgjerninger, der oprindelig havde paatrengt sig ad
ukjendte Veje, til hverandre gjennem Begrundelser, saaledes
arbejder den videre og finder da, at helt nye Kjendsgjer-
ninger knytte sig til de alt kjendte paa lignende Maade,
som disse alt vare forbundne indbyrdes.

Vore to Kjendetegn paa en vyidenskabelig Behandling
af Mathematiken ere altsaa Begrundelse og Vext. At have
opstillet to Kjendetegn for et vil ikke bringe os i nogen
Forlegenhed; thi paa de Steder i Mathematikens Historie,
hvor det ene helt savnes, vil det ogsaa vise sig, at det
andet heller ikke har haft nogen Betydning. -Det forholder
sig dog ikke saaledes med disse Kjendetegn, at de til alle
de Tider, da den mathematiske Videnskab har blomstret,
ere fremtraadte med lige Styrke. Der har tvertimod baade
veeret, Tider, hvor navnlig de nye Sandheder have knyttet
sig rask til de eldre, og saadanne, hvor der is@r har veeret
arbejdet paa at uddybe Forstaaelsen af dem, man allerede
besad, og af deres indbyrdes Forbindelse. De storste Mathe-
matikere have dog forbundet begge Sider af Sagen. Ved
Indtreengen 1 Sammenh@engen mellem det, de allerede vidste,
have de fundet Fremgangsmaader, som forte dem selv langt
videre. Disse Fremgangsmaader, ofte i en sendret og for de
mindre betydelige Mathematikere bekvemmere Skikkelse,
have derneest sat ogsaa disse sidste i Stand til at yde Bi-
drag til Mathematikens Veext.

En Mathematik, som tilfredsstiller de her opstillede
Fordringer til videnskabelig Behandling, ere vi indenfor
Historien forst istand til at felge hos de gamle Grazkere.
Der foreligger dog langt wldre Vidnesbyrd om Kjendskab
til saadanne mathematiske Sandheder og til saadanne An-

vendelser, som ikke synes at kunne veaere erhvervede ved en




ubevidst Indsamling af Erfaringer ag en blot instinktmeessig
Sammenstilling af disse. Det vigtigste af disse er den
wgyptiske Regnebog, som findes i det saakaldte Papyrus
Rhind i British Museum, og som i 1877 blev oversat og for-
klaret af Kisenlohr. Dets Alder swmttes af den sagkyndige
Forsker, som sidst har beskjeftiget sig dermed?), til omtrent
1700 for Christus. Det er ikke ubetydeligt, hvad det inde-
holder af Beregningsmidler, anvendte paa en stor Mwengde
Opgaver. Flere af disse robe ogsaa nogen geometrisk Viden,
der iovrigt lige saa lidt som en vis Regnekunst kunde savnes
hos et Folk, der har efterladt os saadanne Bygninger som
Agypterne. Noget af dets Indhold kan endog, som den nys
anforte Athandling er et Exempel paa, give Anledning til
videnskabelige Undersogelser, ej blot af historisk men ogsaa
af mathematisk Natur. Dette gjelder saaledes om en meerke-
lig Deling af Broker i Summer af saakaldte Stambreker, det
er saadanne, som alle have 1 til T@ller. Man kan nemlig
baade sporge om, hvorledes man har baaret sig ad med at
foretage denne Deling, der i hvert Fald maa have beroet
paa nogen Indsigt i Tals Delelighed, og man kan sperge,
hvilken Hensigt man har haft med selve Brokernes Deling.
Til Besvarelse af disse Sporgsmaal kan man vejledes ved de
talrige Exempler, som Bogen indeholder, og man kan maaske
derved komme paa Spor efter en endnu ldre videnskabelig
Udvikling af Mathematiken; men om selve denne Udvikling
bringer den gamle Regnebog intet umiddelbart Vidnesbyrd,
idet den om denne Sag kun meddeler som Kjendsgjerning,
at de og de Regninger fore til Broker sammensatte af de
og de Stambreker. Neermest en videnskabelig Behandling
kommer en. tabellarisk Sammenstilling af Oplesningen af

Broker med Telleren 2 op til ;q i Stambreker; thi det er

1) F. Hultsch: Die Elemente der Agyptischen Theilungsrechnung, Krste Ab-
handlung, — Abh. der phil. hist. Classe der Kgl. Sichs. Gesellschaft
der Wissenchaften. XVII Bd. 1895.
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netop saadanne Sammenstillinger, som give det rette Over-
blik, ja som ere direkte Hjelpemidler til den videre Be-
handling.

Hvad man nu end vil domme om dette ldgamle Skrift,
saa savne vi i den senere smgyptiske Mathematik vort andet
Kjendetegn paa en videnskabelig Behandling, nemlig en
fortsat Veext; thi se vi paa saadanne Levninger af den egent-
lige wgyptiske Mathematik, som skrive sig fra langt yngre
Tider, saa opdager man slet ikke nogen Udvikling ud over,
hvad der findes i den gamle Regnebog.

Spor af wldgammel Mathematik findes ogsaa 1 nogle
Tavler med Kileskrift, som i 1854 ere fundne ved Senkereh
ved Kufrat, og som menes at skrive sig fra Tiden mellem
2300 og 1600 for Christus. I 60-Talsystemet, det samme
System, som vi den Dag i Dag bruge til Fremstilling af
Tidslengder og Vinkelstorrelser, angive de Vardierne af samt-
lige Kvadrattal op indtil 602 og af samtlige Kubiktal op
indtil 32%. Der siges saaledes, at Kvadratet af 58 er 58.1,
det vil sige 58.60-1 o. s. v. Her foreligge forskjellige
Kjendetegn paa videnskabelig Interesse og videnskabelig
Behandling. Allerede Valget af Grundtallet 60 maa skyldes
Hensynet til, at dette Tal som 22.3.5 er deleligt med et
stort Antal lavere Tal; men endnu vigtigere er det, at Dan-
nelsen af disse Tavler tyder paa Forstaaelse af det, hvortil
saadanne Tavler naturligst bruges, nemlig Kvadrat- og
Kubikrodsuddragning. Vi vide intet om; hvorvidt man iov-
rigt var kommen, da disse Tavler udarbejdedes, eller hvor
leenge den daverende mathematiske Udvikling fortsattes.
Veard at legge Mearke til er det dog, at Grekerne, da deres
Mathematik ellers nasten havde naaet sit hojeste Maal, og
da man tilfulde besad den theoretiske Indsigt i de Seatninger
som behoves til Kvadratrodsuddragninger, indskraenkede disse
til temmelig grove Tilnermelser, og at de derefter, da Astro-
nomien kravede storre Npjagtighed, netop naaede denne
gjennem Brug af en saadan Sexagesimaldeling som den,




hine gamle Tavler benytte. Dette System og med det
Evnen til paa en overkommelig Maade at behandle storre Tal
optraeder forst efter -Alexanders Tog og synes tilligemed
adskillige astronomiske Fremskridt at veere tilfort de ind-
sigtsfulde Grakere fra det fjerne Osten.

Medens denne Paavirkning forst naasede Grakerne, da
de allerede havde en udviklet Mathematik, er det anderledes
med Paavirkningen fra wgyptisk Side. Vi here om den ene
af de wldste greske Mathematikere efter den anden, at han
drog til Agypten og lerte af det dervemrende Prasteskab.
Hvad de der have lart, synes mest at have veret bestemte
Regler til at udfere den og den Konstrukiion, foretage den
og den Beregning, f. Ex. af Hojder ved Hjelp af Skygge-
lengder. Disse Reglers Raekkevidde har maaske ikke veeret
saa ganske ringe; men hele deres Indordning under en
videnskabelig Behandling tilherer Grakerne. Den fremkom
af disses Drift til at forstaa, hvorfor Reglerne forte til rig-
tige Resultater, og til at opfatte den indbyrdes Sammen-
heng mellem de mathematiske Sandheder, som man efter-
haanden lerte at kiende. Den lagde sig dernsest for Dagen
i den raske Veext af den mathematiske Viden, der hos Agyp-
terne igjennem saa lange Tider var bleven staaende paa
samme Standpunkt. Den forte endelig i forholdsvis kort Tid
til et saa fuldstendigt Hele som det, hvori den elementare
Mathematik foreligger i Huklids Elementer, og til videre-
gaaende Arbejder, der ved deres hele Behandlingsmaade og
omfattende Resultater til alle Tider maa kunne fastholde

Mathematikernes Interesse.
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Opdagelsen af irrationale Storrelser.
te)

Fra Tiden for Kuklid (omtrent 300 for Chr.) foreligger
der vel kun et enkelt mathematisk Brudstykke (Hippokrates’
Kvadratur af Halvmaanerne), tilmed omdannet ved senere
Bearbejdelser. Selve Udviklingen kjender man dog ret godt
af’ historiske Meddelelser, hvis rette Forstaaelse sikres ved
deres Sammenhang med, hvad der forefindes hos Euklid, og
de ere benyttede med stor Omhu af vor Tids Mathematik-
historikere. Det Lys, som derved kastes paa Udviklingens
forste Aarhundrede, fra Thales (omtrent 600) til Pythagoras
(henimod 500), i hvilket man begyndte at ordne og bruge
de efterhaanden fra Agypterne modtagne Leerdomme, er
vel endnu ikke meget klart. Hvad der meddeles om Pytha-
goras og Pythagorserne, knytter sig derimod saa inderlig
til de Synsmaader, som senere fik Herredemmet hos Gree-
kerne, at det giver en levende Forstaaelse af, hvorledes den
graske Mathematik er bleven til og efterhaanden har antaget
den Form, som vi finde hos de senere Forfattere. Denne
Forstaaelse har sit Verd, selv om ikke alle de foreliggende
Oplysninger have fuld historisk Paalidelighed, om de f. Ex.
tilskrive Pythagoras selv, hvad der forst tilherer hans Di-
sciple, eller endog tillegge Betragtninger eller Fremgangs-
maader, som mere tilfeeldig ere opstaaede hos Pythagoraerne,
en Vagt og Betydning, som de ferst efterhaanden naaede
senere Saadanne Oplysninger, hvis Hovedbetydning maaske
ligger i deres Paapegen af, hvad man senere paa de store
Mathematikeres Tid lagde seerlig Veegt paa, kunne godt give
en rigtig Forestilling om, hvorledes Udviklingen er fore-
gaaet, uden at veere fuldt paalidelice med Hensyn til de
Tidspunkter, da hvert enkelt Trin er naaet.

Her, hvor vi nermest skulle se, hvorledes Mathematiken
er bleven til den exakte Videnskab, skulle vi af det, som
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meddeles om Pythagor®erne, navnlig legge Vgt paa
Kjendskabet til Losningen af Ligninger af 2den Grad, hvilket
tilleegges dem i den geometriske Form, som Grakerne i det
mindste senere gav denne Losning, samt deres Opdagelse af
irrationale Sterrelser. [ Forbindelse med det forste staar
Konstruktionen af reguleere Femkanter, som netop afhsenger
af Ligninger af 2den Grad, og tildels Konstruktionen af de
reguleere Polyedre, som Pythagormerne ogsaa siges at have
kjendt. Sammenhwengen mellem Ligninger af 2den Grad
og Kjendskabet til irrationale Sterrelser er aabenbar, da
Ligninger af 2den Grad i Almindelighed fore til saadanne
Sterrelser. Grakerne lode sig ikke, som Inderne senere
gjorde, ngje med at regne Rodderne ud med en Tilneer-
melse, som man kunde gjore saa god, som hvert enkelt
Spergsmaals Natur kreevede. Dertil besade de, som alt be-
rort, heller ikke gode Midler. Derimod gave de sig til at
anstille Betragtninger over, hvorvidt man overhovedet kunde
naa Maalet ved saadan Tilnsrmelse. De lagde deres Sands
for absolut mathematisk Nojagtighed for Dagen ved at indse,
at denne ikke naas, hvor lenge man end bliver ved med
saadanne Tilngermelsesprocesser.

Der existerer saaledes et gammelt Bevis, som maaske
skriver sig fra Pythagorserne, for, at Diagonalen i et Kva-
drat ikke kan have noget felles Maal med Siderne, et Bevis,
som er den greske geometriske Form for folgende Bevis for,
at V2 er irrational, eller at der ikke existerer nogen Brok,
som, multipliceret med sig selv, giver 2. Kalde vi, idet vi

m >
bruge moderne Tegn, en saadan Breok —, og antage vi, at
n
den er forkortet saa meget som muligt, skulde vi have
m? = 2 n?
Var dette Tilfeeldet, blev m? og folgelig m et lige Tal, alt-
saa, da Breken er uforkortelig, n et ulige Tal. Idet m er et

)
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lige Tal, maa m* vere delelig med 4, altsaa 7, eller »?
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med 2. Altsaa er n® og folgelig ogsaa 7 et lige Tal. Nu
kan n ikke baade vere et lige og et ulige Tal. Forudset-
ningen, at y2 skal kunne fremstilles som en Brok, er altsaa
urigtig.

Denne Vanskelighed komme vi nu ud over ved en Ud-
videlse af Talbegrebet, idet vi 1 dette Begreb ej blot ind-
befatte hele Tal og Breker, men ogsaa de saakaldte irratio-
nale Tal, hvortil V2 netop herer. Grzkerne fastholdt der-
imod det oprindelige, ved Telling opstaaede Talbegreb,
ifolge hvilket Tal kun er, hvad vi kalde hele Tal. Ved
Hjeelp af disse kunde de dog ogsaa fremstille Broker, idet
disse et helt Antal Gange indbefatte saadanne Dele af En-
heden, som selv indbefattes et helt Antal Gange i denme;
men vore irrationale Tal kunne ikke paa denne Maade noj-
agtig udtrykkes ved hele Tal.

Ved saaledes at holde det oprindelice Talbegreb fast
undgik Grakerne den Fare, som er forbunden med de succes-
sive Udvidelser af det oprindelige Begreb, den nemlig, at
man samtidig uden nogen tilsvarende Udvidelse af Beviset
udvider de Seetninger, som man har fundet at gjelde for det
oprindelige sneevrere Begreb. Den Finhed i Tanken, som
Grekerne derved lagde for Dagen, vil maaske bedst blive
forstaaelig ved en Henvisning til den moderne Undervisning
i Mathematik og seerlig i Leeren om Proportioner, som den
idetmindste gaves for ikke lang Tid tilbage. T Geometrien,
hvor den greeske Mathematiks Principer for en stor Del be-
vares, fastholdes det, at man ikke kan nejes med at betragte
saadanne Tilfeelde, hvor Forholdene finde Sted mellem Stor-
relser, som have et endeligt felles Maal eller ere kommensu-
rable; i Arithmetiken derimod wudvikles Proportionsleren,
forend der har veeret Tale om irrationale Tal, og anvendes
dog senere ogsaa paa saadanne Tal uden nye Beviser.

Det var ikke nogen Mangel paa Evne til at se Over-
ensstemmelsen mellem Regninger med Tal og de tilsvarende

Operationer med inkommensurable Sterrelser, som bevarede




Grekerne for denme sidste logiske Fejl. Vare end de num-
meriske Tilngrmelser, hvormed de kunde udtrykke sidst-
navnte Storrelser, tarvelige, vare de gode mnok til at lade
denne Overensstemmelse trede frem, og den har sikkert og-
saa veeret vejledende for de Operationer, som de satte i
Stedet for Regningerne. Det var Hensynet til Logikens
strenge Fordringer, som tvang dem til at swtte noget andet
i Stedet. At finde og udvikle noget saadant, er imidlertid
en vanskelig Opgave, hvis fuldsteendige Losning ikke kunde
naas lige saa snart, som man havde begyndt at forstaa For-

dringen.

Greometrisk Behandling af Mathematiken.

Det gjaldt forst om at faa en Fremstilling af Storrelser,
som lige godt kan anvendes paa kommensurable og inkom-
mensurable Storrelser. Dertil bruge vi et vilkaarlig valgt
Bogstav. Graekerne fremstillede Storrelserne ved rette Liniers
Leengder. Det er en Fremstilling af Sterrelser af vilkaarlig
Art ved en bestemt Art af Sterrelser; men den har den Al-
mengyldighed, hvorpaa det her kommer an, idet Leengden
kan vere fuldkommen vilkaarlig. Ved denne geometriske
Behandling er den tegnede Figur iovrigt kun et Fremstillings-
middel, hvor de tegnede Linier vel have bestemte Lezngder,
men skulle fremstille Linier af aldeles vilkaerlig Lengde,
for saa vidt der ikke udtrykkelig opstilles Afh@ngigheder
mellem dem, eller saadanne lade sig udlede af Figurens op-

givne Egenskaber. Dette sidste maa udtrykkes i geometriske

S@etninger, hvis Tolkning da atter giver Swmtninger af den

almindelige Storrelseslere, altsaa saadanne, som man nu

vilde udtrykke algebraisk og udlede ved Operationer med

algebraiske Formler. De geometriske Operationer, der paa
2
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denne Maade svare til algebraiske Operationer, danne den
saakaldte geometriske Algebra. De indbefatte som specielt
Tilfzelde Fremstillingen af de arithmetiske Regninger med
rationale Tal.

Det gjaldt forst om at opstille saadanne geometriske
Operationer, som kunde indeholde Almindeliggjorelsen af de
simple Regningsarter. Addition og Subtraktion af Linier
udfores ved at afsmtte dem paa hinandens Forlengelse eller
ud ad hinanden. I Stedet for Multiplikationen af to Ster-
relser a og b traeder dernsst Dannelsen af et Rektangel med
Siderne @ og b. Dette var en ganske naturlig Udvidelse, da
man godt vidste, at Rektanglets Areal fremstilles ved Pro-
duktet @b, naar @ og b ere hele Tal eller Broker, og Flade-
enheden er Kvadratet med L@engdeenheden til Side; men
da man overhovedet ikke kunde fremstille inkommensurable
Storrelser @ og b ved det, som man anerkjendte for Tal,
talte man i saa Fald ikke om Produktet @b, men kun om
det af @ og b dannede Rektangel. Dette skulle vi dog i det
folgende ogsaa betegne ved a b, ligesaa Kvadratet med Siden
a ved a?

Man fik rigtignok paa denne Maade to forskjellige geo-
metriske Fremstillinger af Storrelserne, nemlig ved Lengder
og Rektangler; men disse kunne fores over til hinanden, naar
en Side i Rektanglet faar Storrelsen 1. Rigtignok medforer
den geometriske Fremstillingsform, at man ikke paa denne
Maade tillegger nogen Linie bestemte Talverdier, altsaa
heller ikke 1; men Graekerne vide overalt at opnaa det samme
ved blot at omdanne givne Rektangler til Rektangler med
en given Side. Derved swttes de ogsaa i Stand til at ad-
dere og subtrahere Sterrelser, fremstillede ved Rektangler.
Den nevnte Omdannelse traeder i den antike geometriske
Algebra ogsaa i Stedet for Division.

Nu forstaa vi Betydningen af den geometriske Losning
af Ligninger af 2den Grad, som under Navn af Fladeanleg

allerede tillegges Pythagormerne. Man loser nu Ligningen
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22 —ax-+b=0,
eller som vi, for at faa sterre Overensstemmelse med de
Gamle, ville skrive den,
ax — x2=1b (1)
ved at behandle begge Sider saaledes, at vi finde, at anden
Potens af en Storrelse, indeholdende x, faar en given Veerdi.

12
Det kan ske ved at treekke begge Sider fra Z, hvorved faas

a‘?)i ) Zaz(a__)zzcig_ . 9
L o + g — i b; (2)
derefter giver en Kvadratrodsuddragning, at
IR g
;—-J':‘/% -0 (3)
e v
eller et = ‘ S b, 4)

idet vi for at faa tydeligere Overensstemmelse med de Gamle
kun opstille den ene Rod.

For at give vor Ligning (1) en geometrisk Form bor
vi antage, at @ er en given Linie, b et givet Rektangel,
2 en sogt Linie. Opgaven lyder da saaledes: langs en
given ret Linie a (AB paa hos- '
staaende Figur) at legge et 4 c b _B
Rektangel (KD) med givet
Areal 0, saaledes at der mang- K
ler et Kvadrat 22 (MB). Rekt- l
anglet KD, som fremstiller mML ]E

ax — x2, subtraheres (som 1
Formel (2)) fra Kvadratet CE paa ;, derved at Rektanglet

KC, som er ﬁg x, leegges hen i Stillingen DE. Da er

Vinkelfiguren CM - DE netop 2. % z— 2% Ved Subtraktio-

nen faas Kvadratet MN. Dette skal altsaa have den be-

2

. 4 : 5
kjendte Verdi e 0. Kan man nu bestemme Siden 1 dette



staaen.de

Kvadrat, skal den vare CD, og ved at traekke den fra OB
eller L_j faas den ubekjendte Sterrelse z, Siden i det Kvadrat

(MB), som bliver tilbage ved Anlwget af b langs a.

Det kommer altsaa blot an paa at bestemme Siden i et
Kvadrat, der skal have et givet Areal. Vi lgse nu denne
Opgave ved Kvadratrodsuddragning. Da det af flere Ting
hos Euklid kan sluttes, at man paa hans Tid og lenge for
har kjendt numerisk Lesning af Ligninger af anden Grad,
kan man af den ngjagtige Overensstemmelse mellem vor
algebraiske Udledelse og de Gamles geometriske Udledelse
se, at de Gamle loste saadanne Ligninger, som det gjores
nu. Den Figur, vi have benyttet, var imidlertid for de
Gamle ikke blot et Anskuelsesmiddel, tjenende til at ind-
prente de Overationer, som feore til Losningen, i Hukommel-
sen. Det var den eneste exakte Fremstilling, ej blot naar
@ og b vare inkommensurable Storrelser, men ogsaa, naar
Roden # blev inkommensurabel med dem. T saa Fald
kunde der nemlig ikke tales om Produktet ax, Potensen x2
0. 8. v., men kun om Rektanglet axz, Kvadratet 22 o. s. v.

Men endnu et krevede Grakernes straenge Logik, hvis
ikke den geometriske Fremstilling skulde strande paa det
selv samme Skjer som den arithmetiske, Kvadratroden af
et Tal, som ikke er et Kvadrattal, existerede, som vi have
set, simpelthen ikke for Grakerne. At smtte Siden i et
Kvadrat med kjendt Areal i Stedet for en Kvadratrod vilde
ikke hjelpe noget, naar man ikke kunde udfere en saadan
Bestemmelse af den, som gav Sikkerhed for, at den existerede.
Det var dette, man opnaaede ved en geometrisk Konstruk-
tion, og et saadant logisk Formaal har overhovedet Kon-
struktionen i den grmske (Gteometri, ogsaa saadanne Kon-
struktioner, som mnu nermere have et praktisk Formaal.
Grazkerne havde bevist, at der ikke existerer noget Tal, som
har Verdien y2; men at Diagonalen i et Kvadrat med Siden
a existerer, var utvivlsomt. Den kunde derfor bruges til
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Fremstilling af saadanne Storrelser, som vi nu fremstille ved
@ V2 eller ved V2, naar vi tage « til Enhed. Paa lignende
Maade faas geometriske Fremstillinger af det, vi fremstille ved
< / a® 4 : :
andre Kvadratrodder. \/ A b, som vi kom til ved Lps-
ningen af en kvadratisk Ligning, kan, naar b selv er frem-
stillet som et Kvadrat ¢2, ved Hjelp af den pythagormiske
Leeresetning konstrueres som Kathete 1 en retvinklet Tre-

e l
kant, hvis Hypothenuse er |, medens den anden Kathete er c.

c
27
Overhovedet kan Konstruktionen, naar 0 er fremstillet som
Arealet af en retliniet Figur, fores tilbage til Konstruktion
af saadanne Udtryk, som vi fremstille ved Vde, og disse kon-
strueres som Mellemproportional mellem d og e¢. Kuklid har
en Begrundelse af den samme geometriske Konstruktion,
som er unafhengig af Proportionsleren. Dette er for saa vidt
af Vigtighed, som Proportionsleren i de wldre Tider, der
nu beskjeftige os, og fra hvilke Euklids Konstruktion vistnok
skriver sig, ikke var udviklet til den Almengyldighed, som
ellers tilstraebtes.

Alt, hvad vi her have omtalt, tillegges Pythagoras og
hans Disciple, som vistnok ved Dannelsen af den geometriske
Algebra have ladet sig lede af en alt den Gang benyttet
geometrisk Fremstilling af hele Tal og deres Forbindelser.
T Henhold til denne kaldte man Produktet af to Tal et rekt-
angulert Tal, og man indforte den endnu brugelige Benev-
nelse Kvadrattal og, ved Udvidelse af de samme Betragt-
ningsmaader til Rummet, Kubiktal. Man dannede ogsaa de
saakaldte Trekantstal, og andre Figurtal som i en overskuelig
geometrisk Fremstilling indeholdt Summation af Differens-
reekker. Denne i mange Henseender nyttige geometriske
Arithmetik har imidlertid ikke en saadan logisk Betydning
som den geometriske Algebra. At Grakerne overhovedet
kunde vaelge Geometrien til almindeligt mathematisk Frem-

stillingsmiddel, turde ogsaa bero paa, at de metop 1 Hen-




seende til geometriske Konstruktioner havde lert en Del af
Agypterne.

At Opfattelsen af Geometrien som Organ for en al-
mindelig og korrekt Sterrelseslere virkelig gaar saa langt
tilbage som til Pythagorseerne, bekraeftes ved de beremte
Opgaver, som bekjeftigede Mathematikerne i det Ste Aar-
hundrede f. Chr., nemlig Terningens Fordobling, Vinklens
Tredeling og Cirklens Kvadratur. Seerlig den forste fojer sig
neesten umiddelbart til det, som vi alt have omtalt. Fra den
geometriske Plangeometri med dens Fremstilling af Produk-
ter, anden Potenser og Kvadratrodder var det naturligt, at
man gik over til den rumlige Fremstilling af Produkter af
tre Faktorer, tredie Potenser og Kubikredder, ved Parallel-
epipeder, Kuber og Kanten i en Kubus med givet Rumfang.
Terningens Fordobling eller Bestemmelsen af Kanten i en
Terning, som er dobbelt saa stor som en given, er netop den
geometriske Fremstilling af 9, der frembyder det simpleste
Exempel paa Kubikrodder, ligesom tidligere |/ 2 paa Kvadrat-
rodder. I den greeske Geometri er den omtalte Opgave ogsaa
kun opfattet som et saadant Exempel, idet man i Virkelig-
heden beskjeftiger sig med et vilkaarligt Parallelepipedums
Omdannelse til en Terning, hvilket svarer til Bestemmelse
af en vilkaarlig Kubikrod. Denne Opgave forte man tilbage
til Bestemmelse af to Mellemproportionaler eller af to Ster-
relser « og y ved Proportionerne

dh st ==p s ==y,
hvor a og b ere givne.

At man virkelig ikke seerlig tilsigtede en saa let og
nejagtig praktisk Bestemmelse som muligt svarende til vor
tilneermede, numeriske Roduddragning, men en Hremstil-
ling, som sikrede Existensen af den segte Storrelse, fremgaar
af de Lesninger, man opstillede. Da Opgaven, som vi nu
vide, ikke kan leses ved ret Linie og Cirkel, tyede man
til andre Hjelpemidler, og det, hvorved man ind i det fol-
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gende Aarhundrede sluttelig blev staaende, var Bestemmelsen
ved Keglesnittene
= QS = by Y=L

Optegning af disse Kurver, som Grekerne fra den Tid
studerede med en Iver, der har baaret de vigtigste Frugter
for de folgende Tiders Mathematik, giver netop ikke nogen
god praktisk Bestemmelse. Taaleligst vilde den blive. naar
man bestemte Kurverne ved geometrisk Konstruktion af en
Reaekke Punkter; men selv dette vilde veere en vidtleftig
Kubikrodsuddragning, og der foreligger iovrigt aldeles intet
om, at Grakerne skulde have brugt en saadan. Fremhavel-
sen af, at de paagjeldende Kurver ere Snit i cirkulere Keg-
ler, kunde snarere tyde paa, at disse Kegler benyttedes; men
at konstruere Keglerne for at faa Kurverne vilde vere ganske
seerlig upraktisk. Naar Konstruktion ved Keglesnit der-
imod har veeret det theoretiske Hjelpemiddel, som vi her
give det ud for, bliver den Vagt, man legger paa den om-

talte stereometriske Bestemmelse derimod ganske naturlig.

Cirkler ere Kurver, hvis Anvendelse til de Konstruktioner,
der skulle bruges som Kxistensbeviser, allerede var heevdet.
Existensen af Cirkler medforer umiddelbart Existensen af
Kegler med Cirkler til Ledelinier og derved af plane Snit i
saadanne Kegler. Den geometriske Existens af den Sterrelse,
som vi nu fremstille ved ]3'97 og af lignende Starrelser er
altsaa ikke blot sikret ved nejagtio definerede Kurver; men
at selve disse Kurver existere, at man ej blot kan konstruere
en Rekke Punkter, der have den Egenskab, som karakteri-
serer dem, men at saadanne Punkter danne en - sammen-
hengende Kurve, var sikret, naar man blot godkjendte
Cirklens Existens og videre Anvendelse paa den her beskrevne
Maade.

Opgaven om Vinklens Tredeling har vel ikke en saadan
umiddelbar algebraisk Betydning som den, vi her tillegge
Terningens Fordobling. Den frembod sig dog naturlig 1

Geometrien, saasnart man havde set, hvorledes ret Linie og
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Cirkel kunne benyttes til at halvere Vinkler. Den indeholder
dernzst saa meget, som kan anspore den geometriske Kom-
binationsevne, at det var naturligt, at den maatte fange
Mathematikernes Interesse, og denne Interesse formindskedes
sikkert ikke ved de mislykkede Forsog paa at lese den ved
Lineal og Passer. Man kom dog allerede i Oldtiden saa vidt
i sine Forsog herpaa, at man ansaa dem for haablose og slog
sig tiltaals med andre Losninger. Af disse ere nogle som
fore til en saakaldt Indskydning (vevere) meget smukke.
Af de alt omtalte theoretiske Hensyn blev det dog snart for-
dret, at man skulde udfore denne saavel som andre Konstruk-
tioner, der i den nuvsrende Mathematik loses ved Ligninger
af tredie og fjerde Grad og altsaa kunne loses ved Keglesnit,
ved Hjlp af disse Kurver. Dette havde den mindre heldige
Folge, at man ikke fastholdt Forseg paa det, som vi nu kalde
Losning af Ligninger af tredie Grad, det vil sige disses Tilbage-
foring til rent kubiske Ligninger, det er saadanne, som umid-
delbart kunne loses ved Kubikrodsuddragning. Archimedes
opstiller saadanne Ligninger i geometrisk Form, og i et gam-
melt Skrift, som man ogsaa har tillagt Archimedes, loses de ved
Hjelp af en ligesidet Hyperbel og en Parabel. Da de samme
Kurver anvendes til Fremstilling af en simpel Kubikrodsuddrag-
maatte den omtalte Tilbageforing derved tabe Interesse.
Der er ogsaa andre Storrelser end dem, som bestemmes
ved algebraiske Ligninger, hvilke det er nedvendigt at
underkaste den exakte Behandling, hvortil Grakerne be-
hovede en geometrisk Fremstilling. Hertil herer forst og
fremmest den Sterrelse, som vi nu fremstille ved Bog-
stavet s, naar vi ville underkaste den exakte Undersggelser,
men for hvilken vi tillige kjende vidtgaaende Tilnzrmelser.

Der er ingen Grund til at antage, at Graekerne ikke,
endog paa et meget tidligh Standpunkt, ogsaa have kjendt
Tilngermelsesveerdier for denne Storrelse, altsaa for Cirklens
Forhold til Kvadratet paa dens Radius eller for Periferiens

ning,
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Forhold til Diameteren, om de end i Overensstemmelse med
deres lidet udviklede Regnekunst ngjedes med meget tarve-
lige Tilnzermelser. Saadanne have de haft Brug for i Haand-
vark og Bygningskunst, og saadanne kunde de lmre af
Agypterne. Uden at formindske Archimedes’ Fortjeneste i
denne Henseende, som bestod i nejagtig at bevise, at det
omtalte Forhold ligger imellem 3} og 819, kan man endog an-
tage, at man lenge for hans Tid kjendte den forste af disse
Tiln@rmelsesverdier, men at man tidligere blot ikke havde
nogen sikker Dom om dens Verd,

Det er da heller ikke det, man lagde an paa 1 den Tid,
som beskjeftiger os. Man vilde have et geometrisk Udgangs-
punkt for herhenhorende Undersogelser. Forst provede man
ved Lineal og Passer at kvadrere Cirklen eller at konstruere
en retliniet Figur af samme Areal som den. Da det mis-
lykkedes, forsogte man andre Hjslpemidler, maaske ogsaa
Brug af Keglesnit. Nu vide vi, at ogsaa dette maatte mis-
lykkes. Der var da ikke andet for at gjore end at indfore
nye Kurver ved Siden af ret Linie og Cirkel og de af denne
sidste afledte Keglesnit. Allerede i det Hte og 4de Aarhun-
drede mede vi den saakaldte Kvadratrix, og senere indforte
Archimedes den efter ham opkaldte Spiral. Her skal ikke
dvaeles ved Beskrivelsen af den forste Kurve; den sidste
gjennemlobes af et Punkt, der beveaeger sig med jevn Hastig-
hed ud ad en ret Linie, samtidig med at denne med jevn
Hastighed drejer sig om et fast Punkt. Til disse Kurver
knyttede sig saadanne Undersogelser, som nu foretages med
Hensyn til eller ved Hjelp af trigonometriske og cirkulaere
Funktioner. Saaledes viser selve den velstuderede Figur af
Kvadratrix de Smtninger, som vi nu vilde udtrykke saaledes:
e aftager og —t%7 voxer, naar Vinklen # voxer i forste
Kvadrant, Setninger, som senere fik fundamental Betydning
i den greske Trigonometri, og som alierede spille en Rolle i
de tidligste astronomiske Undersogelser af trigonometrisk

3
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Natur, hvilke skyldes Aristarch fra Samos. Archimedes’ Spiral
viser umiddelbart den periodiske Veext af de nu saakaldte
cirkulmre Funktioner. Ved hans Tangent- og Arealbestem-
melser smttes disse Funktioner i Forbindelse med Operationer
syarende til vor Differentiation og Integration.

Disse sidste Bemsrkninger gaa vel langt ud over den
Tid, vi her nermest omtale, men som Fortswettelser af det
hte Aarhundredes Undersggelser over Cirklens Kvadratur
oplyse de disse Undersagelsers theoretiske Formaal og Veerd.
Det gjaldt om at drage alt det, man vilde undersoge exakt,
ind under geometriske Bestemmelser. Ligesom man nu for-
drer en fuldsteendig arithmetisk-algebraisk Redegjorelse for
Dannelsen af en Storrelse, som man vil give et vist Symbol
og dernzst underkaste exakte Undersogelser, saaledes for-
drede man den Gang en klar geometrisk Redegjorelse for
dens Tilbliven. De grafiske Fremstillinger, man fandt af 7,
fik saaledes videregaaende theoretisk Interesse.

Bestrabelserne efter at opnaa en saa ensartet og simpel
Fremstilling som muligt ferte tillige til en Inddeling af Op-
gaverne efter Graden af Simpelhed af de Hjelpemidler, som
bruges til deres Losning, en Inddeling, der jo ogsaa maa
kunne anvendes paa de Sterrelser, som Konstruktionerne
skulde fremstille. En Kvadratrod, som konstrueres ved
Lineal og Passer, bliver derved af simplere Natur end en
Kubikrod, hvis Bestemmelse kraever Brug af Keglesnit.
Denne sidste kommer derimod i Klasse med Storrelser, der bero
paa Tredelingen af Vinklen, som ogsaa undfores ved Kegle-
anit.  Cirklens Kvadratur eller den geometriske Fremstil-
ling af » kreever Brug af Kurver af en helt anden Be-
<kaffenhed. Det kunde vel ikke i Oldtiden lykkes exakt at be-
vise, at Losningen af Opgaver af den ene af disse Klasser ikke
lader sig fore tilbage til en anden, at man f. Ex. umulig
kan bestemme Kubikroden af et Tal, som ikke er et Kubik-
tal, ved Lineal og Passer; men selve den Veagt, som lagdes

paa Klasseinddelingen, viser den sikre Folelse, man havde
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deraf, en Folelse, der maatte styrkes ved den Overens-
stemmelse, man fandt mellem Opgaver af samme Klasse,
som for en stor Del kunde fores tilbage til hverandre.

Proportionslere og infinitesimale

Undersogelser.

Omdannelsen af den almindelige Storrelseslere til
Geometri kunde dog ikke yde alt, hvad en exakt Mathe-
matik maa krwve. Denne kan nemlig dog, naar det gjelder
om at gaa tilbunds i Sterrelsers indbyrdes Sammenligning,
ikke undvere Tallene. Man kan ved at afswtte en Sterrelse ¢

fremstillet som Linie ud ad en anden b afgjore, om @ _ b,

og det samme kan man ved geometriske Slutninger ofte
komme til, naar de ere forbundne ved en nejagtig angiven
geometrisk Konstruktion. Endog blot Angivelsen af mere
kreever Brugen af Tal. Kt Forhold mellem hele Tal kan
bruges, naar ¢ og b ere kommensurable. Ere de ikke det,
kan man afsette den mindste b et vist Antal Gange ud
ad @ og faa et Stykke ¢ <0 tilovers, dernsst ¢ ud ad b et
vist Antal Gange o. s. v. Denne Sammenligningsmaade
kjendte Graekerne godt. De anvendte den til at finde storste
flles Maal for @ og b, naar de ere kommensurable, hvorimod
den ikke kan fores til Ende, naar ¢ og b ere inkommensu-
rable. Heri saa de netop Kjendetegnet paa inkommensurable
Storrelser. Dette er imidlertid af rent negativ Natur, medens
selve Forholdet mellem « og b fundet ad denne Vej maatte
karakteriseres ved den uendelige Kjedebrok — som vi nu
sige —, der dannes ved den uendelige Reekke paa hinanden
folgende, geometrisk udferte Divisioner. Da denne Be-
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stemmelse afhenger af en ubegramset Rakke af Tal, synes
den umulig at opnaa. Det vilde dog kunne ske, hvis man
havde en bestemt Lov, hvorefter denne uendelige Rakke af
Tal dannes. I modsat Fald giver et begreenset Antal af
Kvotienter en Tilnsermelse, der bliver des storre, jo flere
man tager med.

Som vi skulle se, fik Grakerne vel meget tidlig en af-
gjort Frygt for saadanne Uendelighedsbestemmelser; men
der foreligger Kjendetegn paa, at selve denne Frygt er
fremkaldt ved en endnu tidligere Brug, forbunden med Mis-
brug, af denne Art Bestemmelser. Der er en meget paa-
faldende Modsigelse i, hvad der berettes om Pythagoras,
at han paa den ene Side skal have lert, at »lingene ere
Tal“, paa den anden have opdaget de inkommensurable
Sterrelser; thi disse ere netop saadanne, som i det mindste
efter det senere gramske Talbegreb ikke kunne fremstilles
ved Tal. Han og hans Disciple kunne ikke have forliget
denne Modsigelse paa anden Maade end ved, hvor det var
nodvendigt, at bruge uendelige Tilnsrmelser i Tal. Be-
stemmelser af Sterrelser ved uendelig Deling maatte der-
nest ganske passe ind i den atomistiske Skoles Principer;
Ja, de geometriske Resultater, som derved opnaas, have
maaske veret vejledende for de fysiske Anvendelser, som
man forsogte at gjere. En Beretning om, at Demokrit
har undersogt, om to uendelig naerliggende parallele Snit i
en Kegle maa betragtes som lige eller ulige store, peger
endog ligefrem hen paa, at allerede han har anvendt en
saadan Deling til Undersogelse af Keglens Rumfang, maaske
blot til at bevise, at Kegler med samme Hojde og lige store
Grundflader ere lige store. At man tidlig har kjendt Sum-
mation af uendelige Kvotientraekker, hvilke Archimedes senere
i anden Form anvender, lsre vi endog udtrykkelig af den,
der metop vil bekempe denne Fremgangsmaade, nemlig
Zenon fra Elea. Han forer bl. a. folgende Bevis for, at
man ikke kan bevaege sig fra et Sted til et andet. Man
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maatte, siger han, forst gjennemlobe Halvvejen, men forud
for dette Halvvejen af Halvvejen o. s. v. i det uendelige ;
men dette er uopnaaeligt. Med Undtagelse af denne sidste
Slutning falder hans Bevis sammen med Beviset for, at

1 1 1
1=2—|—4—}—8+....,
og hans Bevis for, at Achilles ikke kan naa Skildpadden,
med Summationen af en anden uendelig Kvotientraekke.

Zenons Kritik rammer ikke blot, som vi strax skulle se,
en uklar Brug af Uendelighedsbegrebet, men tillige selve det
Grundlag, man ved den geometriske Fremstilling mente at
have faaet for Mathematiken. Denne Fremstillings Uaf-
hengighed af, om Sterrelserne numerisk kunne fremstilles
ved rationale Tal eller ikke, beror nemlig netop paa, at den
umiddelbart anerkjender Sterrelsernes Kontinuitet. Det er
denne, som Zenon angriber. I hans Beviser for, at Be-
vaegelse er umulig, gaar han netop los paa den Kontinuitet
i Bevaegelsen, som ikke springer noget Punkt eller Stykke
af’ Banen over. Ogsaa fra andre Sider angriber han Kon-
tinuiteten. Denne kunde Mathematikerne imidlertid ikke
give Slip paa, og Zenons Paapegen af, at man ikke kan faa
fat paa den ved at lade de diskrete Storrelser folge paa hin-
anden med mindre og mindre Mellemrum, maatte netop
bringe dem til at holde des fastere paa den geometriske
Fremstilling, hvorved Kontinuiteten postuleres eller for-
langes anerkjendt paa Forhaand.

Mere satte Zenon igjennem, for saa vidt hans Beviser
indeholde en Protest mod en positiv Brug af det rent nega-
tive Uendelighedsbegreb. T denne Protest kunne vi, der
vide, hvortil dette Begreb kan mishruges, ikke just give
ham Uret. Exempler paa saadanne Misbrug fremkom ogsaa
hos Grakerne, naar f. Ex Sophisten Antifon — som det
i det mindste berettes — sluttede, at Cirklen kan kvadreres
geometrisk ved Hjelp af Lineal og Passer, deraf, at enhver
reguler Polygon med et endeligt Antal Sider kan det,
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Hvorom al Ting er, saa sejrede paa dette Punkt den af
Zenon forfaegtede Anskuelse, og den Mathematiker, der vilde
hevde sine Paastande overfor Sofister, virkelige Filosoffer
og hans egne Fagfeller, maatte ubetinget undgaa at bruge
Begrebet uendelig i anden Betydning end den negative, som
selve Ordet angiver, altsaa i Betydning af det, som ikke kan
naas. Man turde altsaa vel sige, at Talraekken er uendelig
oller Primtalreekken er uendelig, da der ikke lader sig be-
stemme noget saadant Primtal, efter hvilket der ikke folger
andre Primtal; men man turde ikke sige, at den og den
uendelige Rekke har en vis bestemt endelig Sum.

Herved sattes lmnge Granser for den mathematiske
Undersogelse, som vare vanskelige at overskride, men som
maatte overskrides, naar man vilde lose vigtige Klasser af
Opgaver, som frembyde sig. Manglen af en klar Verdi-
angivelse af Forholdet mellem inkommensurable Sterrelser
synes endog at gjere Brud paa den fulde Sikkerhed, man
havde tilstreebt ved den geometriske Fremstilling. Tilbage-
forelsen af Kubikrodsuddragning til Bestemmelse af to Mel-
lemproportionaler vilde jo nemlig tabe i Betydning, naar
man heller ikke havde noget klart Udtryk for Betydningen
af den Proportionalitet, som ligger til Grund for denne Be-
stemmelse. Kt egentligt Brud paa HExaktheden behovede
dog ikke at finde Sted, forsaavidt man ogsaa kan have tenkt
sig de hertil nedvendige Proportioner karakteriserede ved
den geometriske Sammenhang mellem de Linier, der frem-
‘stille deres enkelte Led, medens Brugen af Ordet Mellem-
proportional kun skulde antyde, at denne Bestemmelse er
en Almindeliggjorelse af den, der umiddelbart betegnes ved
dette Ord, naar Mellemproportionalen er kommensurabel
med de tilsvarende Yderled Hvor klart man nu i hin tid-
lige Tid har gjort sig dette, vide vi ikke; men i hvert Fald
maatte det betragtes som en stor Vinding at faa et almen-

gyldigt og fuldt ferdigt Proportionsbegreb at gaa ud fra, og




forst bagefter vise Overensstemmelsen mellem dette og den
geometriske Fremstilling.

Hvad det gjaldt om, var at faa et saadant Udtryk for
den uendelige Tilnzrmelse, — til Forhold mellem inkom-
menusrable Storrelser, til Summer af uendelige Rakker eller
til Summer af uendelic mange, uendelig smaa Dele (Inte-
graler) — som paa den ene Side undgaar enhver Misbrug
af Uendelighedshegrebet, altsaa deraf kun benytter den Nega-
tion, som selve Ordet ndtrykker, og paa den anden Side giver
fyldestgjorende Grunde for de positive Resultater, som man
havde ment at kunne uddrage af et mindre vel afklaret
Uendelighedsbegreb. Disse Resultaters Rigtighed var nem-
lig i det mindste i de simpleste Tilfwelde ojensynlig nok, til
at man turde antage, at de Slutninger, som mere eller min-
dre bevidst have fort dertil, kun mangle en exakt Formule-
ring for at blive fuldt exakte.

En saadan Formulering fandt endelig Platons Samtidige,
den store Astronom og Mathematiker Kudoxos fra Cnidos
(omtr. 408—355). Vi lwre den at kjende i de talrige Anven-
delser, som gjores deraf i dte og 12te Bog af Euklids Elementer
og rundt omkring i Archimedes’ Skrifter. Skjent den kommer
til at lyde forskjellig ved de forskjellige Anvendelser, gjen-
kjender man dog overalt nejagtig den samme Tanke, og jeg
tor derfor ogsaa her give den i en kort og for alle disse
Tilfselde fmlles Form. Jeg maa dog saa strax tilfoje, at jeg
vel mener, at denne virkelige Overensstemmelse var klar og
vejledende for dem, der i Oldtiden anvendte den omtalte
Slutningsmaade, men at dog den falles Form, som man nu
kan give den, er et Fremskridt, der tilhorer Nutiden, og som
ikke maa agtes for ringe.

Slutningsmaaden er da denne: Naar to Sterrelser u og v
begge ere storre end de stedse voxende Storrelser

Uy < Uy < Uy oor << Um < ey
og stedse mindre end de stedse aftagende Storrelser
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og naar man kan gjere m og n saa store, at
Un — Um << &y
hvor ¢ er en forud opgiven Sterrelse, der skal kunne antages

saa lille, som man vil, bliver w —v; thi hvis f. Ex. v > u,

kunde man s@tte v — u = ¢ og maatte da have
V=14t &> Un+ &> Uy

hvilket er i Strid med de gjorte Antagelser. Faktisk inde-
holder denne Slutningsmaade tillige Kjendetegn paa, at de
to Tilnsermelsesreekker hver for sig have en fuldkommen be-
stemt Grenseverdi. Herpaa lagdes dog i Reglen mindre
Vgt af de greeske Mathematikere, da Grensernes Existens
betragtedes som forud sikret ved den geometriske Bestem-
melse, som ikke aflostes, men suppleredes af de her nmvute
Betragtningsmaader. Dette kunde ogsaa give Anledning til
Modifikationer i Formen for den her nevnte Slutningsmaade.
Naar man saaledes skulde bevise, at to Cirklers Arealer for-
holde sig som Radiernes Kvadrater, betragtedes Arealerne
som Sterrelser, hvis Existens forud var sikret. Det var der-
for ftilstreekkeligt som Tiln@rmelsesvardier til Cirklen u at
betragte indskrevne regulere Polygoner u,, u,, u, .. med stedse
voxende Sidetal, naar man blot sikrede sig, at « kunde gjores
saa stor, at w — u, < en vilkaarlig opgiven Sterrelse.

Til Kjendetegnene paa Ligestorhed knyttede sig ligesaa
paalidelige Kjendetegn paa Uligestorhed, naar der var Brug
for det, f. Ex. i Proportionsleren.

Skjont Anvendelsen af denne Bevisforelse paa de for-
skjellige Tilfeelde kunde veare noget vidtleftig, og skjent man
ikke naaede ret langt i Opstilling af almindelige Konvergens-
kriterier, blev den Kxakthed, som man tilstreebte, naaet i
hvert enkelt Tilfeelde. Kt positivt Uendelighedsbegreb er
ganske undgaaet; thi at w, uy .. .. 0g ¥y, Vy . Un.. give en
uendelig Tilnsermelse til hinanden og til den derimellem
liggende Storrelse w, er udtrykt ved, at man ikke kan tage
en Storrelse e saa lille, at man jo ved at gaa videre i Rak-

kerne kan faa v,— wn eller « — wn mindre end ¢&. Man har
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faaet fuldkommen fat paa, at denmne Forudssetning netop er
den, som det kommer an paa. Med fuld Ret leegges den
hele Vegt paa at sikre sig dette i hver enkelt Anvendelse
af Slutningsmaaden. Denne Sikring kan i nogle Tilfelde
opnaas ved Benyttelse af det, som man allerede har forud-
sat om de paagjeldende Storrelser. I andre have disse ikke
veeret tilstreekkelig vel definerede til at faa ogsaa den her
nodvendige Sterrelsesbestemmelse med, og da har man ikke
forsemt udtrykkelig at medtage de nye Forudsstninger, som
blive nodvendige.

Hvor ngje man tog det i denne Henseende, se vi, naar
Euklid finder det nedvendigt udtrykkelig at opstille den
Forudseetning om Sterrelser, som skulle danne et Forhold,
at man skal kunne tage et saa stort Mangefold af den ene,
at det overgaar den anden. Denne almindelige Forudsewt-
ning, som ogsaa baade Euklid og senere Archimedes legge
til Grund for deres infinitesimale Undersogelser, synes at
vere Kudoxos’ eget Udgangspunkt. Dertil fojer Archi-
medes smregne Forudsatninger, passende til de seregne
Anvendelser. Ved sine Undersogelser af krumme Liniers
Lengde lader han sig saaledes ikke noje med at opfatte
dette Begreb som tilstreekkelig kjendt til ikke at behove
nermere Bestemmelser, men han karakteriserer det nojere
ved folgende Forudsetninger: 1) at den rette Linie er den
korteste Vej mellem to Punkter (hvad man med stor Uret
har brugt som Definition paa den rette Linie, der netop
maa forudsettes bekjendt, for der bliver Tale om Lengder),
0og 2) at af to Linier mellem samme Punkter, som vende
Konvexiteten til samme Side, den yderste er den storste.
Han opstiller tilsvarende Forudsztninger om krumme Fladers
Arealer, og i den infinitesimale Behandling af Spergsmaal
henhorende til Ligevaegtsleren finder han det nedvendigt
udtrykkelig at opstille den Forudsetning, at Tyngdepunktet
1 et plant Areal eller et Legeme, der overalt vender Kon-
vexiteten udad, ligger indenfor Omkredsen eller Overfladen.

+
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Den af Eudoxos indforte almindelige Slutningsmaade
gjelder Sterrelser i al Almindelighed og vedkommer i og
for sig ikke swmrlig den geometriske Fremstilling. Som alle-
rede sagt knyttedes den dog til Geometrien, der alt forud
var Berer for den exakte Mathematik. Den blev derfor af
Graekerne og deres Disciple til ind i den nyere Tid betragtet
som herende til Geometrien, og Geometrien kom til at danne
en Modswetning til saadanne Undersogelser, som kun ved-
rorte diskrete Sterrelser, eller hvis Rigtighed kun var godt-
gjort, naar de paagjeldende Storrelser kunde udtrykkes ved
Tal, altsaa vare kommensurable. Denne Forskjel udtrykker
endnu Regiomontanus (f. 1436): ,Mathematiken er Leren
om Sterrelser, og den bestaar af to Dele, Geometrien og
Arithmetiken, eftersom den behandlede Sterrelse er kon-

tinuert eller en Talsterrelse.”

Mathematisk System.

Hensynet til, at Sterrelserne variere kontinuert og alt-
saa ikke alle med Nojagtighed kunne udtrykkes ved hele
Tal eller endelige Broker, eller under endelig Form sammen-
settes af de simple Sterrelser, rette Linier og retliniede
Figurer, hvortil Maalbestemmelserne ere knyttede, havde
altsaa dels givet Anledning til den geometriske Fremstil-
ling, dels til Eudoxos’ exakte Behandling af de infinitesi-
male Bestemmelser. Jeg har sarlig fremhwvet dette paa
den ene Side som det tydeligste Vidnesbyrd om, hvor strengt
man tog Fordringen om exakt Bevisforelse, og hvor fuld-
steendig man opfyldte denne Fordring, paa den anden Side
som den bedste Prove paa ejendommelige Behandlingsmaader,
der i flere Henseender afvige fra de nu brugelige. Det vil

derefter forstaas, at man ikke var mindre nejagtig i Behand-
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lingen af andre Spergsmaal, hvorved man meget jevnlig
forte ganske de samme Beviser, som nu bruges. Med saa-
danne var man paa Euklids Tid kommen saa vidt, at hans
Elementer omfatte det meste af, hvad der nu medtages i
den elementwre Geometri og Stereometri (dog endnu ikke
Bestemmelsen af Kuglens Overflade og Rumfang, som forst
skyldes Archimedes), samt under geometrisk Form noget af
vor elementaere Algebra, endelig en Del af den elementere
Arithmetik. Dog mangler i denne Bog alt, hvad der ved-
rorer numerisk Udregning. Det er saa systematisk ude-
lukket, at man ser, at det ikke horte til Euklids Plan, som kun
skulde omfatte den absolut exakte Mathematik, medens Reg-
ning ofte maa nejes med Tilnermelser. Denne Betragtning
al Regning og dens Resultater som noget lavere var selv-
folgelig uheldig for Regnekunstens Udvikling og i Leengden
heller ikke gunstig for selve Mathematiken. Ved Siden af
den elementwre Mathematik havde der paa Kuklids Tid i
Tilslutning til Undersogelser, som vi alt have omtalt, dannet
sig en hejere Geometri, 1 hvilken navnlig Keglesnitsleren
var iferd med at indtage en meget fremragende Plads.

Til at udforme og beherske et saa stort Stof behovedes
imidlertid ikke blot den Sikkerhed i de enkelte Slutninger,
som Grekerne havde bragt til en saa stor Fuldkommenhed
og Finhed som den, vi have set den vigtigste Prove paa.
Efterhaanden som Stoffet voxer, behever det en Ordning.
Denne kan ved Sammenstilling af ensartede Ting lette Op-
bevaringen af det hele i Hukommelsen og gjore det lettere
at gjenfinde, hvad der maatte vere blevet borte. Dette
Hensyn traadte dog for Graekerne i anden Rakke og maatte
gjore det i en Behandling af Mathematiken, som fremfor alt

skulde vere exakt. Slutningerne drages altid fra noget, som
alt er sikkert, til noget, som skal sikres. Ordningen maa alt-
saa veere en saadan, at man paa hvert Punkt af Arbejdet
har alt det til sin Raadighed, som skal bruges for at gaa
videre. Det samlede Stot indordnes da i et System, 1 hvilket
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der efterhaanden skrides frem fra det, som fra forst af an-
tages for bekjendt eller i det mindste forudswttes, til nye og
atter nye Sandheder, hvis Rigtighed stadig folger af de fore-
gaaende. En saadan synthetisk Ordning findes hos Euklid,
og Sammenfojningernes Paalidelighed er paa hvert Punkt
sikret derved, at Udsigelsen og Behandlingen af hver en-
kelt Opgave eller Setning med tilhorende Losning eller
Bevis bestaar af ens formede Led, som lade Slutningens
Paalidelighed trwede tydelig frem.

Et saa udarbejdet System har krevet betydelige For-
arbejder. Dels have disse veeret af formel logisk Art og
gaaet ud paa Frembringelsen af de Former, som frembyde
storst Sikkerhed for, at man ikke tog fejl 1 sine Slutninger.
Dels have de veret af mathematisk Art, for saa vidt som man
paa mange Steder maatte opsege mellemliggende Smtninger,
der bedre og sikrere fore til de Hovedsmtninger, som skulle
fremstilles, end de Slutninger, hvorved Opdageren forst havde
fundet dem. Udfindelsen af Mellemssetninger, der danne For-
bindelsen mellem bekjendte Ting og en ny S@tning, hvis Rig-
tighed man maaske endnu kun formoder, eller en ny Konstruk-
tion, hvis Mulighed forst vil blive sikret derved, at man ser,
hvorledes den skal udfores, foretages ved den saakaldte analy-
tiske Methode. Ved denne gaar man ud fra den nye Set-
ning eller Losning som. bekjendt og forseger fra den at gaa
over til andre, indtil man tilsidst kommer til saadanne, som
virkelig ere bekjendte.

Lykkes denne Analyse, ser man derved, hvorledes Szt-
ningen skal bevises, hvis den virkelig er rigtig, Konstruk-
tionen udferes, hvis den er mulig; men for denne Rigtighed
og Mulighed har man endnu ikke faaet fuld Sikkerhed.
Denne faar man forst gjennem den Synthese, som derfor maa
folge efter Analysen, og ved hvilken man gaar den samme
Vej i modsat Retning fra det bekjendte og sikrede til det,
som skal bevises eller udfores. I en rent synthetisk Frem-

stilling som Kuklids kan man nejes med at fremsatte denne




Synthese, som i sig selv giver fuld Sikkerhed, og udelade
den Analyse, som har fort dertil.

Gjor Analysen derimod den Swtning, for hvilken man
soger et Bevis, eller den Konstruktion, som man onsker ud-
fort, afhengig af noget vitterlig falskt eller umuligt, er det
derved umiddelbart godtgjort, at den undersogte Swetning
eller Konstruktion selv er urigtig eller umulig. Derved faas
de saakaldte antithetiske Beviser, som, da de skjont ana-
lytiske i sig selv ere fyldestgjorende, indgaa 1 Euklids ellers
synthetiske Fremstilling.

Det er klart, at den her omtalte Analyse og Synthese
har kunnet gjores til Gjenstand for mange logiske Under-
sogelser. Deres hensigtsmeassige Forening har spillet en
vigtig Rolle ved en mathematisk Undersogelse, som var af
stor Betydning for Grakerne. Vi have fremheevet, at den
geometriske Konstruktion for dem seerlig tilsigtede at sikre
Existensen eller Muligheden af det konstruerede ved direkte
at tilvejebringe det eller, for saa vidt Konstruktionen kun
beskrives, men ikke praktisk gjennemfores, ved at vise, at
det kan tilvejebringes. Naar da en Opgave stilledes, kom
det seerlig an paa at angive Grenserne for dens Mulighed.
Det var Analysens Sag at vise dens Umulighed, naar Graen-
serne overskrides, altsaa at vise, at de ved Granserne satte
Betingelser ere nodvendige. Dette skete ved et antithetisk
Bevis. Derefter fulgte Opgaven med en udtrykkelig An-
givelse af Greenserne, i den saakaldte Diorisme, og Lesningen
af den saaledes begrensede Opgave viste, at Betingelserne
vare tilstreekkelige. Paa den Maade viser, for at neevne det
simpleste Exempel, Euklid forst, at en Side i en Trekant
nodvendigvis er mindre end Summen at de to andre; at
Sterrelserne af Siderne 1 en Trekant ikke ere underkastede
andre Betingelser end disse, viser han dernwest ved virkelig
at konstruere en Trekant med Sider, der tilfredsstille dem.

Den Ngjagtighed, hvormed allerede Kuklid felger de
her antydede Regler og faar Stoffet, saavel det @ldre som
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det, der paa hans Tid var mere nyt, indpasset i de derved

bestemte Rammer, viser, hvor vel udarbejdede disse maa
have vearet ogsaa for hans Tid. En senere Tradition tillegger
i den Henseende Platon Hovedswren, idet den gjor ham til
Opfinder af den analytiske Methode, hvorved netop maa
tenkes paa hele den formelle Udvikling. En saadan Tradi-
tion fra Nyplatonikerne siger i sig selv ikke meget. Noget
styrkes den ganske vist ved Platons vitterlige Indsigt i og
Interesse for Mathematiken. Denne legger han for Dagen
ved sine Dialoger, som ofte forudseatte ret vidtgaaende mathe-
matisk Indsigt hos Leeseren. Naar han saaledes forudsstter
‘ Kjendskab til de regulere Polyedre, som man i den Anled-
| ning har kaldt de platoniske Legemer, maa man antage, at

hans filosofiske Disciples mathematiske Forkundskaber i visse

Henseender ere gaaede videre end de, som hos os den storre

Klasse af Studenter faar Lejlighed til at naa Blandt hans
‘ Disciple var der iovrigt ogsaa flere fremragende Mathema-
| tikere, og det kan maaske tildels veere under Platons Sam-
arbejde med disse og, som Nyplatonikerne berette, under
hans ledende Paavirkning af disse, at Formerne for de ma-
L | thematiske Slutninger ere udviklede Herved er dog at be-
{ , meerke, at flere af de samme Disciple ogsaa vare Disciple af
den for nevnte store Mathematiker Kudoxos, den Mand,
der, som vi have set, loste den storste af de formelle Vanske-
ligheder, idet han gav en Storrelses Bestemmelse som Grense-
veerdi for en uendelig Tilnsermelse et exakt og nangribeligt
Udtryk. Det tor vel antages, at hans Andel i Mathematikens
formelle Bearbejdelse og hans Paavirkning af sine Disciple
b | strakte sig videre end til dette Hovedpunkt. Der bliver dog
1« Plads nok ogsaa for Platons Indflydelse. Hvis Beretningerne
: herom have nogen Paalidelighed, vil der her have vist sig
| den forste Prove paa en Art af samtidigt Arbejde af en af
| de storste Mathematikere og en af de storste Filosoffer,

hvorpaa vi i det folgende endnu skulle se to lige saa be-
tydelige Exempler. Mathematikeren gjor ikke blot de be-
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tydeligste Opdagelser af nye mathematiske Sandheder; men

han finder tillige de fineste og ngjagtigste Udtryk for de
vanskeligste Slutninger. Filosoffen gaar ikke saa dybt i den f

strengt logiske Behandling af de mathematiske Sporgsmaal;
men han skaber de Former, som derefter komme i alminde-

lig Brug, og som fortjene det derved, at de kunne anvendes

ogsaa af mindre betydelige Mathematikere, og tillade disse

paa en fuldt ud betryggende Maade ej blot at bruge den

alt udarbejdede Mathematik, men selv at bygge videre,
Have vi nu end ikke for Eudoxos’ og Platons Ved-

kommende Midler til at udskille, hvad vi skylde den ene

, og hvad den anden af de to store Mend og deres Disciple,

foreligger der udtrykkelige Meddelelser om indbyrdes For-
handlinger mellem deres Disciple om flere vigtige herhen-
herende Spergsmaal. At den formelle Bearbejdelse af Ma-
thematiken ogsaa har staaet i Forbindelse med Udarbejdelsen
af Reglerne for den almindelige, formelle Logik, som vi
finde den hos Aristoteles, er aabenbart. En stor Del af
disse Regler turde vewere bygget over deres simpleste An-

vendelser, nemlig dem paa mathematiske Slutninger; det er
ved disse, at Forudsetningerne optreede saa rent og ublandet,
at Reglerne aldeles umiddelbart kunne anvendes.

G e

Det Samarbejde mellem Mathematikere og Filosoffer,
som havde fundet Sted den Gang, da Athen var Hovedsade
eller i hvert Fald Midtpunktet for det videnskabelige Ar-
bejde, fortsattes ikke paa den Maade, da Alexandria blev
Datidens Universitetsby, et Navn, som baade dens Institu-
tioner, Lieerernes ret betryggede Stilling og Lerlingenes Til- ‘x
stromning tillade os at give den. I den alexandrinske "
Periode, denne Mathematikens glimrende Tid, som begynder
med Euklid, blev Mathematiken et Fag for sig selv. Be-
leert af utidig Indblanding fra Filosoffer og Sofister, der

sikkert er gaaet ved Siden af det gavnlige Samarbejde, som
vi have omtalt, streebte man endog at holde det, som til-

horer Filosofien og Mathematiken, skarpt nde fra hinanden,




Dette treder frem i den Maade, hvorpaa baade Euklid og

folgende Mathematikere begynde deres Systemer. Efter
| den Vis, hvorpaa den analytiske Methode arbejder og det
synthetiske System opfores, skulle de nye Sandheder stadig
gjores afhengige af Anerkjendelsen af @ldre Sandheder.
Det er imidlertid indlysende, at der da maa veere visse
simpleste Sandheder, som man maa begynde med at fastslaa.
i Hvorfra vi have dem, Redegjorelsen for de Erfaringer eller
maaske medfedte Evner, som have fort os til dem, henhorer
under Erkjendelsestheorien og bliver saaledes Filosoffernes

Sag. Euklid — saavel som Archimedes, hvor denne forer
ind paa nye Omraader — swtter en skarp Greense overfor
saadanne Spergsmaal ved kort og godt at forlange Aner-
kjendelsen af visse Forudsstninger. Den, der anerkjender
dem, skal dernwst nok blive overbevist om Rigtigheden af
1 alt det folgende. Mathematikerens Sag er det med Hensyn
til Forudsetninger kun at faa alt det med, som han har
Brug for, og ikke at medtage for meget. Dette sidste vilde
han gjore, naar han enten gjorde to Forudsatninger, som vare
i Strid indbyrdes, eller en saadan, som folger af de alt gjorte

Forudseetninger, og som altsaa burde udledes af disse og
ikke forudsettes.
I disse Henseender kan man godt betegne Euklids
I og Archimedes’ Opstilling af Forudsaetninger som sande
Mesterveerker, selv om de ikke ere uangribelige. I Maaden,
| hvorpaa de udtrykkes, frembyde Euklids derimod store Svag-
| heder. Adskillige af Definitionerne, f. Ex. Definitionen af en
ret Linie, give saaledes slet ingen Oplysning om det, der
: skal defineres, og i Postulater og Axiomer ere flere Forud-
b | seetninger saa kort angivne, at man forst ret forstaar, hvad
der menes, naar man senere ser, hvorledes Forudsetningerne
anvendes, Denne Korthed, som danner en Modsetning til
| den omstendelige Nojagtighed, hvormed senere Sestninger
og Konstruktioner fremsettes og Beviser fores, forklares

maaske netop derved, at Euklid vil fastholde en skarp Granse
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overfor alt, hvad der kunde tilhore Filosofien. Paa dette
Punkt vilde enhver nermere Forklaring af Forudsetningerne
tillige indeholde en Begrundelse af saadanne Forudswtnin-
gers Berettigelse, og en saadan Begrundelse kunde ikke faa
den for Mathematikeren nedvendige Fuldsteendighed. Han
foretreekker derfor helt at udelade den og undgaar saaledes
en Forhandling med Filosoferne paa deres Grund. I sine
Definitioner npjes han derfor med at underrette dem, der
videre ville folge ham, om, at han har Brug for Begreberne
ret Linie o. s. v. Han forudswtter da, at hans Leesere have
et tilstreekkelig godt, forelobigt Begreb om den rette Linie,
til at forstaa, hvad han videre siger om denne; men den
Abstraktion, der forer til dette forelobige Begreb, er det ikke
hans Sag at gjere Rede for.

Derimod glemmer Euklid ingenlunde at udstyre dem
rette Linie og alle de ovrige Begreber med de Kgenskaber,
som han har Brug for i den paafolgende Lerebygning. Det
sker dog ikke, som en moderne Leser nermest vilde vente,
i Definitionen, men i de paafolgende Postulater og Axiomer.
T dem erfarer man saaledes, at en ret Linie er fuldkommen
bestemt ved to af sine Punkter, at den kan forlenges i det
uendelige, at to rette Linier i samme Plan skjere hinanden,
naar blot de Vinkler, som den danner med en overskjerende
Linie, ikke tilfredsstille en vis aldeles bestemt Betingelse,
og at man kan sammenligne rette Liniers Lengde ved at
legge dem over paa hinanden. Den her omtalte Afvigelse
fra den moderne Maade at definere paa er aabenbart kun en
Forskjel i Form uden nogen indgribende logisk Betydning.
De Gamles Form bliver endog lettere i sin Bygning og ved
den tydelige Adskillelse af de forskellige Led bedre at over-
skue end en moderne Definition, der swdvanlig skal skrues
sammen i en enkelt Sstning. Man sammenligne saaledes
den Definition paa Begrebet Sterrelse, som faktisk gives i
Euklids Axiomer til 1ste Bog, med de Begrebsbestemmelser,

)



saaled.es

som man nu undertiden danner ved en Sammenfojning af
alle de samme Attributer i en enkelt formel Definition.

For ret at forstaa de Gamles Postulater og Axiomer og
den Adskillelse, som de gjore mellem disse, maa man erindre
den alt omtalte Adskillelse mellem Leevesstninger (Theoremer),
som skulle bevises, og Opgaver (Problemer), som skulle loges
ved geometrisk Konstruktion. Man maa heller ikke glemme
den logiske Betydning, som denne sidste havde, nemlig som
Middel til at tilvejebringe det, som man konstruerer, eller
da Konstruktionen kun theoretisk angives og bevises, som
Bevis for, at dette existerer. I Spidsen for disse maa gaa
Existenspaastande eller Fordringer af Anerkjendelse af, at
man kan tilvejebringe, eller tenke tilvejebragt, visse mathe-
matiske, sedvanlig geometriske Objekter med bestemte Egen-
skaber. Disse findes i Postulaterne. Man siger smdvanlig,
at disse indeholde Fordringen om, at de elementsr-geome-
triske Konstruktioner skulle kunne udferes ved Lineal og
Passer. En saadan Udtalelse er urigtig, idet de omtalte In-
strumenter slet ikke nwvnes, og den er vildledende, idet den
forer Tanken bort fra Konstruktionens logiske Betydning.
Det er Existensen af ret Linie og Cirkel, bestemte ved to
Punkter, eller ved Centrum og Radius, som postuleres, og
er denne Existens anerkjendt, vil man vise Muligheden af ved
deres Hjeelp at tilvejebringe bl. a. ogsaa de Figurer, som — i
den element@re Mathematik — fremstille Kvadratredder og
andre almindelige Storrelser. Saaledes forstaar man, at ogsaa
den nys omtalte Bestemmelse at Skjeringspunktet mellem rette
Linier i samme Plan bliver et nodvendigt Postulat (det Hte);
thi man kommer ikke langt i sine Konstruktioner, naar man
skal nejes med at treekke rette Linier gjennem givne Punkter
og ikke tillige tor bruge de derved bestemte Skjeringspunkter.
Disses Existens kraever et Postulat, som dog maa indskrenkes
saaledes, at det Tilfeelde, hvor Linierne ere parallele, karak-
teriseres og undtages. Den ensidige Vagt, som man har
lagt paa Undtagelsen, har i Tidernes Leb medfort megen
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Forvirring og bragt til, i Strid med de paalideligste Haand-
skrifter, at stille dette Postulat mellem Axiomerne som det
1ite. Den har til Tider fremkaldt ubillig Kritik af Euklid,
i vort Aarhundrede snarere en vis overdreven Beundring af,
at han har gjennemskuet Nodvendigheden af sewrlig at op-
stille denne Forudswmtning, naar han vilde have den med.
Den maatte simpelthen fremtreede som uundveerlig i hans
System, og da han — af gode Grunde, som vi nu vide det
— ikke kunde udlede den af de andre, maatte han tage
den seerskilt med.

Som Postulaterne vare de Existenspaastande, som maatte
gaa forud for de i Konstruktionerne indeholdte Existens-
beviser, saaledes vare Axiomerne ubeviste Leresetninger,
der gik forud for de egentlige Lereswtninger Som Grund-
lag for disse tjente dog tillige Postulater og Konstruktioner;
thi for man beviste noget om et mathematisk Objekt, maatte
man ved Konstruktion sikre sig dets Vearen. Euklid, der
vel i Definitionerne har sagt, hvad en ligesidet Trekant er,
beviser i Swetning 1 dens Veren ved at konstruere den, og
end ikke Midtpunktet mellem to givne Punkter tor han be-
nytte, for han har vist, hvorledes det tilvejebringes ved Kon-

struktion.

Den graske Mathematiks Blomstring
og Forfald.

I Euklids Elementer er Mathematiken naaet til en lo-
gisk Stringens, der indtil vore Dage indenfor sit Omraade
har staaet 0g maa staa som en monstervaerdig Tilnzrmelse
til den absolute Fuldkommenhed, som selv Mathematiken,
der maa tage sine Begreber og sit Sprog fra de daglige Er-
faringer og det daglige Sprogs Tilfeeldigheder — for ikke at




1 Apollonios’ Keglesnit saa vanskelig at lmse, at det er mig

ret forstaaeligt, at nu til Dags faa Mathematikere, ja faa

Mathematikhistorikere traenge tilbunds i den; men ved Stu-

diet af disse Boger kommer man dog til at forstaa, at der

kan vere givet en ypperlig mundtlig Undervisning i Mathe-

matik i Alexandria. Den geometriske Anskuelse kan veere

benyttet og udviklet ved Foredrag, under hvilke Tilhererne

saa Figurerne blive til, og de Studerende, som ad denne Vej

‘ tilegnede sig Stoffet, modnedes derved til at forstaa de i

Skrifterne opforte Systemer, hvori det fremstilledes paa en
: ofte besveerlig, men uangribelig Maade.

At nu dette virkelig maa have veaeret Tilfmldet, kunne

: vi se af de opbevarede Storvaerker af Euklid, Archimedes

( 212) og Apollonios (omtrent 200) og af Beretningerne

om, hvad disse og deres Samtidige ellers have behandlet.

Ganske vist vare Apollonios, der i Oldtiden kaldtes den store

Greometrer, og Archimedes, med hvem man kun tor sammen-

ligne den nyere Tids allerypperste Mathematikere, Mznd,

der personlig ber have en Hovedandel i Aren for, hvad der

, ved dem er udrettet; men Form og Indhold af deres Verker

. vise dog, at de helt og holdent staa i den Skole, hvis lo-

giske Principer vi her have udviklet. Fra Apollonios’ Haand

have vi endog, gjennem arabisk Oversmttelse, et Skrift (Om
! Forholdssnittet), hvor han med trettende Udferlighed forer
Diskussionen af en enkelt Opgave saaledes igjennem i alle
KEnkeltheder, at vi maaske deri have det bedste Exempel
paa de Fordringer, man 1 Alexandria stillede til et 1 alle
Henseender unangribeligh Skolearbejde. 1 hans Keglesnit
noder Stoffets Rigdom ham vel til at gaa langt raskere
frem; men her gjwelder det samme som om Kuklids Ele-

menter, at en saa magtig og sikkert sammenfojet Bygning
| ikke bliver til, uden at forud mange have arbejdet paa de
(| enkelte Sten og have forsegt andre Sammenfeojninger af disse

] og vel ogsaa forsegt at bruge andet Materiale end det, der

netop har passet ind 1 hans Plan. Vi vide ogsaa af hans
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Fortaler og andre Beretninger, at dette har veeret Tilfeldet.
Archimedes kunde ikke have givet de kortere Meddelelser
om mere begraensede Emner — Afhandlinger, som vi nu
vilde kalde dem —, hvilke han sendte fra Syrakus til Alex-
andria, en paa en Gang saa simpel og mnaturlig og tillige
med Skolens Principer saa vel stemmende Form, han kunde
ikke overfore disse Principer paa de nye Omraader, som han
forst betraadte, hvis han ikke selv havde tilegnet sig disse
Principer saaledes, at han bevagede sig deri med fuld Frihed
og deri fandt det naturligste Udtryk for Tanker og Slut-
ninger, naar de skulde have fuldt Krav paa Paalidelighed.
Archimedes’ og Apollonios’ Veerker vise ogsaa deres Sam-
tidiges heje Udvikling ved de Forudsetninger, de stille, ikke
saa meget til Leserens Forkundskaber som til hans Evner
til at folge vidtgaaende Udviklinger. Saa omhyggelig ud-
arbejder man ikke sine Arbejder, uden at man ter vente at
finde Lesere, som baade forstaa Indholdet og vide at skatte
den vel overvejede Form.

Det mathematiske Indhold af disse Maends Arbejde er
det ikke her Stedet at fremdrage. Kun ber jeg omtale en
enkelt Klasse af de mest betydningsfulde Undersogelser, som
netop ere fremkaldte af Hensyn til de logiske Principer,
hvilke her have beskjeftiget os. De Gamles geometriske
Konstruktioner ved ret Linie, Cirkel og Keglesnit maa vel
frengsle enhver, som har Sands for, hvad der er smukt og
elegant i Geometrien; men i og for sig have de mindre Be-
tydning for os, der ikke fole Trang til demnne Form for
Existensbeviser. Ved at vere Organer for en almindelig
Sterrelseslere forte de imidlertid videre til Undersogelser af
en almindeligere Natur og Resultater, som ogsaa bevare deres
Interesse, naar man afforer dem det geometriske Kledebon.
I den Henseende maa navnlig erindres, at Konstruktionens
Formaal gjorde det nedvendigt i Diorismen nojagtig at an-
give Grenserne for dens Mulighed. Disse Angivelser blive
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Maximums- og Minimumsbestemmelser for de Sterrelser, der

i Konstruktionen skulle behandles som givne.

Herhen hore ikke blot saadanne elementaere Bestem-
melser som den af Maximum for Produktet af Storrelser med
given Sum eller omvendt Minimum af Summen af Storrelser
med givet Produkt, Disse udledes hos Euklid af den geo-
metriske Lesning af Ligninger af anden Grad og benyttes
flittig af de greske Mathematikere. I et Manuskript, som
man i Reglen er tilbgjelig til at tillegge Archimedes, be-
nyttes Losningen af Ligninger af tredie Grad ved Keglesnit
paa lignende Maade til at bestemme Maximum af en Stor-
relse af Formen #2?(a¢ — ), hvor a er given, eller, om man

.

vil, Betingelsen for, at en Ligning af tredie Grad faar lige
Rodder. Nogle vidtgaaende Undersogelser af lignende Natur
1 Apollonios’ 5te Bog, som faktisk falde sammen med Huygens’
Bestemmelse af Keglesnittenes Kvoluter, og som derfor ofte
1 omtales som Tegn paa, hvor langt Apollonios i visse Hen-
seender naaede ud over sin Tid, ere 1 Virkeligheden efter
graesk Opfattelse nundveerlige Led i den Opgave, han be-
handlede, nemlig at konstruere Normalerne til et Keglesnit.
At han formaaede at gjennemfore denne Behandling, ge-
raader ham dog ganske vist ogsaa til stor personlig Aire.
Den logiske Rustning, hvorved de Gamle sikrede de
indvandne mathematiske Resultater, forekommer os tung nu,
da vi anvende andre Deskningsformer og ere gvede i en
| anden Kampmaade. Den blev ogsaa for tung for de greske
Greometrere den Gang, da den Ovelse i dens rette Brug, som
iseer var holdt vedlige i Alexandria, blev afbrudt, og da man
veesentlig kun havde den skriftlige Overlevering at holde sig
; til. Rustningen blev dog ikke kastet bort. Tveertimod, den
holdtes 1 Are og oppudsedes med Omhu, ofte rigtignok mest
! de Dele, som ikke spillede den storste Rolle for Dakningen
| eller dog let kunde ombyttes med det, som umiddelbart
vilde frembyde sig under hvert enkelt Spergsmaals Behand-

ling. Med Rustningen bevaredes ogsaa de vigtigste Resul-
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tater, som de store Mathematikere havde indvundet, og som
deekkedes af denne Rustning. Paa enkelte Punkter fandt
man vel ogsaa lidt nyt i Ly af denne; men bevege sig 1
den med den rette Frihed formaaede man ikke, og gaa ud
paa saadanne nye Omraader, hvor man ikke alt forud i den
havde forneden Dakning, vovede man ikke.

Der indtraadte saaledes en Standsning i Mathematikens
Udvikling, som begyndte paa den Tid, da Romerne bleve
Herrer i Alexandria og samtidig udbredte eller havde ud-
bredt deres Magt over de andre Lande, hvor den greeske
Kultur havde sit Seede. Her gik det nemlig ikke saaledes
som ofte ellers, naar et mindre civiliseret Folk undertvinger
et gammelt Kulturfolk, nemlig at det forste ikke blot legger
sig efter og selv bliver Medarbejder i det sidstes Videnskab
og Kunst, men endog efterhaanden ved sin friske Kraft
giver dem en ny Flugt. At dette ikke skete nu, forklares

vistnok bedst ved, at Romerne stode for hejt — og vidste,
at de gjorde det — til uden videre at blive Grekernes Leer-

linge. Besad Graekerne Kunst, Filosofi, Mathematik og en
begyndende Naturvidenskab, som rigtignok hemmedes ved
den altfor abstrakte Retning, Filosofien og Mathematiken
havde taget, saa besade Romerne foruden den store Dygtig-
hed i al Krigens Gjerning en udviklet privat og offentlig
Ret. De undlode naturligvis ikke, efterhaanden som de bleve
maegtige og rige og overdaadige, at tage ogsaa saadanne @dlere
Nydelser med, som den graeske Kunst kunde bringe. De
optoge ogsaa det af den greske Filosofi, som ikke var for
vanskelig tilgengeligt, og de blandede det efterhaanden ind
i al den Tro og Overtro, som samlede sig fra de Lande,
Romerne havde erobret, og som gik forud for Kristendommens
Udbredelse; men til et saadant Arbejde, som en virkelig
sammenhaengende Tilegnelse af den greske Mathematik vilde
kreve, dertil agtede de ikke denne Gren af den greeske
Kultur veerdig. Vi se det paa de romerske Landmaalere,
som helst lode sig moje med gamle mgyptiske Regler, og
6




naar de optoge et og andet Resultat fra den greeske Mathe-
matik, ofte fik noget helt galt ud af det. Vi se det paa en-
kelte theoretiske Forfattere henimod Folkevandringen, som
visselig ikke skulde give de nye indtreengende Folk nogen
fornuftig Forestilling om Mathematiken.

Som allerede bergrt bevarede de greeske Folk deres
vigtigste mathematiske Skatte, men uden at komme synder-
lig langt ndenfor det Omraade, der allerede var mnaaet. Og
dog var der netop i den sidste Del af den grzeske Blomstrings-
tid kommet et nyt Moment ind, som ved videre at dyrkes
vilde have medfert en vigtig Udvidelse af det geometrisk-
mathematiske System, nemlig den videre Udvikling af den
praktiske Beregningskunst, som Astronomien kraevede, og
hvortil det fra Osterland hentede Sexagesimalsystem gav
Hjelpemidler. Denne Udvikling har sat betydningsfulde
Frugter under Ly af den gamle graeske Geometri; men til
at ove en vemsentlig Tilbagevirkning paa denne kom den
for sent.

Tovrigt blev de senere graeske Mathematikeres Hoved-
gjerning den at skrive Kommentarer og Hjelpesatninger til
de gamle. Disse ere jevnlig af den Beskaffenhed, at man
er de @ldre Mathematikere taknemmelig for ikke i deres
Verker at have taget de Forklaringer med, som Hjelpeseat-
ningerne indeholde; thi disse ere ofte overflodige og vilde
ved deres Bredde blot skade Overblikket. Ja, de kunne
endnu skade, naar man med Forglemmelse af den lange Tid,
som ofte ligger imellem dem og de Skrifter, de angaa, vil
opfatte dem som autentiske Fortolkninger, der kunne trade
i Stedet for et umiddelbart Studium af de store For-
fattere og den Maade, hvorpaa disse selv benytte de kommen-
terede Sandheder. Dog have disse Skrifter, ganske afset fra
den ringe mathematiske Veerdi af Kommentatorernes selv-
stendige Bidrag, en meget stor Betydning for vort Kjend-
skab til den gamle Mathematik, ikke blot ved de Oplys-
ninger, vi derigjenmem indirekte faa om tabte Arbejder fra
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den bedste Tid, men ogsaa ved de deri indeholdte Meddelelser
om det logiske Formaal for de enkelte Led i Systemet.
Meget af dette har ogsaa veret bestemmende for vore fore-
gaaende Udtalelser om den store graeske Mathematik.

Paa en enkelt Forfatter fra denne lange Nedgangs-
periode passer det, som vi have sagt, dog ikke. Det er
Diofantos (omtr. 300 efter Chr). Han er ikke smaalig
nojagtic med Formen. Naar han f. Ex. efter greesk Skik
bruger geometriske Fremstillinger af Tal, overholder han
ikke den geometriske Homogeneitet, men taler f. Ex. om
Summen af en Trekant og en af dens Sider i Betydning af
Summen af de derved fremstillede Tal. Indholdet fortjener
stor Opmeerksomhed ved sit eget Verd og ved sin Afvigelse
fra, hvad der findes i den gamle og i den fra hans egen Tid
opbevarede greske Mathematik. En Nyskabning af ham
selv kan det paa den anden Side ikke godt veere; en saa
betydelig Exempelsamling som den, der findes hos ham, kan
nemlig ikke godt veere en enkelt Mands eller Tids Gjerning.

I Anledning heraf har man for 20—30 Aar siden varet
tilbojelig til at soge hans Forbilleder hos Inderne, med hvis
senere Arbejder hans ere beslegtede. Efter nyere Under-
sogelser er Paavirkningen dog snarere gaaet den modsatte
Vej, med Undtagelse af, at Diofant og andre samtidige
Grekere i Alexandria ved Handelsforbindelserne med Indien
kunne have vundet den storre Regnefwrdighed, han legger
for Dagen. Man maa altsaa nwrmest i ham se en for sin
Tid betydelig Repraesentant for en Retning, hvis @ldre Re-
praesentanter ere gaaede tabt.

Nogen Sammenheng med wldre greeske Arbejder lader
sig dog paavise, endog med saadanne, som vedkomme os
her. Det er fortrinsvis ubestemte Ligninger af anden Grad,
som han behandler, og af dem soger han rationale Losninger.
Saadanne Opgaver opstaa, naar man vil give en Opgave, der
afhenger af en smdvanlig, numerisk Ligning af anden
Grad, en saadan Bestemmelse, at Opleosningerne blive ratio-
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nale. Herpaa kom til at ligge seerlig stor Vaegt for Graekerne,
for hvem Opgaven, som vi have set, opherte at veere nume-
risk 1 det Ojeblik, den ubekjendte blev irrational. En allerede
fra Pythagorzernes Tid bekjendt Opgave af denne Art er den
at bestemme en retvinklet Trekant, hvis Sider ere kommen-
surable.

Endnu skulle vi n@vne, at Diofant er den forste os be-
kjendte Forfatter, som fremstiller den ubekjendte ved et Tegn
og anvender et begyndende Tegnsprog. Dette vedkommer
dog kun for saa vidt Udviklingen af den exakte Mathematik,
som Tegnsproget senere er blevet et Middel til preaecis og
utvetydig Fremstilling. Diofant tjener det kun til en Af-
kortning i Fremstillingen, hvormed tillige folger et lettere
Overblik over denne. Diofants Tegn for den ubekjendte er
udelukkende bestemt til at fremstille et ubekjendt Tal, det
vil sige rationalt Tal.

Indisk og arabisk Mathematik.

Vi kunne ikke strax gaa over til det Folk, som 1 Be-
handlingen af Mathematiken blev Graekernes umiddelbare
Arvtagere, nemlig Araberne, men maa forst vende os til det
Sted, hvorfra andre Sider af Mathematiken end de, der
skyldes Graekerne, fik deres forste Udvikling, nemlig Indien.
Her fandtes en @ldgammel Liyst til og Ferdighed i at frem-
stille store Tal, og i Forbindelse hermed blev ogsaa Regne-
kunsten tidlig dyrket. Efter at man dertil forud havde an-
vendt forskjellige Talbensmvnelser, der, som de fleste andre
Folks Talsystemer, vare dannede som Titalsystemer, var det her,
at man fandt paa ogsaa at skrive Tallene saaledes ved Hjaelp
af de 9 betydende Cifre og Nul, som vi gjore det nu, og i
det veesentlige at anvende de nu brugelige Regneregler paa

samme Maade, som det nu sker. Hvor langt tilbage denne
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Opfindelse gaar, lader sig ikke bestemt paavise. Kun vides
det, at det serlige Tegn for 0, som tillod at undvere forud
inddelte Tavler, og som danner Slutstenen paa den nmvnte
Opfindelse, findes i et Skrift fra det 4de eller Ste Aarhun-
drede efter Chr.

Det er paa dette Punkt, at Indernes Hovedfortjeneste
ligger, en Fortjeneste, hvis kolossale Betydning man ikke
behover at vere Mathematiker for at vurdere. Feaerdigheden
og Ovelsen i at regne og den derved vundne Vane til ab
behandle Tal, Talanskuelsen, gav et vidt Omraade for de Er-
faringer og Induktioner, hvormed mathematisk Udvikling
begynder, og at man ogsaa forstod at tenke over Aarsags-
forbindelserne, viser sig allerede i Dannelsen af selve Regnings-
reglerne. 1 den rasonnerende Behandling af Mathematiken
stode Inderne imidlertid saa langt tilbage for Greekerne, at
den, som kjender disses exakte Slutningsmaader og pracise
Fremstilling, i saa Henseende vil have ondt ved at lade
sig tilfredsstille af Inderne. Tilmed er den indiske Mathe-
matik saa tidlig paavirket af den graeske, at adskillige af de
Begrundelser, man forefinder, kunne hidrore fra Grakerne,
hvis Form dog er langt fra at veere bibeholdt. Den indiske
Mathematiker nojes saaledes ofte med at tegne den Figur,
ved hvilken Beviset fores, og opfordre Leeseren til paa denne
at se Paastandens Rigtighed.

Inderne forstode dog ved deres Regnefwerdighed paa
mange Punkter at bringe mere ud af Mathematiken end det,
som de havde faaet af Graekerne. Den nejagtige Undersogelse
af Rigtigheden af en mathematisk Regel laa dem da af den
Grund mindre paa Sinde end Gremkerne, at de havde meget
lettere ved at regne efter, om den passede i saa mange Tilfelde,
at dette kunde overbevise dem om Rigtigheden af Reglen.

Af exakt Mathematik kunne vi saaledes ikke leere meget
nyt af dem. Dog maa vi nmvne mnogle Synsmaader, hvor-
ved, netop fordi Inderne ikke tenkte paa at gjeve sig de
samme videnskabelige Skrupler som Grakerne, deres Be-
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handling ganske af sig selv kom til at rekke over et
videre Omraade end en tilsvarende greesk Behandling.
Inderne havde saaledes aldeles ingen Betenkelighed ved at
anvende de saedvanlige Regneregler ogsaa paa irrationale Tal.
Disse selv kunde de jo regne ud med saa stor Nojagtighed,
som hver Opgave maatte kreeve. Naar derfor Inderne bruge
et. Tegnsprog, ja gaa noget videre end Diofant, idet de ind-
fore samtidige Betegnelser for flere ubekjendte, falder det
dem ikke ind som Diofant at kreve, at disse ubekjendte Tal
skulle veare rationale. —

Folkevandringerne, saavel den tidligere, der fra Nord
udbredte sig over hele den vestlige Del af det romerske
Rige, som den, der senere fra Arabien med rivende Hast
udbredte Muhamedanismen og det arabiske Herredomme til
alle Sider, bragte nye Kaar for Videnskaben. Ved dem
begge fulgte paa den Strom, der strabte at bortskylle den
gamle Kultur, alvorlige Forseg paa at tilegne sig denne.
Ved dem begge varede det ikke leenge, inden de nyankomne
med storre Kraft og Friskhed selv begyndte at forarbejde
det modtagne eller dog i det mindste at tilegne sig det paa
en anden og bedre Maade end de sene Slmgter, fra hvilke
de umiddelbart modtoge det.

Det var dog kun Araberne, der paa denne Maade kom
i1 nogen frugtbar Bergoring med den greske Mathematik, som
jo alt lenge havde haft sit Midtpunkt i Alexandrien, men
sikkert ogsaa har haft Udbredelse adskillige andre Steder i
de Lande, hvor Muhamedanismen trengte frem. Megen
Mathematik kunde man vel ikke lere af de Graekere, som
da boede i disse Lande, og af Boger fik man ikke fat paa
mange flere end dem, som vi have endnu. Nogen Vejledning
forefandtes dog til at begynde at leese disse, og den Iver,
hvormed arabiske Leerde toge fat, navnlig opmuntrede at
Abassiderne i Bagdad, satte dem i Stand til at forstaa mere
og mere af disse Boger og deri efterhaanden finde nye Im-
pulser til at gaa videre i Studiet.
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Det er ganske naturligh, at de da ogsaa paa enkelte
Punkter maatte komme til at overgaa deres Leerere. I den
Henseende har man dog undertiden tillagt dem for meget.
Dette gjelder navnlig paa Algebraens Omraade, som senere
Buropzerne dels paa nermere Hold have modtaget gjennem
Araberne, dels have haft lettere ved at forstaa i disses ved
numeriske Anvendelser oplyste Skrifter end i den paa Uan-
gribelighed beregnede geometriske Fremstilling, som bruges
i de opbevarede greeske Arbejder. Man har heller ikke
altid bemerket, at de videst gaaende algebraiske Under-
sogelser, hvortil Araberne som Grzkerne bruge Keglesnit,
angaa og ere fremkaldte ved Sporgsmaal, som ere behandlede
af greeske Geometrere.

De vigtigste Fremskridt i den arabiske Mathematik staa
i Forbindelse med, at de foruden gresk Geometri efter-
haanden ogsaa optoge den indiske Regnekunst. Dette satte
dem i Stand til at give de af Grakerne kjendte Swetninger
videregaaende numerisk Anvendelse end disse. Det er derfor
ganske naturligt, at serlig Trigonometrien maatte gjore vig-
tige Fremskridt hos dem.

Hvad nu angaar det logiske Grundlag for Arabernes
Mathematik, er det naturligt, at de, efter en Gang at have
givet sig ind under Graekernes Forerskab, maatte folge dem
ogsaa i denne Henseende og anse den graske Opfattelse som
den eneste fuldt ud exakte. Denne tilegnedes saa godt, at
man ikke blot antog og bejede sig for de greske Former
som noget en Gang bestaaende, men paa en grundigere Maade
end de senere Grakere traengte ind til Slutningsmaadernes
Kjerne. Arabiske Forfattere opfatte saaledes Bestemmelsen
ved geometrisk Konstruktion eller — i Henhold til den
Fudoxos-Euklidiske Proportionslere — ved sammenheengende
Proportioner som den eneste exakte Fremstilling af Potenser
og Rodder af irrationale Sterrelser. Samtidig var man dog
gjennem indisk Regnekunst langt fortroligere end Greekerne
med den tilsvarende numeriske Beregning af de irrationale




Storrelser, og for ikke at hemmes for sterkt i den videre

Behandling af disse Sterrelser, maatte man i Praxis ofte

lade de tilnmrmelsesvis beregnede Tal traede i Stedet for
selve Storrelserne. Dette forte til en faktisk, men ikke fuldt
anerkjendt Betragtning af disse Storrelser som Tal.

Hermed begynder en Dualisme, som vi skulle have
Lejlighed til at folge neesten lige til vore Dage. Araberne,
hos hvem den synes at have givet Anledning til Modset-
ninger mellem Skoler, en mere exakt graesk og en regnende
indisk, ydede ikke selv noget veaesentligt Bidrag til at komme
ud over den. De bragte blot saa meget som muligt af de
theoretiske eller praktisk regnende Underspgelser, som de
p foretoge, 1 Ly af Graekernes faste Bygning; men at udvide
‘ denne, saaledes at den kunde omfatte alle deres flittige og
dygtige Arbejder, formaaede de ikke. Det er ogsaa forst
efterhaanden naaet af den nyere Tids Mathematikere.

1 Mathematikens Gjenopvaagnen i Europa.

I Europa var den kristelige Kultur undergaaet en Ud-
{ bredelse og en Vext, der ved sin Langsomhed danner en
sterk Modsetning til den Pludselighed, hvormed Muhameda-
nismen havde oversvgmmet uhyre Streekninger, og den Hur-
tighed, hvormed den under Muhamedanismen udviklede Kultur
; naaede sit Hejdepunkt. Ved denne Langsomhed mnaaedes
; imidlertid et bredere og solidere Grundlag, der ogsaa skulde
‘J komme de Fag til Gode, som man fra forst af slet ikke
! havde kjendt noget til. Fra Romerne modtoge Folke-
‘ vandringens Folk ved Siden af Christendommen ogsaa den
‘_ seerlige romerske Kultur, derunder navnlig en udviklet Rets-
it , videnskab, samt enkelte Dele af den greske Filosofi. Dette
h forarbejdedes trolig videre og bragtes af Kirkens Meaend i
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Forbindelse med Christendommen og de religiose Begreber.
Den Smule daarlig og forvansket Mathematik og Regning,
som man modtog fra Romerne, forsomtes heller ikke ganske,
og at der lenge kom meget lidt ud deraf, skyldes lige saa
meget det fra Romerne givne daarlige Swdekorn som den
endnu raa og ubearbejdede Jordbund. Vexten tog storre Fart,
da man modtog ny Sed fra Araberne gjennem Korstogene,
Beroringerne i Spanien og de Berpringer, som fandt Sted
tvers over Middelhavet. Denne Szd spirede og begyndte ab
udfolde sig under omhyggelig Pleje hos de Munkeordener,
som udgjorde den Tids lerde Stand; den kunde til Tider
skyde raskere op i de italienske Handelskredse, hvor den
faldt rigeligere, ja endog tilsattes med ren gresk Sed op-
bevaret i Konstantinopel. Saaledes se vi allerede omtrent
Aar 1200 Leonardo fra Pisa i den elementere Mathematik og
Regning indtage et Standpunkt, som forst flere Aarhundreder
senere blev almindeligt hos europeziske Mathematikere.

Hvad man i BEuropa forst tilegnede sig gjennem Ara-
berne, var den indiske Talregning, Algorithme, som man
kaldte den. Dertil fojedes saa nogen Algebra og lidt Geo-
metri. Gjennem Araberne lerte man derefter nogle af de
betydeligste og lettest tilgengelige greeske Forfattere at
kjende. Forst senere begyndte man at gjore etmere direkte
Bekjendtskab med dem. I disse Henseender deler Mathe-
matiken Skjebne med andre Videnskaber og Kunster, og
den derved indtredende Renwmssance var ogsaa for dens Ved-
kommende kraftigst i — men dog ikke begrenset til —
Norditalien.

Denne Gjenfodelse var dog lenge kun en Gjenopstaaen
af det, som Grzkerne eller Inderne langt mere havde veeret
Herrer over, og som Araberne havde forenet. Man kunde i
enkelte Henseender give det nye Former, der senere skulde
faa Betydning; men vesentlig var man blot modtagende og
maatte i de fleste Tilfelde erkjende, at man stod tilbage for
sine Leerere. Der behovedes i Mathematiken et Gjemnem-
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brud som de, der i andre Henseender skete ved de store
geografiske Opdagelser og ved Reformationen. Ogsaa det
mathematiske Gjennembrud befordredes i hej og kjendelig
Grad ved Bogtrykkerkunsten, og det stod i ner Forbindelse
med de andre aandelige Rorelser. Det er saaledes indlysende,
at de geografiske Opdagelser maatte bidrage til at fremkalde
Anerkjendelsen af det kopernikanske System, som atter har
givet Naturvidenskab og Mathematik magtige Impulser.
Reformationens Indforelse treeder frem derigjennem, at ad-
skillige af de betydeligste Mathematikere enten vare knyttede
til denne eller til de tilsvarende aandelige Beveagelser, som,
uden Brud med Fortiden, i intellektuel Henseende bragte
den katholske Verden paa den Hgjde, som andetsteds naaedes
ved Reformationen. Flere af de faa Navne, som vi i dette
korte Overblik faa Lejlighed til at neevne, ville vise sig at
tilhore Mwmnd, hvis mathematiske Fortjenester ledsagede
lignende Fortjenester paa andre aandelige Omraader.

Hvad der indenfor selve Mathematiken fremkaldte et
saadant Gjennembrud, var Overvindelsen af Vanskeligheder,
som endog de lysende og beundrede graske og arabiske For-
billeder havde maattet lade ligge. Tyskeren Regiomontanus
(1436 —1476) naaede langt videre i Trigonometrien end Ara-
berne; men dette Fremskridt stod dog i saa god Sammen-
heng med foregaaende og efterfolgende Skridt paa samme
Bane, at det kun tildels kan betegnes som et Gjennembrud.
Et saadant knyttede sig derimod til den algebraiske Losning
af Ligninger af tredie Grad ved Kubik- og Kvadratredder.
Denne havde Araberne gjennem lange Tider forgjeves straebt
at opnaa, og det samme har sikkert veeret Tilfeeldet med
Grekerne for den Tid, da man slog sig til Ro med at kunne
lgse en Ligning af tredie Grad geometrisk ved Keglesnit,
altsaa ved de samme Hjwelpemidler, som man alligevel maatte
benytte, mnaar man forte den tilbage til Brug af Rod-
storrelser. '

Det var derfor blevet almindelig antaget, endog fast-
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slaaet i den forste trykte mathematiske Bog, at Ligninger af
tredie Grad ikke kunne loses algebraisk. Stor Opsigt blandt
Mathematikerne maatte det da vwekke, at Scipiomne del
Ferro (Professor i Bologna 1496—1526) havde lost denne
Opgave i et vigtigt Tilfeelde. Han holdt vel sin Lesning
hemmelig, men den synes at have vearet rigtig og kan da
ikke afvige synderlig fra den, som i 1535 gjenfandtes af
Tartaglia og kan anvendes paa alle Ligninger af tredie
Grad med kun en reel Rod. Idet ogsaa Tartaglia forst holdt
den Methode, som han ved en videnskabelig Turnering havde
vist sig i Besiddelse af, hemmelig, opstod der forst sterke
Bestrebelser for at komme i Besiddelse af hans Hemmelig-
hed, dernsest Stridigheder, der endnu give Gjenklang i vore
Dage, om, hvem Opdagelsen nermest tilhorer, Stridigheder,
hvori den Gang videnskabelige Argumenter ledsagedes af
de bitreste personlige Beskyldninger og Angreb. Under
disse sogte man dog stedse ved nye Anvendelser af det
fundne og ved nye Opdagelser at hevde sin Ret til at tale
med i Laget. Det blev derfor en frugtbar Tid for Viden-
skaben; Algebraen bragte den endnu Lesningen af Ligninger
af 4de Grad.

Algebra med geometrisk Baggrund.

Den videnskabelige Side af Beveagelsen forplantede sig
fra Ttalien til andre Lande, saaledes til Frankrig, hvor
Vieta (1540—1603) satte Slutstenen paa de her berprte al-
gebraiske Fremskridt ved ogsaa at lese Ligninger af tredie
Grad i det Tilfelde, hvor alle tre Rodder ere reelle. Idet
Vieta var sin Tids sterste Mathematiker, og han tillige var
fortrolig med de Gamles Skrifter og Tankegang, vil det veere
rigtigt at dveele lidt ved hans Skrifter for at se, hvorledes
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han stiller sig til Mathematikens logiske Side. Forst skulle
vi blot om hans Forgengere bemerke, at de vel 1 det hele
bygge paa de Gamles logiske Forudsatninger, men under
Iveren for at gjore Fremskridt ikke faa Tid til at beskjeeftige
sig videre med denne Side af Sagen.

Vietas Fremadskriden er ikke mindre; man skylder
ham endog paa det algebraiske Tegnsprogs Omraade Ny-
heder, som have bragt til at betragte ham som Fader til
Algebraen i snavrere Forstand, den, som er bygget paa Bog-
stavregning; men paa samme Tid kjendte han de Gamles
Principer ngje og begjede sig for dem som eneste Beerere af
en fuldstendig Bevisforelse. De Hensyn, han tager til dem,
saavel som hans Tilbgjelighed til at bruge dristig dannede
greeske Kunstord tjene dog just ikke til at gjore hans Frem-
stilling let at folge.

Allerede i hans Behandling af Ligninger af tredie Grad
se vi hans Respekt for de Gamles Geometri og hans Kjend-
skab til denne. Det Fremskridt, der er gjort ved Lesningen
af disse Ligninger, er vel et helt andet end de, som de
Gamle spge at give Udtryk. Ved at fore Lesningen tilbage
til Roduddragning gjor man den afhengig af mere vel
kjendte Regninger, et Fortrin, som Vieta lige saa sikkert
havde Oje for som de andre Lerde paa den Tid. Da imid-
lertid efter de Gamles Fordringer den geometriske Krem-
stilling var den eneste exakte Fremstilling af de irrationale
Sterrelser, fremhsmver han, at denne Tilbageforelse swtter i
Stand til at lose Ligningerne ved den samme Konstruktion,
som bruges til at fremstille Rodstorrelser. Som en saadan
Konstruktion nevner han dog ikke Konstruktionen ved
Keglesnit — maaske fordi en saadan ogsaa uden Lgsningen
kunde anvendes paa Trediegradsligningen — men en Indskyd-
ning, en foran omtalt Art af Konstruktioner, hvortil man
i Oldtiden ogsaa havde vidst at fore Kubikrodsbestemmelser
tilbage.

Disse Bemaerkninger gjelde serlig den allerede af Ita-
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lienerne fundne Lesning af Opgaven i det Tilfwelde, hvor
kun een Rod er reel. Naar de alle ere reelle, kan Tilbage-
forelsen til Rodstorrelser ikke ske under reel Form. Vieta
fandt derimod, at Lesningen af Opgaven i dette Tilfzelde
kan fores tilbage til en Tredeling af Vinklen, og at denmne
kan udfores ved en Indskydning, den samme, som man har
nogen Grund til at tillegge Archimedes. I dette Tilfwlde
har Indskydningen dog for Vieta tillige spillet en langt
vaesentligere Rolle end den at veere en Oversattelse paa det
geometriske Sprog, foretagen af theoretiske Hensyn. Nej,
det er paa selve den geometriske Figur, som fremstiller Ind-
skydningen, at man afleser Ligningens Tilbageforelse til
Vinklens Tredeling. Det praktiske Resultat, som er naaet,
er heller ikke Ligningens Lesning ved en Indskydning, men
den Omstendighed, at Tilbageforelsen til Tredelingen satter
i Stand til at beregne Redderne ved Hjeelp af trigonometriske
Tabeller. Ligningen er nemlig forst reduceret til Formen
28— 3 r2w = ar?
hvor » > g,

guren udtrykte Forbindelse paa Trigonometriens nuverende

og en umiddelbar Omskrivning af den ved Fi-

il
3
Vietas Lesning var den forste Anvendelse af Trigono-

Sprog giver dernest, at naar a —27cosv, bliver x—=21cos

metrien til at lose visse algebraiske Ligninger, en Vej, hvorpaa
allerede han selv gik betydelig videre. Her viser sig saaledes
en smuk Sammenheng mellem saadanne geometriske Kon-
struktioner, som de Gamle vasentlig foretoge af theoretiske
Grunde, og virkelige Fremskridt af rent moderne Art. Veard
er det ogsaa at lmgge Mwmrke til, at det netop er de to
gamle, beromte Opgaver, Terningens Multiplikation (Kubik-
rodsuddragning) og Vinklens Tredeling, som atter komme
til Are. Til den ene fores den ene Hovedklasse af Tredie-
gradsligninger tilbage, den anden til den anden.

Naar Vieta her efterligner de Gamle 1 at betragte en
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geometrisk Konstruktion som den fuldkommneste Form for en
Opgaves Losning, kan man ganske vist ikke vide, hvorvidt
han var sig den derved opnaaede logiske Fordel fuldt be-
vidst; men, bortset fra, at han foretrsekker en Indskydning
for Lesning ved Keglesnit, gjor han i hvert Fald, hvad der
behoves, for at faa fast Stade paa det af de Gamle givné
geometriske Grundlag. Det samme gjor han i de saakaldte
geometriske Beviser, hvilke han undertiden fojer til de Los-
ninger af Opgaver, som han finder ved sit Tegnsprog. De
tekniske Fremskridt, som han gjorde i dette, er der her lige
saa lidt Lejlighed til at omtale som dem, hvorved hans For-
gengere i Usterland og Kuropa efterhaanden vare komne
saa vidt. Kun felgende to Ting vedkomme os her nzermere.
Medens tidligere Forfattere, paa et enkelt Tillob nser, kun
anvendte Bogstaver til at fremstille Ligningernes ubekjendte
Sterrelser, anvender Vieta dem baade til at fremstille ube-
kjendte Storrelser og saadanne Storrelser, som i Opgaverne
skulle betragtes som bekjendte, men i Virkeligheden skulle
kunne veaere vilkaarlige. De forste betegnes ved Vokaler, de
sidste ved Konsonanter. Derved blive fra ham af Lesninger
af Ligninger i Tegnsproget almengyldige Angivelser af, hvor-
ledes Ligningerne skulle lgses. Vor anden Bemerkning gjor
dog en Indskreenkning i denne Almengyldighed. Vietas
Bogstaver ere nsermest kun bestemte til at fremstille Tal,
det vil endnu bestandig sige rationale og positive Tal. Dette
er Tilfeeldet, skjent han giver de forskjellige Potenser o. s. v.
geometriske og hypergeometriske Navne.

Hvad nu Rationaliteten angaar, saa nsrer Vieta vistnok
ingen virkelig Tvivl om, at de Resultater, han udleder ved
Brug af Tegnsproget, ere gyldige ogsaa da, naar de frem-
stillede Sterrelser, bekjendte og ubekjendte, ere eller
blive irrationale; men han betragter ikke Udledelsen som
tilstraekkelig exakt. Derfor tilfgjer han de nys nsevnte
geometriske Beviser, der rigtignok for en moderne Opfattelse
ere alt andet end geometriske.. De faas nermest ved at fore
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alle Sammenheeng tilbage til Proportioner. Potenser be-
stemmes da som hos de Gamle som Led i sammenhangende
Proportioner. Derved bringes Undersogelsen i Ly af den
hos Euklid efter Eudoxos fremstillede exakte Proportions-
lzere, der, som vi have omtalt, trods sin almindelige Natur,
betragtedes som heorende swrlig til Geometrien.

For vi omtale det Hensyn, Vieta tog til, at de ved Bog-
staver fremstillede Storrelser skulde veere positive, maa vi
gaa tilbage i Tiden. Negative Storrelser var et for de Gamle
fuldsteendig ubekjendt Begreb., Det vilde heller ikke veere
dem til saa stor Nytte, som det er nu. Vi bruge det bl. a.,
naar vi skulle oversmtte en geometrisk Figurs Egenskaber
paa Tegnsproget, til at udtrykke, om f. Ex. et Punkt af en
ret Linie falder paa den ene eller anden Side af et andet;
men dette udtrykker allerede Figuren, der sely var de Gamles
Fremstilling af Sagen. Ganske vist maatte det kunne hande,
naar man forsegte at lose en tilfeeldig forelagt Ligning med
givne Talkoefficienter, at dette kun kan ske ved det, som vi
kalde et negativt Tal. I saa Fald vilde en dygtig greesk
Mathematiker naturligvis nok forstaa, hvorledes Sagen hang
sammen; men han vilde ikke anse sig logisk berettiget til
da uden videre at forklare den sig frembydende negative
Rod som ,Gjeld“ eller en anden Mods®tning til det, som
der umiddelbart sperges om. En saadan Forudsstning havde
han nemlig ikke gjort, medens han leste Opgaven, og Les-
ningen kunde ikke anvendes ud over de gjorte Forudszet-
ninger. Umuligheden af at faa en positiv Rod vilde blot
vise ham, at han havde stillet Opgaven galt, Han vilde da
ombytte den med den rigtig stillede Opgave og derpaa lose
denne forfra.

Indernes Frihed for logiske Skrupler forte dem ogsaa
her til at omfatte mere i en enkelt Fremstilling. Hos dem
treeffe vi rigtige Forklaringer af Betydningen af indtraedende
negative Redder. Lignende Forklaringer treeffe vi ofte
senere, ogsaa hos de Italienere, der vare Vietas nmrmeste
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Forgengere i Algebraen. Hvor det gjmlder om en fuldsten-
dig og korrekt Fremstilling, hewre de sig dog ad som Vieta.
Efter dennes Fremstillingsmaade har Ligningen

23— 3rix —ar?
egentlig ikke, som vi have sagt, tre Rodder, nemlig den,
hvis Veerdi vi umiddelbart have angivet, og to andre, som
ere negative. Det er derimod disses tilsvarende positive Veer-

) v e . ;
dier ;1/5*7'00851*_—‘/ 3 72 sin? 37 hvilke Vieta bestemmer som

Rodder i den Ligning, der fremkommer ved at ombytte x
med y, altsaa i Ligningen

ys =312y —ars
Den hele Behandling viser imidlertid, at Vieta fuldstendig
forstaar Sammenhsengen mellem de to Ligninger.

For ikke senere at vende tilbage til Spergsmaalet om
den algebraiske Behandling af negative Sterrelser, skulle vi
strax her bemerke, at medens man saaledes godt vidste at
hjeelpe sig i de Tilfelde, hvor en Ligning forer til negative
Veardier af den ubekjendte, er det forst Newton, der paa
Forhaand forudsstter, at Tegnene saavel for bekjendte som
for ubekjendte skulle kunne betegne mnegative Sterrelser.
Derved simplificeres Fremstillingen betydelig, og derved faar
man umiddelbar logisk Hjemmel for ogsaa at benytte nega-
tive Oplesninger.

Vi skulle endnu her bemsrke, at der under Italienernes
forgjeves Forsog paa at lese den Art Ligninger af tredie
Grad, som ferst Vieta fuldstendig magtede, ogsaa opstilles
Kubikredder af imaginzre Storrelser. Dette Forsog paa at
anvende Regninger paa et Omraade, for hvis Vedkommende
Regningernes Gyldighed slet ikke var godtgjort, ferte den
Gang ikke til noget Resultat, medens senere netop saa-
danne logisk slet begrundede Forsog have vist sig yderst
frugtbare.

De andre, fremragende Mathematikere, som paa Vietas

og i den nermest folgende Tid gjorde nye Fremskridt og
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for en Del brede nye Baner i Mathematiken, stode i det
veesentlige paa samme logiske Grundlag som han, altsaa paa
det, som skyldtes de Gamle. Til Held for Laseren give de
dog i Reglen ikke de logiske Hensyn i den til dette Grund-
lag svarende vidtloftige Form; men de Fremstillingsmidler,
som de bruge, ere bestandig saadanne, at man let kan
overskue, at fuldstendige Beviser i denne Form lade sig
gjennemfore. :

Dette sker navnlig ved at benytte geometrisk Frem-
stilling af kontinuert varierende Storrelse. Saaledes se vi
Galilei (1564—1642) fremstille den jevnt voxende Hastig-
hed (gf) ved Ordinaterne til en ret Linie (y = gf) svarende
til Abscisser fremstillende Tiden (#), hvorved den gjennem-
lobne Vej bliver Arealet (gt?) af den af den rette Linie,
Abscisseaxen og Endeordinaten (gf) begrensede Trekant.
Den Mand, som man trods betydelige Forgengere med Rette
betegner som Logarithmernes egentlige Opfinder, Neper (1550
—1617) opnaaede ved den geometriske Fremstilling at give
dem en almengyldig Definition. Det er den samme, som man
nu vilde udtrykke ved Differentialligningen

dy  y
dex o

hvilken, idet Neper tillige forudsestter, at til 2 =0 skal svare
y=a, giver x — —al (Z/[)’ naar [ betegner det, som vi nu kalde

den naturlige Logarithme. Differentialligningen fremstilles
ved den Fordring, at et Punkt (med Abscissen x) skal be-
veege sig paa en ret Linie med konstant Hastighed, medens
paa en anden Linie et Punkt nermer sig til et fast Punkt,
hvorfra det oprindelig har Afstanden a, med en Hastighed,
der i hvert Jjeblik er proportional med den gjeblikkelige
Afstand (y) og til Begyndelsesveerdi har det forste Punkts
konstante Hastighed. I denne Bestemmelse indgaar vel
Tiden, men — som senere hos Newton — kun for at be-

8




tegne, hvilke Verdier af z og y der svare til hinanden, og
at 2 skal veere, hvad vi nu kalde uafhzngig Variabel.

Man skylder Pascal (1623—1662) et Fragment om den
geometriske Bevisforelse, hvilken han tillegger stor Fuldkom-
menhed, og som han ensker overfort ogsaa paa andre Omraader.
Til det, han deri steerkest fremhaver, horer Fordringen om, at
man, hver Gang man bruger et defineret Ord, iTanken skal
fastholde Definitionen for ikke at overfere det, som er ind-
rommet om det definerede Begreb, paa andre, som Sproget
tilfaeldigvis betegner med samme Ord. Meerkelig nok skulde
selve Mathematiken, som vi ville faa at se, snart i sin Brug
af Tegnsproget komme til paa en nesten systematisk Maade
at synde mod en med Pascals nzr beslegtet Regel. Pascal,
hvem den mathematiske Logik endvidere skylder det saa-
kaldte fuldstendige Induktionsbevis, sogte for sine egne ma-
thematiske Arbejder den samme sikre Grundvold, som var
nedarvet fra de Gamle. Det samme gjaldt, for kun at nzvne
de allerstorste Mathematikere, om Fermat, ja endnu om
Huygens, hvem der ellers ikke bliver Lejlighed til her at
omtale, og, som vi senere skulle se, om Newton.

Fermat (1601—1663) lod sig endog af ydre Hjelpe-
midler ngje med den antike geometriske Fremstilling og det
endnu lidet udviklede Tegnsprog, som allerede Vieta havde
brugt. Hans infinitesimale Undersogelser skulle vi snart
nermere omtale. I Taltheorien har han opstillet Resultater,
som forst ere beviste i langt senere Tider, ja tildels endnu
vente paa Bevis. Disse Resultater, som maaske have bi-
draget mest til hans Berommelse, vedkomme os dog mindre
her, netop paa Grund af, at han ikke har efterladt Beviser.
Nogle ere maaske endog blot opstillede hypothetisk ved en
ufuldsteendig Induktion, ja et enkelt er endog urigtigt. Endelig
har Fermat i Tilknytning til geometriske Swmtninger navnlig
om geometriske Steder, som uden Beviser ere opbevarede fra
Oldtiden, udviklet en analytisk Geometri, som paa den ene
Side maa have staaet de Gamles Udledelse af de samme
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Swtninger ner, paa den anden i egentlig mathematisk Veerd
og Anvendelighed kan maale sig med den, som uafhengig
af ham samtidig grundlagdes af Descartes (1596—1650).

Algebraens Arithmetisering.

Og dog har Descartes’ analytiske Geometri faaet en
langt storre Betydning end Fermats, om end denne sikkert
var en dybere mathematisk Tenker. Det var vel netop
Klarheden i Fermats Tanker, som tillod ham at fastholde og
anvende dem uden noget udviklet Apparat. Uden et saa-
dant var han iovrigt ogsaa i Stand til at fremsette dem
saaledes, at en opmeerksom Leser kan folge ham og fele sig
tryg ved hans Begrundelse. Descartes derimod gav Ma-
thematiken et Organ, som swmtter ogsaa mindre sikkert teen-
kende Mathematikere i Stand til uden Fare for at fejle selv
at udfore lignende Undersogelser. Han og Fermat staa der-
for overfor hinanden paa en lignende Maade som i sin Tid
Plato og Eudoxos.

Det Organ, jeg tenker paa, er Tegnsproget. Vi have
allerede af og til berort dettes Udvikling, swmrlig da vi
talte om Vieta. Efter hans Tid var det uddannet videre, og
navnlig var Descartes’ Indferelse af Potensbetegnelsen en
vasentlig Forbedring. Det var imidlertid nermest kun et
Udtryk for Regninger, og disse strakte efter den endnu da
fastholdte Opfattelse ikke til, hvor det gjaldt om at gjore
saadanne almengyldige Slutninger, som ogsaa skulde finde
betrygget Anvendelse paa inkommensurable Sterrelser. Ved
den jmvnlige Brug har der imidlertid veeret rig Lejlighed til
at bemarke, at det ogsaa for disse Storrelsers Vedkommende
forte til rigtige Resultater. Samtidig maa man have faaet
Oje for en Fordel ved Tegnsproget, som netop kommer
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Fremstillingens Exakthed til Gode, nemlig den Utvetydighed
og Preecision, hvormed det udtrykker hvert Resultat, hvortil
man efterhaanden er naaet, og hvorpaa det felgende skal
bygges. En saadan maatte de Gamle opnaa ved Brug af
det sedvanlige Sprog. Da nu dette ikke fra forst af er ud-
viklet hertil, kunde dets tilfzeldige Former give Anledning
til Misforstaaelse, naar man ikke anvendte den storste For-
sigtighed. Og da blev Udtryksmaaden som hos de Gamle
meget vidtleftig, ikke at tale om, at det krmvede stor Ovelse
og Sikkerhed at vise denne Forsigtighed. Ved Brugen af
Tegnsproget gjelder det derimod kun om en Gang for alle
at kjende Operationstegnene og at vide, hvad Sterrelses-
tegnene i hver enkelt Undersogelse skulle betyde — samt
vere vis paa, at de ved de forste betegnede Operationer
virkelig kunne anvendes paa de ved de sidste betegnede
Sterrelser.

Denne sidste Fordring var det netop, der for Descartes
hindrede Tegnsproget i virkelig at veere et almengyldigt
Organ for den exakte Mathematik. Man maatte forst give
Begrebet om de arithmetiske Regninger, som Tegnsproget
fremstiller, en saadan Udvidelse, at Operationerne blive an-
vendelige paa alle Slags Sterrelser. Forelpbig maatte man
navnlig se at faa dem med, der havde voldt de storste
Skrupler i Oldtiden, nemlig de irrationale.

Dette er det, som Descartes opnaar paa den simplest
mulige Maade strax paa den forste Side af sin Geometri
(forst udgiven paa Fransk 1637). Han Fkalder der Bestem-
melsen af Fjerdeproportional til Enheden og to Linier Mul-
tiplikation, kalder Bestemmelsen af Fjerdeproportional til en
vilkaarlig Linie, Enheden og en tredie Linie Division, og
kalder Bestemmelsen af en eller flere Mellemproportionaler
Roduddragning. Kt je ne craindrai pas dintroduire ces termes
d'arithmétique en la géométrie, afin de me rendre plus intelli-
¢ible. Naar man nu erindrer, at den her anforte geometriske
Fremstilling gav det ved de opstillede Forudsetninger og
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ved Eudoxos’ Proportionslere betryggede Udtryk for Ope-
rationer med almindelige Sterrelser, ses det, at de arithme-
tiske Benoevnelser smttes 1 Tjeneste hos selve den alminde-
lige Storrelseslere, og at denne derved ogsaa faar Raadighed
over det Tegnsprog, som oprindelig kun havde en arithmetisk
Betydning. Tegnsprogets Betydning faar altsaa en saadan Ud-
videlse, at det bliver Organ for den almindelige Storrelseslere.

En Udvidelse af denne Art er altid forbunden med en
vis Fare, nemlig den, at der paa Tegnsprogets oprindelige
snevrere Omraade ogsaa kunde veere gjort saadanne enkelte
Anvendelser deraf, som ikke uden videre lade sig overfore.
Tegnsproget var dog saa simpelt, at det let kunde overskues,
at noget saadant ikke var at befrygte saa leenge, som man
holdt sig til den af Descartes betegnede Udvidelse. Man
befrygtede det iovrigt saa meget mindre, som man omtrent
saa lenge, som man havde haft Tegnsprog, faktisk uden
Skade havde anvendt det ogsaa paa de Regninger med irra-
tionale Sterrelser, for hvis Vedkommende der var Tvivl om
denne Fremgangsmaades Exakthed.

Der lader sig saaledes ikke gjere nogen Indvending
mod den logiske Tilladelighed af Descartes’ saa overordent-
lig frugtbare Begrebsudvidelse; men den var bygget paa en
Cirkel, som vel ikke var en circulus vitiosus, men dog rummede
store Farer. Geometrien havde faaet et arithmetisk Udtryk;
de arithmetiske Operationer bleve derved ogsaa anvendelige
paa almindelige, kontinuert varierende Storrelser. Men de
bleve det ogsaa kun derved; thi det var Geometrien, der
alt i Oldtiden havde naaet en saadan Udvikling, at den
rummede den almindelige Behandling af Sterrelser. Geome-
triens Fremstilling blev altsaa arithmetisk; men det var be-
standig Geometrien, der indeholdt det, som gjorde denne
arithmetiske Fremstilling almengyldig.

Man kunde veere kommen ud over disse Vanskeligheder
ved paa Arithmetiken at overfore ogsaa de Forudsstninger
og de Theorier, hvorved Almengyldigheden opnaas i Geo-




metrien. Dette kunde allerede den Gang forholdsvis let
veere sket; thi hvad det isser kom an paa, var 1 Arithmetiken
at faa indfort den exakte Sterrelsesbestemmelse, som inde-
4 holdes i Eudoxos’ Proportionslere, og om denne have vi
i allerede sagt, at det kun var de historiske Forhold, der gave
den sin Plads indenfor Geometrien. Ved forst at anvende
denne Proportionslere til at sikre Gyldigheden af de sim-
pleste Storrelsesoperationer vilde man dernsest lere at soge
en lignende Sikkerhed ved enhver felgende ny Udvidelse,
f. Ex. naar man lod Exponenter, der efter deres Natur ere
hele og positive Tal, blive negative, brudne eller irrationale.
I lange Tider gjorde man, paa enkelte Undtagelser neer,

lige det modsatte. De Betenkeligheder, man havde haft
ved at betragte de i Arithmetiken og ved dens nye og be-
i kvemme Hjelpemidler opnaaede Resultater som lige saa
i sikre som dem, der vindes i Geometrien, vare fjernede ved
I Descartes’ Bog. Disse Betenkeligheder havde i det mindste
\ de mindre fremragende Mathematikere vel ogsaa tidligere
kun respekteret som en Gtang existerende uden ret at forstaa
[ . deres Grund. Nu kunde man uden Bekymring arbejde videre
-'. A med de udvidede arithmetiske Begreber og med det i Arithme-
, tiken udviklede Tegnsprog. Rigdommen af vundne Resul-
i tater, der alle viste sig gode og paalidelige, lokkede videre
: og videre, saa man uden Skrupler og uden den nedvendige
i 1 Provelse ogsaa foretog andre Udvidelser i Anvendelsen af
i Tegnsproget end dem, der alt vare hjemlede ved den gamle
i Gteometri og Descartes’ Anvisning paa denne. Foruden med
I positive Tal regnede man ikke blot med negative, noget,
hvorfor man i det mindste i de simpleste Tilfeelde skaffede
sig Hjemmel, men snart ogsaa med imaginwre, uden at give |
nogen Forklaring af, hvad Regningerne da betyde. Man
blev tillige mindre ngjeregnende med andre Overforelser af
de for hele og positive Tal hjemlede Operationer paa alle
Slags Tal end dem, der vare sikrede ved Descartes’ Anvis-
ning paa Geometrien. Ad saadanne Veje, som man vedblev
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at folge til ind i vort Aarhundrede, opnaaede man ej blot
store, nye og vidtreekkende, men ogsaa rigtige Resultater,
dels naturligvis fordi man anvendte mathematisk Takt der,
hvor de streenge Reesonnementer manglede, dels fordi det
mathematiske Tegnsprog er saa godt, at det har kunnet taale
den Slags Udvidelser. '
Alt dette skete vel forst efterhaanden. En meget ner
Efterfolger af Descartes, Englenderen Wallis (1616—1703),
havde dog allerede et aabent Oje for, hvor meget der kan
naas ved denne Art af Udvidelser af Setninger og Formler
ud over det Omraade, som Beviserne egentlig gjelde, og
selv besad han netop den omtalte mathematiske Takt, som
forer til rigtige Resultater ogsaa der, hvor de nejagtige Be-
grundelser mangle. I hin Tid, da man endnu var oplert i
Oldtidens streenge Skole, og da Tilliden til Rigtigheden af
saadanne Udvidelser endnu ikke kunde stotte sig til en Seed-
vane og til mange paafaldende gunstige Erfaringer, saaledes
som 100 Aar senere, krmvede virkelic mange af hans Ud-
videlser betydeligt Mod. Intet Under derfor, at han aldeles
ikke @nsede Oldtidens Skrupler ved den mere beskedne Ud-
videlse fra det for rationale Tal beviste til kontinuert va-
rierende Storrelser, som hidtil har beskjeftiget os. Han
giver i den Henseende helt Afkald paa den Anvisning paa
de Gamles Geometri, som Descartes udstedte 1 Begyndelsen
af sin Geometri. Han gjor det, idet han 1 sin Mathesis uni-
versalis swe arithmeticum opus integrum giver den hele Mathe-
matik et arithmetisk Grundlag. Heri ere ikke blot de Ope-
rationer, af hvilke de Gamle krevede en saadan geometrisk
Fremstilling som den, der findes i Euklids 2den Bog, frem-
stillede som Regninger med rationale Tal; men han giver
endog en lignende Fremstilling af Proportionsleren. Deri
folger han Setningerne i Euklids 5te Bog; men Beviserne
ere byggede paa Regninger med rationale Tal, og de savne
alt det, som skulde tjene til at gjore Swmtningerne almengyl-
dige, altsaa netop det, for hvis Skyld hele denne Bog oprindelig
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er skreven. Wallis har saaledes allerede arithmetiseret Ma-

thematikens Grundlag, men paa Bekostning af Exaktheden.
Endnu sterre Dristighed i Udvidelsen af det oprinde-
lige Omraade for mathematiske Formler viser han dog paa

1

. : 1
andre Punkter, naar han f. Ex. ved i Formlen e

I at sette m = 0 slutter, at de negative Storrelser ere storre end
i uendelig. Gode Frugter har dog en lignende Dristighed
bragt ham paa de infinitesimale Underspgelsers Omraade. At

han ogsaa her vil gaa tilveerks paa denne Maade, betegner
; han ved at kalde sin Bog herom Arithmetica infinitorum.
1 Angaaende denne Art Undersogelser, der gjennemgik en
lignende Bevaegelse som den, vi nu have fulgt for de alge-
R braiske Operationers Vedkommende, maa vi dog forst gaa
1 lidt tilbage.

Infinitesimalundersogelser i logisk

Tilslutning til de Gamle.

| Ved Optagelsen af infinitesimale Undersogelser sluttede
1 man sig som 1 andre Henseender til de Gamle, i dette Til-
i feelde seerlig til Archimedes’ Kvadraturer og Kubaturer. For
' at komme saa vidt maatte man ikke blot lere de paa-

gjeeldende Skrifter at kjende, men ogsaa vinde en tilstreekke-

|

, lig Modenhed til at treenge igjenmem de Former, ved Hjelp
; af hvilke Archimedes opnaar en fuldt exakt Begrundelse af
' Resultaterne. Man maatte af hans feerdige Tankebygninger
leere selv at tenke saadanne Tanker, som have veaeret i Be-
veegelse under deres Opforelse. Disse Tanker kunde man
da ikke strax iklede saa betryggende Former; men med

desto storre Friskhed kunde de arbejde, og Resultaterne vare
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i Reglen gode nok. Paa denne Maade mnaar Kepler (1571
—1630), som har Aren af forst med Kraft at have gjenop-
taget denne Slags Undersogelser, en stor Frihed i Valget af
de Midler, han bruger. Det er saaledes med stor Interesse,
at man ser ham til en af sine Kvadraturer anvende den
samme induktive Fremgangsmaade, som har fort ham til de
Keplerske Love. Han gjor det ved Beregningen af det
Areal, som fremstiller, hvad vi nu vilde kalde det bestemte

Integral gq)sz'n ¢ dp. Han beregner nemlig for et Par Veerdier

af ¢ dette med Tilnermelse, idet han ombytter det med en
Sum af endelige Elementer, hvori d¢ er ombyttet med Diffe-
renser paa 1°; han finder da de samme Veerdier som af
1 — cos ¢ og slutter deraf, at Integralet i Almindelighed har
denne Verdi. Cavalieri (1591(?)—1647), der ogsaa faar
fat paa de bevaegende Tanker hos Archimedes og derneest
selvstendig bruger dem i videregaaende Undersegelser, ud-
trykker Beviser og Resultater paa en lidet exakt Maade,
idet han kalder Summen af uendelig smalle Strimler af en
plan Figur, liggende ved Siden af hinanden, for Summen af
alle Linier af en given Retning i denne Figur.

Forst hos Fermat naas den fulde Tilslutning til de
Gamles exakte Fremstillingsmaade. Selv hvor han udtrykker
sig kort, feler man, at det er ham om at gjore i det mindste
at have Midlerne i Heende til fuldstendige Exhaustionsbeviser.
Og han bevaeger sig saa let i den exakte Behandling, at den
ikke lmgger noget Baand paa hans skabende Evne. I Til-
slutning til de Bestemmelser hos Archimedes, som i det

.
moderne Sprog kunde gjengives som Udtryk for S7d7 og

g *m
\x? dx, beregner han — som vi nu vilde sige — Snc dx  for
.

positive og negative, hele og brudne Veardier m og angiver
Veje til exakt at bevise disse saavel som andre videre-

gaaende Resultater. Beviserne kunde dog, som hos de Gamle

9
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og med den Tids Fremstillingsmidler, kun gjennemfores for
exempelvis valgte Veerdier af m, men dog saaledes, at man
fuldkommen indser deres almindelige Gyldighed. Ikke
mindst ngje slutter han sig ved Beregning af Buelengder
til de Archimediske Principer.

Den samme logiske Sikkerhed viser Fermat, hvor han
udforer en helt ny infinitesimal Operation, den, der senere
fik Navnet Differentiation. Han anvender den baade til
Tangentbestemmelser og Maximums- og Minimumsbestem-
melser og oplyser swmrlig disse Bestemmelser ved de Op-
gaver, som de Gamle havde lgst ved Brug af deres Diorismer,
Der er herved ikke Tale om den Veardi, Forholdet mellem
to Storrelser faar, naar de begge blive wendelig smaa —
hvilket forst vilde veere ngjagtigh, naar det forklares, hvad
man mener med denne Betegnelse —. Han angiver derimod
ngjagtig den Operation, som derved er at udfore, og ved
denne swmttes Tilvexten efter fornoden Bortforkortning — 0,
uden at der bliver Tale om uendelig smaa Sterrelser.

Blandt de andre betydelige Mathematikere, som sam-
tidig beskjeftigede sig med Kvadraturer og andre saadanne
Undersogelser, som nu henfores til Integrationer, maatte
Wallis danne den storste Modsatning til Fermat i de Hen-
seender, som her beskjeftige os. Wallis viste nemlig ogsaa
her en saadan Tillid til Overensstemmelsen mellem de Til-
feelde, som i hans arithmetiserede Mathematik udtrykkes paa
ensartet Maade, at han ligefrem overforte de Bestemmelser af

* m wips
\x dz, som han kun havde fundet for m hel og positiv paa
L

dem, hvor m er bruden eller negativ. Vel var det forst
Newton, som indforte saadanne Exponenter i Tegnsproget;
men Wallis sad netop inde med den arithmetiske Opfattelse,
som har gjort denne Udvidelse naturlig. Hans bergmte Be-
stemmelse af % er funden ved at overfore Bestemmelsen af
1 2ihd

¥ m \ 2 » Ao :
\ ( =g ) dz fra saadanne Tilfzlde, hvor han kunde ud-
L

0
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fore den, paa det, hvor m==10=1, en Induktion saa dristig,
at man vel knap turde vove den nu, da man dog er bleven
langt fortroligere med Sammenh@ngen mellem ensartet ud-
trykte Forhold. Denne Dristighed belonnedes med et nyt
og rigtigt Resultat.

Hvor hoj Anseelse Wallis end med Rette nod blandt
sine Landsmend, fulgte disse ham dog ikke i at betragte
saadanne induktive Fremgangsmaader som Beviser. Med
Newton (1643—1727) i Spidsen vedbleve de derimod lengere
end de fleste Fagfwller paa Fastlandet at holde fast ved de
fra Oldtiden nedarvede Fordringer til exakt Behandling.
Derfor gav Newton dog ingenlunde Afkald hverken paa den
ved saadanne Induktioner givne nyttige Vejledning eller
overhovedet paa de Fordele, som Tegnsproget medferer. Han
brugte det netop med storre Konsekvens end tidligere, saa-
ledes at et Bogstav ikke blot som hos Descartes kan betegne
en vilkaarlig given positiv Sterrelse, men ogsaa en negativ,
og at, som nys berert, ogsaa Exponenter kunde vare nega-
tive eller brudne, For ham vare de nye Overblik, han derved
fik over en Rawkke storartede Udvidelser af bekjendte Seet-
ninger, blot ikke Beviser.

Hvor samvittighedsfuldt Newton gik tilveerks, og hvilke
Vanskeligheder han derved maatte mode, have vi et godt
Exempel paa i Binomialformlen. De Regler, hvorefter
de forskjellige Koefficienter i Udtrykket for (a-}-6)" dannes
i det Tilfeelde, hvor m er positiv og hel, vare den Gang for-
lengst bekjendte og anvendte til Uddragning af den m’te
Rod. Naar den samme Dannelse af Koefficienter anvendes
paa de Tilfelde, hvor m er negativ eller bruden, faas en
Lov, hvorefter en uendelig Reekke kan dannes. Denne uende-
lige Rekke er dog kun brugelig, naar den er konvergent,
og selv da maa det bevises, at den virkelig fremstiller (a--b)™.

Til nejagtig og i fuld Almindelighed at angive, naar
disse Betingelser ere opfyldte, havde man ingenlunde til-
streekkelige Hjelpemidler paa denne Tid, da kun faa andre
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samtidig med Newton begyndte paa en langt mere begranset
i Anvendelse af uendelige Raekker. Newton forstod imidlertid
i at omdanne de Forudsetninger, som ere opstillede i Be-
I gyndelsen af Euklids 10de Bog, og som ligge til Grund for
de Gamles Exhaustionsbevis, saaledes, at det derved kunde
paavises, hvad der for -ham maatte vere Hovedsagen, at

I;I i Jenne Rakke, og den tilsvarende Storrelse x i de Reekker,

1 vi snart skulle omtale, kan vere en saa lille endelig Veerdi,

at man ved at tage tilstreekkelig mange Led med i Reekken
1 kan bringe Afvigelsen fra (a-0)", eller fra den sogte
' ', Funktion af z, ned under en nok saa lille Grense. Selv
1 "i dette kunde han dog af Mangel paa tilstreekkelig almindelige
1 Fremstillingsmidler, navnlig af det, vi nu kalde Reekkens
i ' almindelige Led, sedvanligvis ikke godtgjere 1 al Alminde-

lighed; men han kunde angive en Methode, der i hvert en-
kelt Tilfeelde kan bruges til at paavise den Tilnsermelse, der
opnaas ved et hvilketsomhelst bestemt Antal Led.

Det er vistnok Hensynet til denne Begrensning af Be-
viset, der har beveget Newton til i det forste Arbejde, hvori
han gjor Brug af Reekker dannede ved Binomialformlen, slet
| ikke at nevne denne almindelige Formel. Han meddeler
| den forst i et af sine Breve til Leibniz med Angivelse af,
at den ogsaa laa til Grund for hans tidligere Arbejde. Den
1 | Resignation, han derved viste, belonnes ved, at den Frem-

Ui gangsmaade, som han altsaa maatte anvende for hver en-
_i;: kelt Veerdi af m, ligeledes lader sig anvende til Reekkeud-
i vikling af en Sterrelse 7, der ved en forelagt Ligning af-
I henger af en Sterrelse x. Derved er Grunden lagt til Be-
’ ‘ grebet Funktion, skjont Newton endnu ikke bruger Navnet.
En Afhengighed mellem to Sterrelser z og y fremtraadte i
; | den tidligere geometriske Fremstilling som den Kurve, hvis
Punkters Koordinater ere forbundue paa den ved Ligningen
i udtrykte Maade. Nu kom Reekken til at give en af Kurven
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nafhengig Fremstilling af, hvorledes y varierer som af-
hengig af .

Naar Ligningen mellem @ og y var algebraisk, fandt
Newton saaledes et almindeligt Middel til at fremstille en
algebraisk Funktion. En tilsvarende Fremstilling af transcen-
dente Funktioner fik han derved, at Formaalet med hans
Reekkeudviklinger netop var at udfore Kvadraturer, hvilket
her betyder det samme som at integrere de udviklede Funk-
tioner. Herved fik han ogsaa Reekkeudviklinger for transcen-
dente Funktioner, forelobig serlig for cirkulere og logarith-
miske. Da hans Reekkeudviklingsmethode ogsaa kunde an-
vendes, naar Ligningen mellem z og y selv allerede inde-
holder en uendelig Rekke, kunde han vende de fundne
Raekker om og forelobig finde Udviklinger for trigonometriske
og cirkulere Funktioner. Ja ved Hjelp af de ubestemte
Koefficienters Methode dannede han endog Reekkeudviklinger
for Funktioner fremstillede ved Differentialligninger, og disse
Rakkeudviklinger give saadanne Funktioner en af Ditffe-
rentialligningen uafhengig Existens.

Logisk set, beviste han vel ingenlunde det samme som
i vort Aarhundrede Cauchy, at en Differentialligning 1 x
og y i Almindelighed har et Integral; men han gav Frem-
gangsmaader, ved Hjelp af hvilke man for en vilkaarlig
given Differentialligning, som ikke frembyder for store tek-
niske Vanskeligheder, kan bestemme Integralet med saa stor
Nojagtighed, som man vil. Newton nojedes dog i de fleste
af de her omtalte Tilfeelde med at vise, hvorledes Reekken
dannes; men de Oplysninger, han paa flere Steder giver,
vise en rigtig Opfattelse af Konvergensspergsmaalet.

Brugen af de uendelige Reekker udgjorde det ene af
de store ledende Principer i Newtons Infinitesimalregning.
Den anden ledende Tanke var den, at de Operationer, som
Leibniz snart efter kaldte Differentiation og Integration, ere
indbyrdes omvendte Operationer. Af disse havde man, som
alt omtalt, lenge udevet den sidste under Navn af Kvadra-




tur. Den var lykkedes i enkelte bestemte Tilfwelde, men i
de fleste syntes den at mede uoverstigelige Vanskeligheder;
forst Newton havde vist, hvorledes man, naar den ikke kan
udfores under endelig Form, kan fremstille Integralet ved en
uendelic Raxkke. Differentiation var derimod i et Skrift af
Fermat, som dog ikke endnu var trykt, henfert til saadanne
b i Bestemmelser, som  give umiddelbar Anvisning paa Ud-
i\ forelsen, og var dernmst anvendt til visse bestemte Under-

sogelser. For disse havde ogsaa andre givet Regler af mere
il begraenset Omfang. Newton angiver en almindelig Differen-
tiationsregel med lige saa stor Bestemthed som Fermat, og

|

; nasten den samme som denne. Naar to Sterrelser 2 og ¥
! ere forbundne ved en Ligning, og mnaar tillige x4 o giver
Y+ ov, er den Grenseverdi, som v faar for 0 — 0, det, som
Newton kalder Forholdet mellem Fluxionerne, y og x, af
y og x. Den er ganske det samme, som Leibniz snart efter
It kaldte Forholdet mellem Differentialerne, og som vi nu kalde
Differentialkvotienten. Forste Gang Newton gjor Brug af
denne Fremstilling, uden dog endnu at bruge Ordet Fluxion,
viser han, at naar y er det Areal, som vi nu fremstille ved

8 | @ Y 3
i S udz, bliver v —wu. Paa Grundlag heraf er det, at han ved
Ja

den nye Operation kan finde kvadrerlige Kurver eller, som
vi nu udtrykke det, ved Differentiation kan finde de Funk-
1 tioner, som kunne integreres under endelig Form.

Newtons Fluxioner ere altsaa klart bestemte ved de
Operationer, som fore til Dannelsen af deres Forhold (hvor-
| paa det ene kommer an). Han har imidlertid i Beskrivelsen
af dem og deres Dannelse jeevnlig talt om dem som de Hastig-
heder, hvormed « og y forandre sig, hvilket i den geome-
triske Fremstilling bliver de Hastigheder, hvormed det ene
Endepunkt af Linier af Leengden = og y beveaeger sig. Flere
, have derved faaet Indtryk af, at Fluxionsbegrebet er laant
l( fra Mekaniken, saaledes at Vanskeligheden blot er flyttet
l; over paa et andet Omraade, thi ogsaa Hastighed i en ujevn

b |
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Bevagelse kraver en ngjagtig Definition. Denne Indvending
maa bortfalde over for hans bestemte Beskrivelse af Fluxio-
nernes Dannelse. I Virkeligheden gjor han ikke noget andet
Laan fra Mathematikens Kombination af Tid og Rum end
det, vi endnu maa gjere eller dog maatte gjere, hvis vi fast-
holdt den nedarvede rumlige Fremstilling af Sterrelserne

2z og y. Vi kalde nemlig % Greensen for Forholdet mellem

de samtidige Tilvexter af xz og #, naar begge svinde ind til
0, og bruge derved Tiden ganske som Newton, nemlig som
en forelobig nafhengig Variabel. - At den ogsaa for Newton
kun er forelobig, viser han ved at kunne tage hvilken som
helst af de andre Sterrelser, f. Ex. x, til uafhengig Variabel,
hvad han gjer, idet han fordrer, at den skal forandre sig
jeevnt, saaledes at Fluxionen z—1. Dette kommer ham
aabenbart seerlig til Gode, naar der skal dannes hojere Fluxio-
ner, idet da Fluxionen # af z bliver 0. Begrebet uafhengig
Variabel bliver ved Newtons Fremstilling fuldt saa klart
som i moderne Lereboger.

At ievrigt Fluxionsbegrebet for Newton stedse beholdt
en ner Sammenheng med Fluxionens mekaniske Anvendelse
som Hastighed, henger neje sammen med, at hans infinite-
simale Underseggelser tildels gik Haand 1 Haand med dem,
han har fremstillet i Principia, selv om han der ikke lige-
frem gjor Brug af den af andre endnu ukjendte Fluxions-
regning. Han kunde i alt Fald ikke endnu i den finde et
saa solidt og amerkjendt Grundlag som det, der havdes i den
gamle Geometri. Til denne kﬁytter han altsaa sin Frem-
stilling; men den maa dog for at bruges suppleres med en
Reekke forudskikkede infinitesimale Principer. Disse, som
han forstaar at passe sammen med den gamle Geometris
Fordringer, navnlig ved at undgaa den rent negative Be-
stemmelse uendelig, give de infinitesimale Bestemmelser
under Form af ngjagtig forklarede Grensevaerdier. Dette
stemmer fuldkommen med hans Bestemmelse af Fluxionerne,
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Netop Newtons streenge Fordringer til Exakthed og
det Besveer, han kunde underkaste sig for at tilfredsstille
disse Fordringer, turde have deres Andel i, at det ikke blev
den af ham grundlagte Form for Infinitesimalregningen, som
er trengt igjenmem og har bevaret sig til vore Dage. De
have endog foraarsaget dette paa rent udvortes Maade, da
det tor antages, at Hovedgrunden til, at han lod sine vig-
tigste Arbejder om Infinitesimalmethoderne henligge uud-
givne til lang Tid efter, at hans yngre Medbejler Leibniz
var kommen ham i Forkjobet med sine, har veret den, at han
ikke overalt havde naaet at tilfredsstille sine egne Fordringer;
men selv i de offentliggjorte Arbejder bliver Fremstillingen
— der iovrigt ikke altid faar alt det med, som behoves for
at gjore den lige saa klar som hans Tanke — besvaret af
de mange logiske Hensyn, han mener at burde tage. Naar
han saaledes har Brug for (det, vi nu kalde) Differentialkvo-
tienten af en irrational Funktion, bringer han ferst den Lig-
ning, der bestemmer den, paa rational Form, og differen-
tierer saa Ligningen, medens Leibniz strax giver udtrykke-
lige Differentiationsregler for explicite Funktioner, deriblandt
ogsaa for Differentiation af Rodsterrelser. Det lader sig paa-
vise, at Newton kjendte og brugte denne Regel for Leibniz,
der endog forst opstillede den, efter at han ved Newtons
Breve havde lert den i denne Henseende saa vigtige Bino-
mialformel at kjende, Newton har imidlertid ogsaa paa
dette Punkt undgaaet at benytte demne Formel, hvis Bevis

han ikke besad i almengyldig Form.
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Indferelsen af uendelige (smaa og

store) Sterrelser.

Leibniz (1646—1716), der indtager en Plads over
for Newton svarende til den, som Descartes indtog over for
Fermat, Plato over for Eudoxos, havde i det’ hele en over-
ordentlig Sands for Mathematikens formelle Side. De samme
Tegn for Differentialer og Integraler, som vi bruge den Dag
i Dag, brugte han allerede paa en Tid, da han endnu ikke
kunde gjore synderlig udstrakte Anvendelser deraf, og forend
han endnu vidste noget om, hvor meget videre Newton alle-
rede var kommen paa det samme Omraade. Han saa tidlig,
at disse Tegn vare vel skikkede til almindelig Brug, medens
Newton i lang Tid nsermest anvendte sine i og for sig lige
saa gode Fluxionsbetegnelser i sine personlige Undersagelser.
Leibniz saa ogsaa strax, at det var en Hovedsag at have
bestemte og ferdige Regler endog for de simpleste Opera-
tioner. Efter selv at have dannet Regler for Differentiation af
Produkt og Kvotient, tog han strax af Newtons nys berorte
Meddelelse Anledning til ogsaa at opstille en bestemt Regel
for Differentiation af Rodsterrelser, en Regel, som han trods
den — for dennes Vedkommende — pjensynlige Paavirkning
fra Newton gjor sig til af. Ved saadanne Midler gjer han
Anvendelsen af Infinitesimalmethoderne til en Regning, som
man kan vinde Sikkerhed i at anvende, uden at man behover
til enhver Tid at holde sig de til Grund liggende Principer
umiddelbart for Gje.

Hvad nu selve disse Principer angaar, giver Leibniz
Signalet til en lignende Frontforandring som den, Descartes
foretager i Begyndelsen af sin Geometri. Descartes brod
med den fra de Gamle nedarvede Fordring, at den af Arith-
metik og Regning fremgaaede Form for Algebraen ikke maa

10
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anvendes paa almindelige Sterrelser, eftersom disse i Alminde-
lighed ikke kunmne fremstilles ved Forhold mellem hele Tal,
Leibniz med den, at man ikke i sine Beviser maa benytte
uendelige — smaa eller store — Storrelser, eftersom uendelig

er en rent negativ Bestemmelse. Begge Dele havde man
vistnok baade i den tidligere Oldtid og ganske vist i den
nyere Tid for henholdsvis Descartes og Leibniz gjort med stort
b Held. Men i exakte Beviser kravedes en fuldstendig Over-
1 ensstemmelse med de Gamle, altsaa en Henforelse af Alge-
braen til det, som findes i de Gamles Geometri, deri ind-
I befattet Proportionsleren, og af de infinitesimale Bestem-
f " melser til saadanne Graensebestemmelser, for hvilke der kan
: fores et Exhaustionsbevis. Descartes stotter sin Ret til at
bruge den arithmetisk opforte Algebra i Geometrien, det er
i i den almindelige Sterrelseslere, derpaa, at han ved en blot
h i Navneforandring kan drage selve de Gamles Geometri ind i
b it denne arithmetiske Algebra. Leibniz soger Sikkerheden for,

3 1
i at det samme, som hans Venner og Lerlinge udtrykke, idet

3 1 de tale om uendelig smaa Storrelser, ogsaa, men blot i en
1 1 mere besveerlig Form, kan udtrykkes som exakte Graense-
J bestemmelser. I det forste Skrift, hvori han forelegger
ki Differentialregningen for Offentligheden, undgaar han endog

ved en direkte Brug af Grensemethoden de uendelig smaa
: Sterrelser og giver en Definition paa Differentialer, der ikke
B afviger vesentlig fra den, vi nu skylde Cauchy. Senere hen
i giver han i det mindste Anvisning paa, hvorledes de uende-
1 lig smaa Storrelser skulle forstaas, naar de skulle kunne an-
vendes i exakte Beviser. Han fremhaver nemlig, at derved
‘ skal menes Sterrelser, som kunne gjeres saa smaa, at det
ved dem vises, at Afvigelsen fra det Resultat, som skal
bruges, maa veere mindre end enhver nok saa lille Sterrelse;
men da er denne Afvigelse 0.

Han forsemmer dog at indlegge disse sidste Betragt-
i ‘: ninger i en udtrykkelig Definition, som vedblivende kunde

| 1 , . .
1 ! liegges til Grund for Brugen af de uendelig smaa Sterrelser,
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og den, han, som nys nsvnt, forst havde givet af Differen-
tialer, holdt sig ikke. Efter ham gik det altsaa omtrent
som med den arithmetiske Algebra efter Descartes. Man
fastholdt de Egenskaber ved uendelig smaa Storrelser, som
komme til Anvendelse, naar de skulle bruges, navnlig dem,
at en uendelig lille Storrelse selv kan bortkastes, naar den
skal leegges til eller traekkes fra en endelig Sterrelse, ligesaa
Potenser af uendelig smaa Storrelser, naar de skulle legges
til eller treekkes fra Potenser med lavere Exponent. Man
vaennede sig saa godt til at bruge disse Regler og til derved
at vinde nye og rigtige Resultater, at man glemte at sporge
om deres logiske Berettigelse, ja endog at gjere Rede for
den logiske Betydning af de Ord, man brugte.

En saadan Uklarhed kunde endog synes at ligge i en
enkelt Ytring af Leibniz. Naar han f. Ex. vil oplyse det
uendelig smaa ved at sammenligne Jordens Sterrelse med
Afstanden fra Fixstjernerne eller en Boldt med Jorden, og
uendelig smaa Sterrelser af anden Orden ved at sammenligne
Boldten med Afstanden fra Fixstjernerne, kunde derved synes
at veere given en urigtig Anvisning. Sterrelser af den an-
forte Art kunne nemlig kun bruges til at bevise, at en Saet-
ning ikke afviger meget fra at veere rigtig, ikke at den er
ganske rigtig. Leibniz’ Slutningsord paa samme Sted vise
imidlertid, at det slet ikke er hans Mening at sette disse
meget smaa Storrelser i Stedet for de uendelig smaa, men
kun paa en anskuelig Maade at vise Vejen til at gjore Storrel-
serne saa smaa, at Fejlen bliver mindre end den givne Fejl
(o: end en vilkaarlig opgiven Storrelse). Dette stemmer, som
han med Rette siger, med Archimedes’ Behandling. Han
finder kun Brugen af de uendelig smaa Storrelser, hvilke
han andetsteds betegner som foleranter vera, mere conforme
a Uart dinventer.

Denne Forsigtighed deltes ikke af hans Venner og Lier-
linge, der endog kunde bebrejde ham, at han paa dette Punkt
gjorde Tilhengerne at den gammeldags Gransemethode for
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store Indrommelser og forraadte de uendelig smaa Storrelsers
Sag. Det forekom dem vistnok, at noget af den Lethed i
Opfindelseskunsten, som ogsaa Leibniz fremdrager, vilde
gaa tabt, naar man skulde underlegge de anskuelige og let
haandterlige uendelig smaa Sterrelser en nermere Forklaring.
En saadan udelod de derfor ganske. Den Mand, der har
hostet nogle af de betydeligste Frugter af Leibniz’ Diffe-
rential- og Integralregning og ved Siden af Leibniz bidraget
mest til disse Regningers forste Udvikling, Johan Bernoulli,
kan endog komme med en saa uforstaaelig Bemarkning som
folgende: Man kan hverken bevise, at uendelig smaa Stor-
relser ere til, eller at de ikke ere det; men sandsynligvis ere
de til. Det synes, som om der forud for dette Spergsmaal
maatte gaa det, hvad uendelig smaa. Sterrelser ere. En For-
klaring herpaa mangler ogsaa ganske i den ferste Laerebog
i Differentialregning, nemlig I’Hospitals Analyse des infini-
ment petits (1696). Differenser (det, vi nu kalde Differen-
tialer) siges at veere de portions infiniment petites, som o. s. v.,
men der siges ikke, hvad der menes med énfiniment petit. I
en senere Kommentar bruger Varignon i sin Forklaring
heraf Betegnelsen indéfiniment petit; men om end demne Om-
skrivning peger i den rigtige Retning, er den dog ikke egnet
til strax at gjere Begrebet forstaaeligt for andre.

Det 18de Aarhundrede blev altsaa, for saa vidt det ikke
med Maclaurin fulgte Newtons omstendeligere Methode, op-
leert til at bruge Differential- og Integralregning og at
bruge dem godt, men det fik ikke fuld Forklaring paa deres
Grundprinciper. Tenkende Folk sggte da paa egen Haand
at forstaa, hvad disse uendelig smaa Storrelser, som ere saa
nyttige, egentlig ere. Exempelvis skal jeg omtale et Par
saadanne Forsog i den dansk-norske Litteratur.

Den bekjendte Forfatter af Regneboger C. Cramer ud-
gav 1748 et lille Skrift paa 6 Sider®) med Titlen: Algebraisk

#) I det mindste betegner Bibliotheca danica Cramer som Forf. til dette
lille anonyme Skrift.
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Nullo-Regning eller Tydelig Differentialregning. I dette
soger han, som vi have set med god logisk Grund, at und-
gaa de uendelig smaa Sterrelser. Han opnaar det ved en
Fremgangsmaade, der nesten er den samme som den, New-
ton anvendte til Bestemmelsen af en Differentialkvotient.
Den ligner endog Newtons deri, at han ved at give den
Sterrelse, som forst skal veere vilkaarlig, men i Grensetil-
feldet skal blive Nul, Tegnet n, udtrykkelig betegner, at
den er bestemt til at antage denne Veerdi. Newton bruger
et o, som jo ligner 0. Merkelig nok slutter den skarpsindige
Cramer med at udtale den Overbevisning, at de, der have
grundlagt Infinitesimalregningen, fra forst af maa have baaret
sig saaledes ad, forend man fandt den behwndige Differential-
regning med dens regelbundne Fremgangsmaader. Der er
dog ikke Grund til at tro, at han ved dette gjennem direkte
Kjendskab til Newtons (eller Fermats) Arbejder.

Mindre heldig har den norske Rektor Arentz veeret i
sin Bestemmelse af, hvad Mathematikens uendelig smaa
Storrelser ere. Han faar nemlig ud, at de maa have en fra
Nul forskjellig Veerdi og altsaa veere, hvad man kalder rela-
tivt uendelige. Heraf vilde, som alt berert, folge, at heller
ikke Satningernes absolute Rigtighed bevises ved disse Stor-
relser. Det er imidlertid gjennem fuldkommen rigtige Slut-
ninger, at Arentz kommer til det Resultat, at det er wmuligt,
at nogen mathematisk Storvrelse kan wvere virkelig wendelig, og
derfor er det, at han fortjener at nevnes. Den daverende
Differentialregning omtalte nmemlig de uendelig smaa Stor-
relser uden nogen anden Forklaring end den, som ligger i
Navnet. Arentz maatte derfor gaa ud fra det almindelige
Storrelsesbegreb. Sterrelser maa altid have en vis Verdi, og
de kunne ikke paa en Gang vere Nul og forskjellice fra
Nul. Det var saaledes i Virkeligheden den logiske Uholdbar-
hed af den da brugelige Infinitesimalregnings Udgangspunkt,
Arentz viste.

Lignende Forklaringer findes vistnok i andre Landes
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Litteraturer, deriblandt ogsaa saadanne, der ere lige saa nojag-
tige som Cramers og samtidig komme den existerende Differen-
tialregning neermere. Saadanne findes f. Ex. hos den store
Mathematiker Euler. Det var imidlertid bestandig kun Forkla-
ringer af de uendelige (smaa eller store) Sterrelser, man nu
en Gang brugte 1 Mathematiken, ikke en saadan Definition,
som fra forst af kunde give disse Storrelser den Hjemmel,
som de hverken faa ved at kaldes uendelige eller Storrelser.

Derfor se vi endnu den store franske Mathematiker
Lagrange (1736—1813) gjore et Forsog af ny Art paa at
undgaa dem. Taylor havde knyttet Funktionernes Udvikling
i Rekke til Dannelsen af Differentialkvotienter. ILagrange
gik den omvendte Vej og knyttede Dannelsen af Differential-
kvotienter eller, som han kaldte dem, afledede Funktioner
til Funktionernes Fremstilling ved Reakkerne. De til denne
Dannelse nedvendige Operationer og Betragtningsmaader
blive dog veesentlig de samme, hvad enten de komme paa
det ene eller paa det andet Punkt, og derved bliver Lagran-
ges Bestemmelse i Virkeligheden ikke saa meget forskjellig
fra Newtons. Kun naar Funktionerne fra forst aft ere fore-
lagte som Potensraekker, forer Lagranges Fremgangsmaade
umiddelbart til Maalet. I udtrykkelig at tage saadanne
Reekker til Udgangspunkt for Funktionernes Bestemmelse
bestaar Lagranges Hovedfortjeneste paa dette Punkt, om end
den forudsatte Fremstilling ikke er mulig for alle Funktio-
ners Vedkommende.

Det 18de Aarhundrede.

Ved Begyndelsen af det 18de Aarhundrede var Mathema-
tiken veaesentlig losreven fra de Grundlag, hvorpaa man siden
Oldtiden havde sogt at bygge dens logiske Sikkerhed. For
det forste var den almindelige Storrelseslere efterhaanden
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bleven bygget paa Arithmetik eller paa Regning med ra-
tionale Tal, og dog anvendte man den uden Betenkelighed
paa kontinuert varierende Sterrelser. Kj blot den Propor-
tionslere, hvorigjennem saadan Anvendelse logisk sikredes,
men ogsaa den geometriske Formulering, hvori disse Ster-
relsers Begreber i det mindste postuleredes, vare opgivne,
om end den geometriske Fremstilling bestandig benyttedes
som et velkomment Middel til at anskue den kontinuerte Va-
riation, Dette brugtes ikke mindst i de infinitesimale Under-
sogelser. For disses Vedkommende havde man gjort det andet
store Brud med Traditionen, som vi nu lige have omtalt.

I begge disse Retninger gik man videre i Aarhundredets
Leb, navnlig ved uden videre at anvende den paa Arithmetik
grundede Algebra ogsaa paa imaginsre Sterrelser og ved at
anvende den paa uendelige Raekker uden at sperge om disses
Konvergens. Det, som bestyrkede i denne Dristighed, var
de store Fremskridt, som man ad denne Vej gjorde trods de
logiske Svagheder ved Fremgangsmaaden. Naar vi nu se
hen til disse Fremskridt, maa de ogsaa for os staa som saa
betydelige, at det var forstaaeligt, at man ikke ret fandt Tid
til at uddybe Begrundelsen. Ganske vist udsatte man sig
uden denne for at begaa Fejl; disse eller snarere Resultater
uden nogen forstaaelig Mening skulde heller ikke udeblive
og have da netop bragt Mathematikerne til at sege tilbage
til sikrere Synsmaader; men i det hele og store maatte den
fornuftige Sammenheeng, som viste sig i det store Udbytte
af Undersegelserne, indgyde Tillid til dette Udbyttes og
dermed til Methodernes Paalidelighed.

Hvad det her tilkommer os at fremheeve, er, at meget
af det store Arbejde, som man udferte, ogsaa kom Mathema-
tikens exakte Behandling til Gode. Man udrettede store
Ting i Udviklingen af de mathematiske Former. Svagheden
bestod i1, at man ikke altid treengte til Bunds i, hvad For-
merne egentlig indeholde; men sikre og klare Former ere
dog altid et meget vigtigh Moment i Behandlingens Sikker-
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hed og Klarhed. De kunne gjere uimodsigeligt, hvad der
ellers kun er et Skjon, om end et Skjon, om hvis Berettigelse
ingen tvivler. Ved Omtalen af Fermat have vi saaledes

m

sagt, at han for at bestemme, hvad vi kalde sm;d;c, for vil-

kaarlige hele Tal m og n, ligesom Oldtidens Forfattere i
lignende Spergsmaal strax tillagde disse Tal bestemte Veer-
dier, men gjennemforte Undersogelsen saaledes, at man kunde
se, at den lige saa godt gjelder dndre Verdier af m og n.
Vi have endvidere bemsrket, at det, som hindrede Newton
i at fore sine fuldt ud rigtige Konvergensprinciper igjennem
i sin Behandling af uendelige Raekker, var tekniske Mangler,
navnlig Mangel paa Midler til at udtrykke og behandle det
almindelige, det nte Led. Saadanne Mangler afhjalp man
efter meget stor Maalestok i det 18de Aarhundrede.

Herved spiller den allerede af Pascal benyttede fuldsteen-
dige Induktion — som for at bevise, at et Resultat er rigtigt for
alle Veerdier af n, dels i Almindelighed beviser, at det, er rig-
tigt for n -1, naar det er det forn, dels serlig efterviser, at
det er det for en vis lav Vaerdi af n — en vigtig Rolle. Tovrigt
har Leibniz Hovedfortjenesten i Henseende til Indforelsen
af den Formelteknik, som er nedvendig baade ved Gjennem-
forelsen af vanskelige Beviser af denne Art og til en Klar
Fremstilling af Resultaterne. Vi skulle i den Henseende blot
minde om hans Brug af Mwmrketal og andre Dobbeltbeteg-
nelser og derom, at hans Differentialbetegnelser f. Ex. tillod
ham at give et almindeligt Udtryk for n’te Differential af et
Produkt. Udviklingen fremmedes iovrigt baade af Leibniz’
Efterfolgere paa Fastlandet og af de engelske Mathematikere,
blandt hvilke vi skylde Moivre Begrebet rekurrente Rakker
og Taylor hans bekjendte Rekke. Storst Fuldkommenhed
naaede dog baade denne Side af Mathematiken og Aarhun-
dredets ovrige analytiske Arbejder hos Leonard Euler
(1707—1783). Bestemmelsen af det #'te Led i en Udvikling
indskreenker han saaledes ikke til det Omraade, hvorpaa der
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oprindelig tenktes, nemlig hvor n er hel; men han spger
Udtryk, der ere brugelige for alle Verdier af n, ogsaa brudne
og irrationale. Jeg skal saaledes minde om hans Fremstil-
ling af Produktet 1.2.3..n ved et bestemt Integral (Gamma-
funktionen).

I og for sig ere saadanne Udvidelser som denne logisk
fuldt berettigede; men den Fare, som allerede har vist sig
ved Algebraens tidligere mere beskedne Udvidelser, bliver
selvivlgelig ikke mindre her, hvor det endog maa henstaa tvivl-
somt, om ikke andre Former for Udvidelsen kunde veere lige
saa berettigede, og hvor man maa kjende de Graenser, inden-
for hvilke Udvidelsen overhovedet giver nogen Mening. At
folge den af Wallis rejste Fane blev saaledes forbundet med
storre og sterre Fare, jo storre og mere mangeartede de
Udvidelser bleve, som Sammenfatningen i det sterkt ud-
viklede tekniske Sprog kunde fore til. Samtidig var man
saa sterkt optagen af dende Udvikling og saa tilfreds med
dens Resultater, at Begjerligheden efter at benytte dem i
rigest muligt Maal gjorde blind for Farerne.

Mest og tydeligst syndedes der ved Brugen af de uende-
lige Raekker®). Den rigtige Forstaaelse af Konvergensbe-
grebet, som vi have set hos Newton, og som saa naturlig slutter
sig til den antike Opfattelse, tabtes vel ikke, mindst af Maend
som Leibniz og Euler; men i sin Iver for at faa et rigt
Udbytte af sine Reekkeudviklinger indskrenkede man sig
ikke til at opstille og anvende de konvergente Raekker. Vel
kunde man ikke stotte Retten til at bruge divergente eller
oscillerende Rekker paa mathematiske Grunde, men saa
tyede man til metafysiske,

Leibniz har fuldkommen rigtig opstillet den alminde-
lige Setning om Konvergensen af Raekker, hvis Led have
vexlende Fortegn, aftage og have Gransevwmrdien 0. I Be-
viset begaar han dog den Fejl at tale om Differensen mellem

#)  Smlgn. Reiff: Geschichte der unendlichen Reihen. Tiibingen 1889.
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de Almindelighed divergente Rekker, som dannes af de
positive og negative Led tagne for sig. I en ganske lignende
Fejl gjor Johan Bernoulli sig skyldig. Herpaa vilde det
dog ikke vaere vanskeligt at raade Bod, og navnlig Leibniz’
Undersogelse viser, at han ingenlunde forvexler Rewkkens
Konvergens med Leddenes Aftagen til Nul. Vesentligere
Indvendinger kan der gjores mod, at Leibniz godkjender
Udvidelsen af Loeren om konvergente Kvotientrakker
1iu=1+lx—|— o2 ..,

som gjelder for —1 <e <1, til Grensetilfeldene og derfor
b (8 vil forklare Resultatet

i §=1_1+1—1+1—1m
i Stedet for simpelt hen at forkaste det. For Leibniz’ Ved-
kommende turde dette nmrmest henge sammen med hans
Kontinuitetsbegreb, ifolge hvilket Sterrelser, der ere lige
store med hinanden, hvor meget « nermer sig til —1, og-
saa maa vere det 1 selve Gransetilfeldet. Hans meta-
fysiske Forklaring vedrerer imidlertid den ferdige Reekke
! 1—141—1..0g giver ikke nogen mathematisk Indsigt 1

Grenseovergangen.

Euler gaar for saa vidt videre end Leibniz, som han
ikke holder sig til de oscillerende eller divergente Reekker,
’ som man faar i Grensetilfeldene, men i Almindelighed vil
hevde Betydningen af en divergent Rekke. Naar man har

villet forklare Ligningen

i el Aol T8

som faas ved i den nysnmvnte Raekke at seette « — 2, derved,
| at Rekken er mere end det, som faas ved at swmtte « =1,
J: altsaa mere end uendelig, hvad der efter Wallis netop er
{ | Tilfzeldet med de negative Storrelser, saa godkjender Euler
ganske vist ikke denne Forklaring. Han ved sikkert lige
saa godt som adskillige Forgeengere, at Urimeligheden her
saa vel som i de Tilfelde, hvor Binomialformlen fremstiller
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imaginere Udtryk ved Reekker med lutter reelle Led, haves,
naar man standser Rwkken og medtager Restledet. Kuler
indrommer endog fuldstendig, at en uendelig og divergent
Reekke ikke har nogen endelig Sum. Han betragter imidler-
tid selve Udviklingen af Raekken som saa karakteristisk for
den Sterrelse, der skal udvikles, at denne og Reekken kunne
treede i Stedet for hverandre. Hvis han nu skarpt havde
udpeget og begramnset de Tilfelde, hvor saadan Ombytning med
Nytte kan finde Sted, og bevist, at det kan ske uden at sendre
Resultatet, vilde Regningen med de uendelige Reekker kun
veere en ny symbolsk Regning, der kunde have sin Beret-
tigelse. Han opfylder imidlertid i ingen Maade de nwmvnte
Forudsmtninger og udtaler saaledes kun sin egen Tro paa,
at disse Reekker kunne faa en god Anvendelse. Man op-
dager snart hans subjektive Grund til demne Tro, nemlig
den store Interesse og det store Arbejde, han satter ind paa
at udvikle Rekkerne og, hvad der er vanskeligere, omvendt
at finde Udtryk, hvis Udvikling giver bestemte Reaekker. Man
ser det af den Iver, hvormed han strax efter de anforte Be-
merkninger kaster sig over Summationen af en divergent
hypergeometrisk Reekke, det vil sige Bestemmelse af et Ud-
tryk, hvis Udvikling giver denne.

Med saadanne Principer kan man forstaa, at det blev
seerlig farligt for Euler at komme ind paa Reekker, udvik-
lede efter trigonometriske Funktioner af multiplicerede Buer.
Saa lenge Reakkerne ere konvergente, kunde de vare gode
nok; men Euler opstillede ogsaa andre, navnlig oscillerende,
saasom

cos ¢ +cos2 ¢ 4 cos 3 p 4. = — ;,
Summationer, hvis egentlige Betydning er vanskelig at for-
staa, da cosn ¢ jo vedbliver at faa en endelig Veerdi ogsaa for
n—o0, Hans Arbejde med saadanne Rekkeudviklinger har des-
uagtet faaet sin Betydning, efter at man i vort Aarhundrede




har lert at bringe det vundne Udbytte indenfor de rigtige
Greenser.
I denne Forbindelse kan endnu n@vnes, at torst Johan
Bernoulli og senere Euler efter langt storre Maalestok over-
forte paa transcendente Ligninger med uendelig mange Led,
hvad der vides om endelige algebraiske Ligninger. Ad
denne Vej fandtes mange vigtige Summationer af uendelige
Reaekker og Oplesninger i uendelige Produkter. Leverer den
anvendte Betragtningsmaade end ikke fuldsteendige Beviser,
lade saadanne sig dog her forholdsvis let knytte dertil.
Den her omtalte Brug af divergente Ramkker gik dog
heller ikke den Gang upaatalt hen. De Anskuelser, som vi
nu hylde, fastholdtes i Aarhundredets Begyndelse af Varignon
‘ og paa Kulers Tid af Nicolaus Bernoulli og d’Alembert,
il Den Sejr, de have vundet i vort Aarhundrede, forberedtes
endelig af Lagrange. Han var vel tidligere gaaet i Eulersk
Retning. I sin Théorie des fonctions tager han i Reglen
| heller ikke Hensyn til Rekkernes Konvergens, der for saa
vidt er ham mindre magtpaaliggende, som han ligesom
Newton vesentlig bruger dem for tilstreekkelig smaa Veer-
dier af den uafhengige Variable. At han dog har de ned-
| vendige Hjelpemidler rede, viser hans Diskussion af Rest-
" leddet i Taylors Rekke og Anvendelse deraf til at prove,
I om Reekken konvergerer og fremstiller den Funktion, som
§ onskes fremstillet.
] ‘ I Sammenligning med Operationerne med uendelige
i Reekker maa det forrige Aarhun.dredes Benyttelse af imagi-
nere Storrelser betragtes som mere uskyldige. Det var en
umiddelbar Overforelse af de sedvanlige algebraiske Regnin-
ger paa saadanne Sterrelser, som indeholde V—1, idet man
blot karakteriserede denne Sterrelse ved, at dens Kvadrat er
— 1. Saadanne Regninger udfortes med rigt Udbytte lige
fra Leibniz’ Tilleb til ad denne Vej at integrere Broker,
hvis Nevnere ikke indeholde lutter reelle Faktorer af forste
Grad, til Eulers bekjendte Formler til Overgang mellem ex-
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ponentielle og trigonometriske Funktioner og hans An-
vendelser deraf f. Ex. til at forklare Betydningen af Loga-
rithmer til negative Tal. Der behovedes endnu kun en For-
klaring af selve Betydningen af Regningerne med imaginzere
Tal og en derpaa grundet Paavisning af disse Regningers
Gyldighed for fuldstendig at sikre alle de Resaltater, som
vare vundne ad denne Vej. En Gjennemforelse af denne
Forklaring tilherer vel forst det 19de Aarhundrede; men den
blev ej blot for saa vidt forberedt i det forrige, som Gauss’
personlige Arbejder i den Retning rimeligvis gaa saa langt
tilbage. En tydelig og bestemt Forklaring i samme geome-
triske Form, 1 hvilken den senere fremkom fra Gauss, Ar-

. gand og Cauchy, forelaa allerede inden Aarhundredets Ud-
gang trykt i det kongelige danske Videnskabernes Selskabs
Skrifter 1 den norskfedte Landmaaler W essels Afhandling:
Om Direltionens analytiske Betegninyg.

Slutning.

Med Begyndelsen af det 19de Aarhundrede afslutter jeg
nerverende Overblik. Selv i den meget beskedne Maalestok,
som jeg har kunnet give mit Arbejde, vilde det nu snart
forlobne Aarhundrede behove en lige saa stor Plads som alle
de foregaaende. Dets Arbejde er ipvrigt ikke ladet upaaagtet,
for saa vidt som jeg har bedemt de tidligere Standpunkter
ud fra dem, som nu ere vundne, og Mathematikere af Fag
ville selv kunne have haft Lejlighed til at se, hvorledes disse
ere forberedte af.hine, Dels af Hensyn til andre Laesere,
dels for Sammenhengens Skyld skal jeg dog lige pege paa
de Afslutninger, som de foran berorte Bevagelser have faaet.

Ad den Vej, som Wessel forst havde betraadt, fik de
imaginaere Sterrelser, der oprindelig kun vare vilkaarlig ind-




86

forte Betegnelser for Rodder i Ligninger uden reelle Rodder,
en positiv Existens. De vandt i Betydning ved Gauss’
Paavisning af, at Redderne i algebraiske Ligninger alle
have Formen a0V — 1. Cauchy udstrakte Leeren om Funk-
tioner samt Differential- og Integralregning til varierende
imaginwre eller, som man siger, komplexe Storrelser. Senere
har man i Leren om Kvaternioner og om 7 Dimensioner
yderligere udvidet dette Omraade. Ved disse og ved andre
Udvidelser af de algebraiske Operationer til Omraader, for
hvilke de oprindelig ikke vare bestemte, f. Ex. symbolsk
Differentiation og Integration, har man anvendt stor Omhu
paa det, som tidligere forsemtes, nemlig at klare sig, 1 hvilket
Omfang disse Operationer kunne anvendes paa de enkelte
Omraader. Undersogelsen heraf har veret forbunden med
et abstrakt Studium af de ved Tegnsproget udferlige Ope-
rationer og deres logiske Reekkevidde.

Den ved Lagrange begyndte mere exakte Behandling
af uendelige Rakker er fortsat af Gauss og af ham navnlig
anvendt paa den hypergeometriske Remkke. I storre Omfang
og end mere indgaaende er dernwmst ogsaa dette Sporgsmaal
optaget af Cauchy, som ikke blot har undersogt de alminde-
lige Betingelser for Konvergens af Rekker med reelle eller
komplexe Led, men ogsaa givet almindelige og exakte Regler
for Regning med disse Raekker. Medens Newton fremstillede
Integralet i forelagte Differentialligninger ved Rekker, var
Cauchy i Stand til exakt at bevise, at en saadan Reekke altid
existerer, og at altsaa en Differentialregning altid har et
Integral. Cauchy har desuden givet de uendelige, smaa
og store, Storrelser en saadan Definition, at de blive virke-
lige Redskaber for exakte Gransebestemmelser, uden at den
anskuelige Behandlingsmaade, som forrige Aarhundrede an-
vendte med saa stor Lethed, men ikke altid med god Sam-
vittighed, derved tabes. Det opnaas derved, at man siger,
at Storrelser, som i et undersogt Greensetilfzlde blive uende-
lige, ere det, og at det tillige paavises, at man da i Grense-
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bestemmelsen er fuldt berettiget til at tage sig just de Fri-
heder, som man ogsaa tidligere med saa stort Held havde
benyttet.

De at Cauchy opstillede Principer paa de komplexe
Sterrelsers og uendelige Rekkers Omraade bearbejdedes
videre af Abel og lagdes til Grund for hans banebrydende
Arbejder. Disse og mange af Cauchys egne vise, at den
mere kritiske Retning ikke behgver at veere mindre frugt-
bar, at tvertimod den finere Underspgelse netop kan medtage
saadanne Momenter til vidtrekkende Fremskridt, som ellers
vare blevne oversete. Kt kritisk Arbejde af anden Art har
Abel leveret i sit Bevis for, at Femtegradsligningen ikke kan
loses algebraisk.

Endelig har Weierstrass paa exakt Maade gjennem-
fort Mathematikens Arithmetisering. Det er sket paa Grund-
lag af de samme Principer, som haevdedes af Eudoxos, Eu-
klid og Archimedes, og som endnu Newton og tildels Leibniz
fastholdt 1 egentlige infinitesimale Underseggelser. De vare
vel traadte tilbage i det 18de Aarhundrede, men atter med
Styrke gjorte gjeldende af Cauchy, dog nu lgsrevne fra den
antike Forbindelse med Geometrien, ligesom Tilknytningen
til de Gamle i Reglen ikke mere blev gjort gjeldende. Det
Omraade, hvorover disse Principer, der i Oldtiden kun skulde
rumme temmelig begreensede Undersogelser, nu skulde spaende,
var imidlertid udvidet saaledes, at man vel forstaar, at den
nye og af ethvert geometrisk Postulat uafhengige Gjennem-
forelse af Principerne har kreevet et overordentligt Arbejde.
Veardierne af irrationale Storrelser kunde man vel definere
omtrent som i de Gamles Proportionslere. Nu maatte man
paa lignende Maade definere Funktioner ved uendelige kon-
vergente Rekker, og vel at merke man holdt sig under den
videre Behandling udelukkende til de derved udtrykte Egen-
skaber. Man maatte saaledes direkte prove de definerede
Funktioners Kontinuitet og ikke laane Begrebet herom fra
en postuleret geometrisk Fremstilling. Ligeledes maatte
man direkte preve, om Funktionerne have en Differential-




kvotient, hvad der viste sig ikke altid at veere Tilfzeldet med
saaledes definerede Funktioner. Man maatte endelig logisk
frigjore sig for de nye Laan fra den geometriske Anskuelse,
hvorigjennem de imaginmre Sterrelsers reelle Betydning
var sikret.

Dog maa det siges, at Weierstrass’ Retning, naar den
prover Kontinuiteten af de enkelte, nojagtig definerede Funk-
tioner, gaar ud fra Begrebet om Sterrelsernes Kontinuitet
som noget existerende. Kronecker gaar et Skridt videre og
indskreenker Mathematiken til Bestemmelser ved hele Tal,
_deriblandt ogsaa dem, hvorved man i det uendelige nsermer
sig til at udtrykke de irrationale Sterrelser, men han med-
tager ikke selve disse ad indirekte Vej bestemte Sterrelser.
Han indtager saaledes et Standpunkt, der maatte tilfreds-
stille endog Zenon fra Klea.

Medens jeg forbigaar de mange nye logiske Spergs-
maal, som selve de nye Retninger i vort Aarhundrede have
fremkaldt, skal jeg endnu til ovenstaaende almindelige Af-
slutning af de behandlede Hovedspergsmaal foje et Par Be-
b meerkninger om Resultater, hvortil man er kommen med
Hensyn til Ting, der have veeret berorte i det foregaaende.
Det kan da navnlig have Interesse at vide, hvilken Plads 1
: logisk Henseende Geometrien, den tidligere Beerer af den
‘ i exakte og almindelige Storrelsesleere, har' faaet efter i den
1 Henseende at vere aflost af den arithmetiske Algebra. Den
har navnlig i vort Aarhundredes forste Halvdel udviklet sig
med en siden Oldtiden ukjendt Frodighed. Idet denne Ud-
vikling fornemmelig var rettet imod Udvidelsen af Geome-
trien til at omfatte storre og storre Omraader og at vinde
nye Resultater, har den i lang Tid slet ikke lagt an paa
Ensartethed i Methoderne, men kombineret den geometriske
| i Figurbehandling med Resonnementer og Resultater laante

fra Algebraen. Herunder er navnlig kommen en udstrakt
Benyttelse af saakaldte imagin®re Figurdele, som i og for
; sig slet ikke have nogen geometrisk Existens. Om disse
|
|
|
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Fiktioner kan siges det samme som om de Laan, den arith-
metiske Algebra i sin Tid gjorde fra den da mere udviklede
Geometri. De ere logisk fuldt berettigede, naar blot, hvad
man ikke altid har gjort, Laanet udtrykkelig anerkjendes, og
man overalt sikrer sig, at Overforelsen ikke gjor noget Brud
paa de Forudsetninger, hvorunder det, som man laaner, er
bevist i Algebraen. Nytten og derved Berettigelsen af
Laanene er da godtgjort ved Resultaternes store Omfang
og Betydningsfuldhed.

Det er dog naturligt, at der ogsaa her maatte frem-
komme Bestrabelser efter at gjore Methoderne ensartede,
saa Geometrien kunde bygge paa sit eget. Paa samme Tid,
som man derved faar @je for, hvor meget der kan naas ved
de rent geometriske Forudsstninger, bringer disses Ens-
artethed en storre logisk Fasthed. Man har endog gjennem
heldige Definitioner sikret de imaginsre Figurdéle en rent
geometrisk Existens.

Medens man ad denne Vej lerte de geometriske For-
udsmtningers Rekkevidde at kjende, ere andre Studier gaaet
ud paa at finde deres indbyrdes Forhold, deres indbyrdes
Uafhengighed, deres erkjendelsestheoretiske Oprindelse og
endelig de mye Forbindelser, hvori de maatte treede med
den paa arithmetiske Forhold grundede Sterrelseslere. Ud-
gangspunktet for disse Undersogelser maatte vaere de Gamles
omhyggelige Valg af Forudsetningerne, som findes hos
Euklid og tildels hos Archimedes. Saadanne Undersogelser
ere i Virkeligheden fortsatte gjennem de Aarhundreder, vi i
det foregaaende have betragtet. Jeg har dog ladet dem ligge,
dels fordi de iser ere komme til Udvikling i vort Aar-
hundrede, dels fordi andre for nylig have gjort omhyggelig
Rede for deres eldre Udviklingsgang*).

Endelig skal det nevnes, at Spergsmaalene om Ter-
ningens Fordobling, Vinklens Tredeling og Cirklens Kva-

*) Se Engel u. Stiickel: Die Theorie der Parallellinien. Leipzig 1895.
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dratur, hvis vesentlig theoretiske Betydning i den tidlige
Oldtid vi have lert at kjende, have fundet deres Afslutning
i vort Aarhundrede. Allerede i Oldtiden betragtede man
det som afgjort, at disse og de med de forste to beslegtede
Opgaver, som nu udtrykkes ved Ligninger af tredie og
fijerde Grad, ikke kunne loses ved ret Linie og Cirkel. For-
modningen herom maatte vinde i Styrke, da man i den nyere
Tid leste saadanne Ligninger uden dog at fore dem tilbage
til Udtryk, der kunne konstrueres ved de nwmvnte Hjelpe-
midler. Da Formodningen imidlertid ikke stottedes ved
afgjorende Beviser, er det ikke underligt, at nye Forsog
dukkede op. Endog en Mand som den danske Astronom
Longomontanus paastod og vedblev at paastaa at have lost
Opgaven om Cirklens Kvadratur, idet han angav en rational
Verdi af 7. Det er forst i vort Aarhundrede lykkedes nej-
agtig at bevise, at de omtalte Konstruktioner ikke kunne
udferes ved ret Linie og Cirkel. Samtidig er opnaaet en
Inddeling af irrationale Tal i algebraiske, der kunmne frem-
stilles som Redder i algebraiske Ligninger med rationale
Koefficienter, og transcendente, der ikke kunne det. De
forste deles igjen efter de irreduktible Ligninger, hvorved
de bestemmes. Til de sidste herer baade n og Grundtallet

e for de naturlige Logarithmer.
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Prisafhandlingerne
for Aaret 1894— 95.

At de for Aaret 1894—95 udsatte Prisopgaver have 7
fremkaldt 12 Besvarelser, nemlig den theologiske 4, den
statsvidenskabelige 1, den filosofiske 2, den historiske 2, den
nordisk-filologiske 1, den tysk-filologiske 1 og den fysiske 1,
hvorhos der er indkommet en Besvarelse af den 1 1893 ud-
satte Prisopgave i Naturhistorie.

Bedgmmelserne over de indkomne Afhandlinger lyde

saaledes:

I. De theologiske Afhandlinger.

Som Besvarelse af den for 1894—95 udsatte theologiske
Prisopgave: ,En Droftelse af Grundene for og imod Agt-
heden af Peters andet Brev“, er der indkommet fire Af-
handlinger,

Den forste af disse med Motto: mavea doweualsrs, o
xadov zavéyere (331 Kvartsider) er en meget tilfredsstillende
Behandling af det opgivne Amne. Uheldig er ganske vist
den lange Indledning om Apostelen Peters Liv og Virk-
somhed, som optager naesten en Trediedel af Afhandlingen
og utvivlsomt har berovet Forfatteren en Del baade af hans
Tid og af hans Kraft, thi den maa betegnes som vaesentlig
liggende udenfor mmnet. Men iovrigt er Afhandlingen
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skreven med Modenhed og videnskabelig Dygtighed; For-
fatteren har samlet et betydeligt Materiale, over hvilket han
viser et godt Overblik, og han beveger sig med Frihed i
det rige Stof uden at overveeldes af det, Fakultetet maa
derfor erklere denne Afhandling for verdig til Prisen.

Den anden Afhandling med Motto af 2 Kor. 13, 8 (304
Kvartsider) vidner om stor Flid; Forfatteren besidder godt
Kjendskab til den herhen herende Literatur, han er fortrolig
med den moderne Kritiks Methode og udever den med
Skarpsindighed. Men Stoffet splittes i altfor mange Enkelt-
heder, og Brevet selv, som dog er og bliver Hovedsagen,
treeder i Baggrunden overfor Fortolkernes og Theologernes
mange Meninger og Hypotheser. Afhandlingens gode Egen-
skaber ere dog saa fremtredende, at ogsaa den utvivlsomt
fortjener Prisen.

Den tredie Afhandling, ligeledes med Motto af 2 Kor.
13, 8 (300 Kvartsider) er et flittigt Arbejde, der vidner om,
at Forfatteren har sat sig godt ind i det foreliggende
Sporgsmaal. Hovedpunkterne ere i det Hele ret omhyg-
gelig behandlede, og Behandlingen viser kritisk Begavelse.
Men Arbejdet lider af veesentlige Mangler. Den Litteratur,
Forfatteren har benyttet, er steerkt begrendset; man savner
Henvisning til nyere Undersogelser, som burde vere med-
tagne; Citaterne ere unejagtigt angivne uden Angivelse af
Sidetal. Afhandlingen skemmes desuden ved en umotiveret
Overlegenhed overfor det omhandlede Brev og ved umodne
og ubegrundede Domme over andre nytestamentlige Skrifter.
Paa Grund af disse Mangler kan Fakultetet kun tilkjende
dette Arbejde et Accessit.

Den fjerde Afhandling med Motto: ndvre 0t doxtpiagsre
(167 Sider) er den svageste af de fire indsendte Prisafhand-
linger. Forfatteren har sikkert gjort sig Flid med at ind-
samle det Materiale, som han har kunnet overkomme, men
nan mangler kritisk Evne og dermed en Hovedbetingelse

for Opgavens Lesning. Hans Hu staar nermest til at for-
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svare Brevets Agthed, men han formaar ikke med tilstrek-
kelig Kraft at tilbagevise Modstandernes Indvendinger. Det
onon liquet¥, hvormed hans Undersogelser ende, fremgaar
ikke som Resultat af en methodisk gjennemfort Provelse af
Grundene for og imod Brevets Aigthed, men er snarere et
Udtryk for hans egen Usikkerhed og vaklende Holdning.
Med Anerkjendelse af Forfatterens redelige Streben og In-
teresse for Amnet kan Fakultetet derfor ikke kjende Af-
handlingen veerdig til nogen Belenning.

Kjobenhavn, i Marts 1896.
C. Henrik Scharling. P. Madsen. Fredrile Nielsen.
L. W. Schat Petersen. J. C. Jacobsen.

Ved Navnesedlernes Aabning fandtes Forfatterne at
vaere: af den forste Afhandling Stud. theol. Ove Vald.
Ammundsen, af den anden Afhandling Cand. theol. A. G. S.
Prior og af den tredie Afhandling Stud. theol. J. V. Vad.

Ved Kirke- og Undervisningsministeriets Skrivelse af
18de Marts 1896 er der blevet meddelt Tilladelse til, at der
uddeles Prismedaille for de 2 Afhandlinger, der ere kjendte
verdige til Prisen.

II. Den statsvidenskabelige Afhandling.

Som Besvarelse af den statsvidenskabelige Prisopgave
for Aaret 1894—95: ,Der onskes en kritisk Fremstilling af
den engelske videnskabelige Nationalokonomis Udvikling
efter Stuart Mill* er der indsendt en Afhandling med Motto:
yhatura non facit saltus®.

Forfatteren til den ret omfangsrige Athandling synes
at vere gaaet for lidet forberedt til sit Arbejde og forst
under selve Udarbejdelsen at have vundet det Standpunkt,
der skulde have veret Udgangspunktet for samme. Af-
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handlingen beerer i vel hegj Grad Spor heraf. Formen er
temmelig forsgmt, Sproget frastodende ved.sin unedige Ind-
blanding af fremmede Ord, ved udanske Vendinger og
uheldige Gjengivelser af de citerede Udtalelser. Derhos er
Afhandlingen ufuldstendig, idet den dels altfor udelukkende
behandler de storre Systemveerker med Forbigaaelse af Tids-
skriftlitteraturen, dels ganske forbigaar veesentlige Afsnit af
Okonomiens Theori. Ogsaa den Overlegenhed, hvormed For-
fatteren bedemmer de forskjellige fremragende Okonomers
Opfattelser og som oftere staar i Misforhold til selve Dom-
mens Rigtighed og Sikkerhed, virker noget frastedende, og
vi skjonne derfor ikke, at der kan veere Tale om at tilkjende
Arbejdet Prisen.

Men bortset fra disse ret igjnefaldende Mangler maa
det erkjendes, at Afhandlingen dels i sin samlede Hoved-
betragtning af den engelske @konomis Udvikling i dette
Aarhundrede, dels ogsaa 1 flere af de enkelte Afsnit giver
en indgaaende og, om ikke altid fuldt forstaaende, saa dog
som oftest rigtig Fremstilling og Vurdering af de successive
gjorte Fremskridt. Tiltrods for de fremhavede Mangler
mene vi derfor at kunne tilkjende Afhandlingen et Accessit.

Kjgbenhavn, den 29de Februar 1896.

Will. Scharling. V. Falbe Hansen. — Hurald Westergaard.

Ved Navnesedlens Aabning fandtes Forfatteren at veere
Cand. juris & polit. Frantz Emil Pio.

III. De filosofiske Afhandlinger.

Til Besvarelse af den for 1894--1895 udsatte Prisopgave

i Filosofi: ,Fremstilling og Vurdering af John Locke’s
Filosofi med serligt Hensyn til dens Indflydelse paa den
folgende Tids Tenkning* er der indkommet to Afhandlinger-
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Den ene af disse, der har til Motto: ,Sapere aude!“
vidner allerede ved sin Korthed om, at Forfatteren ikke er
treengt tilstreekkeligt ind i Emnet. Fremstillingen af Locke’s
Filosofi er meget lidt indgaaende, og om hans Betydning
fremfores kun nogle faa, ufyldestgjorende Bemarkninger.
Vi kunne derfor ikke foreslaa, at der tilkendes Forfatteren
nogen Belenning.

Derimod giver den anden Afhandling, som har Meerket
yPhilanthropus B.“ (Locke’s Pseudonym), en meget udforlig
og om grundigt Studium vidnende Amalyse af Locke’s
Vearker og en fyldig Skildring af hans alsidige Virksomhed.
I en Rekke af Noter tilfojer Forfatteren de historiske,
karakteriserende eller kritiserende Bemsrkninger, han har
at gore over for Locke’s Fremstillinger. Der er her gjort
et betydeligt Arbejde, som vidner ikke blot om Forfatterens )
Lerdom paa den wldre engelske Filosofis Omraade, men
ogsaa om selvstendig Opfattelse og sund Kritik. Disse
sidste Egenskaber vilde have faaet bedre Lejlighed til at
leegge sig for Dagen, hvis Forfatteren ikke havde valgt den '
uheldige, men meget beskedne Form af Noter til at frem-
sette sine Bemerkninger i. Af de enkelte Afsnit maa iser
det om Locke’s Opdragelsesleere nsvnes, med dets Paa-
visning af Locke’s Indflydelse paa Rousseau, skent Forfat-
teren over Ligheden 1 det Enkelte har undervurderet det
egentlige Nye hos Rousseau. Uagtet vi mene, at Forfatteren
burde have givet sin Karakteristik og Kritik en storre Plads,
og uagtet Athandlingen har sine svage Partier, navnlig de,
der handle om Locke’s Indflydelse paa den folgende Filosofi,
finde vi dog, at Medaillen bor tilkendes Forfatteren for det

dygtige Arbejde, han har ydet.

Kjpbenhavn, den 4de Marts 1896.

H, Holfding. K. Kroman.
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Ved Navnesedlens Aabning fandtes Forfatteren af den
sidste Afhandling at veere Cand. theol. Bertel C. C.

Fuglsang.

IV. De historiske Afhandlinger.

Som Besvarelse af den historiske Prisopgave for 1894
—95: ,en Fremstilling og kritisk Undersegelse af Heruler-
folkets Vandringer og Optreden i det nordlige Europa og
Middelhavslandene“ er der indkommet to Afhandlinger.
Den ene af disse med Motto: ,det Sete athenger af @Oinene,
der se“ er i sit Anleg uklar, og den fremtraeder i en skjodeslos
Form, baade hvad Stil og Sprog angaar — Navnene ere
gjennemgaaende feilagtig skrevne — hvilke Mangler ikke
kunne undskyldes ved, at Forfatteren har ladet Afhandlingen
afskrive. Forfatteren har ikke straebt efter at blive bekjendt
med de bedste Udgaver af Kilderne til Herulernes Historie,
ligesom han synes i Stedet for de grmske Texter som Regel
kun at have benyttet latinske Oversmttelser; han har ikke
anvendt forneden Kritik paa Behandlingen af Kilderne og ikke
med tilstreekkelig Grundighed raadspurgt de videnskabelige
Undersogelser over Folkets Historie. Som Felge heraf ere
mange vigtige Oplysninger og veesentlige Synspunkter und-
gaaede hans Opmeerksomhed. Skjondt hans Arbeide viser
en Del Flid og paa sine Steder er ret tilfredsstillende, anse
vi det 1 sin Helhed for saa mangelfuldt, at det ikke kan
komme i Betragtning ved Prisuddelingen.

Den anden Afhandling med Motto: ,Om ikke Andet,
saa Erfaring* udmeerker sig i Modswetning hertil ved en
Klarhed 1 Plan, Bevisforelse og Fremstilling, som virker i
hoi Grad tiltalende. Forfatteren er overalt gaaet direkte til
de graske og latinske Kilder, han har benyttet de nyeste og
bedste Udgaver og er fulgt godt med i den nyere Litteratur

om Herulernes Vandringer, selv om enkelte Underspgelser

ere undgaaede hans Opmerksomhed. Uagtet han jeevnlig
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treeder i tidligere Forskeres Spor, feler man dog, at han
selvsteendig er treengt ind i Opgaven, og paa flere Steder
bringer han Synspunkter frem, som ikke blot ere nye, men
fortjene al Opmerksomhed. Vi kunne ikke billige alle For-
fatterens Resultater, og til Ex. er hans Behandling af Jordanes’
Efterretninger afgjort utilfredsstillende, men vi ere ikke i
Tvivl om, at Afhandlingen paa Grund af Forfatterens klare
Tankegang, hans omhyggelige og flittige Studium af Kilderne
og hans indgaaende og skarpsindige Underspgelser af dem,
er fuldt veerdig til Prisen.

Kjgbenhavn, i Marts 1896.

L. Holm. Johannes Steenstrup. Kr. Erslev.

Ved Navnesedlens Aabning fandtes Forfatteren af den
sidste Afhandling at veere Stud. mag. Louis B. Stade.

V. Den nordisk-filologiske Afhandling.

Som Besvarelse af Universitetets Prisopgave i nordisk
Filologi for Aaret 1894—95:
»Under Hensyn til nyere tyske og svenske Under-
sogelser onskes det paavist, om og hvor vidt Stavelse-
teelling har veeret benyttet som Grundlag for dansk
Versbygning i Tiden mellem Reformationen og Arrebo
er der indkommet en Afhandling med Motto: ,Cum ratio
quantitatis syllabarum in carminibus Danicis componendis
vix ac ne vix haberi potest, ejus loco certum numerum sylla-
barum retinere videtur operepretium.“

I en klar og velordnet Fremstilling har Forfatteren
paa en i det hele fyldestgorende Maade gjort Rede for et i
alt Fald paa Tryk saa godt som uberort Punkt i vor Litte-
raturs Udvikling. Han besidder god Kundskab til og Sans
for metriske Forhold, og har omhyggelig gennemgaaet Tidens
Litteratur, ogsaa den utrykte, saa at han kan stette sin Frem-

13




stilling paa et tilstreekkeligh Bevismateriale, ligesom det
blandt andet er lykkedes ham at fremdrage en hidtil ube-
merket, men for Spergsmaalets Losning betydningsfuld Ud-
talelse af Kansler Jens Bielke, hvilken han med Rette har
benyttet som Motto for sin Afhandling. Lejlighedsvis kommer
han ogsaa ind paa metriske Forhold, der staa Spergsmaalet
noget fjernere, men give Anledning til ret interessante Iagt-
tagelser.

Det svage Punkt i Undersogelsen turde vere, at For-
fatteren vel meget betragter vor Versbygnings Historie i og
for sig, uden Hensyn til Indflydelser fra fremmede, iser tyske
Forbilleder. Uagtet han synes at veere i Besiddelse af Be-
tingelser for at inddrage ogsaa dette Forhold under sine Iagt-
tagelser, ngjes han med en almindelig Antydning af Metrikens
Udvikling i Tyskland og fremhever gentagende, at en Rede-
gorelse for fremmed Paavirkning i Enkeltheder ligger uden
for Spergsmaalets Graenser. Skent vi ikke kunne veere
enige med Forfatteren heri, og skent, som han selv bemzrker,
Afsnittet om Salmedigtningens Metrik er moget losere be-
handlet end Resten, finde vi ellers i hans Arbejde et modent
og grundigt Bidrag til Oplysning om Feedrelandets eldre
Litteratur, som fuldt fortjener at belennes med Prismedaillen.

Kjgbenhavn, den 27de Februar 1896.

Ludv. . A. Winumer. J. Paludan.

Ved Navnesedlens Aabning fandtes Forfatteren at veere

Cand. mag. Karl Mortensen.

VI. Den tysk-filologiske Afhandling.

Som Besvarelse af Opgaven i tysk Filologi for 1894—95:
oEn Fremstilling og Undersogelse af de indtil c. 1630 i
Danmark med Hertugdemmerne samt i Hamborg og Liibeck
trykte hojtyske Beogers Sprog og Skrivemaade“, er indkommet




93

en Afhandling med Motto: ,Auch zwischen den Wortern
herscht ein Kampf ums Dasein“ (Scherer).

Forfatteren af denne Afhandling har set sig nodsaget til
at indskreenke Opgaven noget, da det viste sig, at den vilde
blive af for stort Omfang til, at den kunde gores ferdig i
Lobet af et Aar. Han har derfor begraenset sig til at med-
tage alt hvad der af hojtyske Beger i Danmark med Hertug-
dommerne, Hamborg og Litheck var trykt for 1600, forsaavidt
som det fandtes paa det Store Kgl. Bibliothek, derimod for
Tiden fra 1600—1632 kun at medtage et Mindretal af Boger,
som han allerede havde gennemgaaet lige i Begyndelsen af
sine Forarbejder. Forfatteren antager dog, og sikkert med
Rette, at der ikke er sket stor Skade ved denne Begrensning,
da de Forandringer, som det hejtyske Sprog udviser i det
17de Aarhundredes forste Trediedel, allerede for en stor Del
findes i Bogerne fra det 16de Aarhundredes sidste Tiaar.

Forfatteren har, hvad der er meget rosverdigt, ikke
indskreenket sig til en Fremstilling af Liyd- og Skriftleeren
og Bojningsleren, forsaavidt som Datidens Sprogformer og
Skrivemaader vare forskellige fra det nuverende hojtyske
Sprogs, men han underseger ogsaa Ordforraadet, behandler
Orddannelsen og giver en udforlig Fremstilling af Ordfojningen.
Indenfor den af ham behandlede Litteratur skelner han mellem
tre Klasser af Boger, der iser i Henseende til Ordforraadet
og Ordfgjningen viser et delvis forskelligh Sprog: theologiske
Skrifter, Forordninger, Piecer. Hvad angaar de forskellige
Trykkesteder, er det lykkedes Forfatteren, ved Siden af
Overensstemmelserne at paavise enkelte Forskelligheder mellem
det hojtyske Sprog som det tryktes i Hamborg og Liibeck
paa den ene, Slesvig og Kjebenhavn paa den anden Side,
medens Slesvig 1 enkelte andre Punkter gaar med de neder-
tyske Trykkesteder og afviger fra Kjebenhavn.

Dien foreliggende Afhandling er i enhver Henseende et
methodisk, grundigt og overordentlig flittigt Arbejde. Vel
findes i Forfatterens Fremstilling, iser i Afsnittet ,Lyd- og
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Skriftlere“ enkelte Forseelser, Fejl og Unejagtigheder, dog
ere disse baade i og for sig mindre vesentlige og have ikke
nogensomhelst Betydning for Hovedsagen. 1 Henseende til
Benyttelsen af den nyeste videnskabelige Litteratur savnes
intet. Vi indstille uden Bet@nkning Forfatteren til at be-
lonnes med Universitetets Guldmedaille.

Kjgbenhavn, den 8de Marts 1896.

H. Moller. K. Verner.

Ved Navnesedlens Aabning fandtes Forfatteren at vere
Stud. mag. Johan Marius Serensen.

VII. Den fysiske Afhandling.

Som Besvarelse af Universitetets Prisopgave i Fysik for
1894—95: ,Der onskes en Undersogelse over den elektriske
Gmists Evne til at rive Stoffer med sig, dels fra Elektroderne
sely, dels fra det Medium, den slaar over i¥, er der ind-
kommen en Afhandling med Motto: Quidquid agas, pru-
denter agas et suspice finem.

Som Opgaven fordrer, er Arbejdet i Hovedsagen expe-
rimentalt. Der dannes en Gnist ved Hjelp af Ruhmkorffs
Maskine mellem Poler af forskelligt Stof, og det undersoges
ved Hjzlp af et roterende Spejl og ved Spektroskopet, hvor-
ledes Gnistens Udseende varierer. Det viser sig herved, at
den egentlige Gnist ikke indeholder kjendelige Spor af Elek-
trodernes Stof. Udladningen har i Virkeligheden varet nogen
Tid, inden Metallet bringes ud i Gmisten i lysende Tilstand,
og den er folgelig ikke betinget af Metaldampene. De fra
Metallerne hidrerende Spektrallinier skyldes altsaa sekun-
deere Virkninger af Udladningen, som Opvarmning eller me-
kaniske Kreaefter. Som Forfatteren meget rigtigt bemerker,
er det hermed ikke absolut udelukket, at Metallet kan spille
en Rolle ved Elektricitetens Overgang; vi vide nemlig, at
et Metal kan existere i Dampform uden at give Spektrallinier.
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Efter en Reekke Forsog over Gmistens Udseende i Kveel-
stof, Kulsyre og Brint, der vel i sig selv have Interesse, men
dog ikke bidrage meget til Opgavens Besvarelse, omtales
Udladningens Forhold, naar den ene Pol er Saltoplesning,
navnlig af Chlornatrium. Ogsaa her gjenfindes de ovenom-
talte Forhold, idet Chlornatrium ikke primert deltager i Ud-
ladningen, saa vidt man kan demme derom af Spektret, til-
lige iagttages en udpreget Unipolaritet, der bevirker, at Na-
triumlyset kun optraeder, naar Oplesningen er negativ Pol.

Forfatteren har dernsst maalt, hvor langt man kan
forfolge Metallinierne ind i Gmisten for 12 Metallers Ved-
kommende. Det viser sig herved, at disse Vejlengder paa
det nermeste ere de samme, enten Metallet danner den po-
sitive eller den negative Pol, samt at der ved Udladning
mellem to forskellige Metaller er et konstant Forhold mellem
de nmvnte Vejlengder.

Til Slutning gives en Rakke Iagttagelser over Dissocia-
tion af Ammoniak ved elektriske Gmister.

Forfatteren har forsegt at behandle Opgaven saavel for
de faste som for de draabeflydende og luftformige Legemer,
Det vilde vistnok have veret heldigere, om han havde holdt
sig til et enkelt af disse Tilfeelde. Da vi imidlertid nezesten
staa uden al Forstaaelse af det paagjeldende Fanomen, er
det naturligt, at Forfatteren har villet prove sig frem paa
forskellige Omraader, for maaske at finde et Udgangspunkt,
en bestemt Opfattelse af Sagen, der kunde fore videre. Dette
har ikke villet lykkes ham, og det kan heller ikke have
vaeret Meningen med Opgaven at kreeve en fuldstendig Los-
ning af en af de vanskeligste Opgaver i Fysikken,

I Betragtning heraf, og eftersom Arbeidet baade vidner
om experimental Dygtighed og om Modenhed til Behandling
af videnskabelige Opgaver, mene vi at burde indstille For-
fatteren til at belennes med Universitetets Prismedaille.

Kjsbenhayn, i Marts 1896.
Julius Thomsen. S. M. Jargensen. C. Christiamsen.
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Ved Navnesedlens Aabning fandtes Forfatteren at veere
Cand. mag, Martin H, Chr. Knudsen.

VIII. Den naturhistoriske Afhandling.

Som Besvarelse af den udsatte naturhistoriske Prisop-
gave, saalydende: ,Af den danske Ferskvandsfauna er der
endnu adskillige Afsnit, som ikke ere tilstreekkelig oplyste.
Dette gjelder saaledes om det ferske Vands Mideformer,
Kopepoder og Ostrakoder, om dets Bryozoer, Hjuldyr og
Spongazoer. Der onskes derfor en paa selvstendige Ind-
samlinger og Studier grundet tidssvarende Redegjorelse, saa-
vel i faunistisk som 1 biologisk Henseende, for en Del af det
danske Ferskvands Dyreliv, omfattende efter eget Valg enten
de 3 forste eller de 3 sidste af de n®vnte Dyregrupper. Med
Besvarelsen maa folge de til Dokumentationen nedvendige
Praparater og Tegninger“, — er der indkommet et ret om-
fangsrigt Arbeide med Motto: ,C’est dans les livres de la
nature qu’on doit lire, quand on veut travailler sur I’histoire
naturelle“ (Réaumur), ledsaget af et stort Antal dels makro-
skopiske, dels mikroskopiske Praparater. Forfatteren har
valgt vore ferske Vandes Hjuldyr (Rotatorier), Mosdyr (Bryo-
zoerne) og Svampe (Spongiller). Det er altsaa egentlig 3
Emner, for hvilke der soges gjort Rede, og som hvert for
sig kunde have veeret gjort til Gjenstand for en serlig Op-
gave. I saa Tilfeelde vilde man vel have kravet en storre
Fordybelse i Emnet og en mere gjennemfort Behandling,
end man, som Opgaven nu er stillet, kan veaere berettiget til.
En vis Forbindelse er der dog mellem de 3 behandlede
Emner; den, der samler Materiale til det ene af dem, vil
ganske naturligt komme til at beskjeeftige sig med de andre,
og det er netop derfor, at Opgaven er stillet som den er, i
det Haab, at derved kunde fremkaldes frugtbringende For-
studier, i enkelte Retninger mere, og dette Haab er da heller
ikke blevet skuffet.
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Det om Hjuldyrene handlende Afsnit kan bedst be-
tegnes, ikke som en udtemmende Fremstilling af de danske
Hjuldyrs Naturhistorie, men som et indholdsrigt Forstudie
dertil. Forfatteren nwvner 80—90 danske af ham selv fundne
og iagttagne Arter, som han omtaler i den ved Hudsons og
Gosses bekjendte Rotatorieveerk givne Rakkefolge, led-
sagende Omtalen af de enkelte Arter med vejledende Be-
merkninger og lererige Oplysninger om Forekomst, Habitus,
Levemaade, Varieteter indenfor Arterne og serligt om For-
plantningsforholdene, i hvilken sidste Henseende der er givet
mangt et Vink, der vil kunne faa Betydning for fremtidige
Forskninger. Flere artrige Slegter athandles ikke i det en-
kelte, tildels vistnok fordi Artsbegrebet i dem er forstyrret
ved andre Forfatteres altfor vidt drevne Opstilling af Arter
paa ubetydelige Variationer, I swmrlige Afsnit behandler han
de mange lidet tilfredsstillende systematiske Forsog, der ere
fremkomne, udkaster i al Fald Grundtrsekkene til en mere
naturlig Systematik, og gjor dernmst Rede for Otto Frederik
Millers Arbejder over Hjuldyrene, fremhavende, hyvor langt
denne ypperlige Forsker allerede var naaet for omtrent haly-
andet hundrede Aar siden. De allerfleste af Miillers Arter
har han kunnet gjenfinde og bestemme, og han er i det hele
af den Mening, at hans egen Hjuldyrfortegnelse er temmelig
udtemmende. Det vilde vere serdeles enskeligt, om For-
fatteren kunde se sig istand til at fortsmtte sine Hjuldyr-
undersogelser, der sikkert ville give smukke og veerdifulde
Resultater og allerede i deres nuvaerende Skikkelse ville
veere et meget kjerkomment orienterende Bidrag til Kund-
skaben om denne hos os saa lidet dyrkede mikroskopiske
Dyregruppe.

Ferskvandsbryozoerne er det af Forfatteren ndforligst
behandlede Afsnit; det er tydeligt, at det fra Forfatterens
Side er behandlet med swrlig Forkjerlighed eller at Om-
stendighederne have vearet ham serlig gunstige, Af samt-
lige europwiske Arter eller Former er der kun 2, der mangle
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paa den af Forfatteren meddelte Liste over en Dyregruppe,
om hvis Rigdom og Forekomst i vore forskjellige Vande vi
hidtil vidste saa godt som intet, og hine to Arter ere endda
overmaade sjeldne andetsteds i Europa, den ene findes kun
i Brakvand, medens der paa den anden Side er paavist Arter
i stor Meengde i vore Vande, der andetsteds aldeles ikke ere
hyppige. Denne Dyregruppe er i de sidste Aar andetsteds
gjort til Gjenstand for meget indtreengende Studier, og det
kunde derfor ventes, at Forfatteren kun havde meget lidt at
tilfaje til den i disse Arbejder allerede nedlagte videnskabe-
lige Skat. Dette er dog ikke Tilfeeldet. Af supplerende, be-
kraeftende og berigtigende biologiske Iagttagelser meddeles
der mange, der kaste nyt Lys over disse Mosdyrs alminde-
lige og swrlige Livsforhold, deres Livsvarighed o. s. v. Af
Arternes og Varieteternes Forhold indenfor Slegten Pluma-
tella giver Forfatteren en paa hans egne Studier stottet ny
Fremstilling; Bevegelsesfenomenerne hos disse Dyr under-
kaster han en swrlig Behandling i et eget Afsnit, hvorved
dette Spergsmaal kommer til at staa i et mindre gaadefuldt
Lys; og den kennede Formering belyses i Modsatning til
den kenslose paa en tiltalende Maade, skjondt det vel mok
tor siges, — hvis Forfatteren ikke er bleven misforstaaet —
ligesom ved det tilsvarende Afsnit hos Hjuldyrene, at det
vilde veeret heldigere, om Forfatteren havde veeret fuldsten-
digere orienteret med Hensyn til disse Forplantningsforhold
i deres Helhed hos lavere Dyr; men Iagttagelserne beholde
deres Verd, selv om Theorierne maaske maa modificeres.
Ferskvandssvampene (Spongillerne) vilde Forfatteren
veere mest tilbgjelig til at samle under et enkelt eller hgjst
dobbelt Artsbegreb, da han hverken i Litteraturen eller Na-
turen har kunnet finde fuldt paalidelige Karakterer. Han
omtaler dog serligt hver af de almindelig antagne (3) Slegter
eller Underslegter og Arter eller Afarter (4) og meddeler
ogsaa om deres Livsforhold biologiske Tagttagelser, for hvilke

man maa vere ham taknemlig, selv om man (med For-
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fatteren) ikke kan betragte dem som afsluttede, men maa
onske dem forte til et mere endeligh Resultat. Korte ser-
lige Afsnit handle om Spongillernes Levevis, deres Larver,
den Alder, de opnaa, deres Farver og disses Afhengighed
af Lyset, om deres Snyltere samt om Analogien i Livsfor-
holdene mellem Ferskvandsbryozoer og Svampe.

Ved Besvarelsens formelle Mangler ville vi ikke dvzele,
da de ere uden Betydning ved Siden af dens gode Sider og
veesentlig skyldes den Hast, hvormed Forfatteren har maattet
nedskrive Redaktionen af sine lagttagelser. Vi anbefale den
under serligt Hensyn til, hvad ovenfor er bemzrket om Op-
gavens store Omfang, ubetinget til at hadres med Universi-
tetets Gruldmedaille.

Kjgbenhavn, den 20de Februar 1896.

Chr. Liithen. Eug. Warming. N. V. Ussing.

Ved Navnesedlens Aabning fandtes Forfatteren at veere
Assistent ved den kgl. Veterinzr- og Landbohgjskole, Cand.
mag. C. J. Wesenberg Lund.

14
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Universitetets Pris-Spergsmaal
for Aaret 1895—96.

b 1. THEOLOGL

Efter en Fremstilling af Grundtraekkene i den profe-
I e tiske Skildring af Messiasriget undersoges, hvilken Om-
dannelse dette har modtaget i den nytestamentlige Lzere om

Gudsriget.

2. LOVKYNDIGHED.

1 : Der gnskes en Fremstilling, Begrundelse og Kritik af
de nordiske og de vigtigste fremmede Lovgivningers Regler
om, hvorvidt Udstederen af et Konnossement ved sarlige
Forbehold, som paategnes dette, kan begrense Rederens
Ansvar overfor Konnossementets Indehaver.

3. STATSVIDENSKAB.

i | En Fremstilling af Forsikringsvesenets Udvikling i
Danmark.

Al 4. LAGEVIDENSKAB.

Der onskes en Fremstilling af de forskjellige operative
. Behandlingsmethoder, som ere anvendte mod Prostatahyper-

trofi, og af de Resultater, som derved ere opnaaede.
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5. FILOSOFT,

En Sammenligning mellem den Opfattelse af Statens
Vasen og Betydning, som den moderne Socialisme hylder,
og den, der hyldes af det 17de og 18de Aarhundredes Naturret.

6. HISTORIE.

Slesvigs og Holstens sociale og okonomiske Forhold i
Tiden fra 1773 til Christian den Syvendes Dod.

7. KLASSISK FILOLOGI.

Vestigia sermonis Latini in titulis Gracis usque ad
Flaviorum statem compositis indagentur.

Hvilke Spor af latinsk Sprog findes der i de grwmske
Indskrifter indtil Flaviernes Tronbestigelse?

8. OSTERLANDSK FILOLOGI.

Der onskes en Fremstilling af den indiske Kosmogoni
efter Rigveda med Oversmttelse af de anforte Bevissteder.

9. NORDISK FILOLOGI.

Fremstilling og kritisk Vurdering af de nyere Under-
sogelser om KEddadigtenes Alder og Oprindelse.

10. ROMANSK FILOLOGI.

Den franske Farcedigtning for det 17de Aarhundrede,
litteraert og kulturhistorisk belyst.

11. ASTHETIK.

At eftervise Forholdet mellem den engelske sensua-
listiske Asthetik i forrige Aarhundrede og vore Dages fysio-
logiske og experimentale Asthetik.



Aarhundred.es
Flaviern.es
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12. MATHEMATIK og ASTRONOMLI.

Den i Gottinger Nachrichten for 20de Februar 1878
foretagne Undersogelse af Sammenhangen mellem Integral-
regningens Transcendenter soges udvidet til Differential-
ligninger af anden Orden eller til serlige Klasser af saa-

danne Ligninger.

13. KEMI og FYSIK.

Der onskes en experimentel Undersggelse af Salpeter-
undersyrlingen og dens Forbindelser saavel med Hensyn til
Dannelse, Fremstillingsmaade og Analyse som til Metamor-

phoser.

14. NATURHISTORIE.

Der gives en Sammenstilling og Vurdering af de hidtil
fremsatte Theorier for Dannelsen af Bakker og Bakkedrag,
hvis Indre bestaar af lagdelte Sandmasser fra Istiden, belyst
ved et begrenset Udvalg at saavel @ldre som originale Tagt-
tagelser fra Danmark over den geologiske Bygning af saa-

danne Bakker.

Anmaerkn. Besvarelserne af Opgaven i den klassiske Filologi skulle af-
fattes paa Latin; til alle de gvrige benyttes enten det danske
eller det latinske Sprog, efter Forfatterens frie Valg. Af-
handlingerne, der kun maa betegnes med Motto eller Merke,
medens Forfatterens Navn, Fgdselsdag og -aar angives i en
vedlagt lukket Konvolut, der er betegnet med samme Motto
eller Maerke som Afhandlingen, indsendes til Universitetets
Rektor inden den lste December 1896 med Undtagelse af Be-
svarelserne af den naturhistoriske Opgave, til hvis Indlevering
Tiden staar aaben indtil 1ste December 1897. Adgangen til
at vinde Prismedaillen er ikke indskraenket til akademiske
Borgere, men staar aaben for enhver, som paa den Tid, Pris-
opeaven besvares, ikke er over 30 Aar og heller ikke har op-
naaet fast kongelig Ansettelse.

De indleverede FExemplarer af Besvarelserne indlemmes i
Universitetets Arkiv.
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Dette Skrift udgaar som Indbydelse til U niversitetets
Hojtidelighed i Anledning af Hans Majestet Kongens
Fodselsdag. Festen er bestemt til at holdes Tir dagen den
14de April Kl 12 i Universitetets Festsal. Universitetets
Rektor, Professor, Dr. phil. H. G. Zeuthen holder Talen.
For og efter Talen afsynges af Studentersangforeningen den
ved Festen i Anledning af Hans Majesteet Kongens 70-Aars
Fodselsdag forfattede, semere omarbejdede Kantate af Dr.
phil. E. v. d. Recke med Musik, komponeret af Professor,
Dr. phil. J. P. E. Hartmann.

Videnskabens og Universitetets Venner og Velyndere
indbydes til i Forening med Universitetes Leerere og Stu-
denter at deltage i Festen og haedre den med deres Ner-

vaerelse.

Kjobenhavn, den’ 1ste April 1896.

Under Universitetets Segl
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