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S o n d e r  -  A b d ru ck au s d e r Z eitsch rif t fü r A rch itek tu r u n d In g en ieu rw esen , Jah rg . 1 9 0 5 , H eft 1 .

G rap h isch e B eh an d lu n g d e r k o n tin u ie rlich en T räg e r m it fe s ten , e la s tisch  
sen k b a ren o d e r d reh b a ren  u n d e la s tisch sen k - u n d d reh b a ren S tü tzen .

V o n A . O sten fe ld , P ro f. a .

D ei d e r g raph isch en B eh an d lu n g d e r k o n tin u ie rlich en  
T räg er m it b e lieb ig v ie len S tü tzp u n k ten s in d zu rze it 

n am en tlich zw ei v e rsch ied en e  V erfah ren im  G eb rauch . D as  
e rs te v e rw en d e t d as u rsp rü n g lich v o n M o h r e in g e fü h rte , 
v o n W in k le r u . a . w eite r v e rv o llk o m m n e te e las tisch e  
S e ilp o ly g o n u n d h a t im  b ek an n ten W erk e v o n W . R itte r  
(„D er k o n tin u ie rlich e B alk en “ , Z ü rich 1 9 0 0 ) se in e h ö ch ste  
E n tw ick lu n g e rre ich t, w o b e i d o ch zu b em erk en is t, d aß  
d ie B eh an d lu n g m it H ü lfe d es g en an n ten S e ilp o ly g o n s  
fü r T räg e r m it e la stisch sen k b aren S tü tzen n ich t d u rch ­
g e fü h rt w u rd e (b ek an n tlich h a t n eu e rd in g s V ian ello in  
Z . d . V er. d . In g . 1 9 0 4 , v o n d em R itte rschen G ru n d ­
g ed an k en au sg eh en d , ab e r m it an d e ren H ü lfsm itte ln d ie  
B eh an d lu n g d ie se r T räg e r w eiter g e fü h rt); fü r e in e e in ­
h e itlich e B eh an d lu n g  a lle r A rten v o n k o n tin u ie rlich en T rä ­
g e rn sch e in t d as V erfah ren h ie rn ach n ich t u n b ed in g t g e ­
e ig n e t zu se in . D ie zw e ite M eth o d e z ie lt d ah in , d en  
S ch lu ß lin ien zu g fü r d as M o m en ten p o ly g o n d es T räg e rs  
u n m itte lb a r zu k o n stru ieren . S o v ie l d em  V erfa sser b e ­
k an n t, w u rde d ie se s V erfah ren zu e rs t v o n C lax to n  
F id ler, D u n d ee , an g eg eb en („T rans . In s t. C . E .“ , V o l. 
L X X IV , O k t. 1 8 8 3 ); sp ä te r is t es au ch v o n M ü lle r-  
B reslau  v e rw en d e t („Z eitsch r. f . B auw esen “ 1 8 9 1 , so w ie  
in se in er „G rap h . S ta tik “ , II , 1 8 9 2 ), v o n d en b e id en  
g en an n ten A u to ren d o ch n u r fü r T räg er m it fes ten  S tü tz ­
p u n k ten . D er v o rlieg en d e A u fsatz b ezw eck t n u n , zu  
ze ig en , d aß d ie se B eh an d lu n g sw e ise fü r a lle in d e r U eb er-  
sch rift g en an n ten T räg era rten  v e rh ä ltn ism äß ig  e in fach u n d  
g an z e in h e itlich zu m  Z ie le fü h rt. W ir b eg in n en m it d em  
e in fach sten F a lle v o n fe s ten S tü tzp u n k ten ; d as V erfah ren  
h ie r is t zw ar b ek an n t, b rau ch t d ah e r n u r, u m  d as V er­
s tän d n is d es fo lg en d en zu e rle ich te rn , k u rz au sein an d e r­
g ese tz t zu w erd en .

I . F este S tü tzp u nk te .

W ir b en u tzen d ie fo lg en d en B ezeich n u n g en (A b b . 1 ): 

fü r d ie S tü tzp u nk te 0  l...r  —  1 , r, »  -h l...«

„ „ S tü tzen m o m en te Ma MA...Mr_t AI, .M^ Mn

„ „ F e ld län g en (  Ir+x /„.

D ie S tü tzen m o m en te M w erd en p o sitiv g ezäh lt, w en n  
s ie e in e B ieg u n g m it d e r K o n k av itä t n ach o b en h e rv o r­
ru fen . A ls ü b e rzäh lig e  G rö ß en  fü h ren  w ir e in : X , =  —  Mv 
X 2 =  —  M2.... X „ =  —  Mt......... ; d as H au p tsy s tem  
is t d an n d ie in A b b . 1 (u n ten ) g ezeig te R eih e v o n e in ­
fach en B alk en .

F ü r d en e in fach en B alk en (r  —  1 ) —  r, m it d e r g e ­
g eb en en B elas tu n g u n d au ß erd em m it d en M o m en ten  
X ,.., u n d X,. b e la s te t, e rg ib t s ich e in T an gen ten w in k el  
b e im  S tü tzp u n k t r, d en w ir 8 ^ n en n en u n d  p o sitiv in d e r  
R ich tu n g X ,. =  —  1 rech n en w o llen ; fü r d en B alk en  

r—  (r  +  1 ) e rh ä lt m an au s d en en tsp rech en d en U rsachen

d . T ech n . H o ch sch u le , K o p en h ag en .

e in en  T an g en ten w in k e l 8” , eb en fa lls  im  P u n k te  r. D ie  G ru n d -  
g le ieh n n g en  zu r B erech n u n g  d e r u n b ek an n ten  X  s in d d an n :  

1 )  s ;= —  s ;

u n d d ie an alo g en . D iese W in k el k ö n n en , w ie fo lg t, au s- 
g ed rü ck t w erd en :

I^ r =  ^^m^mr ^ -i  - —  X „  ^rr +  0 r , +

I^ r ' ^^m ^rnr ^rfjrr ^ r+ t ^ r+ l,r ~ F  ^rt 4 ^ruf 

w o a lle d ie G rö ß en  8 au f d e r rech ten S e ite (s ieh e A b b . 1 , 
g an z u n ten ) F o rm än d e ru n g en im H aup tsy s tem b ed eu ten  
u n d zw ar:

8 m r , % „ d ie  D u rch b ieg u n g en d es e in fach en  B alk en s lin k s  
b zw . rech ts d es r* ® “ S tü tzp u n k tes in fo lg e v o n  
d e r B elastu n g X , . =  —  1 ,

^ r-i,r , Ö 'rr d ie W in k e ld reh u n g en d es e in fach en B alk en s  
(r—  1 ) —  r am {r —  l) ten b zw . r ten S tü tz ­
p u n k t, u n d

8 ''r , 8 r+ lr d ie  en tsp rech end en  W ink e ld reh un g en  d es  B alk en s  
r —  • (r +  1 ) am r ten b zw . (r +  l) ten S tü tz ­
p u n k t, a lle  v ie r in fo lg e v o n d e rse lb en  B elas tu n g  
X r =  —  1 ,

8 r„ 8 " , d ie v o n e in e r T em p eratu rv a ria tio n  u n d 8 ru , 8 "„  
d ie v o n e in em  ev en tu e llen  N ach g eb en d e r  S tü tz ­
p u n k te b ew irk ten D reh u n g en d e r T an g en te  
in r, lin k s b zw . rech ts d es S tü tzp u n k tes .

D ie D u rch b ieg u n g en 8 m r k ö n n en m it H ü lfe d e r g e ­
w ö h n lich en „» -K räfte “ b e rech n e t o d e r k o n stru iert w erd en . 
B eze ich n e t m an d ie v o n d en » -K räften au sg e tib ten  S tü tzen  
d rü ck e a llg em e in m it V' o d e r V", je n ach d em  s ie v o m  
F e ld e lin k s o d e r rech ts d es b e tre ffend en  S tü tzp u n k tes h e r­
rü h ren , w äh ren d d e r u n ten h in zug e fü g te D o p p elin d ex d ie ­
se lb e B ed eu tu n g w ie b e i d en G röß en 8 h a t, so is t:

M it d ie sen E rk läru n g en s in d d ie G le ich u n g en 2 ) a ll­
g em ein g ü ltig , g an z u n ab h än g ig v o n d e r n äh e ren B e ­
sch affen h e it d es T räg ers (o b F ach w erk o d e r v o llw an d ig ,  
m it k o n stan tem o d e r v e rän d e rlich em T räg h e itsm o m en t).  
8 r / u n d 8 ru k ö n n en in d en v e rsch ied en en F ä llen le ich t 
b e rech n et w erden , z . B . m it H ü lfe d e r A rb eitsg le ich u n g ; 
sp ezie ll is t

4 )  § '= A ± i Z zA i g " —  A r+  | A r 

w en n A „ d ie ab so lu te B ew egu n g (p o s itiv n ach u n ten ) d es  
r ten S tü tzp un k te s b ed eu te t.

D ie g rap h isch e B eh an d lu n g , m it d e r w ir u n s h ie r  
b esch äftig en so llen , is t n u n e in fach e in e g raph isch e A u f­
lö su ng d e r G le ich u n g en 1 ). M an d en k t s ich (A b b . 2 ) d ie  
g esu ch ten G rö ß en X  a ls O rd in aten in d en S tü tzp u n k ten  
ab g e trag en , a lso Ar^ar_t =  X ,..,, Arar = Xr u sw .; 
d ie  A u fg ab e is t d an n g e lö s t, w en n es g e lin g t, d en  „S ch lu ß ­
lin ien zu g “ .. . ar_l a,.ar+i .... zu b es tim m en .

D er K ü rze h a lb e r sch re ib en w ir d ie A u sd rü ck e 2 ):

5 )  8 ;= x ;-(a rx r. t +  ß ;x r ) , 8 ;= x ;-(ß ;x r +  T rx r+ 1 ) , 

w o a lso K',. u n d K, d ie b ek an n ten G lied er b eze ich n en .
N u n b e trach te t m an d ie K o effiz ien te a , ß , f in 5 ) a ls lo t­
rech te K räfte , a„ in Ar_t an g re ifen d , ß 'r u n d ß " b e id e  
in A, .u n d y ,. in 4 r+ 1 , b es tim m t d ie A n g riffsp u n k te U',., 
U",. u n d 0 ” v o n d en R esu ltan ten ar - j- ß '., ß " +  ?„ u n d
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a,. + ß,. + fr (wobei gesetzt wurde: ßr = ß,. + ß") und 

und setzt ab:

Die lotrechten in V'r und U", welche wir im folgenden 

als die IT-Vertikalen bezeichnen, schneiden die Schluß­

linie in T, .und T^, und man findet nun leicht, daß die 
Verbindungsgeraden S'r S"r und T'r Tÿ beide durch 0r 
gehen müssen. Es ist nämlich (Abb. 2):

warum Tr T, auf der O-Vertikalen die Strecke

«r + ß'r

«. + ßr + Tr

Pr + Tr

«r + ßr + Tr
U'r T'r + u; r;

(a,. A'r-1 + ßr X,?) 4 (ßr ^ + 7,. A,.+1)

«r + ßr + Tr

abschneidet; wegen 1) und 5) ist dies indessen gleich

Kr + k ;
ar + ßr + Tr

Ebenso schneidet S'r S" die Strecke

^ + ßr _U'S'-I _______ ^^  ____ U" S" —-Kr + Kr— 

«r + ßr + Tr T «r + ßr + Tr rT «r + ßr + Tr 

auf der O-Vertikalen ab.

Die beiden Punkte S'r und S" hängen also (wie auch 

der Punkt 0,.) nur von den bekannten Größen ab und 

können im voraus abgetragen werden, sobald die Belastung 

gegeben ist. Wir nennen dieselbe im folgenden nach 

Claxton Fidler die „charakteristischen“ Punkte. Sie 

sind wohl hier — bei Trägern mit festen Stützpunkten —  

nicht unbedingt notwendig für die Konstruktion, indem  

man ebenso gut den Punkt 0,. direkt — [nach 7)] wie 

denselben als Schnittpunkt der Geraden £[ .S'r mit der 

O-Vertikalen bestimmen kann. Indessen werden sie sich 

bei den anderen Arten von kontinuierlichen Trägern, die 

wir später untersuchen sollen, als sehr nützlich erweisen, 

weshalb wir vorgezogen haben, dieselbe sofort hier ein­

zuführen.
Mit den eben bewiesenen Eigenschaften ist ein sehr 

einfacher Zusammenhang zwischen zwei aufeinander folgen­

den Seiten des Schlußlinienzuges gegeben. Indem die 

Verbindungsgerade T'r T'^ durch 0r geht und weiter die 

beiden Seiten »,._, «,. und arar+l sich auf der Stützen­

vertikalen schneiden, sieht man ein, daß die genannten 

Seiten als zusammengehörige Linien in einer 

Homologie betrachtet werden können, für welche 

die bestimmenden Größen sind: die Stützen­

vertikale als Homologieachse, 0r als Homo­

logiezentrum und die beiden charakteristischen  

Punkte als homologe Punkte oder die beiden 

(7-Vertikalen als homologe Linien.
Hieraus folgt nun weiter, daß man aus einem  

etwa bekannten Punkte Jr (Abb. 3) der Seite ar_x n, 
sofort einen Punkt der folgenden Seite herleiten kann, 

nämlich den zu J, .homologen Jr+i- Zweckmäßig kon­

struiert man bekanntlich zuerst die Vertikale J,-+1 Jr+i

Gerade Jr OrJr+i zu ziehen. — Zur vollständigen Be­

stimmung des Schlußlinienzuges braucht man hiernach nur 

zwei Punkte desselben im voraus zu kennen, und solche 

Punkte finden sich gewöhnlich beim ersten und letzten 

Stützpunkt (M 0 und Mn = 0 oder gegeben usw.). Vom  

ersten Stützpunkte ausgehend kann man nun einen J-Punkt 

jeder Seite konstruieren und hat somit zwei Punkte der 

letzten Seite, womit der ganze Schlußlinienzug bestimmt 

ist. In derselben Weise könnte man vom rechten Ende 

ausgehend noch eine Reihe von Punkten (TT-Punkten) kon­

struieren und würde so zwei Punkte jeder Seite erhalten.

Da die senkrechten durch die beiden im voraus 

gegebenen Punkte eine feste, von der Belastung un­

abhängige Lage haben, wird dasselbe auch für die daraus 

abgeleiteten J- und A -Vertikalen der Fall sein (indem  

auch die U- und O-Vertikalen diese Eigenschaft besitzen). 

Die Festlegung der U-, O-, J- (und ^Vertikalen hat 

also nur ein für allemal zu geschehen, selbst wenn ver­

schiedene Belastungen untersucht werden sollen.

Hiermit ist die Aufgabe im Prinzip gelöst; wie man 

weiter die Einflußlinien herleiten und die Trägerberechnung  

im einzelnen durchführen kann, ist hinlänglich bekannt.

Speziell soll nur noch bemerkt werden, daß (ar + ß'r) 

und (ß" + fr) die Resultante aller «-Kräfte auf der 
Strecke^ bzw. Ir¥x bedeuten, ebenso (ar + ß, +  fr) den 

Resultant aller v-Kräfte zwischen A,-, und Ar+x. Be­
stimmt man die Biegungslinie (5mr) als Seilpolygon, er­

gibt sich daher die unten in Abb. 2 gezeigte Konstruktion  

des U- und O-Vertikalen.
Ein Nachgeben der Stützpunkte [8r„ in 2)] kommt 

in der Konstruktion dadurch zum Ausdruck, daß die 

charakteristischen Punkte (und der O-Punkt) eine neue 

Lage (stets doch in den festen U- und O-Vertikalen) ein­

nehmen, und mit Hülfe von 4) sieht man leicht ein, daß 

sich die genannten Punkte abwärts oder aufwärts be­

wegen müssen, je nachdem der rte Stützpunkt unter oder 

über der Verbindungsgeraden zwischen den beiden be­

nachbarten Unterstützungen zu liegen kommt.

II. Elastisch senkbare Unterstützungen.
Wir führen dieselben überzähligen Größen X ein wie 

im vorigen Fall und haben dann auch zu deren Be­

stimmung genau dieselben Gleichungen 1) und 2); nur ist 

hier 8r„ keine gegebene Größe, sondern eine Funktion 

der Stützendrücke A und dadurch auch der unbekannten X. 
In die Ausdrücke 4) für 8r„ hat man dementsprechend 

einzuführen :

9) Ar_, =  kr_x Ar_x +  a ;.„ △ „ = kr Ar +△ “....,
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w o kr_v kr... g e g e b en e u n v e rä n d e rlic h e s in d , w e lc h e d ie  

e las tisc h en  V e rsc h ie b u n g e n d e r S tü tzp u n k te fü r Ar_t =  1 , 

^ r —  1 .... b e d e u ten , w ä h re n d A ® _ „ A " ... d ie (u n ­

e las tisc h e n ) B e iträg e  b e ze ic h n en , d ie v o n e in em  e v e n tu e lle n  

N a ch g e b en d e r F u n d am e n te u . d g l. h e rrü h re n m ö g e n . 
W eite r is t:

1 0 ) A^A^-^ x,_, +(}-+ ^-^x^ 

in d em  A0r d e n  D ru ck  a u f d e r  r te n  U n te rstü tz u n g im  I lau p t-  

sy s te m  b e z e ic h n e t. In d ie se r W e ise e rg ib t s ic h fü r 8 'r„ :

A —  A 1 A 0 _  & ru =   -=^r^Ar_-krAr)+^*X 

"r “r vr 

~ ~l~ ^r-t ^ 0 ^ -1 ^r A0ry  '( -^ y - j _ _ ^r-t)

+  ^  _ ø r  -^I+m, 
w o (ô '.,,)0 d e n u n e la s tisch e n B e itra g b e d e u te t, u n d e in en  

a n a lo g e n A u sd ru c k e rh ä lt m a n fü r 8 ^ ,. M it d e n A b ­

k ü rz u n g en : 

[mr =  mr = ^
n ) J “r+ ß r lr ß r+ ly ^ + 1 ’

«r+  p ; C  ^ -p ';  + 7 r^  

u n d fe rn e r :

1 2 )  ^ f^ = tg  ? „ , fc ^ = tg ? r+ i  . . . . . . . . . , 

w o a lso ^ d ie W in k e l d e r e in z e ln en  S c h lu ß lin ie n m it d e r  

w a g e rec h te n b e z e ic h n en , g e s ta lte n s ic h d ie G le ic h u n g en  2 )  

h ie r fo lg e n d e rm a ß e n :

8 'y =  [K,. + Rr 4  o /j  -  («rx^ +  p ; x „ )  

1 3 ) J  =  ^  -  (« r jr ,.., +  p ;. x „ ) , 

k  =  [K",. + Rr +  c j  -  (p ; xr + lr Xr+i)

~ ^r (ß y  ^r + 'lr X + 1 )>

K — ^P ^ 8 ' 4 - (8 ' 1 ° d iese lb en  G rö ß en  s in d

14) t z "  y p  1 A 0 w ie b e i T räg e rn m it 
r_ _ _ _ _ _ +  O y , +  (O y u ) J fes ten S tü tz p u n k te n ,

1 5 )  ^  =  ^  +  P r) ^  ^ ■r‘ 1 ~  ^  J ° ’r l ’ 

l^ y  =  (ß y +  T y ) [—  MrA^ + n’ J 0 > y + ) ] , 

( 4 > ;. =  ^  +  p ;) [—  » < . ( tg ? „_ , —  tg ? r ) 

1 6x I  +  w 'r ( tg  ? y  —  tg  < p y + 1 ) ] ,

1 4 G  =  (p ; +  7 y )K  ( tg  P y  —  tg  ? „+ 1 )

1 , ~  W 'J ^ ?y + I ~  ^  ? y + 2 ) ] -

D ie G l. 1 ), 6 ,. - | - 6 ,. =  0 , lä ß t n u n e in e g e o m e tr isc h e  

D e u tu n g z u , d ie s ic h d e rjen ig e n fü r T räg e r m it fe s ten  

S tü tzp u n k ten a ls e in e  v e rh ä ltn ism äß ig e in fac h e  E rw eite ru n g  

a n sch lie ß t. W ir se tz e n z u n äc h st v o ra u s ,

a ) D ie S tü tze n  s in d  se h r n a ch g ie b ig .

In A b b . 4 a d e n k t m a n s ic h d ie g e su ch te n X a ls  

O rd in a ten  in  d e n  S tü tz p u n k te n a b g e tra g en ; e s h a n d e lt s ich  

a lso  w ie d e r d a ru m , d e n  S c h lu ß lin ien z u g  . .« ,._ , ar a,.^^ 

z u b e s tim m e n . Z u e rs t w e rd e n g e n a u d ie se lb e n U- u n d  

O -V e rtik a le n w ie f rü h e r e in g e le g t, u n d w e n n d a n n h ie r  

a b g e tra g e n w ird :

1 7 1 ^ = ^  ^ “^  

u n d

1 8 )  0 ? 0 = —  ̂ ± —

r « y + ß y + T y ’ 

m ü sse n  s ic h d ie  G e ra d en  S'r S". u n d  T'r T". in  O,. sc h n e id e n . 

H ie r s in d in d essen  d ie c h a rak te r is tisch e n P u n k te  S'r u n d  S"r 
(u n d so m it a u ch O,.' )n ic h t v o n d e n g e su ch te n X u n ­

a b h ä n g ig .

Z u d e n O rd in a te n US l ie fe rn d ie b e k an n ten G lie d e r  

d ie fo lg e n d e n B e iträ g e :

d ie P u n k te Q'r u n d Q"r s in d a lso jed e n fa lls im v o rau s  

b e k a n n t. In d em  m a n d ie O rd in a te n US = UQ + QS 

se tz t, e rü b rig t n u r n o c h , d ie v o n d e n u n b e k a n n te n X  a b ­

h ä n g ig e n S trec k en  QS z u  k o n stru ie re n . W e n n d e r S c h lu ß ­

l in ie n z u g  b e k a n n t is t , lä ß t s ich d ie s , w ie in  A b b . 4 a  u n d  b  

g e ze ig t, le ich t a u s fü h re n . M a n h a t:

A b b . 4 a .

w o d > ,. u n d  < [)" d u rch  1 6 ) g e g eb e n  s in d . W e n n  m a n d a h e r  

(A b b . 4  b ) d ie fü n f lo trec h ten in d e n A b s tä n d en  mr, nr) 
mr u n d nT z e ic h n e t u n d d a n n P a ra lle len m it d e n v ie r  

S c h lu ß lin ie n z ieh t (gs’r^ ar_2 ar_t, ghq"r ^ a^ a,., 
(IrhiAf ar a r+ 1 , is'r ^ :  ar ,j « ,+ 2 ) , f in d e t m a n qrsr — 

QrSr u n d qrsr = Q^Sÿ. In d e m m a n in A b b . 4 b , 

w e lc h e w ir im fo lg e n d e n d ie „ R ic h tu n g s f ig u r “ n e n n e n  

w o lle n , d ie B u c h s ta b en q b e i d e n  E n d p u n k te n  d e r la n g e n  

P a ra lle le n m it d e n d e m r te n S tü tz p u n k t a m n ä ch s ten  

l ie g en d e n S c h lu ß lin ie n se tz t, s ieh t m a n e in (v g l. d ie V o r­

z e ic h e n in 1 2 ) u n d 1 6 ), d a ß d ie P u n k te S in A b b . 4 a  

ü b e r o d e r u n te r Q l ie g e n m ü ssen , je n a ch d e m  in  A b b . 4 b  

s ü b e r o d e r u n te r q l ie g e n . H ie rn a c h k a n n m a n a lso  

re in m e ch a n isch d ie S tre c k e n qs v o n d e r R ich tu n g s f ig u r  

in d ie A b b . 4 a ü b e rtrag e n .

W e n n a lso d e r S c h lu ß lin ie n zu g g e g eb e n is t , f in d e t 

m a n in d e r b e sch rieb e n e n  W e ise m itte ls d e r R ic h tu n g s fig u r  

d ie c h a ra k te r is tisc h en  P u n k te . U m g ek e h rt k a n n  m a n  a b er ,  

w e n n  d e r  S c h lu ß lin ie n zu g  n u r v o m  l in k e n  E n d e  d e s  T räg e rs  

b is z u a f+ I g e g eb e n is t , d ie fo lg e n d e S e ite ar+i ar+2 

k o n s tru ie re n . D ie S c h n ittp u n k te T, .u n d Tÿ s in d n ä m lic h  

b e k a n n t, u n d d ie  V e rb in d u n g sg e ra d e T‘r T" b e s tim m t d a n n  

a u f d e r O -V ertik a le n d e n P u n k t Or. D ie g a n ze R ic h ­

tu n g s fig u r , n u r d ie le tz te P a ra lle le is'ra u sg e n o m m e n , 

k a n n so fo rt g e ze ich n e t w e rd e n , u n d d a Qr b e k a n n t is t , 

f in d e t m a n  h ie rd u rc h  S'r, in d e m  Qr Sj. = q',. s',.. N u n  z ieh t  

m a n Sr Or, w e lc h e d ie ^ " -V e rtik a le in  S'r' sc h n e id e t, u n d  

fü h rt d ie S trec k e Q",. S'.'in d ie R ich tu n g s f ig u r ü b e r , w o ­

d u rch d e r P u n k t s" u n d so m it d ie R ic h tu n g is" d e r  

S c h lu ß lin ie a r+ , ar+2 e rh a lte n w ird ; d ie se S c h lu ß lin ie k a n n  

a lso je tz t e in g e leg t w e rd e n . —  V o n d e r S e ite a r+ 1  a r+ 2  

g e la n g t m a n in d e rse lb en W e ise z u d e r fo lg e n d e n , 

« y + 2 « y + 3 u sw ., u n d e s le u c h te t e in , d a ß  d e r g a n ze  S c h lu ß -
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lin ie n z u g k o n s tru ie r t w e rd e n k a n n , w e n n n u r d ie b e id e n  

e rs ten S e iten , z . B . a m  lin k e n E n d e , b e k a n n t s in d .

V o n d e m  g e su c h ten S c h lu ß lin ie n z u g w e iß m a n , d a ß  

d ie e rs te u n d le tz te S e ite d u rc h g e g e b e n e P u n k te g e h e n  

so lle n (d e r E in fa c h h e it h a lb e r se tz e n w ir im fo lg e n d e n  

v o ra u s , d a ß  M0 =  0 u n d  Mn =  0 , in w e lch e m  F a lle d ie  

e rw ä h n ten  P u n k te m it d e m  e rs te n u n d  le tz te n  S tu tz p u n k te  

z u sam m e n fa lle n ) u n d w e ite r , d a ß d ie in A b b . 4 g e z e ig te ,  

e b e n b e sc h rie b e n e A b h ä n g ig k e it z w isc h e n d e n a u fe in a n d er  

fo lg e n d e n S e ite n b e i je d e r W in k e lsp itz e e rfü llt se in so ll. 

D u rc h d ie se B e d in g u n g e n is t d e r S c h lu ß lin ie n z u g v o ll­

s tä n d ig b e s tim m t.

L ä ß t m a n e in e e in z ig e B e d in g u n g  fo r t, z . B . d ie , d a ß  

d e r S c h lu ß iin ie n z u g d u rc h d e n le tz te n (w te n ) S tü tzp u n k t  

g e h e n so ll, k ö n n e n u n e n d lich v ie le S c h lu ß lin ie n z ü g e g e ­

z e ich n e t w e rd e n , d ie a llen ü b rig e n B e d in g u n g e n g e n ü g en ;  

in a lle n d ie se n m u ß in d e sse n je d e S e ite e in e n  

fe s te n  P u n k t e n th a lten . D e r B e w e is lä ß t s ic h o h n e  

g rö ß e re S c h w ie rig k e it m it H ü lfe d e s in A b b . 4 g e z e ig te n  

Z u sa m m e n h a n g e s g e o m e trisc h fü h re n ; d a  in d e sse n d ie re in  

g ra p h isc h e K o n s tru k tio n d ie se r F e s tp u n k te z ie m lic h u m ­

s tä n d lic h u n d w e g e n d e r U m stä n d lic h k e it a u c h le ic h t z u  

u n g e n a u w ird , w e sh a lb w ir u n te n d e re n B e s tim m u n g te il­

w e ise m itte ls B e rec h n u n g d u rc h fü h re n , z ie h e n w ir h ie r  

v o r, a u c h d e n B e w eis m itte ls R e c h n u n g z u lie fe rn . —  Z u  

d ie se m  Z w e c k e m ü sse n w ir d ie G le ic h u n g e n 8 '„ 4  - 8 " =  0  

in e tw a s a n d e re r F o rm w ie frü h e r a n sc h re ib e n . In d e m  

w ir d e r K ü rz e h a lb er d ie A n z a h l d e r F e ld e r z . B . «  =  7  

a n n e h m en , la u te n d a n n d ie G le ic h u n g e n :

C i ^  4 - diX2 - |- e , X3

^2 ^1 4“ C!^2 4~ d2X3 4- ®2-^4 

« ^^ ^^^ ^ C3^3 +^3-^4 

atX2 + ^4-^3 + C4 ^4 

fls ^ + b3Xt

Xi

g e g e b en e n  V e rtik a le n g e h e n m u ß ; m a n f in d e t n ä m lich d ie  

h ie r a b g e sch n itte n e O rd in a te

W e ite r s ieh t m a n e in , d a ß Ct u n d C2 u n d so m it x u n d  x' 
v o n d e r B e las tu n g u n a b h ä n g ig s in d u n d a lso b e re ch n e t  

w e rd e n k ö n n e n , in d em m a n d ie G lie d er B in 2 0 ) g le ic h  

N u ll se tz t.

D ie F e stp u n k te , d e re n E x iste n z w ir h ie r b e w iese n  

h a b e n , w o lle n w ir im fo lg e n d e n „ J -P u n k te “ n e n n e n ; in  

d e rse lb e n W e ise k o m m t m a n n a tü rlic h z u e in e r a n d e re n  

R e ih e v o n F e s tp u n k te n („ T V -P u n k te“ ) , in d em m a n v o n  

a lle n d e n g e g e b e n e n B e d in g u n g e n d ie e in z ig e fo r tlä ß t,  

d a ß ^ 0 =  0 (o d e r g e g e b e n ) is t. F a lls n u r d ie e in e  

d ie se r R e ih e n v o n F e stp u n k ten , z . B . d e n J -P u n k te n ,  

b e k a n n t is t, k a n n d e r S c h lu ß lin ie n z u g e in g e le g t w e rd e n ,  

in d em  m a n v o n d e r le tz te n S e ite z w e i P u n k te k e n n t u n d  

v o n a lle n d e n ü b rig e n  je e in e n P u n k t.

W ie o b e n g e sa g t, is t in d e sse n d ie d ire k te g ra p h isch e  

E rm ittlu n g d iese r P u n k te n ic h t se h r p ra k tisch ; d a g e g e n  

lä ß t s ic h m it V o rte il e in g e m isc h tes V e rfah re n a n w e n d e n ,  

so d a ß m a n n u r J 2 (d e n J -P u n k t d e r z w e ite n S e ite )  

m itte ls R e c h n u n g , u n d d a v o n a u sg e h e n d d ie ü b rig e n  

m itte ls g ra p h isch e r  K o n s tru k tio n  h e rle ite t. F ü r d ie d u rc h ­

z u fü h re n d e B e re ch n u n g h a t m a n z u e rst e in fü r a lle m a l 

d ie U n te rd e te rm in a n te n U1} U2...., d ie d e r le tz te n lo t­

re c h te n K o lo n n e d e r fo lg e n d e n D e te rm in a n te e n tsp re c h e n ,

=  ö ,

- #2

+  e3 X 5 - B3 

+ ^ 4^ s+ « tA r 6 —Ei 

+  C5 ^ s +  d3X64 - e 6 X 7 =  B3 

4  ^  ^  4  c 6 ^ 8 +  ^ 6^ 7 =  Ba

D

Bi + C2

w o  

d e r

2 1 )

d ie

Br = K,. - j- Kÿ + Rr + R,- D ie K o e ffiz ie n te a u f  

lin k e n S e ite h a b e n m it d e n A b k ü rz u n g e n :

fo lg e n d e n W e rte :

«r = Pr-p b,. = ar --- pr_, — (p,. + V,.),

■ Cr = ßr + ßr + (pr + V,.) + (vr+1 + pr), 

dT ~ Ir (Vr+1 4 P,) Pr+p ^r  Pr+p

In d e n G le ic h u n g e n 2 0 ) is t X , (X „ ) n ic h t g le ich  

N u ll g e se tz t u n d so m it d ie se B e d in g u n g n ic h t e in g e fü h rt; 

w ir h a b e n so m it se c h s G le ich u n g en m it s ie b en U n ­

b e k a n n te n , a lso u n e n d lic h v ie le m ö g lic h e n S c h lu ß lin ie n ­

z ü g e . E lim in ie r t m a n a lle d ie u n b e k a n n te n b is a u f z w ei  

a u fe in a n d e r fo lg e n d en , z . B . X 3 u n d X 4 , e rg ib t s ic h :  

2 3 )  CiX3+C2Xt=D,

u n d d a ra u s k a n n g e fo lg e rt w e rd e n , d a ß d ie d u rc h X 3 

u n d X 4 b e s tim m te S c h lu ß lin ie (A b b . 5 ) d u rc h e in e n fe s te n  

P u n k t a u f d e r d u rc h d ie A b stä n d e

z u b ild e n . A u s d e r G le ic h u n g [e n tsp re ch e n d 2 3 )] :

e , 0  0  0  0  CiXi+dxX2-B} 

d2 e2 0 0 O b2Xi ~\-c2X2— B2 

c3 d3 e 3  0  0  a 3 T , 4 -6 3 X 2 —  5 3  _ o  

^4 C4 ^4 «4 0 «4^2 — ^4

«5 J5 C5 d, e5 —B,

0 «6 ^G C6 ^6 — B,

e rh ä lt m a n n ä m lic h , in d em a lle B g le ic h N u ll g e se tz t 

w e rd e n , d ie A b sz isse x z u m  F u ß p u n k te d e r J 2-V e rtik a le u

2 3  a ) (d a  X2 =  0 ):

X — _______ _^1 ^ + C2 ^2 + ^^ + «1 /4, _________________

(C1 + d^) Ui + (^2 + C2) ^2 +• (a3 + &3) U3 + «4 Uf 2’ 

u n d d ie O rd in a te z u m  J 2 -P u n k t (n a c h 2 3  b ):

jo j _ ________________Bi Ux + B2 U2 + ...B^^ü^ _________ ,

(C i +  d^ Ut 4 - (b2 4 - c 2 ) U2 +  (a 3 +  b3) U3 + aiUi'

n a c h

2 4 )

2 4  a )

2 3  a )

d ie b e id e n le tz te n F o rm e ln s in d g le ic h fü r d e n F a ll e in e r  

b e lie b ig e n A n z a h l (n ) F e ld e r a u fg e sc h rie b e n .

W e n n d e r A b sta n d H , J “ =  x (A b b . 6 ) n a c h 2 4 )  

b e re c h n e t is t, k o n s tru ie r t m a n e in e n b e lie b ig e n S c h lu ß ­

lin ie n z u g d u rc h ao u n d J “ , d e rse lb e sc h n e id e t d a n n d ie  

A c h se in d e m ü b rig e n J" -P u n k te . D ie K o n s tru k tio n  is t 

in A b b . 6 g e z e ig t; a^ u n d ata2 w e rd e n w illk ü rlic h  

g e z o g en ; d ie g a n z e  R ic h tu n g sfig u r , a u ß e r is'i, k a n n  so fo rt  

g e z e ic h n e t w e rd e n (gs\ is t w a g e re c h t), u n d in d em d ie  

(I-P u n k te in d e r A c h se lie g e n , f in d e t m a n h ie rd u rc h S'. 
u n d m itte ls S[ 0t d a n n S^ u n d so m it d ie R ich tu n g  is[ 

d e r S c h lu ß lin ie a2a3. —  In d e rse lb e n W e ise f in d e t m a n ,
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nachdem J“J 2 nach 24a) berechnet ist, die übrigen  

J-Punkte, indem ein beliebiger Schlußlinienzug durch ao 
und J, die eben festgelegten  J-V ertikalen in den  J-Punkten  

schneidet. — Bei diesen K onstruktionen ist besonders

darauf zu achten, daß es gar nicht notw endig ist, m it 

dem selben Schlußlinienzug stets fortzusetzen; hat m an  

z. B. in A bb. 6 J° m it H ülfe der Seiten a0ax und aya2 
erm ittelt, kann m an, um JJ zu linden, von ein paar

M an kann indessen diesen U ebelstand durch eine kleine  

A enderung um gehen. Zu diesem Zw eck setzt m an:

25) ^r-l =  ^-l +  Zr-lf X,. ---- ^r + ^r• • • 0 

und bestim m t X^._1, X?..., als ob die G rößen <I> und li 

in 13) N ull w ären, so daß also die X" diejenigen W erte  

der überzähligen bedeuten, w elche festen Stützpunkten  

entsprechen w ürden, und som it nach der bekannten K on­

struktion bestim m t w erden können. Sodann erhält m an zur 

Bestim m ung der Zusatzw erte Z die G leichung Sr +  8" =  0,

w o jetzt

26) ■

5; = [i{r + o«' + <D'r] - ^rZr_, + ß; Z„) 

= Rr — (ar Z,.., + ßr Z,.),

8'; = [!?; + or + CI - (ß-; Zr + Trzr+1) 

= N;- & Zr + Tr Zr+1);

die Bedeutung von R, a, ß, 7 sind hier dieselben w ie 

früher, die W erte von $ “ und <1 ) w erden aus 16) erhalten, 

w enn m an nur den durch 12) gegebenen W ert von tg <p 

durch: ™ p  2 g

27) tg cp" =  — ------ -, bzw . tg ®r=  ,,~1^ ----- —

ersetzt. M an erreicht in dieser W eise den V orteil, daß  

die Z-W erte in einem beliebig (v-fach) vergrößerten M aß­

stabe (im  V erhältnis zu dem jenigen für die A -W erte) kon­

struiert w erden können, und m an braucht dazu nur statt 

der w irklichen Längen m', n', m", n" die v-fachen W erte 

zu benutzen; alle in N' und X" enthaltenen G lieder sind  

näm lich m it diesen Längen proportional.

neuen Seiten a, a2 und a 2 a 3 ausgehen. O hne 

diesen K unstgriff w ürde m an sehr schnell zu  

allzu unbequem gelegenen Linien gelangen.

M it der Bestim m ung der J-Punkte ist 

nun die A ufgabe gelöst, indem der Schluß ­

linienzug dann leicht eingezeichnet w erden  

kann. Für einen  neuen  Belastungsfall braucht 

m an nur nach 24  a) den neuen J2-Punkt 

zu berechnen, w obei die U nterdeterminanten  

Uv U2... und der ganze N enner in 24  a) 

unverändert bleiben.

b) D ie Stützen sind w eniger nach ­

giebig.

In diesem w ohl am häufigsten vor­

kom m enden Falle w ird die bisher ange­

gebene K onstruktion teilw eise unbrauchbar, 

Längen m', n', m" und n" allzu klein w erden, 

zuverlässige Bestim m ung der Richtung der

D ie K onstruktion ist in A bb. 7 skiz­

ziert. N achdem m an zuerst die P-W erte  

gefunden hat (A bb. 7  a), w om it die ^ “-W inkel 

bekannt gew orden sind, ist der nächste  

Schritt, die charakteristischen Punkte (S in

A bb. 7b) m it den O rdinaten
X

und

X"
zu erm itteln (die (Z-V ertikalen in  

ßr+fr
den beiden Figuren sind dieselben). D ie 

von R' und  R" herrührenden G lieder w erden  

nach 15) berechnet und in v-facher V er­

größerung als U'r R, . und U' ?R'r abge­

tragen. D ie von <D“ 'und <I>"' gelieferten  Bei­

träge  w erden  in der Richtungsfigur (A bb. 7  c), 

w o die Längen m und n v-fach vergrößert

w eil 

um

die 

eine

folgenden

Schlußlinie (in A bb. 4: a r+1 «,.+! ^  »s'') zu erm öglichen.

sind, als r q' und  r" q" konstruiert, indem  m an die punktierten  

Parallelen m it den ^To-Schlußlinien in A bb. 7  a zieht; die 

gefundenen  O rdinaten r'q und r"q' sollen dann in A bb. 7 b  

als RQ und R' Q" übergeführt w erden, und w enn m an in
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Abb. 7 c die Buchstaben r' und r" bei den Endpunkten der 
langen Parallelen mit den dem rten Stutzpunkt am nächsten 
liegenden Schlußlinien setzt, hat man dabei nur R und Q 
in derselben Reihenfolge nacheinander zu nehmen wie r 
und q in der Richtungsfigur. Schließlich behandelt man 
die noch fehlenden, von den gesuchten Z abhängigen Bei­
träge QS zu den Ordinaten der charakteristischen Punkte 
genau wie in Abb. 4 (mittels des unteren Teiles der Rich­
tungsfigur 7 c). — Mit der Bestimmung der ^-Punkte in 
Abb. 7 b ist in der Tat die Konstruktion vollständig zur 
oben erklärten zurückgeführt. Die Berechnung der Lage 
der ^-Vertikalen geschieht unverändert nach 24), wo alle 
Buchstaben ihre früheren Bedeutungen beibehalten; bei der 
Berechnung von J“ J2 nach 24 a) sollen hier die Größen B 
die bekannten (R und ^0 enthaltenden) Glieder bedeuten, also 

28) Br=(ar+^r)U'rQ'r+^+yr) U';Q';..

Die Glieder R’ und R" könnten auch in die P-Werte 
einbezogen werden, da sie ja im voraus bekannt sind. 
Gewöhnlich wird es doch von Vorteil sein, die Z-Werte 
eben die durch die elastische Stützung hervorgerufenen 
Zusatzwerte bedeuten zu lassen.

III. Elastisch drehbare Stützen.

Wenn der Träger z. B. auf eisernen Stützen aufruht, 
mit denen er fest vernietet ist, muß sich die Stütze am 
oberen Ende ebenso viel drehen wie der Träger selbst; 
aus dieser Biegung der Säule resultiert zwar immer ein 
Seitendruck auf das Fundament, so daß man eigentlich 
eine Art Bogenkonstruktion erhält. Mit der immer zu­
lässigen Annäherung, daß die Längenänderung der 
Trägerachse vernachlässigt werden kann, läßt 
sich indessen die Berechnung in einer solchen Weise durch­
führen, daß dieselbe als eine sehr einfache Erweiterung 
derjenigen für kontinuierliche Träger mit festen Stütz­
punkten betrachtet werden kann. Wir gedenken dabei 
nur auf lotrechte Belastung; unter der genannten Voraus­
setzung leuchtet ein, daß die oberen Endpunkte der Säulen 
(richtiger: die Schnittpunkte der Säulen- und Trägerachsen) 
keine wagerechte Verschiebung erleiden können, und bei 
Gleichsetzung der drei Winkel 8',., 8"und 8'" (Abb. 8 und 9)

ergeben sich dann Gleichungen genug, um die unbekannten 
Stützenmomente zu bestimmen.

In Abb. 10 sind unendlich nahe der rten Unterstützung 
zwei lotrechte Schnitte im Träger und einen wagerechten 
Schnitt in der Säule gelegt. Die in diesen Schnitten auf­
tretenden Momente nennen wir X'r (links), X" (rechts) 
und AXr (in der Säule), und mit den Drehrichtungen der 
Figur hat man:

29) x;— x; = hXr.

Das Hauptsystem, das durch diese Schnitte und die 
analogen bei den übrigen Stützen hergestellt ist, besteht 
aus einer Reihe einfacher Balken, welche außer den ge­
gebenen äußeren Kräften mit den Momenten X und X" 
belastet sind, sowie aus einer Reihe von Säulen, auf 
welche an den oberen Endpunkten die Momente AX, 
wagerechte Kräfte H und lotrechte Kräfte Ä angreifen.

Die von den Stützendrücken A herrührende Zusammen­
drückung der Säulen setzen wir hier als verschwindend 
voraus (die Stützen sind nur elastisch drehbar, nicht 
auch senkbar).

Wenn die Säule unten frei drehbar ist, hat man 
die Fundamentreaktionen A und H, und es muß sein:

SXr = Hr- hr,

indem hr die Höhe der Säule bezeichnet. Der Tangenten­
winkel 8" berechnet sich als für einen an beiden Enden

einfach gestützten Balken, der vom Momente A X am 
oberen Ende belastet ist, und mit dem Trägheitsmoment J" 
der Säule findet man dann:

&Xrhr hr
30 a) $ EJu — AXr • xrr wo xr — 3 FJu

die Drehung für A X,. = 1 bedeutet.

Ist die Säule unten eingespannt, findet man 
zuerst eine Relation zwischen H und AX dadurch, daß 
die wagerechte Verschiebung des oberen Endpunktes der 
Säule Null sein soll, und demnächst den Winkel

30b) or ^EJ“ àX r «Tr, wo Tr ^EJ^’

Bisher wurde die Trägerhöhe als verschwindend an­
genommen, also die Höhe hr bis zum Schnittpunkt der 
Säulen- und Trägerachsen gemessen. Richtiger sollte man 
in Abb. 11 das Trägheitsmoment der Säule gleich Ju nur 
auf der Strecke h rechnen, dagegen unendlich groß auf 
der Strecke A,; dadurch würde man z. B. statt 30  b) 
erhalten:

_ h3
30c) Tr — 4 (Ä» ^^ Aj + ^EJ^

In ähnlicher Weise findet man ohne Schwierigkeit rr 
in anderen Fällen; z. B. für den in Abb. 12 gezeigten 
Turmpfeiler ergibt sich mit den in der Abbildung ein­
geschriebenen Bezeichnungen unter Vernachlässigung der 
Füllungsglieder:

FF

x,. ist hier immer als eine Drehung in der Richtung 
von A X angegeben. — Allgemein hat man also:

31) 8';'=Tr-AXr.

Die außer 29) und 31) notwendigen Gleichungen zur 
Berechnung von den unbekannten X, X" und A X ergeben 
sich nun, wie oben gesagt, durch Gleichsetzung der
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35)

W inkeländerungen S ',, 8" und 8".'- Für die einfachen  
B alken (r —  1) —  r und r —  (r+  1) hat m an [’?!• 21)] 
die allgem einen A usdrücke:

8 'r = ^ Pm dar -- ^"-1  2.-1 r ~  ^r 8 r,r>  

s; =xpn *mr - x;^ - x,.+t 8 r+ 1 .r ;
32)

alle die hier vorkom m enden G roßen , außer X' und X", 
sind genau dieselben w ie für T räger m it festen Stü tz­
punkten . D er K ürze halber schreiben w ir diese A usdrücke  
w ie früher:

3, =  K'r — («. X'^t +  ß ',. X'^,

8. =  Xr —  (ß ,. Xr -| - 7 r J r+ 1 ),
32  a)

und so llen nun zeigen , daß die beiden G leichungen  

33) 8 'r+ o  '=  0 und 8 r =tr -^Xr =—  8" 

eine graphische L ösung gestatten , die sich als eine sehr 
einfache E rw eiterung derjen igen für T räger m it festen  
Stü tzpunkten erw eist.

In A bb. 13 sind w ie gew öhnlich die gesuchten X 
als O rdinaten in den Stü tzpunkten abgetragen , w odurch  
der Schlußlin ienzug a^, a'r a"r dr+i.... entstanden ist; 
von den früher betrach teten Fällen w eicht dieser Schluß ­
linienzug dadurch ab , daß er in den Stü tzpunkten plö tz­
liche Sprünge von der G röße dX aufw eist. W eiter sind

die U- und O -V ertikalen genau w ie früher bestim m t, und  
ebenso die charak teristischen Punkte S'T und S"r und der 
O -Punkt, indem [vg l. 6) und 7)]:

34) U'r S'r
K'r_ 

«r +  ß?
U"r S"r

37)
a,. a

T‘rS'r ‘

«. +  ßr und «r«r _  ßr +  T r

W enn m an also die V ertikalen Z “ Zr und Y,° Yr derart 
ein leg t, daß

38)
zrz» _  ar +  ß; 

z^u; ~ t r
und

A i?  
y r° U';

ßr +  7r

und  G eraden von S, bzw . S'r‘ aus durch die Schnittpunkte  
dieser V ertikalen m it den Schlußlin ien zieh t, so m üssen  
diese G eraden die Stü tzenvertikalen in d,' bzw . d,. treffen . 
A us den V orzeichen in den G leichungen kann gefo lgert 
w erden , daß von den charak teristischen Punkten  
der eine im m er über, der andere  unter dem  Schluß ­
lin ienzuge  liegen  m uß, und  ferner, daß dr über d'r 
gelegen sein m uß, w enn S^, dagegen d' .über dr, 
w enn 8? über dem  Schlußlin ienzuge lieg t.

D em je tzt G ezeig ten zufo lge kann m an den Z u ­
sam m enhang zw ischen den aufeinander fo lgenden Seiten  
d^^ dr und d'r ar+i als eine A rt erw eiterte  H om ologie auf­
fassen . W enn a"_ , dr gegeben ist, findet m an den Schnitt­
punkt Tÿ von d^ dr+x m it der C I' -V ertikalen durch den  
Strah l T^OrT^, und aus dem Schnittpunkte von d^d,, 
m it der Z -V ertikalen le ite t m an den Punkt d'r durch die  
G erade 8, Zr d'r her. — W eiter kann m an einen Punkt 
der Seite dÿ dr^ finden , w enn ein Punkt Jr von «"., dr 
bekannt ist. D reht sich näm lich d^d? um Jr, und  
konstru iert m an die jeder Stellung entsprechende fo lgende  
Seite (durch T "und d'r bestim m t), so sieh t m an ein , daß  
die Punkte Tÿ und d^ ähnliche Punktreihen durchlaufen , 
w arum die  V erbindungsgeraden zusam m engehöriger Punkte  
einen festen Punkt enthalten m üssen; dieser Punkt kann  
natürlich als Schnittpunkt zw eier G eraden a"r T'^ gefunden  
w erden . M acht m an speziell d^d, .lo trech t, w ird auch  
die entsprechende G erade d'r T^ lo trech t w erden , und es 
ist ersich tlich , daß die L age dieser le tzten lo trech ten  
davon unabhängig ist, ob sich Jr, S'r und 0r in lo t­
rech ten bew egen . D ie der gegebenen V ertikalen durch  
Jr entsprechende V ertikale läß t sich daher konstru ieren , 
indem m an die genannten  Punkte in der A chse liegend an-

Xr Q _Kr+Kr________  

ßr +  7r ’ ' ' «r +  ßr +  ßr +  7r

D ie ÎJ-V ertikalen schneiden den Schlußlin ienzug in  
T'.,. und T"r, und m an findet le ich t [vg l. 8)]:

TV — arX^' + ^ Xr TT" —  ^  X ' '+  7r^+ 1  

r r ~  «,+ ß; ’ r r~ ß;+ 7 .  ’

die V erbindungsgerade T'r T? schneidet som it auf der 
O -V ertikalen die Strecke ab:

nim m t. D ie K onstruk tion ist in A bb. 14 gezeig t; der 
w illkürlichen G eraden J" T'rdr entsprich t die G erade  
dyT,, w elche die A chse in J°+x schneidet; da alle K on ­

«r-^-l +  ß ',^  +  ßr^ ” +  7.^+ 1

“ r +  ßr +  ßr +  7r
die V erbindungsgerade 8.',. 8, ebenso die Strecke

__ + Kr

^r +  ßr +  ßr +  7r ’
und in fo lge von der G leichung 8 'r +  8" =  0 sind diese  
S trecken einander gleich . D ie beiden genannten V er­
bindungsgeraden gehen also durch den O -Punkt, und dies 
ist die geom etrische B edeutung der ersten G leichung 33).

M ittels 34) und 35) findet m an w eiter:

U'rS'r— U’rT'r = T'r8'r = ^----

“ r +  ßr
und also m it H ülfe von 32  a):

T^; = ^

D ie zw eite der G leichungen 33) läß t sich nun schreiben:  

(« . +  ß 'r) t ;s ; = ^.dxr =  (ß '; +  fr)8; t ;, 
oder, indem dX,. = d,. d'r (A bb. 13):

struk tionslinien m it der A chse zusam m enfallen können , ist 
J?+1 der J? entsprechende Punkt. —  E ndlich bestim m t 
m an am einfachsten Jr+i (auf der V ertikalen durch J,?^, 
indem m an durch J, .die spezielle G erade durch S'r zieht; 
dieser entsprich t näm lich die G erade arS'r', w elche die  
Stü tzenvertikale in dem selben  Punkt ar w ie  Jr S',. schneidet.

D ie ganze K onstruk tion w ird je tzt in genau derselben  
W eise w ie für T räger m it festen Stü tzpunkten ausgeführt.  
Z uerst leg t m an alle die U-, 0-, Z- (und Y-) V ertikalen  
fest; w enn die E ndm om ente N ull sind , kennt m an dadurch  
einen Punkt der ersten und le tzten Schlußlin ie , und von  
diesen Punkten ausgehend konstru iert m an die J- (und  K-) 
V ertikalen ; all das bisher G enannte ist von der B elastung  
unabhängig . D ann träg t m an die der jew eiligen B elastung
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en tsp rech en d en S- u n d O -P u n k te ab , b estim m t d ie J- 

A b b . 1 5 .

(u n d K-) P u n k te w ie in A b b . 1 4 u n d k an n n u n en d lich  

d en g an zen S ch lu ß lin ien zu g e in ze ich n en .

W en n au ch d ie E n d stü tzen e las tisch d reh b a r s in d , 

h a t m an z . B . d em S tü tzp u n k t 0 en tsp rech en d e in en  

ch a rak te ris tisch en  P u n k t  S"0 (A b b . 1 5 ) u n d e in e F -V ertik a le . 

W eiter is t g ew ö h n lich (w en n n ich t 

d e r T räg er U b er d ie S tü tze h in au s  

v e rlän g e rt is t) X^ =  0 , a lso X"a 

=  —  A A ^; d e r P u n k t a'n {dr in  

A b b . 1 3 en tsp rech en d ) fä llt m it d em  

S tu tzp u n k t zu sam m en , u n d d ie G e ­

rad e S ”  a 0 sch n e id e t d ie F -V ertik a le  

in e in em  P u n k te F 0 d e r S ch lu ß lin ie , 

d e r im v o rau s b ek an n te P u n k t d e r  D iese r is t a lso h ie r

S ch lu ß lin ie (s ta tt d es S tü tzp u n k te s se lb s t), u n d h ie rv o n  

au sg eh en d k o n s tru ie rt m an d ie J -V e rtik a len u n d d ie  

J -P u n k te .

F ü r T r =  0 h a t m an e in e v o lls tän d ig e E in sp an n u n g ; 

d ie Z -V ertik a len fa llen d an n m it d en ( / '-V e rtik a len  zu ­

sam m en ; eb en so d eck en s ich d ie P u n k te Zr u n d S'r, so  

d aß d e r S ch lu ß lin ien zu g d u rch d ie ch arak teris tisch en  

P u n k te g eh t. F ü r t , = < o h a t m an u n g eh in d erte D reh ­

b a rk e it; d ie Z - u n d F -V ertik a len fa llen m it d en S tu tzen ­

v e rtik a len  zu sam m en , u n d d ie K o n stru k tio n g eh t ü b e r in  

d ie jen ig e fü r T räg e r m it fes ten S tu tzp u n k ten .

IV . E las tisch sen k - u n d  d reh b a re S tü tzen .

M it d en se lb en  B ezeich n u n g en w ie im  v o rig en  A b sch n itt 

h a t m an au ch h ie r d ie G ru n d g le ich u n g en :

3 9 )  b;.= —  a ; = T r .A A Ç .

T r is t d u rch  d iese lb en  A u sd rü ck e (3 0 a— d ) w ie frü h e r  

g eg eb en , d ie W in k e län d e ru n g en o r u n d 8 " s in d :

4 0 ) P r= ^ “^ ’ ' ^ r-lV l.r   ^ B ,v + 8 „ ,

I 0 ,'. —  2Pm ^'mr — x, 8 )^  — X'^ B r+ lr +  8 '„ , 

w o 8 ,„u n d B ^ d ie v o n e in em N ach g eb en d e r S tü tzen  

h e rrü h ren d en B eiträg e b ed eu ten . N ach 4 ) is t

s  '  A r  _ _ A ,+ 1  A ,.
Oru , , “n ---- 7 ,

w o A r_ , —  kr_, Ar_t +  A ;_ „ A r = krAr + △ ",

D u rch  E in fü h ru n g  d ie se r u n d d e r an a lo g en  A u sd rü ck e , 

u n d in d em  m an w ie frü h e r [1 1 ) u n d 1 2 )] zu r A b k ü rzu n g  

se tz t 8 r. 1 > r =  a r , 8 ^  =  ß 'r , 3 " r =  ß " , 8 ,.+ 1 ,r =  

u n d fe rn e r:

x^.-x; , Xr—X;.+,
4 2 ) ----- ---------=  tg T ?, -  r-^  ,+ 1 =  tg  ? r+ , ...,

la ssen s ich 8 ) u n d 8 ” sch re ib en :

a . d ie S tü tzen  seh r n ach g ieb ig  s in d ,  

e rg ib t s ich je tz t d ie g eo m etrisch e K o n stru k tio n so zu sag en  

v o n se lb s t. In A b b . 1 6 a is t d e r g esu ch te S ch lu ß lin ien zu g  

e in g eze ich n et u n d d ie g ew ö h n lich en U- u n d O -V ertik a len  

so w o h l w ie d ie fü r e las tisch d reh b a re S tu tzen b en u tz ten  

Z - u n d E -V ertik a len e in g e leg t. D ie ch a rak teris tisch en  

P u n k te S'r u n d S"r u n d d e r O -P u n k t so llen n ach 1 7 )  

u n d 1 8 ) b estim m t w erd en ; h ie rfü r w erd en zu e rs t d ie n u r  

v o n b ek an n ten G rö ß en ab h än g ig en (I-P u n k te n ach 1 9 )  

ab g e trag en , u n d w en n d e r S ch lu ß lin ien zu g g eg eb en is t, 

k ö n n en d an n d ie Z u sa tzo rd in a ten QS, n äm lich :

(b '< I> "

«s>^T “"d ^^W

in d e r R ich tu n g sfig u r (A b b . 1 6 b ) g en au w ie frü h e r k o n ­

s tru ie rt w erd en . Je tz t k ö n n en d ie A u sd rü ck e 4 3 ) fü r  

o r u n d 8 " g esch rieb en w erd en :

4 4 ) o , =  (« , +  ß '^ s ; T\. u n d 8 ') =  (^  + ï,)V ; T"r, 

u n d d ie G le ich u n g 6 ,. +  8 ” —  0 b esag t d an n , d aß s ich  

d ie  V erb in d u n g sg erad en  S'r 8"r u n d T'r T"r in  0r sch n e id en  

m ü ssen , u n d d ie G leich u n g

6 ) =  t, ■ A X , =  —  8 ”  

o d e r (a r +  ß 'r ) S 'rT’r =  t,-A X r =  (ß " j-^ )  T"TS"r 

o d e r en d lich :

? S’rT'r ~ xr’ T"rS"r xr’

d aß d ie S trah len S'r Zr u n d S"T Yr, w elch e v o n d en  

ch a rak te ristisch en P u n k ten  au s  d ie S ch n ittpu nk te  Z r u n d  F r  

d e r S ch lu ß lin ien m it d en Z - u n d F -V ertik a len p ro jiz ie ren , 

d ie S tü tzen v e rtik a le in d'r b zw . dr tre ffen m ü ssen .

W en n ab er d e r S ch lu ß lin ien zu g  v o n  d em  lin k en  E n d e  

b is d 'r+ 1 b ek an n t is t, f in d e t m an in d e r zu m  r ten S tü tz ­

p u n k t g eh ö rig en R ich tu n g sfig u r d ie R ich tu n g v o n  

a" + 1 dr+v u n d  m it H ü lfe  d es  ch arak te ris tisch en  P u n k te s  S 'r+ 1  

b e im (r A- l) ten S tü tzp u n k t u n d d e r Z -V ertik a len h ie r  

e rg ib t s ich d e r P u n k t a"+ 1 , so d aß d ie S e ite a"+ , a r+ 2  

e in g e leg t w erd en k an n . D er g an ze S ch lu ß lin ien zu g k an n

8 ,  [^ + ^r +  ^ j   ^r %r-l +  ß r  ^ r)  ^r  (» r  ^r-l +  ß 'r^ r) , 

.8 , =  [Kr + Br -[- < l>r ] —  (ß )  Xr + fr X'r+1) = Lr — ^rXr +  ï,  X ,+ 1) ;

d ie G rö ß en K, II u n d < I > sin d d u rch d iese lb en  A u sd rü ck e  

[1 4 ), 1 5 ) u n d 1 6 )] w ie im A b sch n itt II g eg eb en (n u r  

m u ß m an in 1 4 ) B '.( u n d 3 " ( h ie r g le ich N u ll se tzen , d a  

e in e  T em p era tu rän d e ru n g  e in e  L än g en än d e ru n g  d e r T räg e r­

ach se b ew irk t u n d d ah e r d ie zu  A n fan g d es  A b sch n itte s  III  

g em ach te V o rau sse tzu n g n ich t e rfü llt se in w ü rd e ). —  In ­

d em  w ir h ie r w ie im  A b sch n itt II zu e rs t v o rau sse tzen , d aß  

a lso au ch h ier, w ie frü h e r, k o n s tru ie rt w erd en , w en n n u r  

d ie b e id en e rs ten  S e iten z . B . am  lin k en E n d e  d es  T räg e rs  

b ek an n t s in d .

D ie w eite re E n tw ick lu n g is t im  P rin z ip g en au d ie ­

se lb e w ie fü r  T räg er m it n u r e la stisch sen k b aren S tü tzen . 

L äß t m an e in e e in z ig e v o n a llen d en B ed in g u n g en fo rt, 

w elch en d e r S ch lu ß lin ien zu g g en ü g en so ll, z . B . d ie , d aß
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X^ =  0 (n ist die letzte —  rechte —  Stütze), muß jede 
Seite einen festen Punkt (J-Punkt) enthalten, und die 
Bestimmung dieser J-Punkte führt man auch hier am  
besten durch teilweise Berechnung durch, indem man 
zuerst J" (den Fußpunkt der J-Vertikalen im zweiten 
Felde) berechnet und daraus die übrigen J-Vertikalen 
durch Konstruktion herleitet, und dann ebenso die Or­
dinate J 2 J, berechnet und die übrigen J-Punkte kon­
struiert. Statt J 2 und J 2 direkt kann man auch —  und 
das wird ein wenig einfacher für die graphische Kon­
struktion sein — das Verhältnis zwischen X, und X' 
berechnen; die beiden Schlußlinienzüge, welche zur Be­
stimmung der J°-Punkte (mit den (I-Punkten in der Achse 
liegend) bzw. der J-Punkte gezeichnet werden sollen, sind 
ebensogut hierdurch bestimmt.

Für die Berechnung müssen die Gleichungen in etwas 
anderer Form wie früher geschrieben werden. M an kann 
z. B. setzen:

46) B',. =  Tr (X,'. —  X") und B" = r,. (X" —  X,'), 

und erhält so das Gleichungspaar:

und hieraus ergibt sich zur Bestimmung der J’-Punkte, 
indem alle B gleich Null gesetzt werden:

x X/ _____________c\ Ux+b'tU2 — d2 U3 
49) X : ’PJW ^  u^a^ + d3 US 

und zur Bestimmung der J-Punkte für jede gegebene 
Belastung:

V" ____ -^l ^  +^1^+-" ^n-t _ 
7 — d\U2 +< U2+b'2 U3-d; U4+d3 Ü3

^1 ^î ^2 ^3  V"

d' .U. + c".U, +b'U3 — d2Ü4 + d3 Us r

Jetzt können die J° - Punkte folgendermaßen kon­
struiert werden (Abb. 17): man zieht eine willkürliche 
erste Seite a0 d, und findet durch 49) den Punkt d[. 
Indem keine Belastung vorhanden vorausgesetzt wird, 
fallen die Q- und f7 - Punkte zusammen, a" Z, bestimmt 
St, Sj (( wird in die Richtungsfigur als sj q, übertragen, 
(hier ist gs\ wagerecht, gh ^ a" dj, und q4 h ist dann 
die Richtung der zweiten Seite dt d2, welche die Achse

47)
d,. X'S2 — d,. X'r_i + b'r X"r, + c,.X,. + dr X",. — er X',.+1 =  X, +  X-, 

— d,. X r_ ( + br Xr -p cr X,. 4- dr X,.+t —  c,. X r+1 -p d- X r+2 =  Kr + Ur,

wo mit den früheren Abkürzungen 21):

die Koeffizienten sind:

während die Größen K und R ihre alten Bedeutungen
beibehalten.

M it z. B. fünf Feldern sind somit die Gleichungen, 
wenn X 0 =  X" =  0, dagegen X 6 < 0, und wenn man 
zur Abkürzung Kr -p R,. = B, .setzt:

c, X4 -p d4 X, — 0, X 2

^1 X, X C I X, 4* ^1 Xj  Öl X 2 X Ct^3

—  ^X, X b2X4 -p c2X 2 -p J2X 2 — e2 X 3

—  «sX, -p b2X2 -p c2X 2 -p J2X 3 

a3X. — X. ( -p b3X2 -p X« 0 1 0 2'02'0  0

X ^3x 3 X J3X4  83X4 -p  ®3X s ■ B3

X b4X3 -p c4X 4 p  d4X4 £4X5 =  B4

—  rt4X 3 -p b4 X4 -p c4 X 4 +  d4X5 = B4,

^PX 2 X b3X3

®4X 2 d 4 X 3

und wenn man hier alle X  außer X, und X, eliminiert, 
ergibt sich:

«2'^  X«3 f;)x; =  B, u, + u; U2+ ....... x" U3,

-  «1 0 0 0 0 0

J” — 0 0 0

^2 d3 —  e2 0 0 0

d2 —  «2 «2 0

—  «3 b'3 C3
^3

- «3 0

0 — «3
C'a d, — «3

0 «4 —  «4
^4 < ^4

0 0 0 —  «4
^4

Nennt man die der letzten lotrechten Kolonne ent-
sprechenden Unterdeterminanten  
auch geschrieben werden:

UvU2. • • •; kann dies

« ^i x  b\ U2 — d2 U3) x; +  (j; U> x<

in J2 schneidet. W eiter ist 0, durch die Gerade T\ T'^ 
bestimmt, S't 0, liefert dann S'', womit s'tin der Richtungs-

0 c', X,' -p Jj X'  ' —  B\

0  b'4X't + c4X4 — B4

0 —  « 2 X' +  b^X^' — B2

0  — d'X" — B" 
, J =  0. 

0  a3x(—  B3 
63 ^3

figur und also die Richtung s\i der dritten Seite 

gefunden ist. Nun geht man zum Stützpunkt X 2 und  

zeichnet hier in der dazu gehörigen Richtungsfigur die 

Geraden s2 g, gh und h q2, wodurch S2 bestimmt ist; die 

Gerade S2 Z, liefert dann a  2 und die dritte Seite, welche
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die A chse in J3 schneidet, kann eingelegt w erden. W enn  

J'ä gefunden ist, kann m an, um m öglicherw eise bequemer 

gelegene K onstruktionslinien zu erhalten, drei neue Seiten  

® p a\^ ai a2 und «à d3 zur Bestim m ung von JJ benutzen; 

die neuen Seiten m üssen nur durch .7 “ und J3 gezogen  

w erden und dieselben V erhältnisse X'x -.X\ und X3:X"2 
w ie eben gefunden liefern. —  In derselben W eise verfährt 

m an m ittels 50) um die J- Punkte selbst zu konstruieren; 

w enn m an hier zu neuen Seiten übergehen w ill, um die 

K onstruktion bequem er fortsetzen zu können, m uß m an

doch die in A bb. 18 gezeigte und w eiter unten erklärte 
H tilfskonstruktion benutzen.

W eun schließlich alle J-Punkte bekannt sind, kann  

der ganze Schlußlinienzug gezeichnet w erden. D ie letzte  

Seite ist näm lich sofort gegeben, da m an zw ei Punkte  

derselben kennt; von der vorletzten Seite ist dagegen

nur J.n^ bekannt; m an findet indessen leicht einen Punkt b 

in folgender W eise (A bb. 18): In der Richtungsfigur kennt 

m an s" / (w agerecht) und ih ^ Ana \ in A bb. 18 selbst 

ist K -i bekannt, S" dagegen unbekannt; läßt m an S" 

die [/-V ertikale durchlaufen und bestim m t d durch S" Yni 

und in der Richtungsfigur q durch s" q" = S" Q", w ollen  

d und q ähnliche Punktreihen beschreiben, und Strahlen 

durch d und :(hq" m üssen daher einen festen Punkt b 

enthalten, der durch zw ei V ersuche konstruiert w erden  

kann (in der A bbildung hat m an S" m it Q" bzw . m it T" 

zusamm enfallen lassen). bJn i ist dann die gesuchte 

vorletzte Seite, und w enn zuerst zw ei Seiten bekannt sind, 

können alle die folgenden in gew öhnlicher W eise ein­

gezeichnet w erden.

b) Sind die Stützen w eniger nachgiebig, 

setzt m an w ie früher:

51) x'r= x^z;., x^xr+z;, AXr = AXr°+Azr 

und bestim m t die ^ “-G rößen w ie für Träger m it nur 

elastisch drehbaren Stützen. Zur Bestim m ung der Zusatz­

w erte Z erhält m an dann die G leichungen 39) und 43), 

w enn hier nur X durch Z und L'r und L". durch N^ 

—  ^ r +  4»“ +  <]»,. und Nr = It,'. +  tøj" 4- tø" [vgl. 26)] 

ersetzt w erden. D ie graphische K onstruktion läßt sich  

nun in ganz analoger W eise w ie für elastisch senkbare 

Stützen im A bschnitt II, b beschrieben durchführen, und  

m an kann ein w illkürlich vergrößertes M aßstab für die 

sonst zu klein ausfallenden G rößen (m und n) und da­

durch für die gesuchten Z w ählen.

D ruck von G ebrüder Jänecke, H annover.
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