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Sonder-Abdruck auns der Zeitschrift fiir Architektur und Ingenieurwesen, Jahrg. 1905, Heft 1.

Graphische Behandlung der kontinuierlichen Trager mit festen, elastisch
senkbaren oder drehbaren und elastisch senk- und drehbaren Stiitzen.

Von A. Ostenfeld, Prof. a. d. Techn. Hochschule, Kopenhagen.

Bei der graphischen Behandlung der kontinuierlichen

Triiger mit beliebig vielen Stiitzpunkten sind zurzeit
namentlich zwei verschiedene Verfahren im Gebrauch. Das
erste verwendet das urspriinglich von Mohr eingefiihrte,
von Winkler u. a. weiter vervollkommnete elastische
Seilpolygon und hat im bekannten Werke von W. Ritter
(yDer kontinuierliche Balken“, Ziirich 1900) seine hichste
Entwicklung erreicht, wobei doch zu bemerken ist, dal
die Behandlung wmit Hiilfe des genannten Seilpolygons
fiir riiger mit elastisch senkbaren Stiitzen nicht durch-
gefiihrt wurde (bekanntlich hat neuerdings Vianello in
Z. d. Ver. d. Ing. 1904, von dem Ritterschen Grund-
gedanken ausgehend, aber mit anderen Hiilfsmitteln die
Behandlung dieser Triiger weiter gefiihrt); fiir eine ein-
heitliche Behandlung aller Arten von kontinuierlichen T'rii-
gern scheint das Verfahren hiernach nicht unbedingt ge-
eiguet zu sein. Die zweite Methode zielt dahin, den
SchluBlinienzug fiir das Momentenpolygon des Triigers
unmittelbar zu konstruieren. So viel dem Verfasser be-
kannt, wurde dieses Verfahren zuerst von Claxton
Fidler, Dundee, angegeben (,Trans. Inst. C. E.%, Vol.
LXXIV, Okt. 1883); spiiter ist es auch von Miiller-
Breslau verwendet (,Zeitschr. f. Bauwesen" 1891, sowie
in seiner ,Graph. Statik%, II, 1892), von den beiden
genannten Autoren doch nur fiir Triiger mit festen Stiifz-
punkten. Der vorliegende Aufsatz bezweckt nun, zu
zeigen, daly diese Behandlungsweise fiir alle in der Ueber-
schrift genannten Trigerarten verhiiltnismiiiig einfach und
ganz einheitlich zum Ziele fiihrt, Wir beginnen mit dem
einfachsten Falle von festen Stiitzpunkten; das Verfahren
hier ist zwar bekannt, braucht daher nur, um das Ver-
stiindnis des folgenden zu erleichtern, kurz auseinander-
gesetzt zu werden.

I. Feste Stiitzpunkte.
Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen (Abb. 1):

fiir die Stiitzpunkte 0O 1...r—1, », r+1...n
» n OStitzenmomente M, M ..M, M, M, M,
» » Feldlingen bt b b il

Lt

5‘

P o
Abb. 1.

Die Stiitzenmomente } werden positiv geziihlt, wenn
sie eine Biegung mit der Konkavitit nach oben hervor-
rufen. Als iiberzithlige Grifien fithren wir ein: X, =— — M ,
X,=—M, .... X, = — M, ....; das Hauptsystem
ist dann die in Abb. 1 (unten) gezeigte Reihe von ein-
fachen Balken.

Fiir den einfachen Balken (r — 1) — », mit der ge-
gebenen Belastung und aufierdem mit den Momenten
X, , und X, belastet, ergibt sich ein Tangentenwinkel
beim Stiitzpunkt 2°, den wir &, nennen und positiv in der
Riehtung X == — 1 rechnen wollen; fiir den Balken

7 — (r -} 1) erhiilt man aus den entsprechenden Ursachen

einen Tangentenwinkel &7, ebenfalls im Punkte . Die Grund-
gleichungen zur Berechnung der unbekannten X sind dann:

1) g el

und die analogen. Diese Winkel kinnen, wie folgt, aus-

gedriickt werden:
O L e D ry oot &’ o
0, =— Z'I r=4,7 ‘\ r Opp + Ol'f + 0“17

1
T ” - art o
X, a/'r S /\I'H Opt1,r + 0,y -’ Opus

mr ¥

r m mr

01" == XPIM
wo alle die Grifien & auf der rechten Seite (siehe Abb, 1,
ganz unten) Formiinderungen im Hauptsystem bedeuten
und zwar:

o N

PR, A
2) i
y

die Durchbiegungen des einfachen Balkens links

'Jm/" "m/'
bzw. rechts des ten Stiitzpunktes infolge von
der Belastung X, — — 1,

%, ,,, 0, die Winkeldrehungen des einfachen Balkens
(*—1)—7r am (r — 1)t bzw. rten Stiitz-
punkt, und

8.5 8,4, , dieenisprechenden Winkeldrehungen des Balkens
r— (4 1) am ot bzw, (r 4 1)ten Stiitz-
punkt, alle vier infolge von derselben Belastung
X = —1,

8 Uy die von einer Temperaturvariation und 3,,, &,

die von einem eventuellen Nachgeben der Stiltz-
punkte bewirkten Drehungen der Tangente
in », links bzw. rechts des Stiitzpunktes.

Die Durchbiegungen §,, konnen mit Hiilfe der ge-
wohnlichen ,»-Kriifte“ berechnet oder konstruiert werden.
Bezeichnet man die von den »-Kriiften ausgeiibten Stiitzen-
driicke allgemein mit 7’ oder V", je nachdem sie vom
Felde links oder rechts des betreffenden Stiitzpunktes her-
rithren, wiithrend der unten hinzugefiigte Doppelindex die-
selbe Bedeutung wie bei den Griofien & hat, so ist:

3) o =V 3 =V,

1, 77 rr

Mit diesen Erklirungen sind die Gleichungen 2) all-
gemein giiltig, ganz unabhiingig von der niiheren Be-
schaffenheit des Triigers (ob Fachwerk oder vollwandig,
mit konstantem oder veriinderlichem Triigheitsmoment).
o,, und 3§, konnen in den verschiedenen Fiillen leicht
berechnet werden, z. B. mit Hiilfe der Arbeitsgleichung;
speziell ist

4) 3,

=550 r+l, 1

ke A1'71 '—A,. oz O A:'H R Ar
T l,. ) ru [,».H b
wenn A, die absolute Bewegung (positiv nach unten) des
rten Stiitzpunktes bedeutet.

Die graphische Behandlung, mit der wir uns hier
beschiiftigen sollen, ist nun einfach eine graphische Auf-
losung der Gleichungen 1). Man denkt sich (Abb. 2) die
gesuchten Groflen X als Ordinaten in den Stiitzpunkten
abgetragen, also 4, ,a, , = X, ,, 4,0,=— X, usw.;
die Aufgabe ist dann gelist, wenn es gelingt, den ,Schlufi-
linienzug® .. . @,.,a,a,, . zu bestimmen.

Der Kiirze halber schreiben wir die Ausdriicke 2):

8, =V 8. =V

T4, T

")) a’r — ](r,' § & (ar Xr—| + p’r Xr)) 6’1’ — Krl" ol (p’; ‘Yr + Yr Xr-H)?

wo also K, und K, die bekannten Glieder bezeichnen.
Nun betrachtet man die Koeffiziente o, 8, ¢ in 5) als lot-
rechte Krifte, a, in A,  angreifend, 3 und {, beide
in A, und v, in A4, , bestimmt die Angriffspunkte U’
U, und O} von den Resultanten o, 4 §,, B + v, und
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a, + B, + ¥, (wobei gesetzt wurde: B, = B, + B,) und
und setzt ab:

o K , X

8 U8, =~ U8, =1t

)) PAEEA a1.+pr7 7 7 ﬁ,—i—]’,’
7 il D e e R
%r + B" + Tr

Die lotrechten in U, und U, welche wir im folgenden
als die U-Vertikalen bezeichnen, schneiden die Schluf-
linie in 7, und 7’,, und man findet nun leicht, daf die
Verbindungsgeraden S, S, und 7', T, beide durch O,
gehen miissen. Es ist ndmlich (Abb. 2):

v . X, +8.X
U, Pt SO T e L
i A3 S N S 3 e
i g A z 2 g X, 4+ 1.X,;
Ur rlvr E— 3[47 > =1 ”l",, "/\rw — 7[:7 ot r“*r+d
Br + - B +v. Br+1.
warum 7. 7" auf der O-Vertikalen die Strecke
o RO 0
r 1t U T, +—-—"—U'T,
%y + Br + Yr oy + Br + Tr y
_ @X +BX) + G X 1K)
a, + Br L
abschneidet; wegen 1) und 5) ist dies indessen gleich
K,k
« + B, + 1,
Ebenso schneidet S, S, die Strecke
o, + B, . B +1 P K, + K,
2 TRl T ot Tk st ol et on
a, + pr + Tr + %y + pr + Tr @ + Br + Tr

auf der O-Vertikalen ab.

Die beiden Punkte S, und S, hiingen also (wie auch
der Punkt O,) nur von den bekannten Gréfen ab und
konnen im voraus abgetragen werden, sobald die Belastung
gegeben ist. Wir nennen dieselbe im folgenden nach
Claxton Fidler die ,charakteristischen“ Punkte. Sie
sind wohl hier — bei Trigern mit festen Stiitzpunkten —
nicht unbedingt notwendig fiir die Konstruktion, indem
man ebenso gut den Punkt O, direkt — [nach 7)] wie
denselben als Schnittpunkt der Geraden S, .S, mit der
O-Vertikalen bestimmen kann. Indessen werden sie sich
bei den anderen Arten von kontinuierlichen Trigern, die
wir spiter untersuchen sollen, als sehr niitzlich erweisen,
weshalb wir vorgezogen haben, dieselbe sofort hier ein-
zufithren.

Mit den eben bewiesenen Eigenschaften ist ein sehr
einfacher Zusammenhang zwischen zwei aufeinander folgen-
den Seiten des Schlufilinienzuges gegeben. Indem die
Verbindungsgerade 7.7, durch O, geht und weiter die
beiden Seiten «, , @, und @, a, , sich auf der Stiitzen-
vertikalen schneiden, sieht man ein, daf die genannten
Seiten als zusammengehorige Linien in einer
Homologie betrachtet werden konnen, fiir welche
die bestimmenden Grofien sind: die Stiitzen-
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vertikale als Homologieachse, O, als Homo-
logiezentrum und die beiden charakteristischen
Punkte als homologe Punkte oder die beiden
U-Vertikalen als homologe Linien.

Hieraus folgt nun weiter, dafi man aus einem
etwa bekannten Punkte .J, (Abb. 3) der Seite a,_, a,
sofort einen Punkt der folgenden Seite herleiten kann,
nimlich den zu J, homologen J,,,. Zweckmifiig kon-
struiert man bekanntlich zuerst die Vertikale J7. J,.,
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Abb. 3.

als homolog zur gegebenen Vertikalen J) J, (wie unten
in Abb. 3 gezeigt) und hat dann schlieflich nur die
Gerade J,0,J,,, zu ziehen. — Zur vollstindigen Be-
stimmung des Schlufilinienzuges braucht man hiernach nur
zwei Punkte desselben im voraus zu kennen, und solche
Punkte finden sich gewthnlich beim ersten und letzten
Stiitzpunkt (M, und M, = O oder gegeben usw.). Vom
ersten Stiitzpunkte ausgehend kann man nun einen J-Punkt
jeder Seite konstruieren und hat somit zwei Punkte der
letzten Seite, womit der ganze Schlufilinienzug bestimmt
ist. In derselben Weise konnte man vom rechten Ende
ausgehend noch eine Reihe von Punkten (K -Punkten) kon-
struieren und wiirde so zwei Punkte jeder Seite erhalten.

Da die senkrechten durch die beiden im voraus
gegebenen Punkte eine feste, von der Belastung un-
abhingige Lage haben, wird dasselbe auch fiir die daraus
abgeleiteten J- und K-Vertikalen der Fall sein (indem
auch die U- und O-Vertikalen diese Eigenschaft besitzen).
Die Festlegung der U-, O-, J- (und K-)Vertikalen hat
also nur ein fiir allemal zu geschehen, selbst wenn ver-
schiedene Belastungen untersucht werden sollen.

Hiermit ist die Aufgabe im Prinzip geldst; wie man
weiter die EinfluBlinien herleiten und die Trigerberechnung
im einzelnen durchfiihren kann, ist hinliinglich bekannt.

Speziell soll nur noch bemerkt werden, dafi (. 4 §)
und (8, + v,) die Resultante aller v-Krifte auf der
Strecke I, bzw. [,,, bedeuten, ebenso (x. + B, + 7,) den
Resultant aller »-Krifte zwischen A4, , und 4,.,. Be-
stimmt man die Biegungslinie (3,,,) als Seilpolygon, er-
gibt sich daher die unten in Abb. 2 gezeigte Konstruktion
des U- und O-Vertikalen.

Fin Nachgeben der Stiitzpunkte [3,, in 2)] kommt
in der Konstruktion dadurch zum Ausdruck, daf die
charakteristischen Punkte (und der O-Punkt) eine neue
Lage (stets doch in den festen U- und O-Vertikalen) ein-
nehmen, und mit Hiilfe von 4) sieht man leicht ein, daf
gich die genannten Punkte abwirts oder aufwirts be-
wegen miissen, je nachdem der rte Stiitzpunkt unter oder
iiber der Verbindungsgeraden zwischen den beiden be-
nachbarten Unterstiitzungen zu liegen kommt.

II. Elastisch senkbare Unterstiitzungen.

Wir fiihren dieselben fiberzihligen Gréfen X ein wie
im vorigen Fall und haben dann auch zu deren Be-
stimmung genau dieselben Gleichungen 1) und 2); nur ist
hier &,, keine gegebene Grifie, sondern eine KFunktion
der Stiitzendriicke 4 und dadurch auch der unbekannten X.
In die Ausdriicke 4) fiir 3,, hat man dementsprechend
einzufiithren: :

9) Ar-l :kr—l AI‘-! +A2>l7 Ar:kr'Ar+A?"-'-)
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wo k,_,, k,... gegebene unverinderliche sind, welche die Zu den Ordinaten U S liefern die bekannten Glieder

elastischen Verschiebungen der Stiitzpunkte fir A== die folgenden Beitrige:

A, =1.... bedeuten, wihrend A°_, A"... die (un- / " %

elastischen) Beitrige bezeichnen, die von einem eventuellen /) L U e — it +—[g" Ao Tl 0 K,’.' +—~l' ~3

Nachgeben der Fundamente u. dgl. herriihren migen. a4 + @, B+ %

Weiter ist: die Punkte ¢), und ) sind also jedenfalls im voraus
= Ji 1 1 ] [ bekannt. Indem man die Ordinaten US — UQ + (S

10) 4, = 4,, — % X, + (lr + l:) X, — e Xoio setzt, eriibrigt nur noch, die von den unbekannten X ab-

hiingigen Strecken @S zu konstruieren. Wenn der Schlufi-
linienzug bekannt ist, lifit sich dies, wie in Abb. 4a und b
gezeigt, leicht ausfiilhren. Man hat:

indem 4, , den Druck auf der »ten Unterstiitzung im Haupt-
system bezeichnet. In dieser Weise ergibt sich fiir &,

— 0 e AN 3 '
5, = Awl,,ér = A~k A+ —Af’“'—fl- & G, e a e A R, S
: = i k " A it ar+p'r’ it 3,,:+7r,
=7 [k,_, Aoy =y A= T X, — X,
r ifad |
e,

M L. N - = a0
+ -1 + 7 (Xr \— A') S (‘\rh—A!'H)] +(0rn, )

lf l" +1
wo (3,,)" den unelastischen Beitrag bedeutet, und einen g :
analogen Ausdruck erhilt man fiir 3),. Mit den Ab- 4 | ¢
kilrzungen : | s {
7”’ T — 1,__A IET:( 7”" S— - 1 ]‘:r E : : :
11 IR A A A I A E E !
A i 4 :
; 1 R 2 1 k, i 7 A o “ A
P SR E B e [ 7:11 /[r-/ 4 4% . A
und ferner: Abbe 4
X, —X, X, — X, g st
12) ‘l -=1tge, 5 H=180,,..... ) ‘
r r+
wo also ¢ die Winkel der einzelnen SchluBlinien mit der
wagerechten bezeichnen, gestalten sich die Gleichungen 2) | | p Lol
hier folgendermafien: ; A <g.;
5 = K, + R, + ) — (@, X, , +§,X,)  Ji ~I;  Abb. 4D,
i =L, — (e, X, +§, X,) | isr 7 |
8 = (K, + R, + ;] — @, X, + 1. X,,.,) il e 9
] Lt LS GR b G A R
. Ko = 2F a8 0. +A8,,)° di.eselb?nGr'tsféen sind wo @’ und @7 durch 16) gegeben sind. Wenn man daher
b Kibvam BiPy 8y 8o p )olw’e bei Triigern mit (Abb. 4b) die fiinf lotrechten in den Abstinden i, #,
r i b e ru/”)festen Stiitzpunkten, m, und 7, zeichnet und dann Parallelen mit den vier
" {ff; = (4, +B) (0, 4y, — 5, 4, ] S en ki (g, a Oy AL, 4
Ry e = = 068, ity @ ndet man ¢,s, —
fl'y- - (Br + Yr)[ m, Ao,r + n, A(),l'%-l]) Q’r S; und +ql'i S’,I. — O’; S-f:’l. r+fnzlem man in Abb. Aj,b,
PV, = (a, + 8,) [— ™, tg ¢,., — tg ,) welche wir im folgenden die ,Richtungsfigur nennen
7, (tg o, —tgo,.,)] wollen, die Buchstaben ¢ bei den Endpunkten der langen
16) ’ L 1+1/0 Parallelen mit den dem #t" Stiitzpunkt am niichsten

O, =@ +1,) ™, (g9, —tgp,.,) liegenden SchluBlinien setzt, sieht man ein (vgl. die Vor-
' — 1y (48 Priy — t8 @,00)]- zeichen in 12) und 16), daB die Punkte S in Abb. 4a
Die Gl. 1), &, + &, = 0, lift nun eine geometrische iiber oder unter () liegen miissen, je nachdem in Abb. 4b

Deutung zu, die sich derjenigen fiir Triger mit festen .s‘c.liber odex: fiter ¢ liegen. H‘iernach Fan.n s ﬁalsol
Stiitzpunkten als eine verhiiltnismifiig einfache Erweiterung rein mechanisch die Strecken gs von der Richtungsfigur

hlieBt. Wir setzen zuniichst vor in die Abb. 4a iibertragen.
PR ! g ek Wenn also der Schlufilinienzug gegeben ist, findet

a) Die Stiitzen sind sehr nachgiebig. man in der beschriebenen Weise mittels der Richtungsfigur
die charakteristischen Punkte. Umgekehrt kann man aber,
wenn der SchluBilinienzug nur vom linken Ende des Triigers
bis zu @, , gegeben ist, die folgende Seite a,,, a,.,
konstruieren. Die Schnittpunkte 7", und 7' sind nimlich
bekannt, und die Verbindungsgerade 7", 7" bestimmt dann
auf der O-Vertikalen den Punkt O,. Die ganze Rich-

In Abb. 4a denkt man sich die gesuchten X als
Ordinaten in den Stiitzpunkten abgetragen; es handelt sich
also wieder darum, den Schlulilinienzug ..,  a,a,, .. ..
zu bestimmen. Zuerst werden genau dieselben U- und
O-Vertikalen wie friiher eingelegt; und wenn dann hier
abgetragen wird:

B I tungsfigur, nur die letzte Parallele 4§, ausgenommen,

17) U8 s sy, U S = ——— kann sofort gezeichnet werden, und da ¢, bekannt ist,
o + B, Br +1r findet man hierdurch S;, indem @S, — ¢, §,. Nun zieht

und L ) man S; 0,, welehe die U"-Vertikale in S, schneidet, und
18) 00, = —r + L, ; fihrt die Strecke ), S, in die Richtungsfigur iiber, wo-
: @y ot e T 1r durch der Punkt s, und somit die Richtung s der

miissen sich die Geraden S, S und 7", 7", in O, schneiden. Schlubilinie a,,, a,., erhalten wird; diese Schluflinie kann
Hier sind indessen die charakteristischen Punkte S', und S’/ also jetzt eingelegt werden. — Von der Seite a,,, a,,,
(und somit auch O,) nicht von den gesuchten X un- gelangt man in derselben Weise zu der folgenden,

abhiingig. (pyy @,y UsW., und es leuchtet ein, dafi der ganze SchluB-
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linienzug konstruiert werden kann, wenn nur die beiden
ersten Seiten, z. B. am linken Ende, bekannt sind.
Von dem gesuchten Schlufilinienzug weifi man, daf

die erste und letate Seite durch gegebene Punkte gehen.

sollen (der Kinfachheit halber setzen wir im folgenden
voraus, dai M, — 0 und M, = 0, in welchem Falle die
erwihnten Punkte mit dem ersten und letzten Stiitzpunkte
zusammenfallen) und weiter, dafi die in Abb. 4 gezeigte,
eben beschriebene Abhiingigkeit zwischen den aufeinander
folgenden Seiten bei jeder Winkelspitze erfiillt sein soll.
Durch diese Bedingungen ist der Schlufilinienzug voll-
stindig bestimmt.

Lifit man eine einzige Bedingung fort, z. B. die, daf
der SchluBiinienzug durch den letzten (ntem) Stiitzpunkt
geben soll, kionnen unendlich viele Schlufilinienziige ge-
zeichnet werden, die allen iibrigen Bedingungen geniigen;
in allen diesen mufl indessen jede Seite einen
festen Punkt enthalten. Der Beweis Lifit sich ohne
grofiere Schwierigkeit mit Hiilfe des in Abb. 4 gezeigten
Zusammenhanges geometrisch fithren; da indessen die rein
graphische Konstruktion dieser Festpunkte ziemlich um-
stindlich und wegen der Umstiindlichkeit auch leicht zu
ungenau wird, weshalb wir unten deren Bestimmung teil-
weise mittels Berechnung durchfiihren, ziehen wir hier
vor, auch den Beweis mittels Rechnung zu liefern. — Zu
diesem Zwecke miissen wir die Gleichungen 3, 4 3, == 0
in etwas anderer Form wie friiher anschreiben. Indem
wir der Kiirze halber die Anzahl der Felder z.B. n — 7
annehmen, lauten dann die Gleichungen:

0k, @ Xp v X

[

8

gegebenen Vertikalen gehen mufi; man findet nimlich die
hier abgeschnittene Ordinate

C,

D
gt i | 8 r
] C: = 02 Aa *

G bap o Py
koA 3

C + G,

Weiter sieht man ein, daBl C, und C, und somit  und z'
von der Belastung unabhiingig sind und also berechnet
werden konnen, indem man die Glieder B in 20) gleich
Null setzt.

Die Festpunkte, deren Existenz wir hier bewiesen
haben, wollen wir im folgenden ,.J-Punkte nennen; in
derselben Weise kommt man natiirlich zu einer anderen
Reihe von Festpunkten (,/-Punkte“), indem man von
allen den gegebenen Bedingungen die einzige fortlifit,
daff X = O (oder gegeben) ist. Falls nur die eine
dieser Reihen von Festpunkten, z. B. den .J-Punkten,
bekannt ist, kann der Schlufilinienzug eingelegt werden,
indem man von der letzten Seite zwei Punkte kennt und
von allen den iibrigen je einen Punkt.

Wie oben gesagt, ist indessen die direkte graphische
Ermittlung dieser Punkte nicht sehr praktisch; dagegen
lifst sich mit Vorteil ein gemischtes Verfahren anwenden,
so daf man nur J, (den J-Punkt der zweiten Seite)
mittels Rechnung, und davon ausgehend die iibrigen
mittels graphischer Konstruktion herleitet. Fiir die durch-
zufithrende Berechnung hat man zuerst ein fiir allemal
die Unterdeterminanten U, , U, ...., die der letsten lot-
rechten Kolonne der folgenden Determinante entsprechen,

B

23 b) y":mTX:, +7 X, = X,

20)

b A e X R ek
@y X: g i b:n X‘.’ & cu‘Y:x + daXAt
a, X, +b,X, + ¢, X,

B,
B
Bl

+ ¢ X,

3

Ay 1\,3 -

wo B,—= K + K+ R, + R.. Die Koeffiziente auf
der linken Seite haben mit den Abkiirzungen:

21) B, = i ;K',, y ¥, = é.""lj_ ]L"‘
alad | r
die folgenden Werte:
Iar — Py f}r — %y —= Uty T (P’: + V,‘), ‘
29y 36 =B 4+ Br A+ (e + 2 F Gy 1)) ;
ld" g (1w (er i P’l) — Prry &G = Pogge ‘

In den Gleichungen 20) ist X, (X,) nicht gleich
Null gesetzt und somit diese Bedingung nicht eingefiihrt;
wir haben somit sechs Gleichungen mit sieben Un-
bekannten, also unendlich viele moglichen Schluflinien-
ziige. Eliminiert man alle die unbekannten bis auf zwei
aufeinander folgenden, z. B. X, und X, ergibt sich:

23) C, X, +C,X, = D,
und daraus kann gefolgert werden, dafi die durch X,

und X, bestimmte SchluBilinie (Abb.5) durch einen festen
Punkt auf der durch die Abstiinde

Iy
X,
i

b:s X-a
Qg 1"4
|

J L)
. P X, 1
o R L
Abb. 5 ;
O« e C’Q ! CI |
23a) s=giob *=ora |

+d, X + ¢ X,

+ ¢ X; +dy X, + ¢, X, B,
+ 0. X; + ¢, X, +d, X, = B,
zu bilden.

Aus der Gleichung [entsprechend 23)|:

0 0 0 ¢X +dX,—B,
0 b,X +¢,X,— B,
0 a, X, +b,X, —B
a, X, — B,
5 5 ws 5
0 a, — B,
erhiilt man nimlich, indem alle B gleich Null gesetat
werden, die Abszisse @ zum Fubpunkte der J,-Vertikalen
nach 23a) (da ‘;7 1

3

0

Co

2

= U +eU,+b,U;+0a U,
e, +d)U + (b, +¢,)U,+ (a, 4+ by) U, + , U,
und die Ordinate zum J,-Punkt (nach 23b):

NT = — BLUL +£2 (Ilj- S -E";Lutl st

2 ed e, +d)U, + 0, +¢)U,+(a,+b,)U, +a,U,’
die beiden letzten Formeln sind gleich fiir den Fall einer

beliebigen Anzahl (n) Felder aufgeschrieben.

Wenn der Abstand A4, J) — x (Abb. 6) nach 24)

berechnet ist, konstruiert man einen beliebigen Schluf-

linienzug durch @, und J?, derselbe schneidet dann die

Achse in dem iibrigen J°-Punkte. Die Konstruktion ist

in Abb. 6 gezeigt; @, a, und a,a, werden willkiirlich

gezogen; die ganze Richtungsfigur, aufier 48", kann sofort

gezeichnet werden (gs, ist wagerecht), und indem die

()-Punkte in der Achse liegen, findet man hierdurch S’

und mittels S;{ O, dann S| und somit die Richtung s,

der Schlufilinie @,a,. — In derselben Weise findet man,

24) x

A

24 a)
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nachdem J9J, nach 24a) berechnet ist, die iibrigen
J-Punkte, indem ein beliebiger Schlufilinienzug durch a,
und J, die eben festgelegten J-Vertikalen in den J-Punkten
schneidet. — Bei diesen Konstruktionen ist besonders

Abb. 6 a.

N
&

—————

—?
L,

darauf zu achten, dafi es gar nicht notwendig ist, mit
demselben Schlufilinienzug stets fortzusetzen; hat man
z. B. in Abb. 6 JY mit Hiilfe der Seiten a,a, und «, a,
ermittelt, kann man, um J{ zu finden, von ein paar

10

Man kann indessen diesen Uebelstand durch eine kleine
Aenderung umgehen. Zu diesem Zweck setzt man:

W) X X, T O Ay A e .

und bestimmt X! ,, X'..., als ob die GroBen ® und R
in 13) Null wiren, so daB also die X° diejenigen Werte
der iiberziihligen bedeuten, welche festen Stiitzpunkten
entsprechen wiirden, und somit nach der bekannten Kon-
struktion bestimm¢ werden konnen. Sodann erhilt man zur

Bestimmung der Zusatzwerte Z die Gleichung 3, + 3, =0,

ToQMREC e £y $ T B
= N, — (2, Z,., + §. %)

¥ = (B, + O + O] — @ Z, + 1, Z,y,)
=N, —@; 2, + 1. 2,..);

die Bedeutung von R, o, B, y sind hier dieselben wie

friiher, die Werte von ®° und ® werden aus 16) erhalten,
wenn man nur den durch 12) gegebenen Wert von tg o

26)

durch: o .
¢ 0 g, W — Z,
27) tg @) = ==L, baw. tg @, = —5—"

L l,
ersetzt. Man erreicht in dieser Weise den Vorteil, dafi

die Z-Werte in einem beliebig (v-fach) vergroBerten Maf-
stabe (im Verhiiltnis zu demjenigen fiir die X-Werte) kon-
struiert werden konnen, und man braucht dazu nur statt
der wirklichen Lingen m', n', m", n” die v-fachen Werte
zu benutzen; alle in N’ und N” enthaltenen Glieder sind
nimlich mit diesen Lingen proportional.

i |

} J *S“ :
Abb. T ; g 2 R 1) :

i . : '

g | : i

' T T i

?Ar-y ! o A)‘ ; E : [4' f“’ll"/

1 ' Y ! |

| ' ! : Y oan :

| R |

1 ' & | |

! Y ! : ' pu '

E ;50,. a! il !

: | - :
Abb. 7b. e

neuen Seiten @, @, und a, @, ausgehen. Ohne
diesen Kunstgriff wiirde man sehr schnell zu
allzu unbequem gelegenen Linien gelangen.

Mit der Bestimmung der J-Punkte ist
nun die Aufgabe gelost, indem der Schluf-
linienzug dann leicht eingezeichnet werden
kann. Fiir einen neuen Belastungsfall braucht
man nur nach 24a) den neuen .J,-Punkt
zu berechnen, wobei die Unterdeterminanten
U, U,... und der ganze Nenner in 24a)
unveriindert bleiben.

b) Die Stiitzen sind weniger nach-
giebig.

Die Konstruktion ist in Abb. 7 skiz-
ziert. Nachdem man zuerst die X°-Werte
gefunden hat (Abb.7a), womit die ¢°-Winkel
bekannt geworden sind, ist der niichste
Schritt, die charakteristischen Punkte (S in

N,

Abb. 7b) mit den Ordinaten ——"—-

! 4 sk
——T — zu ermitteln (die U-Vertikalen in
Br o+ 1r
den beiden Figuren sind dieselben). Die
von R und R” herriilhrenden Glieder werden
nach 15) berechnet und in v-facher Ver-
groferung als U, R, und U, R, abge-
tragen. Die von @ und O gelieferten Bei-

- und

In diesem wohl am hiufigsten vor- abpy T triige werden in der Richtungsfigur (Abb. 7¢),

kommenden Falle wird die bisher ange- wo die Liingen 22 und 7 v-fach vergrofiert
. . . g . ! ‘ § " ! . . . .

gebene Konstruktion teilweise unbrauchbar, weil die sind, als 7' ¢’ und »" ¢ konstruiert, indem man die punktierten

Lingen m', n', m" und »” allzu klein werden, um eine
zuverligsige Bestimmung der Richtung der folgenden

Schlufilinie (in Abb. 4: a,, a,.,=}is,) zu ermoglichen.

Parallelen mit den X°-SchluBlinien in Abb. 7a zieht; die
gefundenen Ordinaten +'¢' und 7" ¢" sollen dann in Abb. 7b
als ' und R” Q" tibergefiihrt werden, und wenn man in
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Abb. 7¢ die Buchstaben +' und "’ bei den Endpunkten der
langen Parallelen mit den dem rte» Stiitzpunkt am niichsten
liegenden Schlufilinien setzt, hat man dabei nur R und ¢
in derselben Reihenfolge nacheinander zu nehmen wie »

und ¢ in der Richtungsfigur. Schlieflich behandelt man”

die noch fehlenden, von den gesuchten Z abhiingigen Bei-
trige @S zu den Ordinaten der charakteristischen Punkte
genau wie in Abb. 4 (mittels des unteren Teiles der Rich-
tungsfigur 7¢). — Mit der Bestimmung der Q-Punkte in
Abb. 7b ist in der Tat die Konstruktion vollstindig zur
oben erklirten zuriickgefiihrt. Die Berechnung der Lage
der J,-Vertikalen geschieht unveriindert nach 24), wo alle
Buchstaben ihre fritheren Bedeutungen beibehalten; bei der
Berechnung von J3 J, nach 24a) sollen hier die Grofen B
die bekannten (/2 und ¢ enthaltenden) Glieder bedeuten, also

28) B,= (e, +§) U, ¢ + @+ 1) U Q.

Die Glieder £’ und R’ konnten auch in die X°-Werte
einbezogen werden, da sie ja im voraus bekannt sind.
Giewshnlich wird es doch von Vorteil sein, die Z-Werte

eben die durch die -elastische Stiitzung hervorgerufenen
Zusatzwerte bedeuten zu lassen.

III. Elastisch drehbare Stiitzen.

Wenn der Triger z. B. auf eisernen Stiitzen aunfruht,
mit denen er fest vernietet ist, muf8 sich die Stiitze am
oberen Ende ebenso viel drehen wie der Triger selbst;
aus dieser Biegung der Siule resultiert zwar immer ein
Seitendruck auf das Fundament, so daB man eigentlich
eine Art Bogenkonstruktion erhilt. Mit der immer zu-
lissigen Anniherung, daff die Lingeninderung der
Trigerachse vernachlissigt werden kann, lifit
sich indessen die Berechnung in einer solchen Weise durch-
fithren, daB dieselbe als eine sehr einfache Erweiterung
derjenigen fiir kontinuierliche Triger mit festen Stiitz-
punkten betrachtet werden kann. Wir gedenken dabei
pur auf lotrechte Belastung; unter der genannten Voraus-
setzung leuchtet ein, dafy die oberen Endpunkte der Siulen
(richtiger: die Schnittpunkte der Sdulen- und Triigerachsen)
keine wagerechte Verschiebung erleiden konnen, und bei
Gleichsetzung der drei Winkel 3, 3, und 3, (Abb. 8 und 9)

Abb. 8.

ergeben sich dann Gleichungen genug, um die unbekannten
Stiitzenmomente zu bestimmen.

In Abb. 10 sind unendlich nahe der »te» Unterstiitzung
zwei lotrechte Schnitte im Triiger und einen wagerechten
Schnitt in der Siule gelegt. Die in diesen Schnitten auf-
tretenden Momente nennen wir X, (links), X,  (rechts)
und AX, (in der Siule), und mit den Drehrichtungen der
Figur hat man:

29) gL ey

Das Hauptsystem, das durch diese Schnitte und die
analogen bei den iibrigen Stiitzen hergestellt ist, besteht
aus einer Reihe einfacher Balken, welche aufier den ge-
gebenen HuBleren Kriften mit den Momenten X' und X"

belastet sind, sowie aus einer Reihe von Siulen, auf

welche an den oberen Endpunkten die Momente A X,
wagerechte Krifte H und lotrechte Kriifte 4 angreifen.

12

Die von den Stiitzendriicken A herriihrende Zusammen-
driickung der Siiulen setzen wir hier als verschwindend
voraus (die Stiitzen sind nur elastisch drehbar, nicht
auch senkbar).

Wenn die Siule unten frei drehbar ist, hat man
die Fundamentreaktionen A und H, und es muff sein:

AIY;' == Hr'hr)

indem %, die Hohe der Siule bezeichnet. Der Tangenten-
winkel 8, berechnet sich als fiir einen an beiden Enden

Abb. 10
e { & %_('X;‘) CY,’.T, ,
-1 z//lj\(:; A 751

einfach gestiitzten Balken, der vom Momente A X am
oberen Ende belastet ist, und mit dem Trigheitsmoment J'
der Siule findet man dann:

A h

30a) o —— ==X L% WH %y =N gErj',T

’ 8 EJ?
die Drehung fiir A X, = 1 bedeutet.

Ist die Siule unten eingespannt, findet man
zuerst eine Relation zwischen H und A X dadurch, daB
die wagerechte Verschiebung des oberen Endpunktes der
Siiule Null sein soll, und demniichst den Winkel
y 10 QX R, h,
30b) &, = TESE XX, WO T, = 1EJ"

Bisher wurde die Triigerhohe als verschwindend an-
genommen, also die Hohe &, bis zum Schnittpunkt der
Siulen- und Trigerachsen gemessen. Richtiger sollte man
in Abb. 11 das Triigheitsmoment der Siule gleich J* nur
auf der Strecke A rechnen, dagegen unendlich grof3 auf
der Strecke /,; dadurch wiirde man z B. statt 30b)
erhalten: 3o

i =L Fh h, FR)ET

In idihnlicher Weise findet man ohne Schwierigkeit <,
in anderen Fillen; z. B. fiir den in Abb. 12 gezeigten
Turmpfeiler ergibt sich mit den in der Abbildung ein-
geschriebenen Bezeichnungen unter Vernachlissigung der
Fiillungsglieder:

Z_‘ 5 e z :ﬂ,_ ;
r? !f' : r> K ( r? F)

30d) ¢, == :
y's
e
t, ist hier immer als eine Drehung in der Richtung
von A X angegeben. — Allgemein hat man also:
31) b=t VA

Die aufBier 29) und 31) notwendigen Gleichungen zur
Berechnung von den unbekannten X', X" und A X ergeben
sich nun, wie oben gesagt, durch Gleichsetzung der
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Winkelinderungen &,, 3, und §,. Fiir die einfachen
Balken (#» — 1) — » und » — (» 4 1) hat man [vgl. 21)]
die allgemeinen Ausdriicke:

a’r =2 P'm a’mr 3 X,;'—l ar—t r
32) . 3 Sy
ar e zI)m 8mr b 17 X-r ar.r e
alle die hier vorkommenden Grofien, aufier X' und X",
sind genau dieselben wie fiir Triiger mit festen Stiitz-
punkten. Der Kiirze halber schreiben wir diese Ausdriicke

wie frither:

{8', = K, —(a, X;_, + B, X),

8, = K, — (ﬁ1 X 1 X'r-’-l))
und sollen nun zeigen, daB die beiden Gleichungen
33) 8,408, =0 und ¥, =1, -AX, = —%,
eine graphische Losung gestatten, die sich als eine sehr
einfache Erweiterung derjenigen fiir Triger mit festen
Stiitzpunkten erweist.

In Abb. 13 sind wie gewohnlich die gesuchten X
als Ordinaten in den Stiitzpunkten abgetragen, wodurch
der Schluilinienzug a,_, a, a, a,.,.... entstanden ist;
von den friiher betrachteten Fillen weicht dieser Schluf3-
linienzug dadurch ab, daB er in den Stiitzpunkten plitz-
liche Spriinge von der Grofie AX aufweist. Weiter sind

{18
— X, 9

X9 -
r4i 0:“6-1."’

8

32a)

|
Byl
S o
o o »
It~f g 40"):'”" 71
Abb. 13.

die U- und O-Vertikalen genau wie friiher bestimmt, und
ebenso die charakteristischen Punkte S’ und S’7 und der
O-Punkt, indem [vgl. 6) und 7)]:
K
34 U.8, =—">
) a5 gl o, + B.,- z
Die U-Vertikalen schneiden den Schlullinienzug in
7", und 7";, und man findet leicht [vgl. 8)]:
% X:—l $ia B, X; U4 e e XL )
&+ Py Sty A :
die Verbindungsgerade 7', 7" schneidet somit auf der
O-Vertikalen die Strecke ab:
a Xiy + B, X, 4+ B X 49, Xy,
ar+@r+pr +‘{T
die Verbindungsgerade S, S, ebenso die Strecke
oy B 1y
al' + p’l' + p’; + -rT,
und infolge von der Gleichung 3, -+ &, = O sind diese
Strecken einander gleich. Die beiden genannten Ver-
bindungsgeraden gehen also durch den O-Punkt, und dies

ist die geometrische Bedeutung der ersten Gleichung 33).
Mittels 34) und 35) findet man weiter:

I(r, - ((1, Xai'—l + lglr le)

U8 =

Up Bl

)

U8 — UL =T8 — ; )
o + By
und also mit Hiilfe von 32a):
) 3, : 3,
36) s =—— T'S = +—"T—.
a, + §,’ Bt 1

Die zweite der Gleichungen 33) lifit sich nun schreiben:
(0, + ) T, 8, =, -AX, = B. + 1) 8, T},
oder, indem AX, = a, «, (Abb. 13):

14
37) oo o+ B, ad _ B+t
1.8, T, S B T,
Wenn man also die Vertikalen Z°7Z, und Y'Y, derart
einlegt, daf

und

ol (A, i A7 B+,
ARl g AT e RO T G
und Geraden von S, bzw. S, aus durch die Schnittpunkte

dieser Vertikalen mit den Schlufilinien zieht, so miissen
diese Geraden die Stiitzenvertikalen in a, bzw. @, treffen.
Aus den Vorzeichen in den Gleichungen kann gefolgert
werden, dafl von den charakteristischen Punkten
der eine immer iiber,der andere unter dem Schluf3-
linienzuge liegen muf, und ferner, dafl @, iiber a
gelegen sein mufi, wenn S, dagegen «, iiber a,,
wenn S, iiber dem Schlufilinienzuge liegt.

Dem jetzt Gezeigten zufolge kann man den Zu-
sammenhang zwischen den aufeinander folgenden Seiten
@, ,d, und @ a,  als eine Art erweiterte Homologie auf-
fassen. Wenn «,_, «, gegeben ist, findet man den Schnitt-
punkt 7' von @, a,,, mit der U"-Vertikalen durch den
Strahl 7,0, T, und aus dem Schnittpunkte von «,_, @,
mit der Z-Vertikalen leitet man den Punkt «, durch die
Gerade S, Z, a] her. — Weiter kann man einen Punkt
der Seite @, @, , finden, wenn ein Punkt J, von a;_ a,
bekannt ist. Dreht sich ndmlich @, &, um J,, und
konstruiert man die jeder Stellung entsprechende folgende
Seite (durch 7' und ¢, bestimmt), so sieht man ein, dafs
die Punkte 7' und ¢ ihnliche Punktreihen durchlaufen,
warum die Verbindungsgeraden zusammengehoriger Punkte
einen festen Punkt enthalten miissen; dieser Punkt kann
natiirlich als Schnittpunkt zweier Geraden @, 7", gefunden
werden. Macht man speziell a,_, a, lotrecht, wird auch
die entsprechende Gerade «, 7', lotrecht werden, und es
ist ersichtlich, dafi die Lage dieser letzten lotrechten
davon unabhiingig ist, ob sich J,, S, und O, in lot-
rechten bewegen. Die der gegebenen Vertikalen durch
J, entsprechende Vertikale lifit sich daher konstruieren,
indem man die genannten Punkte in der Achse liegend an-

K, + K,
o, + Blr i ﬁ; ‘I_ .{r.
nimmt. Die Konstruktion ist in Abb. 14 gezeigt; der
willkiirlichen Geraden J'7«, entspricht die Gerade
a, T, welche die Achse in J,’,, schneidet; da alle Kon-
a

7 ¥ /I'or o
3. | ™S,

4 i i it
i [/"IJ‘ é /';1 0""——":"1 o

];‘\'Z‘r\ .,

Abb. 14.

struktionslinien mit der Achse zusammenfallen konnen, ist
JY, der J entsprechende Punkt. — Endlich bestimmt
man am einfachsten J,,, (auf der Vertikalen durch J. ),
indem man durch J, die spezielle Gerade durch S, zieht;
dieser entspricht néimlich die Gerade a,S,, welche die
Stiitzenvertikale in demselben Punkt @, wie J, S, schneidet.

Die ganze Konstruktion wird jetzt in genau derselben
Weise wie fiir Triiger mit festen Stiitzpunkten ausgefiihrt.
Zuerst legt man alle die U-, O-, Z- (und Y-) Vertikalen
fest; wenn die Endmomente Null sind, kennt man dadurch
einen Punkt der ersten und letzten SchluBlinie, und von
diesen Punkten ausgehend konstruiert man die J- (und K-
Vertikalen; all das bisher Genannte ist von der Belastung
unabhtingig. Dann triigt man die der jeweiligen Belastung
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entsprechenden S- und O-Punkte ab, bestimmt die J-
(und K-) Punkte wie in Abb. 14 und kann nun endlich
den ganzen Schlufilinienzug einzeichnen.

Wenn auch die Endstiitzen elastisch drehbar sind,
hat man z. B. dem Stiitzpunkt 0
charakteristischen Punkt S'; (Abb. 15) und eine Y-Vertikale.

‘. Weiter ist gewohnlich (wenn nicht
4‘5; der Triger iiber die Stiitze hinaus

A verlingert ist) X, = 0, also X

qjv ; — — AX,; der Punkt &, (a, in
% YRR Abb. 13 entsprechend) fillt mit dem
;bb 1_" Stiitzpunkt zusammen, und die Ge-

. 10

rade S, @, schneidet die Y-Vertikale
in einem Punkte ¥, der Schluflinie.
Dieser ist also hier der im voraus bekannte Punkt der
SchluBlinie (statt des Stiitzpunktes selbst), und hiervon
ausgehend konstruiert man die J-Vertikalen und die
J-Punkte.

Fiir t, = 0 hat man eine vollstindige Kinspannung;
die Z-Vertikalen fallen dann mit den U’-Vertikalen zu-
sammen; ebenso decken sich die Punkte Z, und S/, so
daBs der SchluBilinienzug durch die charakteristischen
Punkte geht. Fiir t, = oo hat man ungehinderte Dreh-
barkeit; die Z- und Y-Vertikalen fallen mit den Stiitzen-
vertikalen zusammen, und die Konstruktion geht iiber in
diejenige fiir Triger mit festen Stiitzpunkten.

IV. Elastisch senk- und drehbare Stiitzen.

Mit denselben Bezeichnungen wie im vorigen Abschnitt
hat man auch hier die Grundgleichungen:

39) ¥, = —3. =r,-AX,.

7, ist durch dieselben Ausdriicke (30a—d) wie friiher

gegeben, die Winkelinderungen &, und 3, sind:
SO B s s i e o %

l 8r W 2Im Oy — Xr-] 81'-1,:- gl "‘r ar,r i Oruy
) g e s S i

l O == 2P Opr — "\'r 6r.r i &) ‘\ryl Opit,r ot 8ru7

o .
die von einem Nachgeben der Stiitzen

40) -

wo 8,, und 3,,

herriihrenden Beitriige bedeuten. Nach 4) ist
; A, —A, ‘ 7 g — A,
8ru = —= WWA, ) 6ru = ”Ai,rr'liiié,i)
lr lr+1
wal A o= Boe o A L A, =k, A4, 4 A,
und 1 1 1 1
FIRCD RS TR (WIS Sk T
’ L 4 & Vot Uiy !

Durch Einfiihrung dieser und der analogen Ausdriicke,
und indem man wie frither [11) und 12)] zur Abkiirzung

SBtZt 6r—],r = '1,., Blr,r — p'r* 6r.r = Br? orﬂ,r S= ‘l'r
und ferner:
m, == ) ol donfle-s e = L o
l»l) j T oy + 6’7 l/' g e H/" + Tr ll +1 {
1 s 1 ¥iia
R — ", — T
o, + B: lr p: + ‘)r lr+|
X A X, —X
49) ST =g g, ST =g gy,
r r+1

lagsen sich &, und &) schreiben:

entsprechend einen -
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a. die Stiitzen sehr nachgiebig sind,

ergibt sich jetzt die geometrische Konstruktion sozusagen
von selbst. In Abb. 16a ist der gesuchte SchluBlinienzug
eingezeichnet und die gewohnlichen U- und O-Vertikalen
sowohl wie die fiir elastisch drehbare Stiitzen benutzten
Z- und Y-Vertikalen eingelegt. Die charakteristischen
Punkte S, und S, und der O-Punkt sollen nach 17)
und 18) bestimmt werden; hierfiir werden zuerst die nur
von bekannten Grifien abhiingigen ¢)-Punkte nach 19)
abgetragen, und wenn der SchluBlinienzug gegeben ist,
konnen dann die Zusatzordinaten S, niimlich:

A D, s D7
.8, =—=— und @, S, = —

§ a, + B
Abb. 16 a.

|
|

Abb. 16 b.

in der Richtungsfigur (Abb. 16b) genau wie friiher kon-
struiert werden. Jetzt konnen die Ausdriicke 43) fiir
9, und 3, geschrieben werden:

44) ¥, = (¢, + B8, T, und 3, = B, +71)S, T,
und die Gleichung &, 4 &, = O besagt dann, daB sich
die Verbindungsgeraden S, S’ und 7", 7", in O, schneiden
miissen, und die Gleichung

b, =1 AX '= —8,

oder (a, + )8, T, =r-AX, =@+ 1) T, 8;
oder endlich:

45) e o i L ’1,.7;1* pr @, a: —— Br +YL
; e CTR Tl i
dafi die Strahlen S, Z, und S, Y,, welche von den
charakteristischen Punkten aus die Schnittpunkte Z, und ¥,
der SchluBilinien mit den Z- und Y-Vertikalen projizieren,
die Stiitzenvertikale in o bzw. @, treffen miissen.

Wenn aber der SchluBilinienzug von dem linken Ende
bis a,,, bekannt ist, findet man in der zum 7% Stiitz-
punkt gehorigen Richtungsfigur die Richtung von
a., d,,,,und mit Hiilfe des charakteristischen Punktes S,
beim (r 4 1)ten Stiitzpunkt und der Z-Vertikalen hier
ergibt sich der Punkt a«, , so daB die Seite o, a,,,
eingelegt werden kann. Der ganze Schlufilinienzug kann

M {o = K.+ R, + V) — (0, X, + B, X)) = L, — (0, X, + B, X)),
8 = (K, + B+ 0] — @. X +1, X) = L — @ X7 +1. X105

die Grofen K, I und @ sind durch dieselben Ausdriicke
[14), 15) und 16)] wie im Abschnitt II gegeben (nur
mufs man in 14) 3}, und 37, hier gleich Null setzen, da
eine Temperaturinderung eine Lingeniinderung der Triger-
achse bewirkt und daher die zu Anfang des Abschnittes I1I
gemachte Voraussetzung nicht erfiillt sein wiirde). — In-
dem wir hier wie im Abschnitt II zuerst voraussetzen, daf

|

also auch hier, wie frither, konstruiert werden, wenn nur
die beiden ersten Seiten z. B. am linken Ende des Trigers
bekannt sind.

Die weitere Entwicklung ist im Prinzip genau die-
selbe wie fiir Triger mit nur elastisch senkbaren Stiitzen.
Lt man eine einzige von allen den Bedingungen fort,
welchen der SchluBlinienzug geniigen soll, z. B. die, daB
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X, = 0 (n ist die letzte — rechte — Stiitze), mufi jede
Seite einen festen Punkt (J-Punkt) enthalten, und die
Bestimmung dieser J-Punkte fithrt man auch hier am
besten durch teilweise Berechnung durch, indem man
zuerst J) (den FuBipunkt der J-Vertikalen im zweiten
Felde) berechnet und daraus die iibrigen J-Vertikalen
durch Konstruktion herleitet, und dann ebenso die Or-
dinate J?J, berechnet und die iibrigen J-Punkte kon-
struiert. Statt J9 und J, direkt kann man auch — und
das wird ein wenig einfacher fiir die graphische Kon-
struktion sein — das Verhiiltnis zwischen X', und X
berechnen; die beiden SchluBlinienziige, welche zur Be-
stimmung der J°-Punkte (mit den ¢)-Punkten in der Achse
liegend) bzw. der J-Punkte gezeichnet werden sollen, sind
ebensogut hierdurch bestimmt.

Fiir die Berechnung miissen die Gleichungen in etwas
anderer Form wie friither geschrieben werden. Man kann
z. B. setzen:

46) 8, = . (X, — X)-"mnd: ¥, =1 (X, — X)),

r

und erhilt so das Gleichungspaar:

a, X, ,—ad X, , +b,X,
—a, X, , +b, X, 4+¢, X, +
wo mit den friiheren Abkiirzungen 21):

k, k.., +k,
e L AN N T T
die Koeffizienten sind:

'a; = MPr-p br ol s (‘.‘r = B,r ol Yy S

47)

a\

dr = Pr— T r — P
48) 4 > o
“’r o p‘r’ br e p‘r P Tr} Cr == lr'jr h{A vr+| { T:‘Y
dr — P =" Vi1 ¢, — Py

wihrend die Grofien K und R ihre alten Bedeutungen
beibehalten.

Mit z. B. fiinf Feldern sind somit die Gleichungen,
wenn X, — X = 0, dagegen X, Z0, und wenn man
zur Abkiirzung K, - R, — B, setat:

e, X, +d X' — ¢ X,
b, X, + ¢, X" +
—a, X, + 0, X"+ ¢, X, +d, X, — ¢,
SR by B Y,
a, X, —a, X, + b, X, + ¢,
b

a, X, —a,

und wenn man hier alle X auBler X, und X'| eliminiert,
ergibt sich:

S AR A5 luasged 0

d, —é, ¢, 0 0
¢, dy —eé, 0 0
s T d, —e, (i
bty 3 v, Vg, VT By

0 «

4

Qe Sg Y g foigy

—a, b

Nennt man die der letzten lotrechten Kolonne ent-

sprechenden Unterdeterminanten U, U, ...., kann dies

auch geschrieben werden:

€, U, +b0U,—a, U)X, +d, U, +¢, U,4 b, U, —
oy, O a U X="B, T, 4B, U, + ... B U

di X, — ¢, X, + ¢,

0 —a, b s d, —¢e
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und hieraus ergibt sich zur Bestimmung der J° - Punkte,
indem alle B gleich Null gesetzt werden:

49) ‘\”l,: = C:{ U‘ iJf, bl U2 s _a?_y" —
X, aU, +¢ U, +b,U,—a,U, +a,U,

und zur Bestimmung der .J- Punkte fiir jede gegebene

Belastung: : ,

ok B, Wy Bl o oo, By Vs

d U +¢ U, +b,U,—a,U, +da,U,
40, +b6,0,—a U, = »
U, +¢U,+b,U,—a,U,+da,U, °"
Jetzt konnen die J°- Punkte folgendermaBen kon-
struiert werden (Abb. 17): man zieht eine willkiirliche
erste Seite a,, und findet derch 49) den Punkt a.
Indem keine Belastung vorhanden vorausgesetzt wird,
fallen die ¢ - und U - Punkte zusammen, a| Z, bestimmt
S,, S, ¢, wird in die Richtungsfigur als s, ¢, iibertragen,
(hier ist g, wagerecht, gh-}-a"d,), und ¢, h ist dann
die Richtung der zweiten Seite a| @,, welche die Achse
A+ X, +d, X, —¢X,,, =K, + R,
d, X =6 X 0 e X s et - R,

¥

a;
A
“,
Abb. 17.
— B,
p =5
X = B,
X R X — B,
P AEW L e ay | = B,

X, + ¢, X, +d; X, — ¢, X, + €, Xy = B;
X, + 0, X 4+¢ X, +d,X —eX =B,
—a, X, + b, X, + ¢, X, + d, X, = B,
in J schneidet. Weiter ist O, durch die Gerade 7", 7"
bestimmt, S, O, liefert dann S|, womit s in der Richtungs-
0 0 ¢, X, +d, X, — B,
0 0 b, X, + ¢, X, — B
0 0 —d, X, + b,X; — B,

0 0 —d, X, — B, -
0 0 a, X, — B, i
¥ é, — B,
d, —é, — B,
¢ d, — B,

figur und also die Richtung s;7 der dritten Seite
gefunden ist. Nun geht man zum Stiitzpunkt 4, und
zeichnet hier in der dazu gehorigen Richtungsfigur die
Geraden s, ¢, gk und h¢q,, wodurch S, bestimmt ist; die
Gerade S, Z, liefert dann @, und die dritte Seite, welche
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die Achse in Jj schneidet, kann eingelegt werden. Wenn
J'} gefunden lst kann man, um moglicherweise bequemer
uelegene l\onshuktlonsllmen zu erhalten, drei neue Seiten
@, d,, @ a, wd a, a, zur Bestimmung von J° benutzen;
die neuen Seiten mllsseu nur durch /“ und /‘ ueuwen
werden und dieselben Verhiiltnisse X : X/ und X

wie eben gefunden liefern. — In dLrselbon Welsc ver(: llllt
man mittels 50) um die J - Punkte selbst zu konstruieren;
wenn man hier zu neuen Seiten iibergehen will, um die
Konstruktion bequemer fortsetzen zu kionnen, mul.'x man

Y 5\':_1[ l
] |
Abb. 18.

doch die in Abb. 18 gezeigte und weiter unten erkliirte
Hiilfskonstruktion benutzen,

Wenn schliefilich alle J-Punkte bekannt sind, kann
der ganze SchluBlinienzug gezeichnet werden. Die letzte
Seite ist nimlich sofort gegeben, da man zwei Punkte
derselben kennt; von der vorletzten Seite ist dagegen
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nurJ, . bekannt; man findet indessen leicht einen Punkt b
in folgender Weise (Abb. 18): In der Rlchtungshgm kennt
man s 7 (wagerecht) und ith=4A4,a"; in Abb. 18 selbst
ist (‘);;,l bekannt, S dagegen unbekannt lifit man S”
die U-Vertikale dlu(,lxl.mfeu und bestlmmt @ durch 8" Y, |
und in der Richtungsfigur ¢ durch s"¢" = S” ", wollen
@ und q ahuhche Punktreihen bcschluben, und Strahlen
durch @ und == /¢" miissen daher einen festen Pankt b
enthalten, der durch zwei Versuche konstruiert werden
kann (in der Abbildung hat man S” mit Q" bzw. mit 7'
zusammenfallen lagsen). b.J, | ist dann die gesuchte
vorletzte Seite, und wenn zuerst zwei Seiten bekannt sind,
konnen alle die folgenden in gewidhnlicher Weise ein-
gezeichnet werden.

b) Sind die Stiitzen weniger nachgiebig,
setzt man wie friiher:
51) A= XYz X ==
und bestimmt die X °-Grolien wie fiir Triger mit nur
elastisch drehbaren Stiitzen. Zur Bestimmung der Zusatz-
werte 7 erhilt man dann die Gleichungen 39) und 43),
wenn hier nur X durch Z und L), und 1) durch N,.
=R, 4+ OY 4+ @, und N, = R + O + @', [vgl. 26)]
ersetzt werden. Die graphische Konstruktion Lilit sich
nun in ganz analoger Weise wie fiir elastisch senkbare
Stiitzen im Abschnitt II, b beschrieben durchfithren, und
man kann ein willkiirlich vergrifiertes Mafistab fiir die
sonst zu klein ausfallenden GroBen (m und n) und da-
durch fiir die gesuchten Z wiihlen.

b A L Y,

Druck von Gebriider Jinecke, Hannover.

= AX'+AZ,
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