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FORORD.

D
ET var oprindelig en Undersøgelse af visse tilsyneladende ejendomme­

lige Træk, som viste sig i Temperaturens aarlige Gang, der gav 

Anledning til det foreliggende Arbejde. Det blev mig nemlig derved klart, 

at man ved Bestemmelsen af de meteorologiske Elementers daglige og 

aarlige Perioder foretog — og var nødt til at foretage — Udjevninger med 

lagttagelsesværdier, som var bundet til hverandre, og at disse Opgaver 

derfor faldt udenfor det Omraade, som almindeligvis behandles i lagttagel- 

seslæren. Under disse Omstændigheder var det indlysende, at naar man 

vilde opnaa nogenlunde tilfredsstillende Resultater, maatte Opgaven tages 

op fra Grunden, og dette har jeg forsøgt at gøre, uagtet jeg er klar over, 

at mine matematiske Kundskaber ikke er tilstrækkelige til, at jeg kan be­

handle dette Emne paa en fuldtud tilfredsstililende Maade.

løvrigt har jeg med Forsæt bygget saa lidt som muligt paa Matema­

tiken og saa meget som muligt paa direkte Betragtninger. Af to Grunde. 

For det første, fordi jeg haaber, at denne Undersøgelse derved gøres til­

gængelig for en større Kreds af dem, der beskæftiger sig med disse Op­

gaver. For det andet, fordi jeg anser det for heldigt, at selve Fremstillings­

formen bidrager sit til at fremhæve det vage, som findes ved alle Udjevnings- 

opgaver, men navnlig ved de Opgaver, hvor den teoretisk rigtige Udjevnings- 

funktion er ubekendt.

Mine Bestræbelser tager i første Række Sigte paa at udforme en 

Udjevningsmetode, der kan anvendes til at fremstille de for den praktiske 

Meteorologi vigtige Tabeller over Normalværdier og til at fremstille udjev- 

nede Værdier, der kan benyttes som Prøve for den teoretiske Meteorologis 

Hypoteser, idet der lægges særlig Vægt paa at vurdere de opnaaede Resul­

taters Godhed. I anden Række tager mine Bestræbelser Sigte paa at frem-
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hæve de Fejl, der begaas, naar man benytter utilstrækkelige Udjevnings- 

metoder, eller naar man ikke tager fornødent Hensyn til de betragtede Op­

gavers særlige Natur.

Fra flere Sider har jeg angaaende Afhandlingens iagttagelsesteoretiske 

Del modtaget velvillig Kritik og Opmuntring til at fortsætte Arbejdet, og 

jeg bringer min bedste Tak herfor, ligesom jeg takker Hr. Docent D. la Cour 

for Udtalelser om adskillige af de Emner, der staar i nærmere Forhold til 

Meteorologien.

V. H. RYD.
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I.

INDLEDNING.

§ i-

Undersøgelsens Formaal.

E
N vigtig Del af det Grundlag, som Meteorologien hviler paa, dannes 

af Rækker af Iagttagelser angaaende daglige og aarlige Perioder for 

de saakaldte meteorologiske Elementer — Temperatur, Lufttryk, 

Vindstyrke, Vindretning, o. s. v. Ved at behandle det indsamlede — meget 

store — Talmateriale har man opnaaet Resultater, der i visse Retninger kan 

siges at være tilfredsstillende; dette gælder for Eksempel i adskillige Til­

fælde, hvor det kun drejer sig om en Anvendelse af Elementernes Middel­

værdier. Derimod har de opnaaede Resultater i Almindelighed kun været 

lidet tilfredsstillende i de Tilfælde, hvor man i større Udstrækning har haft 

Brug for teoretiske Hjælpemidler til Iagttagelsernes Behandling, eller hvor 

man har villet benytte Talmaterialet til at afgøre, om denne eller hin Hypo­

tese kunde antages eller burde forkastes. Selv angaaende tilsyneladende 

simple Spørgsmaal, som man kunde vente at faa besvarede ved Hjælp af 

dette Materiale, er man endnu ikke kommet til afgørende Resultater. Man 

kan saaledes nævne Spørgsmaalet om, hvorvidt de sekundære Minima og 

Maxima, der viser sig i lagttagelsesværdierne for Temperaturens aarlige Gang, 

vil forsvinde, efterhaanden som Iagttagelserne udstrækkes over længere Tids­

rum, eller om de virkelig er karakteristiske for det iagttagne Fænomen; 

herom, eller særlig om det mere specielle Spørgsmaal: »Kuldetilbagefald«, 

eksisterer der en hel Literatur.

Naar man har set, hvorledes lagttagelsesteorien i Reglen anvendes paa 

dette Omraade, er der imidlertid intet mærkeligt i, at der kan fremkomme 

Resultater, som afviger fra eller endog er i Strid med hverandre. Det vil i 

denne Henseende være tilstrækkeligt at omtale, hvor skematisk mindste Kva­

draters Metode ofte anvendes til Udjevning af de periodiske meteorologiske

i



2CBA IN D LED N IN G .

Iagttagelser. M an benytter nem lig sæ dvanligvis et vist A ntal Led af U d- 

j  e  vningsræ kken

u — sin (x +  ccj -f- sin (2x +  a2) +  A?j sin (3X +  cc3) +  • • • , 

m en uagtet det her, hvor den teoretisk rigtige Funktion er ubekendt, først 

og frem m est kom m er an paa at bestem m e hvorm ange (eller hvilke) Led, der 

skal tages m ed, synes m an enten at betragte det som en alm indelig aner­

kendt Forudsæ tning, at der skal brugesnetop tre Led, eller ogsaa nøjes m an  

m ed at erklæ re, at D ifferenserne m ellem de givne og de udjevnede V æ rdier 

er »tilstræ kkelig sm aa«.

D er er dog ogsaa frem kom m et A dvarsler im od en saadan A nvendelse 

af m indste K vadraters M etode. Saaledes siger H. Wild1) angaaende A n ­

vendelsen af den næ vnte Frem gangsm aade til B estem m else af Tem peraturens  

daglige Periode: »B erechnet m an nur 3 Zeitglieder  2), so erscheint die C urve  

des täglichen G angs nach der Form el sow ohl um das M axim um als ins- 

besondere um das M inim um herum gegentiber der W irklichkeit viel zu sehr 

abgerundet, die berechneten M inim a sind gegentiber den w ahren oft um  

volle Stunden ruckw ärts verschoben und auch die M axim a erleiden ähnliche  

V erschiebungen«. For at vise at Wild i H ovedsagen har R et, turde det 

væ re tilstræ kkeligt at henvise til et enkelt af de Eksem pler, som W. anfører 

til Støtte for sine U dtalelser. I Fig. 1 er frem stillet Partiet om kring M inim et

*) »Die Tem peratur-V erhältnisse des R ussischen R eiches«. St. Petersburg, 1881. Text. (S . 5).

2 ) I nogle O pgaver kan der foruden de næ vnte Led, der er Funktioner af Tiden, ogsaa fore­

kom m e et konstant Led.

for Tem peraturens daglige Periode i K athrineborg i A pril M aaned. D e af­

satte Punkter gengiver Iagttagelserne (M iddeltal for 18 A ar), og K urven frem ­

stiller R esultatet af en U djevning efter de tre første Led af den om talte 

R æ kke. M an ser, at i den D el af D iagram m et, der om fatter Tiden fra K l. 8
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A ften til K l. 5 M orgen, bugter K urven sig ud og ind, saaledes at K rum ningen  

snart er positiv og snart negativ . Ifølge Teorien skal m an im idlertid have1)

•8 1 =  Sø A x  (o.87)æ ,

hvor og A er K onstanter, og x Tiden i Tim er regnet fra Solnedgang; 

anden D ifferentialkvotient skal altsaa ikke skifte Fortegn, og de foreliggende  

Iagttagelser giver ikke G rund til at antage, at Teorien ikke skulde væ re  

rigtig eller ikke anvendelig i næ rvæ rende Tilfæ lde. For Wild kom m er det 

m est an paa at bestem m e Extrem erne, m en hertil kan han for M inim ets  

V edkom m ende ikke bruge U djevningen ved H jæ lp af de 3 Led, da det 

øjensynligt er forskudt ca. x/2 Tim e. Wild kom m er da til den Slutning, at 

m an i dette Tilfæ lde m aa benytte om trent alle Leddene i U djevningsrækken,  

førend m an opnaar et R esultat, der er lige saa nøjagtigt som det, han paa  

en m eget nem m ere M aade kom m er til ved at udjevne grafisk.

Prof. Paul Schreiber kom m er i sin om fangsrige U ndersøgelse2) —  m en  

rigtignok kun støttet af et spinkelt lagttagelsesm ateriale —  til et andet R e­

sultat og angriber Wild, idet han siger: »D ie BesselSzWt Form el3) ist ge- 

eignet, schon durch w enig G lieder die G esetze der täglichen Periode der 

Lufttem peratur zur D arstellung zu bringen«.

O verfor Wild's udførlige Svar4 ) herpaa m aa Prof. Schreiber give tabt5), 

m en hverken dette N ederlag eller Wild’s A dvarsler og væ gtige A rgum enter 

synes for m ange M eteorologers V edkom m ende at have rokket Tilliden til 

U djevningen ved H jæ lp af de tre Led af »B essels Form el«.

D et tør im idlertid siges, at en D el af Skylden for de uheldige  Tilstande  

indenfor dette O m raade af M eteorologien tilkom m er de alm indelig  benyttede  

Frem stillinger af U djevningsregningen. D er vilde antagelig kunne undgaas  

adskillige M isforstaaelser, naar der blev skelnet skarpt im ellem  de to væ sens­

forskellige O pgaver: U djevning, naar den teoretisk rigtige Funktion er be­

kendt, og naar den er ubekendt6). I det ene Tilfæ lde skal der kun udføres  

B eregning efter et givet Skem a, m en i det andet Tilfælde er det netop O p ­

gavens K erne at finde det rette Skem a. K un den, som ikke ser den store  

Forskel, der er im ellem disse to O pgaver, kan anvende U djevningsræ kker 

paa den ovenfor om talte M aade.

Endvidere burde der gøres alt m uligt for at holde den O pgave, som

*) J. von Hatin-. »Lehrbuch der M eteorologie« Leipzig 1906. S. 597-

2) Prof. D r. Paul Schreiber, D irektor des königl. sächs. m eteorologischen Institutes zu C hem - 

nitz : »U ntersuchung tiber das W esen der sogenannten B essel’schen Form el«. H alle 1892.

3) D en om talte U djevningsræ kke gaar i A lm indelighed under dette tem m elig m isvisende  

N avn.

4 ) »U ber die D arstellung des täglichen G anges der Lufttem peratur«. St. Pétersbourg. 1893.

5 ) M eteorologische Zeitschrift. 1893 (S . 348).

6) I Thiele'?, »Elem entæ r lagttagelseslære«. glider saaledes disse to O pgaver jevnt over i hin ­

anden.
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g a a r u d p a a a t u d jev n e o g fo rb ed re e n R æ k k e V æ rd ie r , d e r e r b e h æ fte d e  

m e d F e jl, u d e fra h v a d m a n n æ ste n k u n d e k a ld e fo r d e n m o d sa tte O p g a v e , 

n e m lig tiln æ rm e t F re m stillin g a f e t v is t A n ta l (fe jlfrie ) F u n k tio n sv æ rd ie r  

e lle r a f e n F u n k tio n v e d H jæ lp a f e n In te rp o la tio n sfo rm e l; F a re n fo r e n  

S a m m en b la n d in g a f d isse to O p g a v e r lig g e r d e ri, a t d e b e g g e lø se s v e d  

H jæ lp a f U d je v n in g sræ k k e r. M e n  ta g e r v i e n sa a a lm in d e lig  b e n y tte t L æ re ­

b o g so m  Helmert's » D ie A u sg le ich u n g sre ch n u n g « , f in d e r v i d e r o m ta lt e t  

E k se m p e l p a a U d je v n in g  a f p e rio d isk e m e te o ro lo g isk e Ia g tta g e lse r a n b ra g t  

n e to p i K a p itle t o m  » N ä h e ru n g sw e ise  D a rs te llu n g v o n  F u n k tio n e n « . D a  d e n  

i L ite ra tu ren h y p p ig fo rek o m m e n d e B e h a n d lin g a f O p g a v e n k u n d e s ta m m e  

h e rfra , tu rd e d e t h a v e n o g e n In te re sse a t b e trag te d e t p a a g æ ld en d e S te d x ) 

lid t n æ rm ere .

O p g a v e n d re je r s ig o m  e n U d je v n in g  v e d  H jæ lp a f  d e n tr ig o n o m e trisk e  

R æ k k e a f d e n a a rlig e P e rio d e fo r T e m p e ra tu re n s d a g lig e A m p litu d e . M e d  

d e i » E le m en tæ r la g tta g e lses læ re« b e n y tte d e B e te g n e lse r h a r m a n , a t L ig ­

n in g e n
— ZZ)21

-—tt- \ = n — m

tiln æ rm e lse sv is sk a l v æ re ’ tilf re d sstille t, o g k a n Å 2 ( t? ) b e tra g tes so m  k o n s tan t,

sk a l m a n a ltsa a h a v e

[(g~ ^)1 2] 
n — m

1) F. F. Helmert-. » D ie A u sg le ich u n g sre c h n u n g n a c h d e r M e th o d e d e r k le in s ten Q u a d ra te «

Z w e ite A u fla g e . 1 9 0 7 . (S . 4 0 4 — 8 ).

= \ W ■

Helmert sæ tte r n u  

M 2 n — m

o g d e n su m m arisk e F e jlk ritik fa a r a ltsa a h e r d e n F o rm , a t l i 2 sk a l v æ re  

tiln æ rm e lse sv is lig m e d Å 2 (ø ) . I d e t o m ta lte E k se m p el e r n =  1 2 , o g  d e r  

b e re g n es fø rs t 3 E lem e n te r , h v o raf m a n fa ar  

+  -2 2  ,

h v o rh o s d e t o p g iv e s, a t M id d elfe jle n p a a d e fo re lag te V æ rd ie r lig g e r m e l­

le m +  -2 7 o g + * 5 4 . D e refte r s ig e s d e r:

» O b g le ic h  so n ac h  sc h o n  h in re ic h en d e  U b e re in s tim m u n g  v ä re , so  w o lle n  w ir  

u n s d o c h n ic h t d a m it b e g n iig e n ---------- « . D e r b e reg n e s d e rfo r fø rs t 2  n y e

E lem e n te r , h v o refte r m a n fa a r p  —  +  -1 7 , m e n : » A u c h m it d ie se r U b e r-  

e in s tim m u n g s in d w ir n o c h n ic h t z u frie d e n ------- « , h v o rfo r d e r b e re g n es

y d e rlig e re 2 E le m e n te r , a ltsa a ia lt 7 , o g m a n fa a r d a p  =  +  * °3 - D e refte r  

s ig e s d e r:

» D ie se U b e re in s titn m u n g g e n iig t, u n d e s w ä re iib e rf lu ss ig , d ie a n d e rn
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f i i n f  K o n s t a n t e n , w e l c h e  z u r  v o l l s t ä n d i g e n  D a r s t e l l u n g  d e r  B e o b a c h t u n g e n  

n o t w e n d i g  w i i r d e n , m i t  h i n z u n e h m e n « .

V i  e r  h e r  g l e d e t  g a n s k e  j e v n t  b o r t  f r a  d e n  F r e m g a n g s m a a d e ,  s o m  r e t t e ­

l i g  s k a l  a n v e n d e s  v e d  d e n  f o r e l i g g e n d e  O p g a v e ,  m e n  d e t  v æ r s t e  e r , a t  d e n ,  

s o m  ø s e r  s i n  K u n d s k a b  a f  d e n n e  K i l d e ,  m a a  a n t a g e ,  a t  j o  s t ø r r e  » O v e r e n s ­

s t e m m e l s e n «  e r , d e s t o  b e d r e  b l i v e r  R e s u l t a t e t . D e t  b l i v e r  h e r e f t e r  n a t u r l i g t  

a t  s l u t t e , a t  e n  s a a d a n  O p g a v e  e r  l ø s t p a a  e n  t i l f r e d s s t i l l e n d e  M a a d e , n a a r  

b l o t  D i f f e r e n s e r n e  m e l l e m  d e  g i v n e  o g  d e  u d j e v n e d e  V æ r d i e r  e r  » t i l s t r æ k k e ­

l i g  s m a a « .

I m i d l e r t i d  v i l  o g s a a  d e n , d e r  m e d  s t ø r r e  O m h u  a n v e n d e r  d e n  a l m i n d e ­

l i g e  U d j e v n i n g s r e g n i n g s  T e o r i , k u n n e  k o m m e  t i l u r i g t i g e  R e s u l t a t e r , e l l e r  

m a a s k e  r e t t e r e  t i l  e n  u r i g t i g  V u r d e r i n g  a f  R e s u l t a t e r n e s  G o d h e d . E n .  a f  A a r -  

s a g e r n e  h e r t i l e r , a t f o r d e n  a l m i n d e l i g  a n v e n d t e  l a g t t a g e l s e s t e o r i e r  d e t  

e n  F o r u d s æ t n i n g , a t I a g t t a g e l s e r n e  e r  i n d b y r d e s  f r i e , m e d e n s  d e n n e  F o r ­

d r i n g  i k k e  e n g a n g  t i l n æ r m e l s e s v i s o p f y l d e s  a f v o r e  l a g t t a g e l s e s v æ r d i e r .  

S e l v e  d e t b e n y t t e d e  G r u n d l a g  f o r  B e h a n d l i n g e n  a f  d i s s e  O p g a v e r  h a r  a l t -  

s a a  i k k e  v æ r e t  r i g t i g t , o g  m a n  k a n  d e r f o r  i k k e  v e n t e  a t  f a a  d e  e n k e i t e  O p ­

g a v e r  l ø s t  p a a  e n  t i l f r e d s s t i l l e n d e  M a a d e , f ø r e n d  m a n  h a r  t i l p a s s e t  T e o r i e n  

e f t e r  d e  p e r i o d i s k e  l a g t t a g e l s e s v æ r d i e r s  N a t u r .

D e t a n f ø r t e  m a a  v æ r e  t i l s t r æ k k e l i g t  t i l  a t  v i s e , a t d e t v i l d e  v æ r e  a f  

B e t y d n i n g  f o r  M e t e o r o l o g i e n  —  o g  s p e c i e l t  f o r  M e t e o r o l o g i e n s  K r a v  o m  e n  

P l a d s m e l l e m  V i d e n s k a b e r n e  —  h v i s  m a n  k u n d e  d a n n e  e t v i r k e l i g  b r u g ­

b a r t  G r u n d l a g  f o r  B e h a n d l i n g e n  a f  d e  p e r i o d i s k e  l a g t t a g e l s e s r æ k k e r , o g  d e t  

s k a l d a  v æ r e  F o r m a a l e t  m e d  n æ r v æ r e n d e  U n d e r s ø g e l s e  a t  f o r e t a g e  e t  F o r ­

s ø g  i d e n n e  R e t n i n g .

§  2 -

B a a n d  m e l l e m  I a g t t a g e l s e r n e . O p g a v e n s  N a t u r .

S o m  f o r a n  o m t a l t  e r  d e  I a g t t a g e l s e r , s o m  v i s k a l b e n y t t e  t i l B e s t e m ­

m e l s e n  a f  d e  m e t e o r o l o g i s k e  E l e m e n t e r s  d a g l i g e  o g  a a r l i g e  P e r i o d e r , b u n ­

d e t  t i l  h v e r a n d r e , h v i l k e t e r  l e t  a t  p a a v i s e . V i  k a n  b l o t  t a g e  e t  E k s e m p e l  

f r a  e n  l a n g  O b s e r v a t i o n s r æ k k e  o v e r  D ø g n e t s  M i d d e l t e m p e r a t u r i K ø b e n ­

h a v n . F o r  d e n  i s t e  F e b r u a r  f a a r m a n  s a a l e d e s , a t  M i d d e l a f v i g e l s e n s  K v a ­

d r a t  e r  1 5  o g  f o r  d e n  2 d e n  F e b r u a r  1 4 . 9 , o g  b e r e g n e r  m a n  e n d v i d e r e  D i f f e ­

r e n s e r n e  m e l l e m  D ø g n e t s  T e m p e r a t u r e r  d e n  i s t e  o g  2 d e n  F e b r u a r  f o r  h v e r t  

e n k e l t  A a r , f i n d e r  m a n , a t  M i d d e l a f v i g e l s e n s  K v a d r a t  f o r  d i s s e  D i f f e r e n s e r  

e r  4 . 4 . M e n  h a v d e  I a g t t a g e l s e r n e  v æ r e t f r i e , s k u l d e  m a n  h a v e  f a a e t e n  

V æ r d i ,  d e r  v a r  o m t r e n t  7  G a n g e  s a a  s t o r  s o m  d e n  f u n d n e  i f ø l g e  S æ t n i n g e n

(</ — o") — | i 2  ( ^ ' )  +  P 2  ( ^ " )  •

I a g t t a g e l s e r n e  e r  a l t s a a  s t æ r k t  b u n d e t  t i l  h v e r a n d r e .
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Det er i dette Tilfælde ikke vanskeligt at paavise Grunden til Bindin­

gen. Dersom Temperaturen den iste Februar i et vist Aar er meget for 

høj (eller meget for lav), er det sandsynligt, at Temperaturen den 2den Fe­

bruar i samme Aar er noget for høj (eller noget for lav). Afvigelserne for 

en Række paa hinanden følgende Døgn forholder sig ikke til hverandre som 

Fejlene i en Række af frie Iagttagelser, hvor der er samme Sandsynlighed 

for, at en Fejl faar positivt Fortegn, som for, at den faar negativt, uanset 

hvilket Fortegn den foregaaende Fejl havde. Temperaturen svinger i Al­

mindelighed ikke saaledes fra Døgn til Døgn, men Reglen er den, at var­

mere og koldere Perioder af adskillige Dages eller Ugers Varighed afløser 

hverandre. Til en varm Periode i Februar vil der i Almindelighed svare en 

Lufttrykfordeling, som giver sydvestlige Vinde, og til en kold Periode en 

Lufttrykfordeling, som giver nordlige eller østlige Vinde; Lufttrykfordelin­

gen eller Vindretningen er altsaa en væsentlig og varierende Omstændighed 

ved Iagttagelsen, men der tages intet Hensyn hertil, og Iagttagelserne bin­

des derfor til hverandre ved denne Omstændighed. Man kunde hæve Baan- 

dene, idet man udtrykte de varierende Omstændigheder ved visse teoretiske 

Sætninger, men den Opgave, man da tog Sigte paa, var en Undersøgelse 

af Lovene for Temperaturens Svingninger fra Døgn til Døgn 

i hvert enkelt Aar. Denne (almindelige) Art af Opgaver skal vi imid­

lertid ikke beskæftige os med her. Den ovenfor nævnte Observationsrække 

over Døgnets Middeltemperatur skal saaledes benyttes til at finde »Normal­

temperaturen« for hvert Døgn; de Middeltal, som man faar af Iagttagel­

serne, giver os de søgte Værdier med en vis Tilnærmelse, men vil man for­

bedre disse Værdier, maa man udjevne dem — altsaa udjevne Iagttagelser, 

som er bundet til hverandre.

Lad os nærmere betragte et andet Tilfælde, hvor Forholdene er nem­

mere at overskue, nemlig Temperaturens daglige Periode. Det drejer sig 

paa dette Sted kun om at belyse vore lagttagelsesværdiers og vore Op­

gavers Natur, og vi fremstiller derfor det iagttagne Fænomen i en noget 

simplificeret Skikkelse og antager, at lagttagelsesværdierne kun bindes til 

hverandre ved een væsentlig Omstændighed, nemlig Himlens Skyethed. Naar 

Himlen er klar, vil saavel Opvarmningen om Dagen som Afkølingen om 

Natten være større, end naar Vejret er graat. Med en god Tilnærmelse til 

de virkelige Forhold kan vi sætte Udslaget proportionalt med en lineær 

Funktion, nemlig a — bS, hvor a og b er positive Konstanter, medens S er 

den Brøkdel af Himlen, som er bedækket af Skyer. Ser man desuden bort 

fra de egentlige lagttagelsesfejl, der er smaa i Forhold til de Afvigelser, 

der skyldes Variationerne i Skyetheden, vil Udslaget herefter kunne ud­

trykkes saaledes , ,
ox = (a — bS)‘/l~x\,

hvor x er Tiden i Timer — f. Eks. regnet fra Midnat. Ved den Opgave,
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som vi i Virkeligheden skal løse, har vi intet at gøre med dette Udtryk — 

vi skal kun benytte Temperaturiagttagelsen men ikke tage Hensyn til 

Værdien af 5; vi anvender kun dette Udtryk her for at vise, hvorledes 

Iagttagelserne bindes til hverandre. Der foreligger Iagttagelser for hver 

Time, og vi vil særlig betragte to paa hinanden følgende Værdier, f. Eks. 

ov og o2, for hver Dag. Da Skydækket i Almindelighed ikke forandrer sig 

væsentligt i Løbet af en Time, vil (\ bindes til o2 .ved den for begge Iagt­

tagelser fælles Værdi af S; Afvigelserne fra de respektive Gennemsnitsvær­

dier vil overvejende begge være positive eller begge negative. Paa forskel­

lige Dage kan S antage forskellige Værdier, men man har stadig i det væ­

sentlige samme Værdi af S for hvert Par af Iagttagelserne or og o2, og 

danner man Middeltal for Værdierne af <\ og o2 f. Eks. for en Maaned, er 

* det indlysende, at disse Middeltal ogsaa er bundet til hinanden. Gaar vor

Opgave ud paa at bestemme den daglige Periode for en vis Maaned, vil 

vore lagttagelsesværdier netop være saadanne til hverandre bundne Middel­

tal — enten for en enkelt Maaned eller for samme Maaned i flere Aar. Da 

vi antager — eller i al Fald som en foreløbig Forudsætning kan gaa ud fra 

— at Klimaet ikke forandrer sig i Tidens Løb, vil, efterhaanden som vore 

Iagttagelser udstrækkes over længere Tidsrum, disse Middeltal ifølge vor 

Antagelse gennemgaaende nærme sig mere og mere til visse bestemte (men 

ubekendte) Værdier; men vil vi bestemme de ubekendte Værdier med en 

større Nøjagtighed end den, de fundne Middeltal er i Besiddelse af, maa vi 

udjevne disse Middeltal. Vi maa altsaa ogsaa i dette Tilfælde udjevne V ær- 

dier, der er bundet til hverandre.

Vore Opgavers særlige Natur kan belyses ved, at vi nærmere under­

søger, hvad det fører til, naar man vil undgaa den direkte Behandling af de 

bundne Iagttagelser. Vi skal da betragte den fælles bindende Omstændighed, 

S, som den primitive Iagttagelse og fremstille det tilsvarende Udslag, o, 

som Funktion af S. Dette kunde ske derved, at man ved passende Elimi­

nation delte Opgaven i to Dele, hvoraf den ene Del bestod af Bestemmel­

sen af Konstanterne a og b, og den anden Del af Bestemmelsen af den 

periodiske Funktion. Man vilde under disse Omstændigheder formelt faa en 

meget fuldstændig Løsning, nemlig et Udtryk af Formen

ux — (a — &S) •f I —I,

der giver Udslaget paa den enkelte Dag for enhver Tid og en­

hver Værdi af S. Den Opgave, som vi ønsker løst, er imidlertid en an­

den. Hvis de nævnte simple Forudsætninger var rigtige, vilde vor Løsning 

blive et specielt Tilfælde af den ovenstaaende, nemlig

ux = {a — bS^'f\^-x 
\24 ,
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naar So er Middelværdien af S. Men denne Vej vil man aldrig gaa, naar 

Opgaven er at finde Temperaturens daglige Periode. Arbejdet vilde nem­

lig for det første blive unødvendig stort, og for det andet vilde Resultatets 

Godhed være afhængig af Rigtigheden af den benyttede Hypotese.

For Fuldstændigheds Skyld og navnlig for at undgaa Misforstaaelser 

bør det dog tilføjes, at man ved Løsningen af vore Opgaver kan benytte 

en Fremgangsmaade, der er forskellig fra begge de ovenfor angivne. Vi 

gaar jo ud fra, at der ikke blot bagved de meteorologiske Elementers sta­

dige Variationer, men ogsaa bagved de søgte Perioder findes visse Naturlove, 

og at vore lagttagelsesværdier efterhaanden vil nærme sig til de tilsvarende 

Værdier af visse sande eller teoretisk rigtige Funktioner, som formulerer 

Lovene. Vi kan derfor ogsaa begynde med at opstille en Teori, men denne 

Teori skal for vore Opgavers Vedkommende vel at mærke ikke omfatte 

alle de væsentlige Omstændigheder ved det iagttagne Fænomen, men kun 

de Omstændigheder, der har eller antages at have Betydning for vedkom­

mende Lov. Vi opnaar altsaa heller ikke ved denne Fremgangsmaade at 

frigøre Iagttagelserne, eftersom vi ikke udtrykker alle de væsentlige Om­

stændigheder i Teorien, og hvis den opstillede Teori er rigtig, bliver der 

tilbage netop de samme bindende Omstændigheder, som vi undlader at tage 

Hensyn til, naar vi løser Opgaven uden Opstilling af specielle Hypoteser 

angaaende den teoretisk rigtige Funktion.

Den ovenfor omtalte Fremgangsmaade kunde synes at være naturlig 

ved visse teoretiske Undersøgelser angaaende Atmosfærens Fysik, men i 

Virkeligheden gør man sig herved Opgaven unødvendig vanskelig. Det er 

netop en stor Fordel, at man kan behandle lagttagelsesmaterialet for sig 

og Teorien for sig; har man først fundet udjevnede og forbedrede Værdier, 

kan man derefter udarbejde sin Teori og undersøge, hvorledes den stemmer 

med Erfaringen.

At man kan gaa frem paa denne Maade beror paa, at en hvilkensom- 

helst Teori, som man vil opstille, maa have Formen

-/27T \
Vx = f\ ---- X ,

' \M /

saaledes at der til en bestemt Fase kun svarer en Funktionsværdi, samt at 

man for at faa en fuldstændig Teori skal tage Hensyn til alle de Fæno­

mener, der varierer paa denne Maade, saafremt de staar i Aarsagsforhold 

til det betragtede meteorologiske Element. Naar vi da som vor eneste 

Forudsætning har, at den sande Funktion er af ovenstaaende Form, har vi 

opstillet den tilstrækkelige og nødvendige Teori for vore Opgaver. Ved Be­

handlingen af Temperaturens daglige Periode tager vi saaledes i Virkelig­

heden Hensyn til Temperaturens Afhængighed af Solens Højde og af Ud- 

straalingen til de forskellige Tider i Døgnet, og endvidere tager vi Hensyn 

til for Eksempel Variationen i Skyetheden, for saa vidt der heri findes en daglig
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Periode; derimod udelukker Teorien Variationer i Skyetheden eller i andre 

ledsagende Fænomener, for saa vidt eller naar de ikke er afhængige af 

Klokkeslettet.

Der er altsaa den Særegenhed ved vore Opgaver, at der ikke gøres 

Brug af nogen Hypotese (bortset fra Hypotesen om Klimaets Uforanderlig­

hed), og at Opgavens hele Teori kan udtrykkes i den Sætning, at de til 

Iagttagelserne svarende sande Værdier hører til en vis periodisk Funktion. 

Heraf følger, at der kun skal tages Hensyn til een eneste ledsagende Om­

stændighed ved Iagttagelserne, nemlig Tiden.

§ 3-

Forskellige Slags Fejl.

Vort Materiale til Bestemmelsen af de meteorologiske Elementers 

Perioder er behæftet med flere forskellige Slags Fejl. Efter deres Oprin­

delse kan de inddeles i tre Grupper, nemlig de almindelige (»tilfældige« 

eller »uregelmæssige«) Fejl, der skyldes Iagttageren, dernæst de Fejl, der 

hidrører fra aperiodiske Variationer i de atmosfæriske Forhold, og endelig 

har vi en meget vigtig. Gruppe af Fejl, der dels hidrører fra Ufuldkommen­

heder ved lagttagelsesmetoden og dels fra Iagttagelsens Afhængighed af de 

lokale Forhold. — Angaaende den anden af disse Grupper af Fejl, der ogsaa 

kan siges at hidrøre fra væsentlige Omstændigheder ved Iagttagelsen, hvor­

til der ikke tages Hensyn, kunde der være nogen Anledning til at overveje, 

om man skulde undgaa at bruge Ordet »Fejl«, da der her ikke er Tale om 

Fejl i almindelig Forstand. Der synes imidlertid ikke at være tilstrækkelig 

Grund til at besværliggøre Fremstillingen ved at indføre særlige Betegnelser 

for disse Afvigelser, og desuden er det ogsaa i en vis Forstand Fejl, nemlig 

Fejl paa de søgte Værdier.

Hvis man inddeler de forekommende Fejl med Hensyn til, hvorledes de 

forholder sig overfor Udjevningsregningen, bliver Grupperingen en noget 

anden. Saaledes kan der forekomme almindelige (»tilfældige«) Fejl blandt 

dem, der hidrører fra lagttagelsesmetodens Ufuldkommenhed og fra Iagt­

tagelsens Afhængighed af de lokale Forhold, og de vil sammen med de 

andre almindelige lagttagelsesfejl give sig til Kende ved Middelfejlsbereg­

ningen og senere kunne danne Grundlaget for Bestemmelsen af Pejlen paa 

den udjevnede Værdi. Overfor lagttagelsesregneren kan disse Fejl maaske 

derfor siges at optræde som synlige. Men lagttagelsesmetodens Ufuld­

kommenhed og de lokale Forhold kan ogsaa indføre Fejl, der i Modsætning 

til de foregaaende maa betegnes som skjulte. Naar for Eksempel et Ter­

mometer ikke er tilstrækkelig beskyttet mod Solstraaling, vil Udslaget i
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Temperaturens daglige Periode blive for stor, naar Solen skinner. Og man 

kan ikke paavise og altsaa heller ikke fjerne Fejlen, der hidrører fra Sol- 

straalingen, ved at sammenligne Iagttagelserne fra klare Dage med dem fra 

overskyede Dage, thi den virkelige Lufttemperatur, som man skulde maale, 

er ogsaa højere i klart Vejr end i Graavejr. Det blev i forrige Paragraf 

omtalt, at vor leori omfatter alle de Variationer i det betragtede Element, 

som er afhængige af Periodens Fase, men heraf følger, at saadanne Varia­

tioner, der fejlagtig kommer med i vore Iagttagelser, heller ikke bliver luk­

ket ude ved vor Teori.

De skjulte Fejl svarer — i al Fald tildels — til dem, som Gauss 

kalder for »regelmæssige«; om disse siger G. x):

»Dagegen haben andere Fehlerursachen bei sämmtlichen Beobachtungen 

derselben Art ihrer Natur nach entweder einen vollkommen constanten Ein- 

fluss, oder doch einen solehen, dessen Grösse in gesetzmässig bestimmter 

Weise allein von Umständen abhängt, welche mit der Beobachtung wesent- 

lich verkniipft sind. Fehier dieser Art werden constante oder regelmässige 

genannt«. Og videre: »Die Betrachtung der regelmässigen Fehier soli von 

unseren Untersuchungen ausdriicklich ausgeschlossen bleiben. Es ist nämlich 

Sache des Beobachters, alle Ursachen, welche constante Fehier hervor- 

zubringen vermögen, sorgfältig aufzusuchen und dieselben entweder abzu- 

stellen, oder wenigstens ihrer Wirkung und Grösse nach auf das genaueste 

zu erforschen, um ihren Einfluss auf jede einzelne Beobachtung' bestimmen 

und diese von jenem befreien zu können, so dass ein Ergebniss erzielt wird, 

als ob der Fehier iiberhaupt nicht vorhanden gewesen wäre«.

Vi tør imidlertid ikke saaledes se bort fra disse Fejl, blandt andet fordi 

vi benytter mangeaarige lagttagelsesrækker, som man maa tage med samt 

de Fejl, som det ifølge Gauss skulde have været Iagttagerens Sag at und- 

gaa. Men ogsaa nyere og iøvrigt paalidelige Iagttagelser er for de fleste 

meteorologiske Elementers Vedkommende temmelig stærkt behæftede med 

disse Fejl, og de vil først kunne undgaas, efterhaanden som man bliver i 

Stand til at fjerne Ufuldkommenhederne ved lagttagelsesmetoderne og til, 

gennem Studiet af Atmosfærens Fysik, at eliminere de lokale Forholds Ind­

flydelse paa Iagttagelserne.

Imidlertid maa det fremhæves, at mellem de meteorologiske Elementer 

indtager Lufttrykket i denne Henseende en Særstilling, idet Barometeriagt­

tagelser kun i ringe Grad kan befrygtes at lide af disse Fejl. De kan dog 

indføres ved Korrektionen for Temperatur og i højere Grad ved Barometer­

standens Henførelse til Havets Niveau, men i de fleste Tilfælde tør man 

betragte de lagttagelsesrækker, der benyttes til Bestemmelse af Lufttrykkets 

Perioder, som i det væsentlige frie for skjulte Fejl.

Ganske anderledes forholder det sig med Temperaturiagttagelserne, idet

*) »Abhandlungen zur Methode der kleinsten Quadrate«. Berlin. 1887. (S. I.)
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h o ld e F e j l e n p a a d e n u d je v n e d e  V æ r d i i n d e n f o r r im e l ig e  G r æ n s e r , m a a  

m a n a n v e n d e m a n g e a a r ig e l a g t t a g e l s e s r æ k k e r , m e n  d e t e r e n  b e tæ n k e l ig  

S a g a t b r u g e g a m le I a g t t a g e l s e r , n a v n l ig  n a a r m a n  k u n  h a r m a n g e l f u ld e  

O p ly s n in g e r o m , h v o r le d e s d e  e r a n s t i l l e t . F o r K ø b e n h a v n s V e d k o m m e n d e  

e k s i s t e r e r d e r s a a d a n n e  g a m le  I a g t t a g e l s e r , d e r s k a l b l iv e  G e n s ta n d  f o r e n  

k o r t O m ta le , d e l s f o r d i V æ r d ie r n e  s e n e r e  b e n y t t e s  t i l n o g le  U n d e r s ø g e ls e r  

a n g a a e n d e  B in d in g e n , o g  d e l s f o r d i m a n  h e r , d e s v æ r r e , h a r  e t g o d t E k s ­

e m p e l p a a e t M a te r i a le , d e r e r b e h æ f t e t m e d  v i s t a l l e  tæ n k e l ig e  F e j l . D e  

n æ r m e r e  O p ly s n in g e r  o m  d i s s e  I a g t t a g e l s e r f i n d e r m a n  i V. Wtllatime-Jant- 

zeris » M e te o r o lo g i s k e O b s e r v a t io n e r  i K jø b e n h a v n «  ( K b h . 1 8 9 6 ) .

D e æ ld s te a f d i s s e I a g t t a g e l s e r , n e m l ig  f r a 1 7 6 8  t i l 1 8 1 7 , e r a n s t i l le t  

p a a  R u n d e ta a r n ; d e r e r im id l e r t i d  S p r in g  i R æ k k e n , i d e t A a r e n e 1 7 7 7 — 8 1  

o g  1 7 8 9 — 9 6  s a m t 1 8 0 0  o g  1 8 0 2  m a n g le r , s a a  a t d e r k u n  b l iv e r 3 4  A a r t i l ­

b a g e . D e t a n g iv e s , a t T e r m o m e tr e t h a n g  i f r i L u f t p a a  N o r d s id e n  a f  d e t  

l i l l e O b s e r v a to r iu m  o v e n p a a  T a a r n e t , o g  s a m m e n h o ld e r m a n  d e t , s o m  m a n  

v e d  o m  D a t id e n s  T e r m o m e te r o p s t i l l i n g e r , m e d  d e  A f v ig e l s e r , s o m  d i s s e  I a g t ­

t a g e l s e r v i s e r f r a s e n e r e l a g t t a g e l s e s r æ k k e r , t ø r m a n  v i s t s lu t t e , a t T e r ­

m o m e t r e t i k k e v a r b e s k y t t e t im o d  f r i U d s t r a a l in g  t i l H im m e l r u m m e t o g  

n e p p e h e l l e r b e s k y t t e t im o d S o l s t r a a l i n g M o r g e n o g A f te n  p a a A a r e t s  

læ n g s t e  D a g e .



12 INDLEDNING.

Derefter følger 43 Aars Iagttagelser, nemlig fra 1818 til 1860, fra den 

gamle botaniske Have ved Charlottenborg. Det angives, at Termometret 

hang inde i Haven i Skygge først 4 Fod, men senere kun 2 Fod over 
Jorden.

De senere Iagttagelser stammer alle fra Landbohøjskolens Have, og 

det er først her, at der benyttes et Termometerhus. Men Termometeropstil­

lingen kan dog ikke betegnes som særlig god, og desuden har Læforhol­

dene forandret sig meget i Tidens Løb.

Ved Hjælp af 5 Aars samtidige Iagttagelser er Iagttagelserne fra Runde- 

taarn »reducerede« til den gamle botaniske Have, og herfra er de atter 

»reducerede« til Landbohøjskolens Have ved Hjælp af 11 Aars samtidige 

Iagttagelser.

Man ser af disse Antydninger, at der er god Grund til at antage, at 

dette Materiale er behæftet med Fejl af forskellig Art, og Fejlkilderne er 

langtfra udtømte med det, som ovenfor er sagt. Saaledes har Observations­

tiderne skiftet, og tildels kendes de slet ikke.

Med Rette kan der spørges om, hvilken Betydning man kan tillægge 

de Resultater, man kommer til ved at benytte et saa broget Materiale, 

og Svaret turde da blive, at man kun med største Forsigtighed tør anvende 

de Resultater, som angaar absolute Bestemmelser, altsaa for Eksempel selve 

»Normaltemperaturen«. Derimod har jeg anset Materialet for at være godt 

nok til den Undersøgelse, der fra først af var Anledningen til at tage hele 

Spørgsmaalet op om Udjevning af periodiske lagttagelsesrækker, nemlig Un­

dersøgelsen af de sekundære Minima og Maxima paa Temperaturkurven. 

Her har de absolute Værdier ikke megen Betydning; det væsentligste er, at 

Iagttagelserne i det enkelte Aar er anstiJlet paa ensartet Maade fra Dag 

til Dag.

Med Hensyn ti] Behandlingen af andre end de ovenfor omtalte mete­

orologiske Elementer skal jeg indskrænke mig til at anbefale den største 

Varsomhed ved Anvendelsen af de Resultater, som man maatte komme til, 

hvis man ikke har fuldstændige Oplysninger om de Forhold, under hvilke 

Iagttagelserne er anstillet.

Med Hensyn til de Fejl, der stammer fra de aperiodiske Forandringer 

i Atmosfæren, skal det bemærkes, at de kan optræde som skjulte Fejl i de 

daglige Perioder. Hvis man vilde beregne Temperaturens daglige Periode 

ved Hjælp af et enkelt Aars Iagttagelser, vilde disse Fejl saaledes forblive 

skjulte. I Afsnittet om »Binding'« vil det senere blive omtalt, hvorledes 

Materialet, naar det er tilstrækkelig stort, kan lægges til Rette, saaledes at 

disse Fejl kommer til at optræde som synlige.

Derimod kan man ikke forhindre, at i al Fald en vis Del af de Fejl, 

der hidrører fra lagttagelsesmetodens Ufuldkommenhed og fra de lokale For­

hold, forbliver skjulte. Dersom disse Fejl er store i Forhold til Fejlene paa 

de beregnede Værdier, kan et tilsyneladende godt Resultat maaske i Virke-
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ligheden være ubrugeligt til den paatænkte Anvendelse. Naar man vil søge 

at danne et Grundlag for Behandlingen af de meteorologiske Iagttagelser, 

er det derfor nødvendigt at fremhæve Betydningen af de skjulte Fejl: hvis 

Iagttageren ikke har sørget for eller ikke har været i Stand til at undgaa 

disse Fejl, maa Resultatet af en Udjevning anvendes med fornøden Forsig­

tighed. Men naar man har henledet Opmærksomheden tilstrækkeligt herpaa, 

kan man derefter i Overensstemmelse med Gauss sige, at Sagen ikke ved­

kommer Beregneren eller Opgavens tekniske Behandling.



II.

OM UDJEVNINGSPRINCIPER.

§ 4-

Mindste Middelfejls Princip.

Enhver Udjevningsmetode maa støtte sig til et eller andet Princip, og 

det Princip, som vi skal kunne anvende, maa være meget rummeligt, fordi 

Iagttagelserne er bundet til hverandre, og fordi Udjevningsfunktionen er ube­

kendt. Et saadant Princips Rigtighed bør desuden være indlysende, hvilket for 

Eksempel ikke kan siges om de mindste Kvadraters Princip. Man kan 

nemlig kun umiddelbart indse, at Summen [(<9 — zz)2] skal nærme sig til Nul, 

naar de forelagte Værdier nærmer sig til at være fejlfrie, men man kan ikke

paa Forhaand vide, at den nævnte Sum eller Summen
(<? — u)2

skal være

et Minimum, naar Fejlene har en vis Størrelse. Ved de Opgaver, hvor Ud­

jevningsfunktionen er ubekendt, virker Principet ligefrem vildledende, idet

Resultatet maa antages for at være godt, naar Differenserne o — u bliver 

meget smaa. Desuden vil det senere blive vist, at mindste Kvadraters Me­

tode anvendt paa bundne Iagttagelser fører til Resultater, der ikke kan anses 

for at være rigtige, uagtet saadanne Iagttagelser ikke er udelukket ifølge 

det opstillede Princip.

Thi el es Princip er ret vanskeligt at faa fat paa. I »Elementær lagt- 

tagelseslære« udtales det vist skarpest (S. 56) saaledes: »Det er Udjev- 

ningens Ide gennem denne Transformation at give Theorien sit og Iagt­

tagelserne deres ..... Dette Princips Rigtighed kan maaske nok betragtes 

som indlysende, men det er for vagt til, at man af det alene kan udlede en 

Udjevningsmetode; det støttes derfor paa flere Maader, for Eksempel ved 

Antagelsen om, at Middeltallet er den bedste Repræsentant for en Række af 

Gentagelser. I Overensstemmelse med Principet fordres her en fuldstændig 

(bekendt eller hypotetisk opstillet) Teori, saaledes at lagttagelsesværdierne 

bliver frie af hverandre; dette Princip er altsaa ikke saa rummeligt, at det 

omfatter vore Opgaver.

Man kunde opstille et Princip, der er tilstrækkeligt rummeligt, og hvis 

Rigtighed neppe kan drages i Tvivl, nemlig: Fejlene paa de udjevnede
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V æ rdier skal væ re saa sm aa som  m uligt. M en i denne Skikkelse er Principet 

for vagt; m an m aa vedtage, hvorledes Fejlenes Størrelse skal vurderes, før­

end m an ved dets H jæ lp kan udlede en U djevningsm etode. A f praktiske  

H ensyn findes der her ikke A nledning til at benytte andet M aal for Fejlen  

end M iddelfejlen, og Principet kom m er da til at lyde saaledes: M iddelfejlene  

paa de udjevnede V æ rdier skal væ re saa sm aa som m uligt. I om trent denne  

Skikkelse findes Principet hos Gauss l), der anvender det til at vise B eret­

tigelsen af m indste K vadraters M etode. —  D et er en Selvfølge, at de ud ­

jevnede V æ rdier skal tilfredsstille visse andre B etingelser foruden den B e­

tingelse, som direkte indeholdes i Principet, th i naar m an kender Iagttagel­

sernes Fejllove, kan m an beregne M iddelfejlen for ethvert U dtryk af Iagt­

tagelserne, m en ethvert saadant U dtryk kan ikke repræ sentere en udjevnet 

V æ rdi.

V ore O pgavers N atur og lagttagelsesvæ rdiernes Egenskaber tillader 

ikke, at vi ligefrem udleder den U djevningsm etode, som senere vil blive om ­

talt, af dette Princip; det vil dog finde nogen direkte A nvendelse, m en iøv- 

rigt bliver det næ rm est kun vejledende for os, idet Principet viser os det 

M aal, som vi skal stræ be efter at naa.

D et skal nu først vises, hvorledes m an ved H jæ lp af m indste M iddel­

fejls Princip kom m er til N orm alligningerne, naar Iagttagelserne er frie (m en  

ikke, naar de er bundet ti] hverandre). D erved opnaar vi ikke blot at se, 

hvorledes det alm indelige Princip virker i det specielle Tilfæ lde, m en vi faar 

tillige velkendte R esultater som U dgangspunkt for senere U ndersøgelser.  

D en følgende Frem stilling slutter sig næ rm est til Helmert-}.

V i gaar ud fra, at der foreligger n Iagttagelser, o, og at der skal be­

stem m es m Elem enter, x, y • • • • z. Endvidere gaar vi ud fra, at dersom  

m an kendte de sande V æ rdier af o — vi kalder dem v —  kunde m an  

opstille n Ligninger:

(1) Vi = piX-P  qi YH--------- 1- nZ,

(z =  1, 2, 3  • • • - ?z),

hvor X, Y- • • -Z er de sande V æ rdier af x, y • • • -z, og </• • • -r er givne  

Tal. O pgaven er da at finde visse R epræ sentanter for v — vi kalder 

dem u. — som for det første tilfredsstiller de til (i) svarende n Ligninger

Ui = piX + cyy H--------- V rtz,

og for det andet har den m indst m ulige M iddelfejl.

V i løser O pgaven ved først at bestem m e Elem enterne; hertil har m an  

kun de n Iagttagelser, og vi ved  tag  er nu, at Elem enterne skal udtrykkes 

lineæ rt ved disse Iagttagelser. V i sæ tter derfor

»A bhandlung zur M ethode der kleinsten Q uadrate«. B erlin . 1887. S. 19  —  27.

2) F. R. Helmert: »D ie A usgleichungsrechnung nach der M ethode der kleinsten Q uadrate«. 

Leipzig & B erlin 1907.
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X = 4- a 2 < ?2 ~ j~ • • • • 4- ctn (7n —  [c tf],

hvor K oeffic ien terne a fo re løb ig er ubestem te.

V i m ultip licerer derefter hver af de n L ign inger (i) m ed den tilsvarende  

K oefficien t a og faar efter en A ddition

[ccz/] =  [/a]  X +  |ya] Y --j--------- H [ra ] Z-

D erefter underkaster v i de n K oeffic ien ter fø lgende m B etingelser:

(3 ) [/« ] =  i, [< ?cc] =  ••••  =  [m ] =  o ,

og har altsaa

(4 ) X =  [cw ].

A f (2 ) og (4 ) ser m an, at x kan opfattes som  en R epræ sen tan t fo r X, 

naar B etingelserne (3 ) er opfy ldt, th i da v il x kun kunne afv ige fra den  

sande  V æ rd i, X, derved , at Iag ttagelserne o afv iger fra deres sande V æ rd ier. 

M en nu fo rd rer v i endv idere , at K oeffic ien terne a skal bestem m es saaledes, 

at M iddelfe j Iskvadret fo r x b liver et M inim um . H er kan v i fo reløb ig gaa  

ud fra, at Iag ttagelserne er lige gode og ikke bundet til hverandre , og  

v i skal altsaa have:

[a /z /cci] =  o ,

idet de m K oeffic ien terne tillige skal opfy lde de m B etingelser  

[pidcd\ = [qjdcY\ = — [rtdat] — o .

V ed H jæ lp af d isse B etingelseslign inger elim inerer v i m af K oefficien ­

terne; dette kan udføres ved at m an sæ tter

[(W c* ,] —  kr [pidat\ — k2 [qidat] — • • • • — km [rtdat] — o ,

eller

[(cc , —  ptkx — ^k 2 —  • • ’ • —  ri£ m ) daj\ — o ,

og bestem m er kx, k2-"-km saaledes, at F ak to rerne til m af T ilvæ ksterne  

da-L b liver N ul. D e resterende n — m K oefficien ter a kan da betrag tes som  

uafhæ ngige V ariable , og F ak to rerne til deres T ilvæ kster m aa derfo r ogsaa  

alle væ re N ul. V i faar da

(5 ) a, —  pik\ + qtk2 +•••• + rtkm,

og indsæ tter v i d isse  V æ rd ier fo r a  i (3 ), kan  H jæ lpestø rrelserne k bestem m es  

ved H jæ lp af de m L ign inger

(6 )

\PP\ + \P0\ ^'2 +•••'+ [Pr] — I, 

[qp] kr + [qq] ’ * + [#r] = °’

[r/] kx + [rq] k2 H --------- 1- [rr] km =  o .
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Af (2) og (5) faar man

(7) X = M + M M----------H H ,

og vi finder derfor den Værdi af x, som under de givne Forudsætninger 

har den mindste Middelfejl, naar vi beregner Hjælpestørrelserne k af (6) og 

indsætter Værdierne i (7). Selve denne Regning skal dog ikke udføres her, 

da det er nemmere at vise, at det Resultat, vi vilde komme til, er det 

samme som det, Normalligningerne giver.

Af Normalligningerne

[PP] x + [pq\y H---------F [pr] z = [po],

[qp] x + [qq]y 4--------- F M z =

\rp\ x 4- [rq] y + • • • • -|- [rr] z — [ro\,

finder vi x ved at multiplicere med de foreløbig ubestemte Hjælpestørrelser

Kr, K>- • • ' Km og addere, hvilket giver

([//] + M H--------- F [rp\ Km) X

+ M Ki + [qq] +........ [rq] Km)y

+................................................................

+ [[pr] Kx + [qr] K2 4-------- F [rr\ Km] z

= [po] + [qo\ K2 H--------H [ro] Km ,

og derefter bestemme Hjælpestørrelserne ved Hjælp af Ligningerne:

' [PP] Ki + [qp] K2 H----------p [rp] Km = i,

[pq\ Ki + [qq] K, h ----------F [rq] Km = o,

. [pr] Kx + [qr] K2----------F [rz] Km = o;

man har da

(9) x — [po] Kr + [qo\ K2-\---------h [ro] Km.

Af (6) og (8) ser man, at

1? — K k — K ... . £ — K 
/t;2 — •Zk2’ /t'ni — 5

°g (7) og (9) viser derefter, at den Værdi for et Element, som vi fandt ved 

den anden Metode, er den samme som den, Normalligningerne giver.

Det er imidlertid ikke den oprindelige Opgave, som her er løst, men 

det er let at vise, at Resultatet vilde være blevet det samme, hvis vi 

straks havde taget Sigte paa at bestemme Værdierne zt ved Hjælp af 

mindste Middelfejls Princip. Man kunde da have transformeret Elementerne
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x, y- • • ‘Z t i l rp  • • •£ sa a led e s , a t d e tra n s fo rm ere d e E le m e n te r v a r f r ie  

a f h v e ra n d re . I S te d e t fo r

ut — pLx + qty + • • • • + riz, 

h a v d e m a n d a

Ui = p£ + qt'r\ H - - - -- - - -- P  ^ ,v ’4

h v o r

x2W = +•••• + ^<v)2 w

N a a r d a Å 2 (« i) sk u ld e v æ re e t M in im u m , m a atte Å 2 (£ ) , M n ) ‘ ’ ‘ o g sa a  

h v e r fo r s ig v æ re e t M in im u m , o g B e s tem m e lse n a f d e e n k e lte E le m e n te r  

v ild e d e re f te r v æ re a t fo re ta g e p a a sa m m e M a ad e so m  fo ra n . —  A t V æ r ­

d ie rn e u ik k e v ild e p a a v irk e s a f e n sa a d a n T ra n s fo rm a tio n , b e h ø v e r ik k e  

n æ rm e re P a a v isn in g .

D e r e r i d e t fo re g a ae n d e  g jo r t B ru g  a f  to  F o ru d sæ tn in g e r o g  e n  V e d tæ g t.  

F o r d e t fø rs te b le v d e t fo ru d sa t, a t Ia g tta g e lse rn e v a r l ig e g o d e ; d e t e r  

im id le r tid le t a t v ise , a t n a ar d e r t i l læ g g e s Ia g tta g e lse rn e fo rsk e llig  V æ g t,  

k o m m e r m a n  o g sa a  t i l sa m m e  R e su lta t so m  v e d  m in d s te  K v a d ra te rs  M eto d e  x ) .

F o r d e t a n d e t b le v d e t fo ru d sa t, a t Ia g tta g e lse rn e v a r f r ie , d a v i k u n i 

d e tte T ilfæ ld e h a v d e

X 2 ( r ) =  [a f2 Å 2 (< ? i)] .

D e rso m  Ia g tta g e lse rn e e r b u n d e t t i l h v e ran d re , k a n m a n o g sa a a n v en d e  

m in d s te M id d e lfe jls P rin c ip , sa a fre m t m a n k a n fo rm u le re F e jllo v en fo r Ia g t­

ta g e lse rn e . M e n m a n k o m m er d a t i l e t a n d e t (o g b e d re ) R e su lta t e n d d e t,  

so m  N o rm allig n in g e rn e g iv e r. D e tte P u n k t b liv e r se n e re b e rø rt.

E n d e lig  b le v d e t v e d tag e t, a t E le m en te rn e sk u ld e u d try k k e s l in e æ rt v e d  

Ia g ttag e lse rn e . D e r e r d e rfo r e n M u lig h e d fo r , a t d e r fo r E le m e n te rn e k a n  

f in d e s ik k e - lin e æ re U d try k , so m  h a r m in d re M id d e lfe jl .

D e su d en m a a d e t e r in d re s , a t d e r a lle red e v e d P rin c ip e ts O p s tillin g ­

b ru g te s e n V e d tæ g t, n e m lig a t M id d e lfe jle n b e tra g te s so m  d e t re tte M a al  

fo r F e jle n . —  D e t b e m æ rk e s , a t » M id d e lfe jl« k a n e rs ta tte s m e d » d e n sa n d ­

sy n lig e F e jl« .

M in d ste M id d e lfe jls P rin c ip h a r ik k e b lo t te o re tisk In te re s se , m e n d e t  

k a n o g sa a i v isse T ilfæ ld e a n v e n d e s d irek te m e d F o rd e l. S a a le d es fø re r  

d e t n e m m e re t i l M a ale t e n d N o rm allig n in g e rn e , n a a r m a n ø n sk e r d e n u d -  

je v n e d e V æ rd i u d try k t v e d se lv e Ia g tta g e lse rn e . V il m a n fo r E k se m p e l  

v e d H jæ lp a f N o rm allig n in g ern e o p s tille e n F o rm e l fo r  U d je v n in g  t i l M id te n  

a f  2m +  i æ k v id is ta n te V æ rd ie r e f te r e n R æ k k e a f F o rm en

ut — x0 + xxi + x^i? + ••••,

* ) S e f . E k s . Helmert: » A u sg le ic h u n g s rec h n u n g « . S . 4 5 .
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kan m an give den  V æ rdi, der skal udjevnes, A rgum entet i —  o og de andre  

V æ rdier A rgum enterne + 1 , +  2-••• +  /« ; m an skal da finde « 0 =  ^0 1).

S æ tter vi

i = ni

giver N orm allign ingerne

— X0&0 + X2Ö2 + + X6^6 + ’ ’ ' ’

52 = X0&2 4“ X2Ci 4" XiC6 + X^S + - - ‘

= X0&L + X2^6 + XiÖ8 + ̂ 6Ö10 4 * ’ • •

56 zz= %q (56 -j- ^0§ ~F -^4^10 “H ^6*^12 + • • • •

V il vi fo r E ksem pel opstille en S yvendegradsform el, skal vi altsaa beregne  

D eterm inan ten

ö0 ^2 *^6

__ Ö2 Ö4 Ö6 Ö8

Ö6 Ös G10

^6 Ö8 Ö10 Ö12

hvorefter den søg te F orm el bliver

hvor A er de til xQ svarende U nderdeterm inan ter. A t R egningen bliver 

besvæ rlig , ser m an allerede deraf, at naar m — 4 , hvilket er den m indste  

V æ rdi, som  m i dette  T ilfæ lde kan have, bliver fo r E ksem pel ö 12 —  34625508 .

V il vi løse den sam m e O pgave ved H jæ lp af m indste M iddelfejls  

P rincip , kan vi gaa ud fra fø lgende B etrag tn inger. V i skal opstille en  

F orm el, hvori den udjevnede V æ rdi, zz0 , er lineæ rt udtryk t ved Iag ttagel­

serne o. F orm len skal væ re af syvende G rad , hvilket vil sige, at den  

anvendt paa en R æ kke æ kvid istan te V æ rdier, der hører til en F unktion  

af syvende G rad, skal lade disse V æ rdier fo rb live uforandrede; naar m an i 

F orm len indsæ tter vt i S tedet fo r skal m an altsaa have zz0 =  z/0 . D esuden  

har vi =  o , og endelig sæ tter vi m — 4 . D en alm indeligste  F orm , som  

F orm len under disse O m stæ ndigheder kan have, er

«o = °o
=  (1 +  70^) + ^-1) +  28£  (< 72+ ^_ 2 ) —  8£  (ø3+ < ?_3 ) +  k (ö 4+ö _4),

hvor k er et vilkaarlig t T al. H eraf faar vi

Å20o) = (i + 14°^ + 12870^) å2(ö ),

') I. P. Gram-. > O m R æ kkeudvik linger« . S . III. J. Altenburger-. »V ersicherungsw issen-  

schaftliche M itteilungen« . 4 . B and. S . 87 .
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o g  d e r p a a b e s te m m e r v i k s a a le d e s , a t Å 2 ( z z 0 ) b l iv e r s a a  l i l l e s o m  m u l ig ; v i  

s æ tte r a l t s a a

=  ( 1 4 0  +  2 5 7 4 0 ^ )  Å 2 ( < ? ) =  o ,

7
h v i lk e t g iv e r  k — —in d s æ tte s d e n n e  V æ r d i i o v e n s ta a e n d e  U d tr y k  

f o r uQ, e r F o r m le n  f æ r d ig .

E f te r a t v i i d e t f o r e g a a e n d e  h a r s e t , h v o r le d e s d e t o p s t i l l e d e  P r in c ip  

f ø re r t i l v e lk e n d te  R e s u lta te r i d e t s p e c ie l le  T i lf æ ld e , h v o r I a g t ta g e ls e r n e  e r  

f r ie , k a n  v i m e d  s tø r r e  T r y g h e d a n v e n d e  P r in c ip e t , h v o r I a g t ta g e ls e r n e e r  

b u n d e t t i l h v e r a n d r e . I m id le r t id  h a r v i o g s a a  d e  V a n s k e l ig h e d e r a t k æ m p e  

m e d , s o m  f ø lg e r a f , a t U d jé v n in g s f u n k t io n e n  e r u b e k e n d t . S a a d a n n e O p ­

g a v e r lø s e s i A lm in d e l ig h e d v e d H jæ lp  a f  U d je v n in g s ræ k k e r , o g  v i s k a l  

d e r fo r n æ r m e r e b e t r a g te d e n  F r e m g a n g s m a a d e , s o m  ( s k u ld e ) a n v e n d e s v e d  

B e s te m m e ls e n  a f h v i lk e L e d , d e r u n d e r g iv n e  O m s tæ n d ig h e d e r s k a l t a g e s  

m e d  i e n  s a a d a n  R æ k k e .

§  5 -

O m  V a lg  a f  L e d d e n e  t i l U d je v n in g s r æ k k e r .

S o m  U d g a n g s p u n k t f o r B e tra g tn in g e n  a f V a lg  a f  L e d d e n e  t i l U d je v ­

n in g s r æ k k e r t a g e r v i d e t f ø r s te S ty k k e  a f  §  5 6  i » E le m e n tæ r I a g t ta g e ls e s -  

læ r e « , d e r ly d e r s a a le d e s :

» V e d U d je v n in g s r æ k k e r , d e t v i l s ig e , h v o r T h e o r ie n  f r e m s t i l l e r I a g t ­

t a g e ls e r n e  i F o r m  a f  e n  R æ k k e  a f  a d d i t iv  F o r m  m e d  L e d  i u b e s te m t ( u e n ­

d e l ig t) A n ta l , h v e r t L e d  m u l t ip l ic e r e t m e d  e n  u b e k e n d t F a k to r , e t E le m e n t ,  

o g  h v o r a l t s a a  E le m e n tu d je v n in g  m a a  a n v e n d e s , f a a r F e j lk r i t ik e n  d e n  s æ r l ig e  

O p g a v e a t a n g iv e , h v o r m a n g e ( e l le r h v i lk e ) L e d  a f  R æ k k e n  d e r s k a l m e d ­

t a g e s i U d je v n in g e n . H e r t i l h a v e s d e t s e lv s k r e v n e  M id d e l i F o r m le n  ( 7 9 )

= 11 — m + 2(11 — .

D e  m L e d  i R æ k k e n , d e r ,h e r e r b e te g n e t m e d  S , s v a r e n e m l ig  h v e r t f o r  

s ig  t i l e t E le m e n t , a l t s a a  t i l e t a f  U d je v n in g s r æ k k e n s L e d . F o r h v e r t L e d ,  

m a n  o p ta g e r i d e n n e , f o r m in d s k e s a l t s a a  K r i t ik l ig n in g e n s h ø j r e S id e m e d
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2
i. Beholder man

Å
Regel, da begaar Udjev-

omtrent en Enhed, Kritikens Udfald bliver altsaa gunstigere, dersom man

udskyder alle saadanne Led, for hvilke

Led, der i væsentlig Grad falde ind under
ningen den Fejl at være for »svag« ; udskyder man derimod Led, for hvilke

2rv o

X X
i, saa gør man sig skyldig i for »stærk« Udjevning«.

Her betegner o ligesom før Iagttagelserne, u de udjevnede Værdier, 
n Antallet af Ligninger og m Antallet af Elementer; X er en forkortet Be­
tegnelse for Å2(ø). Det er endvidere forudsat, at Elementerne er transformerede 
saaledes, at man for Eksempel har

man har derfor ogsaa

X C2

Å

Dersom man foreløbig ser bort fra den Usikkerhed, som indføres med

Leddet + ]/2(^—m}, kan man altsaa give Kritikligningen Formen

= n • — m,

og Opgaven er da ved Hjælp af denne Ligning at bestemme, hvilke Led af 
Rækken der skal tages med i Udjevningen.

For at gøre Sagen saa simpel som mulig betragter vi kun saadanne 
Tilfælde, hvor Elementerne kan bestemmes uafhængig af hverandre, saaledes 
som det finder Sted ved Udjevning efter den foran omtalte trigonometriske 
Række. Da der er n Ligninger, kan der bestemmes ialt n Elementer, og 
vi kan da gaa ud fra, at man har bestemt alle disse Elementer og deres 
Middelfejl. Vi ordner Elementerne efter deres »Godhed«, det vil sige efter

C2aftagende Størrelse af Forholdene og benytter dem i denne Rækkefølge,

saaledes at der til et vist Udjevningsforsøg forudsættes at være anvendt de
m Elementer, der svarer til de m største af disse Forhold.
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Vi sætter nu

OM UDJEVNINGSPRINCIPER.

og
F2 (in) — n — m.

og man skulde herefter betragte Fejlkritikens Udfald som desto gunstigere, 

jo bedre Ligningen
F^in) — F2(m)

var tilfredsstillet.

Hertil maa dog først bemærkes, at denne Ligning altid er tilfredsstillet 

for m = n, da man i dette Tilfælde har ikke blot

F2(ri) = o,

men ogsaa 

A(«) = o,

thi er Elementernes Antal lige saa stort som Ligningernes, bliver zz, = ot; 

men det er selvfølgelig ikke denne Løsning, som man søger eller ønsker at

nærme sig til. Endvidere bemærkes, at 7^2(o) — n, medens 7^(0) = i Al­

mindelighed er mange Gange større end n. Endelig, at de sidste af Forhol­
ds

dene i den ordnede Række i Almindelighed nærmer sig stærkt til Nul.

Skematisk kan man derfor fremstille Sagen saaledes, at Værdierne af Fx(m) 

ligger paa Kurven PORQ, Fig. 2, medens Værdier af F2(m) ligger paa den 

rette Linie SQ, og det er da Skæringspunktet O, eller rettere den dertil 

svarende Abscisse som man vil "opsøge.
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Følger m an nu den ene af de givne Anvisninger, nem lig bestem mer 

Elementernes Antal ved Hjælp af Ligningen F^m) — F2(m}, saa vil m an  

kun kunne være i Tvivl om , hvorvidt der ska.1 tages et Elem ent m ere eller 

m indre m ed. Lad os da antage, at Leddenes Antal bestem t paa denne 

M aade er mx\ der udskydes altsaa n — Elem enter. Det er nu let at se, 

at naar
\o o\ C2

aw=[t]-2,
saa bliver for de udskudte Elem enters Vedkom m ende Sum m en af For­

holdene <2 : Å2(C) ogsaa lig m ed n — mx, eftersom vi har Fx(n) =  o. 

Gennem snitsværdien af : Å2 (<Q for disse Elem enter bliver altsaa lig  

m ed 1, m en dette staar i Strid m ed den anden af de givne Anvisninger, 

ifølge hvilken m an kun skulde udskyde de Elem enter, hvor C2 .

Dersom 11 — er stor , og dersom der tillige udkræves m ange srnaa Led  

til at frem stille den teoretisk rigtige Funktion m ed tilstrækkelig Nøjagtighed, 

kan Forskellen blive stor m ellem de Resultater, som m an kom m er til ved  

enten at følge den ene eller den anden af de to Fremgangsm aader. I foran- 

staaende Figur er der til Kurven trukket en Tangent SQ, Kurvestykket 

RQ vil da svare til de Elementer, for hvilke m an har £2 : Å2(C) <  i, og den  

til R svarende Abscisse angiver altsaa Antallet af Elem enter bestem t ved  

den sidste af de to Fremgangsm aader, m edens de om tvistede Elem enter 

repræsenteres af Kurvestykket RO.

Der er bragt en Slags indre Overensstemm else til Veje m ellem de to  

Anvisninger derved, at der til Kritikligningens højre Side er føjet Leddet 

4- y  2 (« Der indføres im idlertid herved saa stor en Usikkerhed, at 

denne ikke blot kan strække sig over de om tvistede Elem enter, m en den  

vil ogsaa kunne tillade, at m an for ni vælger en Værdi, der er m indre 

end den, der ovenfor betegnedes ved nt^, m en herved fjerner vi os endnu  

m ere fra Anvisningen om , at m an skal beholde de Elem enter, for hvilke 

^:X 2rø>i-
Under visse sim ple Porhold er det iøvrigt let at se, hvorledes det for­

holder sig m ed denne Sag. Har vi n — ni rene Fejlelem enter, dei er ind­

byrdes frie og lige gode, skal vi for disse Elem enters Vedkom mende til­

nærm elsesvis have
X  £2 = —  w) X2(£),

og ligeledes tilnærm elsesvis
S  £ =  O.

Og her m aa m an vente  

m erisk større end V\(0 ’

at om trent en Trediedel af Elem enterne er nu- 

altsaa at m an faar .— y. >  i for om trent en Tredie- 

del af det hele Antal, som skal udskydes.
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§ 6.

Fejlen paa den udjevnede og forbedrede Værdi.

De almindeligt benyttede Udtryk for Fejlen paa den udjevnede Værdi 
gælder kun for frie Iagttagelser, og naar der er udjevnet efter den teoretisk 
rigtige 
Hjælp 

Funktion. Har man saaledes fundet den udjevnede Værdi, m, ved 
af de m transformerede Elementer rp«««£,

kan
4---------F

almindelige Omstændigheder betragtes som et legitimt Udtryk forunder
Fejlen paa zzz x). Men dersom man har fundet ved Hjælp af m Led af 
en Udjevningsrække, maa man forvente, at Fejlen paa zzz er større, end 
Udtrykket (io) for u-t angiver, idet Usikkerheden i Bestemmelsen af Ut er 
forøget ved Spørgsmaalet om, hvormange Led der skulde tages med af den 
benyttede Række.

For vore Opgavers Vedkommende kommer hertil, at Iagttagelserne er 
bundet til hverandre, og Vanskelighederne forøges derved saa meget, at 
det neppe lønner sig at forsøge paa at beregne Fejlene for de enkelte ud­
jevnede Værdier. Men da det maa betragtes som en meget væsentlig Del 
af en Udjevningsopgave at vurdere det opnaaede Resultats Godhed, vil vi 
forsøge at udarbejde en Metode, der kan tjene til at give i alt Fald et Skøn 
over Fejlenes Størrelse.

Vi kan da gaa ud fra de n Ligninger, der repræsenteres af ovenstaaende 
Ligning (io). Naar man dividerer paa begge Sider af Lighedstegnet med 
Å2(øi) og derpaa adderer, faar man, idet Antallet af Elementer er m, 

vi,

eller

— 11 — Dl.

Ligning (u) er en Identitet, og Å2(z/,) betegner her kun et vist mate­
matisk Udtryk. Men dersom der er udjevnet efter den teoretisk rigtige 
Funktion, og dersom Iagttagelserne er frie af hverandre, kan dette Udtryk 
for Å2(«f), nemlig (io ), betragtes som det legitime Udtryk for Fejlen paa 
iii, og under disse Omstændigheder maa det tillige forventes, at Kritik­
ligningen under Formen

*) »Elementær lagttagelseslære«. Side 72.

f
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( 1 2 )

e r  t i l f r e d s s t i l l e t  m e d  g o d  T i l n æ r m e l s e . A f  ( 1 1 )  o g  ( 1 2 )  f a a r  v i  d e n  b e k e n d t e  

L i g n i n g  i )

o g  d e r s o m  d e  o v e n f o r  n æ v n t e  B e t i n g e l s e r  e r  t i l f r e d s s t i l l e t , k a n  v i d e r f o r  

b e t r a g t e  d e t  Å 2 ( z ^ ) , d e r  i n d g a a r  i  ( 1 3 ) , s o m  e t  U d t r y k  f o r  F e j l e n  p a a  z / f .  

N a a r  Å 2 ( c > ) d e s u d e n  k a n  b e t r a g t e s  s o m  k o n s t a n t ,  f a a r  m a n  a f  ( 1 3 ) :  

(14)

o g  d e t  e r  d e t t e  s i d s t e  U d t r y k ,  s o m  v i  v i l  b e n y t t e  t i l  B e s t e m m e l s e n  a f  G e n ­

n e m s n i t s f e j l e n  f o r  d e  u d j e v n e d e  V æ r d i e r .

D e t s k a l f ø r s t b e m æ r k e s ,  a t  L i g n i n g  ( 1 4 )  o g s a a  g æ l d e r  u n d e r  v i s s e  

a n d r e  O m s t æ n d i g h e d e r  e n d  d e  o v e n f o r  n æ v n t e . D e r s o m  d e  f o r e l a g t e  V æ r ­

d i e r  a l d e l e s  i k k e  p a a v i r k e s  a f  » U d j e v n i n g e n « , h a r  m a n  s a a l e d e s  a l m i n d e l i g t  

= Oi, o g  L i g n i n g e n  r e d u c e r e s  d e r v e d  t i l

—  X  Å 2 ( z z )  =  
n

L i g n i n g e n  g æ l d e r  a l t s a a  i d e t t e  T i l f æ l d e , s e l v  o m  I a g t t a g e l s e r n e  e r  b u n d e t  

t i l  h v e r a n d r e .  —  T i l  d e t t e  G r æ n s e t i l f æ l d e  s k u l d e  v o r e  O p g a v e r  i f ø l g e  F o r ­

u d s æ t n i n g e r n e , d e r  u d e l u k k e r  m u l i g e  s e k u l æ r e  F o r a n d r i n g e r , n æ r m e  s i g ,  

e f t e r h a a n d e n  s o m  I a g t t a g e l s e r n e  u d s t r æ k k e s  o v e r  b e s t a n d i g  l æ n g e r e  T i d s r u m ,  

o g  m a n  v i l s e n e r e  f a a  a t  s e , a t  v i  a l l e r e d e  n u  k a n  k o m m e  t e m m e l i g  n æ r  

t i l  d e n n e  G r æ n s e .

D e  t o  o m t a l t e  T i l f æ l d e , h v o r  L i g n i n g  ( 1 4 )  g æ l d e r , k a n  b e t r a g t e s  s o m  

Y d e r p u n k t e r , i m e l l e m  h v i l k e  a l l e  v o r e  O p g a v e r  l i g g e r , m e n  S p ø r g s m a a l e t  

e r  n u  o m , h v o r v i d t  m a n  i A l m i n d e l i g h e d  k a n  b e n y t t e  ( 1 4 )  t i l  B e s t e m ­

m e l s e  a f  F e j l e n  p a a  d e n  u d j e v n e d e  V æ r d i .

F o r  a t  u n d e r s ø g e  d e n n e  S a g  n æ r m e r e  k a n  v i  g a a  u d  f r a  V æ r d i s æ t t e t  

z / j , o i o g  z / ; —  d e n  s a n d e , d e n  g i v n e  o g  d e n  u d j e v n e d e  V æ r d i  —  o g  f o r  

D i f f e r e n s e r n e  m e l l e m  t o  o g  t o  a f  d i s s e  V æ r d i e r  s æ t t e

dt — o, — Ui, 

Ci = Ut — Vi, 

/ = Oi — v,;

) » E l e m e n t æ r  l a g t t a g e l s e s l æ r e « . S i d e  6 2 .
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f e r a l t s a a  d e n s a n d e F e j l p a a  I a g t ta g e ls e n  ot, o g d e n s a n d e F e j l p a a  

d e n  u d je v n e d e  V æ r d i ut. D e f in i t io n s m æ s s ig t h a r v i

~\r di —f;

v e d  a t k v a d r e r e  o g  a d d e r e  f a a r v i h e r a f

( 1 5 )  =  S / 2 — 2^ed

g æ ld e n d e  f o r e t h v i lk e ts o m h e ls t I n te r v a l .

V i h a r n u

e* — X2(ui),

d e r b lo t k a n t a g e s s o m  e n  D e f in i t io n  a f , h v a d  v i h e r f o r s ta a r v e d X 2 ( « £- ) . 

D e r im o d  h a r v i ik k e  f2 — Å 2 ( ø I) , e f te r s o m  Å 2 ( < ? z) f o r u d s æ t te s f u n d e t v e d  B e ­

r e g n in g o g r e p r æ s e n te re r e n  F e j l lo v , m e n Å 2 ( ø ) s v a r e r ik k e  i d e t e n k e l te  

T i lf æ ld e  t i l S tø r re l s e n  a f  d e n  s a n d e  F e j l . F o r v o r t F o r m a a l e r d e t im id le r ­

t id  o g s a a t i l s t r æ k k e l ig t , a t m a n  h a r

X / 2  =  x x 2 ( 0 )

m e d  e n  N ø ja g t ig h e d , d e r  s v a r e r t i l d e n  S ik k e r h e d , h v o r m e d  Å 2 ( < ? ) e r b e s te m t .  

V i f a a r a l t s a a  a f  L ig n in g  ( 1 5 ) :

( 1 6 )  X Å 2 ( & ) =  S Å 2 ( < ? ) —  £ ( (< ?  —  z / ) 2 ) —  21Led,

d e r k u n  a d s k i l le r s ig  f r a ( 1 4 ) v e d  d e t s id s te L e d  i L ig n in g e n s h ø j r e  S id e .

D if fe r e n s e r n e m e l le m  d e g iv n e  o g  d e u d je v n e d e V æ r d ie r , o — u — d, 

k e n d e r v i p a a d e t te  T r in a f B e r e g n in g e r n e . N a a r m a n  h a r u d je v n e t e f te r  

m in d s te K v a d r a te r s M e to d e , b l iv e r S u m m e n a f a l le d is s e D if f e r e n s e r N u l ,  

d e r s o m  Å 2 ( ø ) e r k o n s ta n t , o g  d e t v i l s e n e r e  b l iv e v is t , a t d e t s a m m e  e r  

T il f æ ld e t v e d  U d je v n in g a f P e r io d e r e f te r d e n m e k a n is k e M e to d e . M e n  

d e s u d e n v i l m a n a l t id k u n n e f in d e I n te rv a l le r , in d e n f o r h v i lk e m a n h a r  

=  o m e d g o d  T i ln æ rm e ls e . S æ t te r v i e n d v id e r e f o r V æ r d ie r n e  a f  e i 

e t s a a d a n t I n te r v a l

d =  P i( * )  +  £ i ,

h v o r e r M id d e lta l le t a f  d e  b e t ra g te d e  V æ r d ie r a f  e, f a a r v i

( 1 7 )  l_,ed = + Xed = X&d.

O m  L ig n in g  ( 1 4 ) g æ ld e r e l le r e j f o r d e t b e t ra g te d e  I n te rv a l , b e r o r a l t s a a  

k u n  p a a  V a r ia t io n e r n e  i d e n  u d je v n e d e  V æ r d is s a n d e F e j l .

V i k a n  d r a g e  v is s e  S lu tn in g e r a n g a a e n d e  Xed. F ig u re r n e 3  o g  4  f r e m ­

s t i l le r s k e m a t i s k  to  a f d e  S i tu a t io n e r , s o m  k a n  f o r e k o m m e  i d e  b e t r a g te d e  

I n te rv a l le r , id e t K u r v e rn e r e p r æ s e n te re r V æ r d ie r n e v, o o g  u. I O v e r e n s ­

s te m m e ls e m e d v o r e  F o r u d s æ tn in g e r e r K u r v e r n e s g e n s id ig e  B e l ig g e n h e d  

v a lg t s a a le d e s , a t m a n  t i ln æ r m e ls e s v is h a r  E n d v id e r e  h a r v i  X e = O ,

id e t v i h a r s a t et = - |-  s ,  • I f ø lg e D e f in i t io n e n a f  D if fe r e n s e r n e g a a r d

f r a  u t i l o o g  e f r a  v t i l z z .
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I F ig . 3 h a r d e u d je v n e d e V æ rd ie r n æ rm e t s ig n o g e t , m e n ik k e t i l ­

s t ræ k k e l ig t t i l d e s a n d e ; U d je v n in g e n e r fo r s v a g . D if fe r e n s e rn e e  o g  d

F ig - 3 -

f a a r o v e rv e je n d e s a m m e F o r te g n , o g  P ro d u k te rn e b l iv e r a l ts a a o v e rv e je n d e  

p o s i t iv e . F ig u re n  f r e m s t i lle r d e n  fo r  A n v e n d e ls e n a f  L ig n in g  (1 4 ) u g u n s t ig s te  

S itu a t io n  v e d  e n  fo r s v a g  U d je v n in g , th i S k æ rin g s p u n k te rn e m e lle m  to  o g  

to  a f  K u rv e rn e  k a n v æ re  m e re  fo r s k u d t i F o rh o ld t i l h v e ra n d re , s a a le d e s  

a t f le r e  a f  P ro d u k te rn e  e < 7 b l iv e r n e g a t iv e . M e n  d e r s o m  U d je v n in g e n e r fo r  

s v a g , m a a d e r v æ re e n v is O v e rv æ g t a f s a a d a n n e S itu a t io n e r s o m  d e n  

f r e m s t i l le d e , o g  d e t m a a d e r fo r a n ta g e s , a t  P ro d u k ts u m m e n Z e < 7  f a a r e n  v is  

p o s i t iv  V æ rd i .

D e rs o m  U d je v n in g e n  d e r im o d  e r fo r s tæ rk , m a a d e r v æ re  e n  v is  O v e r ­

v æ g t a f T ilfæ ld e , h v o r u ik k e b lo t h a r n æ rm e t s ig  t i l v, m e n  o g s a a h a r  

p a s s e re t d e n n e V æ rd i, s a a le d e s s o m  d e t e r s k e m a tis k  f r e m s t i l le t i F ig . 4 .

V i f a a r d a e n  O v e rv æ g t a f  T ilfæ ld e , h v o r s a m m e n h ø re n d e V æ rd ie r a f d 

o g  e h a r m o d s a t te  F o r te g n , o g  d e t m a a d e r fo r a n ta g e s , a t ILzd f a a r e n  v is  

n e g a t iv  V æ rd i .

V i k o m m e r h e re f te r t i l d e t R e s u lta t , a t n a a r U d je v n in g e n  h v e rk e n  e r  

fo r s v a g e l le r fo r s tæ rk , a l ts a a n a a r d e n  e r » r ig t ig « e l le r le g it im , e r d e r  

o v e rv e je n d e S a n d s y n l ig h e d  fo r , a t P ro d u k ts u m m e n  ILtd b l iv e r N u l ( e lle r e n  

l i l le S tø rr e ls e ) , s a a le d e s a t L ig n in g  (1 4 ) g æ ld e r i d e t te T ilfæ ld e —  s e lv  o m  

la s tta g e ls e s v æ rd ie rn e e r b u n d e t t i l h v e ra n d re . M e n  i A lm in d e l ig h e d  g æ ld e r  

L ig n in g e n  k u n  m e d  e n  v is T iln æ rm e ls e , fo rd i v i h a r k a s te t  L e d d e t —  2 2 L e < / 

b o r t , a l ts a a fo rø g e t L ig n in g e n s h ø jr e S id e m e d  d e r e r a l ts a a o v e r ­

v e je n d e S a n d s y n l ig h e d fo r , a t L ig n in g e n s h ø jr e  S id e  h a r fo r s to r e n  V æ rd i ,  

n a a r U d je v n in g e n  e r fo r s v a g , o g  fo r l i l le e n  V æ rd i, n a a r U d je v n in g e n e r  

fo r s tæ rk . N a a r m a n  v i l b e n y t te L ig n in g e n

(1 4  b is )  S  ( å 2 (« ) ) =  å 2 ( ö ) —  ( (*  —  Z Z ) 2 )

s o m  e t U d try k  fo r G e n n e m s n i ts f e jle n p a a d e u d je v n e d e V æ rd ie r , m a a d e t  

d e r fo r e r in d re s , a t :
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Hvis Udjevningen er for svag, maa det antages, at den sande Fejl er 

mindre end den beregnede.

Hvis Udjevningen er for stærk, maa det antages, at den sande 

Fejl er større end den beregnede.

Dersom man vil beregne Fejlen paa denne Maade, gælder det derfor 

navnlig om, at Udjevningen ikke er for stærk, thi ellers vil man overvurdere 

Resultatets Godhed. Derimod er det i denne Henseende ikke nær saa 

uheldigt, hvis Udjevningen er for svag, eftersom man ved Anvendelsen af 

Resultatet ikke let kommer til at drage gale Slutninger, naar de udjevnede 

Værdier er bedre, end man antager.



IIL

DE ALMINDELIGT ANVENDTE UDJEVNINGS- 

METODER.

§ 7-

Materialets forberedende Behandling.

Førend man begynder paa selve Udjevningen af de meteorologiske 

Elementers daglige og aarlige Perioder, maa man underkaste Materialet en 

forberedende Behandling.

Lad os for Eksempel antage, at vi skal beregne Temperaturens dag­

lige Periode af visse foreliggende timevise Iagttagelser. Udtager man fra 

et enkelt Døgn 25 saadanne Iagttagelser:

^0 > ‘ ' 022 > #23 ’ ^24 ’

hvor ø0 og <?24 er Værdierne for Kl. 12 Nat henholdsvis ved Døgnets Be­

gyndelse og Slutning, saa skal disse to Værdier være lige store, hvis man 

skal kunne betragte Iagttagelserne som alene repræsenterende en Periode. 

Imidlertid er disse Værdier i Reglen ikke lige store; her spiller Temperatu­

rens aarlige Periode en vis Rolle, saaledes at <224 efter Aarstiden gennemgaaende 

er enten lidt større eller lidt mindre end <?0, men langt større Differenser 

fremkommer dog som Følge af forskellige Forstyrrelser i de atmosfæriske 

Forhold. Man har nu opstillet den Hypotese, at saadanne aperiodiske Be­

standdele kan fremstilles med tilstrækkelig Nøjagtighed ved Hjælp af en 

lineær Funktion; man fordeler da Forskellen mellem og ligeligt over 

hele Døgnet, saaledes at man erstatter Værdien Oi med idet

= 12),
24

og man har da for de nye Værdier o^.

Vil man behandle Temperaturens daglige Periode for et længere Tids­

rum, for Eksempel for en Maaned, under eet, bliver der kun Mening i Op­

gaven, naar man af hvert enkelt Døgn tager Temperaturens Svingning om-
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kring dette Døgns Middeltemperatur. Sætter vi for det enkelte Døgns Middel­

temperatur 

i = 1

og endvidere

^'= o[- H - fcp) (z_ I2)>

er o" altsaa Repræsentant for de Værdier, som vi skal betragte i det en­

kelte Døgn. Vi behøver heldigvis ikke at beregne disse enkelte Værdier, 

og det volder ikke stort Besvær at finde Middeltallene af dem for vedkom­

mende Maaned; med let forstaaelige Betegnelser for Middeltallene har man 
nemlig

(ol'} = M, („,) - Mx (h) I2),
24/

naar 021 er Temperaturen ved Midnat i Maanedens Slutning, og o0 Tempe­

raturen ved Midnat i Maanedens Begyndelse, og p er Antallet af Dagene. 

Ved at betragte det sidste Led i denne Reduktionsformel kan man indse, 

at den Rettelse, der skal føjes til Middeltallene, ofte bliver meget ringe, 

men man maa være paa det rene med, at Fremgangsmaaden kun er beret­

tiget i samme Grad som den opstillede Hypotese; de ganske smaa Rettelser, 

man i Reglen faar, giver intet Begreb om Størrelsen af de Fejl, der kan 

begaas her, eftersom det er de ofte store aperiodiske Forstyrrelser i de en­

kelte Døgn, som det kommer an paa En nærmere Undersøgelse af den 

opstillede Hypoteses Berettigelse kan imidlertid betragtes som hørende til 

vedkommende Opgaves specielle Del.

Hvad der ovenfor er sagt med Hensyn til Temperaturen, gælder ogsaa 

for den forberedende Behandling af Materialet til Lufttrykkets daglige Pe­

riode.

Medens vi for at kunne behandle den daglige Periode eliminerede Be­

standdelene af den aarlige Periode og visse aperiodiske Forstyrrelser, skal 

vi for at behandle den aarlige Periode kun eliminere den daglige Periode; 

de aperiodiske Forstyrrelser elimineres ikke1) her, men udjevnes. Elimina­

tionen foregaar paa den Maade, at der af de enkelte Iagttagelser dannes een 

Middelværdi for hvert Døgn; disse Middelværdier danner her Grundlaget, 

idet man til Udjevning af den aarlige Periode for en længere Aarrække 

atter danner Middeltal af de Middelværdier, som hører til samme Datum. —

) Der tænkes her kun paa de foran omtalte i Reglen temmelig kortvarige Forstyrrelser. 

Men hvis et Aar ikke slutter med samme Temperatur eller samme Barometerstand, som 

det begyndte med, bør der ogsaa ved de aarlige Perioder foretages en Korrektion, analog 

med den, som blev anvendt ved de daglige Perioder; for mangeaarige og sammenhæn­

gende lagttagelsesrækker vil Korrektionen imidlertid i Almindelighed blive saa ringe, at 

man kan se bort fra den.
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D e r k a n  d o g  o g s a a f o r e k o m m e  O p g a v e r , h v o r d e r ik k e  b l iv e r T a le  o m  e n  

s a a d a n  E lim in a tio n , f o r E k s e m p e l h v is d e t d r e je r s ig  o m  a t b e s te m m e d e n  

a a r l ig e  P e r io d e f o r T e m p e r a tu r e n  K l. 8 M o r g e n .

A n g a a e n d e d e n  M a a d e , h v o r p a a  m a n  s k a f fe r s ig  s e lv e d e  o m ta l te  M id ­

d e lv æ rd ie r f o r d e e n k e l te D a g e , b ø r d e r g ø r e s n o g le  B e m æ r k n in g e r . F o r  

L u f t t r y k k e ts V e d k o m m e n d e d a n n e r m a n i R e g le n  e t M id d e l ta l a f  t im e v is e  

I a g t ta g e ls e r , o g im o d d e n n e F r e m g a n g s m a a d e k a n d e r n e p p e  g ø r e s a lv o r ­

l ig e  I n d v e n d in g e r . A n d e r le d e s f o rh o ld e r d e t s ig  m e d  B e r e g n in g e n  a f  D ø g ­

n e ts M id d e l te m p e r a tu r , th i h e r h a r m a n  le t te t s ig  A r b e jd e t m e re  e n d  t i l la ­

d e l ig t v e d  a t b r u g e e n e l le r a n d e n K o m b in a tio n  a f n o g le  f a a I a g t ta g e ls e r  

s o m  f o r E k s e m p e l |  ( < ? s  +  ^ 2 1 )  • D e r e r h e r t i l a t b e m æ r k e , a t e n U d -

je v n in g  a f  T e m p e r a tu r e n s a a r l ig e P e r io d e k r æ v e r m a n g e  A a r s I a g t ta g e ls e r ,  

o g  f r a æ ld r e T id f o r e lig g e r d e r k u n  f a a I a g tta g e ls e r f r a d e e n k e l te D ø g n ,  

h v o r fo r m a n  in d t i l v id e r e m a a h jæ lp e  s ig  m e d  d e m ; m e n d e r v e d  f a a r m a n  

o g s a a  L e j lig h e d  t i l a t b e g a a  f o r s k e l l ig e  S la g s  F e j l . D e t k a n  b e d r e f o r s v a r e s  

a t b e n y t te  e n  s a a d a n  F r e m g a n g s m a a d e  s o m  U d g a n g s p u n k t t i l B e s te m m e ls e  

a f  d e n e n k e lte M a a n e d s  M id d e l te m p e r a tu r , n a a r m a n  p a a d e f u n d n e V æ r ­

d ie r a n b r in g e r e n a d  a n d e n  V e j b e s te m t m in d r e K o r r e k t io n . M e n o v e r fo r  

d e e n k e l te D ø g n  h a r F r e m g a n g s m a a d e n d e n U le m p e —  f o r u d e n  U s ik k e r ­

h e d e n  v e d  K o r r e k t io n e n  —  a t d e n . a l le r e d e  e r e n  S la g s  U d je v n in g , o g  m a n  

f a a r d e r f o r f o r s m a a V æ rd ie r f o r M id d e la f v ig e ls e r n e .

Y d e r l ig e r e s k a l d e t m e d H e n s y n t i l d e n f o r b e r e d e n d e B e h a n d l in g a f  

M a te r ia le t k u n  b e m æ r k e s , a t m a n  v e d  d e  a a r l ig e  P e r io d e r b e t r a g te r  d e t s o m  

u o v e r k o m m e l ig t a t b e n y t te d e 3 6 5 V æ r d ie r , s o m  d e d a g l ig e I a g t ta g e ls e r  

g iv e r , o g  m a n  d a n n e r d e r fo r i A lm in d e l ig h e d N o r m a lp la d s e r f o r 5 p a a  h in ­

a n d e n  f ø lg e n d e D a g e ( » F e m d ø g n « , » P e n ta d e r« ) . M a n  f o r u d s æ t te r  h e r , a t  d e n  

te o r e t i s k r ig tig e F u n k t io n k a n b e t r a g te s s o m  l in e æ r i d e  t i l s v a r e n d e  I n te r ­

v a l le r . N u  v is e r M id d e l ta l le n e  s e lv  f o r m a n g e  A a r e n k e l te  p a a f a ld e n d e  k o ld e  

e l le r v a r m e D a g e , o g  f o r a t f o r k la r e  d e t te » F æ n o m e n «  h a r m a n  e n d o g  h e n ­

v is t t i l m u lig e k o s m is k e A a rs a g e r . D e rs o m  d e r v a r n o g e t r ig t ig t i s a a d a n n e  

A n s k u e ls e r , v i ld e d e t ik k e v æ r e t i l la d e l ig t a t b e n y t te N o r m a lp la d s e r , m e n  

m a n  m a a t te  n ø d v e n d ig v is  u d je v n e V æ r d ie r n e  f o r d e e n k e lte D a g e . E n  U n ­

d e r s ø g e ls e v is e r im id le r t id , a t m a n  k u n  b e h ø v e r a t b e t r a g te  d e f a k ti s k e  A f ­

v ig e ls e r f r a  M id d e l ta l le n e  f o r a t f a a e n » F o r k la r in g « . D e n n e S a g  b e h a n d le s  

s e n e re f o r s ig .

§  8 .

A n v e n d e ls e  a f  m in d s te  K v a d r a te r s  M e to d e .

D e n  a lm in d e l ig s t a n v e n d te  F r e m g a n g s m a a d e  t i l U d je v n in g  a f p e r io d is k e  

m e te o r o lo g is k e I a g t ta g e ls e r e r d e n , a t m a n  v e d  H jæ lp  a f  m in d s te K v a d ra ­

te r s M e to d e  b e s te m m e r e t v is t A n ta l K o n s ta n te r i R æ k k e n
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Ut = a0-j- co s Ø z +  bx sin  Ø z - |- a2 co s 2 0 z +  4  sin  2 0 ?

271

h v o r 0 = — , n aar n er A n ta lle t af lag ttag e lsesvæ rd ier i P erio d en .

D erso m  d e n Iag ttag elser, or, o2, • • • • on, er æ k v id is tan te o g b etrag tes  

so m  lig e g o d e , faar m an v ed H jæ lp .a f N o rm allig n in g ern e so m  b ek en d t

ao = (^ i +  °2 + ' ‘ —  i +  °ii)---- ’
n

o g fo r d e ø v rig e K o n stan te r:

aq = (o1 co s + o2 co s 2qQ +-------^n -i co s  (n — i  W Ø  +  ,
v 1 n

bq = (ox sin  qQ + o2 sin  2qQ +-------1 - 6 >n_ i sin  (n — Itø ø j- —  •

M an k an b estem m e ia lt n K o n stan ter, o g h v is n er u lig e , sk er d ette v ed  

H jæ lp af o v en staaen d e F o rm ler. M en n aar n er lig e , b liv er d et sid ste L ed  

af d en p eriod isk e R æ k k e #n co s7 iz, o g h er h ar m an
~ 2

an — (— °l + --  °3 + ■ ■   °n — 1 +  < ?n )  

2

T il U d jev n in g b ru g er m an i A lm in d elig h ed  k u n e t rin g e A n ta l af d isse  

L ed ; jo fle re L ed m an tag er m ed , d esto m ere n æ rm er m an sig g en n em ­

sn itsv is til d e g iv n e V æ rd ier, o g d en fu ld stæ n d ig e R æ k k e m ed  n K o n stan ter  

g iv er ut—ot. D ersom  m an fra an d en S id e v éd , a t m an v ed H jæ lp af en  

saad an R æ k k e m ed n K o n stan te r k an u d try k k e n g iv n e V æ rd ier, b eh ø v es  

d er in te t B ev is fo r, a t d e o v en fo r fu n d n e K o n stan te r n eto p g iv er R æ k k en  

d en n e E g en sk ab , th i n aar a lle D iffe ren sern e ot — ut k an b liv e N u l, saa er  

d e o g saa N u l h er, h v o r S u m m en af d isse D iffe ren sers K v ad ra te r er e t M i­

n im u m . M an k an im id le rtid o g saa d irek te v ise , a t n aar m an sæ tte r

ot =  X  (aq co s ^Ø z +  bq sin  ^Ø z) ,

o g h eri in d fø rer d e fu n d n e U d try k fo r aq o g  bq, v il L ig n in g en v æ re tilfred s­

stille t, saasn art m an tillæ g g er i V æ rd ien af e t h elt T al fra i til n.

D en n e U d jev n in g sræ k k e h ar b lan dt an d e t d en g o d e E g en sk ab , a t K o n ­

stan tern e til d e en k elte L ed b estem m es u afh æ n gig af h v eran d re . M an k an  

d erfo r, h v o r  m an  fin d er d et fo rm aalstjen lig t, b etrag te fo r  E k sem p el v=Aqcc>3 qQi 

so m  U d jev n in g sfu n k tio n o g u=aqcosqQi so m  R esu lta tet af en U d jevn in g  

efter d en n e F u n k tio n . P aa sam m e M aad e k an m an b etrag te en S u m af  

h v ilk e so m  h elst af  L ed d en e so m  R esu lta te t af en se lv stæ n d ig U d jev n in g , o g  

n av n lig b etrag ter m an D o b b eltled ,

Lq = aq co s qQi + bq sin  qQi,

p aa d en n e M aad e. D e en k elte L ed faar p aa G ru n d af d en n æ v n te E g en ­

sk ab v ed R æ k k en en v is se lv stæ n d ig B ety d nin g  i M o d sæ tn in g  til, h v ad d er
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er Tilfæ ldet, naar m an for Eksem pel udjevner efter en Potensrække, hvor 

K onstanterne danner et sam m enhængende System , saaledes at de faar andre  

V ærdier, naar A ntallet af dem forandres.

Leddene i denne Række har endvidere den Egenskab, at de er frie af 

hverandre (»Elem entær lagttagelseslære«, Side 76), saa at m an har

Å 2(«i) =  Å2(«0 ) +  cos2 O z • å 2(æ i ) +  sin2 ’ M ^i) +  • ' ' •

—  naturligvis under Forudsætning af at selve Iagttagelserne er indbyrdes frie. 

V i har nu

Å2(#g) =  (1 +  cos2 ^0 +  cos2 2^0 +  • • ’ ■ 4- cos2 (?z —  i)^0)

=  -j- [n +  1 +  cos 2^9 +  cos 4^9 +  •••• +  cos 2(7? —  i)^øj ~

D a 0 =  — , bliver
71

2(«-- ’l)^0 —  4^7T--- 2^0,
og altsaa

1 +  cos 2^0 +  c°s 4^0 4-.... 4- cos 2(« —  i)^0 =  o,
Sclcl 3-t

X 2(Æ q ) —  ~  \( ö ) •

Paa lignende M aade faar m an
2

Å#9) = -Å2^).

For et D obbeltled

Lq — aq cos qSi + bq sin q^i 
har m an altsaa

2

m edens m an for det konstante Led  Z o — a0 og, naar n er lige, for det sidste  

Led, Ln — an cos to  , har

M Ä )) =  \  (-^n) =  ~  ^2^) • 
2 n

D ersom m an véd, at den teoretisk rigtige Funktion bestaar af for Eks­

em pel det konstante Led og q D obbeltled, skal m an altsaa bestem m e 

i _J~ 2q = m »Elem enter«, og for den udjevnede V ærdi, zz, har m an altsaa

M «) = M *) •

D ette U dtryk gælder im idlertid kun, naar m an har udjevnet efter den teo­

retisk rigtige Funktion, og naar Iagttagelserne er frie af hverandre. M an  

vilde derfor kunne begaa store Fejl, dersom m an vilde anvende det ved U d- 

jevning af de m eteorologiske Elem enters Perioder.

For vore O pgavers V edkom m ende tør m an ikke forudsætte, at den  

teoretisk rigtige Funktion i A lm indelighed skulde kunne frem stilles m ed til­

strækkelig N øjagtighed ved  H jælp af nogle faa Led af den nævnte Række. 

D et Resultat, m an faar under disse O m stændigheder, m aa derfor betragtes
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so m en U d jev n in g - e fte r en In te rp o la tio n sfo rm e l, h v ilk e t e r k a rak te rise re t 

p aa fø lg en d e M aad e a f I. P. Gram x):

» ... d e n ø jag tig e  V æ rd ie r k u n n e v i u n d e r in g en O m stæ n d ig h ed e r b e ­

s tem m e v ed E rfa rin g a len e , o g v i k u n n e d e rfo r, se lv o m d e r p aa d en n e  

M aad e e r fu n d e t en h e l R æ k k e F u n k tio n sv æ rd ier sv a ren d e til fo rsk je llig e  

A rg u m en te r, a ld rig v en te , a t d isse v ille k u n n e tjen e til en fu ld s tæ n d ig B e ­

s tem m else a f d en u b ek jen d te F u n k tio n ; a lt h v ad m an k an v en te a t faa u d  

a f d em , v il v æ re en T iln æ rm e lse sfo rm e l, so m  in d en fo r v isse G ræ n se r m ed  

en g iv en M id d e la fv ig e lse k an b ru g es til F rem stillin g a f d en n e F u n k tio n « .  

O g  en d v id e re k an m an  h e rp aa  tild e ls an v en d e , h v ad d e r sam m ested s (S id e  2 6 )  

s ig e s o m  U d v ik lin g a f F u n k tio n er e fte r In te rp o la tio n sræ k k e r:

» D e t m an a ltsaa o p n aa r v ed a t u d v ik le en  F u n k tio n e fte r en In terp o la ­

tio n sræ k k e e r, a t m an e rh o ld e r en T iln æ rm e lsesfo rm e], so m  frem stille r d en  

g iv n e F u n k tio n m ed en v is i F o rv e jen b es tem t g jen n em sn itlig T iln æ rm e lse  

fo r d e fo rsk je llig e A rg u m en ter; d en v il i R eg len k u n i en k e lte P u n k te r  

n ø jag tig fa ld e sam m en m ed d en n e , m en e lle rs g iv e V æ rd ie r , d e r sn a rt e r  

s tø rre , sn a rt m in d re en d d e tilsv aren d e g iv n e , .. .«

» M en a f d e tte sæ reg n e F o rh o ld , so m g jæ ld e r fo r a lle In te rp o la tio n s­

ræ k k e r, fø lg e r, a t se lv o m  R æ k k en frem stille r en g iv en F u n k tio n m ed fo r­

h o ld sv is s to r , N ø jag tig h ed , saa v il m an d o g ik k e k u n n e v en te , a t D iffe ren ­

tia tio n a f R æ k k en m ed tilsv a ren d e N ø jag tig h ed sk a l g iv e F u n k tio n en s v irk e ­

lig e D iffe ren tia lk o e ffic ien te r . H er e r e t P u n k t, h v o r m an m aa v æ re m eg e t 

fo rs ig tig , d a m an e lle rs u d sæ tte r s ig fo r a t b eg aa m eg et g ro v e  F e jltag e lser« .

D et e r n av n lig d en s id s t o m ta lte O m stæ n d ig h ed , d e r fo rrin g e r V æ rd ien  

a f U d jev n in g sreg n in g en , n aa r d en sk a l b en y tte s til a t f in d e d en teo re tisk  

r ig tig e F u n k tio n  e lle r til a t o p sp o re A arsag sfo rh o ld e t v ed  d e t iag ttag n e F æ ­

n o m en . D en n a tu rlig s te M aad e a t u n d e rsø g e en F u n k tio n p aa , n aa r d en  

so m  h e r e r rep ræ sen te re t v ed en R æ k k e V æ rd ier , v ild e v æ re a t u n d e rsø g e  

d isse V æ rd iers D ifferen ser a f fø rs te , an d en , tred ie . . . O rd en , m en d e tte la ­

d e r s ig ik k e g ø re , fo rd i Iag ttag e lse rn e e r b eh æ fte t m ed  F e jl, o g  F 'e jlen e p aa  

D iffe ren se rn e v o k se r s tæ rk t m ed d isse s O rd en . O g m ed d e u d jev n ed e  V æ r­

d ie r k an U n d ersø g e lsen h e lle r ik k e fo re tag es a f d en o v en fo r an fø rte G ru n d , 

th i d e t, so m  e r sag t o m  U sik k e rh ed en  v ed  d e a fled ed e F u n k tio n e r, g æ ld e r  

n a tu rlig v is o g saa fo r d e h e le D iffe ren se r.

V i sk a l an fø re e t lille E k sem p e l, d e r k an tjen e til a t b e ly se , h v ad d e r  

o v en fo r e r sag t o m  M an g le rn e v ed A n v en d e lsen a f U d jev n in g sræ k k e r. L ad  

o s an tag e , a t d e r til U d jev n in g e r fo re lag t 1 2  V æ rd ier , a f h v ilk e  d e 1 1 m ed  

o v e rleg en N ø jag tig h ed k an frem stille s v ed

2 7 1  
o i =  s in  —  i =  s in  Ø z , 

1 2

I. P. Gramz » O m  R æ k k eu d v ik lin g e r« . K jø b en h av n 1 8 7 9 . (S id e 9 6 ).
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m edens M axim um svæ rd ien , ø3 , afv iger betydelig herfra , saaledes at v i fo r 

E ksem pel kan sæ tte   s jn [ 5

D e 12 V æ rd ier geng ives da ved R æ kken

Ot = sin Ø z +  -g - (| +  sin  Ø z —  cos 20 / —  sin  3Ø / +  cos  46 / -{ - sin 5Ø Z  —  1  cos t t z ) . 

V ed en U djevn ing v ilde m an i dette T ilfæ lde ganske sikkert som  ud jevnet 

og fo rbedret V æ rd i faa  /
Ui — (i + sin  9 Z ,

m en der er da fo rsvundet en E jendom m elighed , som  m aaske netop var ka ­

rak teristisk fo r det iag ttagne F æ nom en . —  N aar den sande F unk tion ikke  

er af sæ rlig sim pel N atur, v il F unk tionens E jendom m eligheder overhovedet  

udv iskes i stø rre eller m indre G rad . D enne S ag kom m er v i senere tilbage til.

D et bør im id lertid frem hæ ves, at der i M eteoro log ien er et enkelt, m en  

v ig tig t, O m raade, hvor m an anvender de R esu lta ter, m an faar ved H jæ lp af  

m indste K vadraters M etode, og hvor de om talte U fuldkom m enheder ikke  

faar m egen B etydn ing . D er sig tes her til M etodens A nvendelse til R egi­

strering af de period iske F æ nom ener. D ersom m an v il undersøge, hvor­

ledes et period isk F æ nom en varierer fra S ted til S ted over et stø rre O m ­

raade, v il m an hverken ved H jæ lp af T abeller over lag ttagelsesvæ rd ierne 

eller grafiske F rem stillinger af dem faa et overskuelig t B illede af F orho l­

dene. D erim od faar m an et god t O verb lik , naar m an betrag ter et v ist A ntal 

L ed i den trigonom etriske R æ kke, idet m an g iver dem F orm en

Lp — Cp cos (/O z +  Up),

th i da kan m an nem t undersøge V aria tionen i hver enkelt A m plitude og  

hver enkelt F ase. E n saadan  U ndersøgelse kan undertiden ogsaa g ive v ig tige  

O plysninger om F æ nom enets A arsagsfo rhold , nem lig naar det v iser sig , at 

v isse L ed ø jensyn lig t varierer efter en sim pel L ov fra S ted til S ted ; saa­

ledes v iser fo r E ksem pel L eddet L2 ved L ufttrykkets dag lige P eriode en  

m æ rkelig  R egehnæ ssighed  baade m ed  H ensyn til A m plitude og  F ase, m edens  

L eddet v iser sig at væ re afhæ ngig t af A arstiden og lokale F orho ld .

V ed en saadan  U ndersøgelse v il nog le faa L ed væ re tils træ kkelige , naar 

det kun drejer sig om at faa O verb lik over F æ nom enets H oved træ k , th i 

d isse v il altid geng ives ved H jæ lp af de 2 eller 3 fø rste D obbeltled . E nd ­

v idere har det ikke m egen B etydn ing , at B eregn ingen udføres som  om  Iag t­

tagelserne var frie og lige gode, th i ganske v ist er d isse B etingelser ikke  

opfy ldt, m en paa dette S ted er det tilstræ kkelig t, at m an faar O plysn inger 

om , hvorledes v isse paa ensarte t M aade beregnede S tørrelser varierer fra  

S ted til S ted .

V ed alle andre A nvendelser af saadanne U djevn inger v il R esu ltate t der­

im od lide under de om talte M angler, som M etoden er behæ fte t m ed. E n ­

hver A rt af U djevn ing kan ganske v ist siges at væ re ufu ldkom m en, m en  

3*
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hvad det her drejer sig om, er de særlige Mangler, der gør sig gældende, 

naar den teoretisk rigtige Funktion er ubekendt. Der er en Kvalitetsforskel 

paa Resultaterne af Udjevninger, hvor Funktionen er bekendt, og hvor den 

er ubekendt. Dersom Funktionen er bekendt, vil nemlig de udjevnede Vær­

dier nærme sig desto mere til de sande Funktionsværdier, jo mindre de 

Fejl er, som lagttagelsesværdierne er behæftet med, og Fejlen paa den ud­

jevnede Værdi kan derfor siges at hidrøre fra det ufuldkomne Materiale, 

men ikke fra Metoden. Er den teoretisk rigtige Funktion derimod ubekendt, 

kan selve Metoden indføre Fejl, saaledes at selv om de Værdier, man gaar 

ud fra, er fejlfrie, vil de »udjevnede og forbedrede« Værdier i Almindelig­

hed være behæftet med Fejl.

Naar man vil forsøge paa at løse Opgaven ved at gaa ad andre Veje, har 

det Interesse at undersøge, om de Ufuldkommenheder, der klæber ved Ud- 

jevning efter mindste Kvadraters Metode, naar den teoretisk rigtige Funk­

tion er ubekendt, skulde være begrundede i selve Opgavens Natur, eller om 

de kan have deres Udspring i Metodens egne Forudsætninger. For at se 

dette kan man holde sig til de Forudsætninger, hvorpaa Metoden ifølge 

»Elementær lagttagelseslære« bygger, og vi kan da antage, at Opgaven øn­

skes løst paa den Maade, som blev omtalt i Slutningen af § 2. Vi gaar alt- 

saa ud fra, at der er opstillet en Teori for det betragtede Fænomen, og at 

man ved Hjælp af Fejlkritiken skal afgøre, om denne Teori kan antages 

eller bør forkastes. Ved vore Opgaver vil der i en saadan Teori kunne 

indgaa et ikke ringe Antal af ubekendte eller kun tilnærmelsesvis bekendte 

Størrelser, der altsaa bliver de »Elementer«, som skal findes ved Udjevnin- 

gen. Naar da Ligningerne mellem de udjevnede Værdier og Elementerne 

ifølge Teorien er af F'ormen
z/i — F(x, • - g),

og man ved en Tilnærmelsesmetode har bragt dem paa lineær Form, (»Ele­

mentær lagttagelseslære«, Side8i), for Eksempel

[dF\ / x , , (dF\ ,

vil Stillingen til Slut blive den samme som ved Udjevningsrækker, nemlig 

at man tildels kun har usikre Anvisninger at følge med Hensyn til, hvilke 

Elementer man skal tage med, og hvilke man skal udskyde. Og saaledes 

maa Resultatet blive som Følge af Forudsætningerne. Har man blot op­

stillet en nogenlunde antagelig Teori og indført tilstrækkelig mange Ele­

menter, vil man altid kunne tilfredsstille Kritikligningen1). Under disse 

Omstændigheder vil hej 1kr i tiken imidlertid ikke kunne afgøre,

Umiddelbart kan man indse, at der for Eksempel kan gives Tilfælde, hvor en mindre god 

Teori, der fordrer Bestemmelsen af 6 Elementer, tilfredsstiller Kritikligningen netop lige 

saa godt som en noget bedre Teori med 5 Elementer.
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om den hele Teori bør antages eller forkastes, men Afgørelsen 

kan kun gaa ud paa, om dette eller hint Element bør tages med 

eller ej, naar man vil holde fast paa den opstillede Teori.

Da Manglerne bunder i Metodens egne Forudsætninger, kan der være 

Haab om, at man ad andre Veje kan naa til et mere tilfredsstillende Re­

sultat. Vi vender os derfor til en anden Metode, nemlig »den mekaniske«, 

hvis største Fortrin netop turde være det, at den ikke gaar ud fra specielle 

Forudsætninger om den ubekendte Funktions Natur.

Det er iøvrigt interessant at se, hvorledes man kan faa disse to — til­

syneladende grundforskellige — Metoder til saa at sige at gaa op i en 

højere Enhed.

§ 9-

Anvendelse af »mekaniske Metoder«.

Foruden mindste Kvadraters Metode anvendes ogsaa de saakaldte »me­

kaniske Udjevningsmetoder« i ret stor Udstrækning til Udjevning af meteoro­

logiske Iagttagelser. Disse Metoder eller — hvad jeg vil foretrække at 

sige — denne Metode har temmelig store Mangler i den Skikkelse, hvori 

den hidtil er anvendt, men da den i visse Retninger har Fortrin fremfor 

mindste Kvadraters Metode, turde det være Umagen værd at forsøge, om 

man kan afhjælpe Manglerne.

Denne Metode fordrer — i alt Fald i sin almindelige Skikkelse — at 

lagttagelsesværdierne er ækvidistante; denne Fordring er opfyldt eller kan 

blive opfyldt af vort Materiale. Til Udjevning af Temperaturens aarlige 

Perioder foreligger det lettest tilgængelige Materiale ganske vist som oftest 

i Form af Middeltal for de enkelte Maaneder — altsaa ikke som ækvidistante 

Værdier — men man kan da gaa tilbage til Iagttagelserne for de enkelte 

Dage og heraf danne ækvidistante Normalpladser.

Udjevningen sker efter denne Metode analog med Bestemmelsen af det 

fælles Tyngdepunkt for flere Vægte, idet man af de givne lagttagelsesvær-
(i) e

dier, <?, beregner en Række af udjevnede Værdier, o, ved Hjælp af Formlen

v = m

v=—m

Saaledes udjevner man ofte meteorologiske Iagttagelser ved at tage 

Middeltallet af 3 paa hinanden følgende Værdier, altsaa efter Formlen

(i)
Oi — (Øi+l + + °i— 1)-
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Hvis en enkelt Udjevning ikke er tilstrækkelig, gentages Operationen, idet 
(1) (2)

man af o danner en ny Række Værdier, o, paa samme Maade, som man
(i)

dannede o af o, altsaa

(2) /(l) (1) (1) \

~ ’S \öi+l + Oi +

eller almindeligt for den v Gange gentagne Operation:

(V) /(v-1) (v-1) (V—1) \

= Oi+l + Ot + .

Det indses umiddelbart, at man kan udjevne paa denne Maade, men 

kun under visse Omstændigheder kan man betragte de beregnede Værdier 

som forbedrede Iagttagelser. I den kritiske Omtale af den mekaniske 

Metode, som findes i Afhandlingen »Om Rækkeudviklinger« af I. P. Gram, 

bemærkes det (Side 114—122), at naar man anvender en mekanisk Udjev- 

ningsformel, udjevner man i Virkeligheden efter en vis hel algebraisk Funk­

tion, saaledes at selve Metoden indfører Fejl i Resultatet, saafremt den teoretisk 

rigtige Funktion i det givne Tilfælde ikke er en hel algebraisk Funktion 

af samme eller lavere Grad. At denne Indvending er berettiget, kan man 

indse blot ved at betragte den ovenstaaende U.djevningsformel; dersom en 

saadan Formel ikke skal kunne indføre Fejl, maa den føre til Identitet, 

naar den tænkes anvendt til at »udjevne« en Række Værdier af den teore­

tisk rigtige Funktion; vi skal altsaa i et saadant Tilfælde have

(i)

Vt = I fø+i + vt -|- Vt-i} = vt + vi = vh

og man vil derfor kun undgaa at indføre Fejl, naarA2z/=o, altsaa naar den 

teoretisk rigtige Funktion er lineær.

Ved vore Opgaver maa den antydede Fordring formuleres saaledes, at 

de sande Værdier, som svarer til de lagttagelsesværdier, der indgaar i Ud- 

jevningsformlen, skal kunne fremstilles med overlegen eller dog med til­

strækkelig Nøjagtighed ved Hjælp af en hel algebraisk Funktion af samme 

Grad som den Funktion, man i Virkeligheden udjevner efter.

Selv om den nævnte Fordring er opfyldt, kan der dog blive Spørgs- 

maal om, hvorvidt Resultatet er det bedst mulige, som kunde opnaas, eller 

blot om, hvorvidt de beregnede Værdier har de Egenskaber, som den paa­

tænkte Anvendelse af dem fordrer. Saaledes nævnes det i den foran omtalte 

Afhandling som en Betingelse for, at man skal kunne anse de nye Værdier 

for atvære bedre end de oprindelige, at Middelfejlen for de forelagte Værdier 

skal være konstant eller dog skal kunne betragtes som værende konstant 

for saa mange paa hinanden følgende Værdier, som indgaar i Udjevnings- 

formlen. Desuden gøres der opmærksom paa en Ufuldkommenhed ved Me­

toden, nemlig at de udjevnede Værdiers Differenser ikke vil variere regel­

mæssigt.
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Naar der derimod samme Sted gøres opmærksom paa endnu en Ufuld­

kommenhed ved Metoden, nemlig at man ikke kan benytte Formlen til de 

yderste af en Rækkes Værdier, saa har dette ingen Betydning for vore Op­

gaver; vi har kun med periodiske lagttagelsesrækker at gøre, og Værdierne 

kan derfor tænkes ordnede i en Kreds, og der bliver saaledes ikke Tale om 

Yderværdier.
Man kunde maaske ogsaa betragte det som en Ufuldkommenhed ved 

Metoden, at den ikke giver den søgte Funktions analytiske Udtryk, men 

kun en Række Værdier. Det bedste vilde naturligvis være at faa et analytisk 

Udtryk, om hvilket man vidste, at den anvendte Metode ikke havde indført 

Fejl deri, men da dette synes at være uopnaaeligt overfor ubekendte Funk­

tioner af indviklet Beskaffenhed, saa turde det næstbedste være at faa en 

Række Værdier, der kan betragtes som udjevnede og forbedrede Iagttagelser, 

og som ikke er behæftet med andre Fejl end de, der hidrører fra selve 

Iagttagelserne. Dersom man naar dette Maal, vil det ikke føles som en stor 

Ulempe, at Metoden ikke giver Funktionens analytiske Udtryk. For det 

første kan Resultatet direkte anvendes til en hyppig forekommende Art af 

Opgaver, nemlig til Bestemmelse af »Normalværdier« for de meteorologiske 

Elementer, hvor det netop er selve denne Række af forbedrede Værdier, 

man har Brug for. For det andet vil denne Række af ækvidistante Værdier 

være let anvendelig til Interpolation. Og for det tredie vil man have et 

godt Grundlag for Studiet af den ubekendte Funktions Natur, naar man er 

i Stand til at undersøge Differenserne af første, anden, tredie.... Orden. — 

Skal man til et eller andet Formaal netop bruge et analytisk Udtryk, vil 

man efter en saadan. Undersøgelse let kunne opstille en passende Tilnær­

melsesformel.
Resultatet bliver, at der for vore Opgavers Vedkommende kan gøres 

følgende Indvendinger imod den mekaniske Metode i dens hidtil anvendte 

Skikkelse:

1. Selve Metoden indfører i Almindelighed Fejl i Resultatet.

2. Metoden kan kun give rigtige Resultater, naar Iagttagelsernes Middelfejl 

er konstant.
3. Differenserne mellem de udjevnede Værdier varierer ikke regelmæssigt.

Med Hensyn til den sidste Indvending skal det bemærkes, at naar den 

overhovedet kan gøres gældende, kan den lige saa vel rettes imod selve de 

beregnede Værdier; men dersom disse ikke er tilstrækkeligt udjevnede, vil 

dette ganske vist træde stærkere frem i Differenserne. Imidlertid vil Differen­

serne af en tilstrækkelig høj Orden nærme sig til Skemaet: +b, —b, +&,—&• • • •, 

selv om Uregelmæssighederne kun skyldes Afrundingen til sidste Ciffer, men 

tager man for Eksempel en grafisk Udjevning til Hjælp, vil man kunne skønne, 

om Uregelmæssighederne er for store til alene at stamme fra Afrundingen. 

Skal vi betragte de beregnede Værdier som fuldstændig udjevnede, vil vi 

da fordre, at de ikke maa fremvise andre Uregelmæssigheder end de, der
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kan skyldes Afrunding. Det vil vise sig, at det ikke er vanskeligt at op­

fylde denne Fordring.

Med Hensyn til den Indvending, at Metoden kun kan give rigtige Re­

sultater, naar Iagttagelsernes Middelfejl er konstant, skal det bemærkes, at 

dette refererer sig til Opgaver, hvor Udjevningsfunktionen er bekendt, men 

i dette Tilfælde kan der næppe være Tvivl om, at man bør foretrække 

mindste Kvadraters Metode. Naar den sande Funktion derimod er ubekendt, 

stiller Sagen sig anderledes, thi da kommer det først og fremmest an paa, 

at man ikke indfører Fejl derved, at man udjevner efter en urigtig Funktion, 

medens det i Sammenligning hermed bliver af underordnet Betydning, om 

der tages Hensyn til lagttagelsesværdiernes Vægte. Dette synes i alt Fald 

at kunne siges om vore Opgaver, hvor man tør antage, at de sande Vægte 

ikke springer fra Værdi til Værdi.

Om den Indvending, der sikkert kan betragtes som den væsentligste i 

mange Tilfælde, hvor man har anvendt mekanisk Udjevning, nemlig at selve 

Metoden indfører Fejl i Resultatet, kan det ogsaa siges, at den refererer sig 

til Udjevning efter bekendt Funktion, thi har man tilstrækkeligt Kendskab 

til den sande Funktion, vil man ogsaa kunne indrette sine Formler saaledes, 

at der ikke indføres Fejl i Resultatet.

For os synes Sagen at ligge saaledes, at for nogle af vore Opgavers 

Vedkommende faar man det bedste Resultat ved at anvende mindste Kva­

draters Metode til Bestemmelsen af et vist Antal Led af den trigonometriske 

Række, medens man i andre Tilfælde kan opnaa et bedre Resultat ved 

Hjælp af den mekaniske Metode. Der skal derfor gøres et Forsøg paa at 

give den sidstnævnte Metode et rationelt Grundlag, idet den specielt lægges 

til Rette for vore Opgaver. Men da vi skal anvende Metoden til Udjevning 

af Iagttagelser, som er bundet til hverandre, er det nødvendigt, at vi først 

undersøger »Bindingens« Betydning.



IV.

BINDING.

§ io-
Baandene og Bindingens Karakter.

Det er tidligere omtalt, hvorledes Iagttagelserne bindes til hverandre af 

de væsentlige og varierende Omstændigheder, der ledsager det iagttagne 

Fænomen. Det vil nu være heldigt at have en Definition, ifølge hvilken 

man kan afgøre, om et foreliggende Talmateriale repræsenterer frie eller 

bundne Iagttagelser. Da man for frie Iagttagelser har den simple Sætning, 

at Middelfejlskvadratet for en Sum af to lagttagelsesværdier er lig med 

Summen af de to Værdiers Middelfejlskvadrater, er det naturligt at bruge 

denne Sætning som Kriterium, saaledes at Iagttagelserne siges at være 

bundet til hverandre, hvor denne Sætning ikke gælder3).

Det er ligeledes tidligere omtalt, og det vil yderligere fremgaa af det 

følgende, at Materialet kan foreligge i en saadan Form, at de specielt fra 

Bindingen stammende Fejl forbliver skjulte. Dersom man udjevner saadanne 

lagttagelsesværdier, vil man ikke være i Stand til at bestemme Fejlen paa 

de udjevnede Værdier, og vore Bestræbelser skal derfor gaa ud paa at 

lægge Materialet saaledes til Rette, at lagttagelsesværdierne tildels bliver 

frie af hverandre. Det bør dog fremhæves, at der ikke er noget kunstigt 

ved denne Tilrettelægning; vi benytter netop den almindeligt anvendte 

Gruppering af Iagttagelserne, og den frembyder sig som den eneste naturlige 

— selv om der ikke tages Hensyn til Iagttagelsernes Frigørelse — naar 

man har fleraarige lagttagelsesrækker til Bestemmelse af de daglige Perioder.

Vore Iagttagelser kan altid opstilles efter dette Skema: 

 ..................................°'i............................... °'n 

<, o">, o"3.................................o"............................   -on

 o™, o™.............................. ....................................

O(Sa\ O^\ .............................. ...................................

 .........

J) Nøjagtigere udtrykt skulde det hedde, at Iagttagelserne betragtes som frie, naar Sætningen 

gælder med en vis nærmere bestemt Tilnærmelse, og som bundne, naar man kommer 

udenfor denne Grænse.
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hvor hver af de vandrette Rækker danner en Periode, medens Værdierne i 

de lodrette Rækker alle har samme Fase; det er altid Middeltal af saadanne 

lodrette Rækker, som vi benytter til Udjevning. Værdierne i de vandrette 

Rækker er altid bundet til hverandre. Derimod er Værdierne i de lodrette 

Rækker frie af hverandre for de aarlige Perioders Vedkommende, og for 

de daglige Perioders Vedkommende bliver de frie af hverandre, naar man 

lader hver af de vandrette Rækker bestaa af Middeltal af Værdier med samme 

Fase for f. Eks. en Maaned, saaledes at de Værdier, der skal benyttes 

til Udjevning, hører til samme Kalendermaaned i en Række paa hinanden 

følgende Aar.

For de daglige Perioders Vedkommende har man tillige, at naar 

Værdierne i de lodrette Rækker er frie af hverandre, saa er ogsaa hver 

enkelt Værdi fri af alle de andre med Undtagelse af dem, der findes i dens 

egen vandrette Række; dersom for Eksempel lagttagelsesværdien i Januar 

i Aar ikke er bundet til i Januar i Fjor, er der heller ikke Grund til at

antage, at i Aar skulde være bundet til o1 i Fjor; men iøvrigt bør de

forskellige Spørgsmaal vedrørende Bindingen nærmere undersøges ved de 

forekommende Opgaver.

Lad os imidlertid foreløbig gaa ud fra, at hver Værdi i vort Skema er 

fri af alle de andre med Undtagelse af dem, som findes i samme vandrette 

Række, samt at Værdierne i samme lodrette Række har samme Vægt. Vi 

kan da beregne ikke blot Middelfejlene for de enkelte Værdier, men ogsaa 

Middelfejl for enhver Funktion af Iagttagelser i samme vandrette Række. 

Har vi saaledes

_/lv) — a. ö*v) +................+ a
J 1 1 1 2 2 1 1 n n >

kan betragtes som en enkelt Iagttagelse, og da j\ f" ifølge 

vore Forudsætninger er frie af hverandre, kan man paa almindelig Maade 

beregne Middelfejlen for f og ligeledes for Middeltallet af f\

= ax («,) + at (oj +

Her kræves der Udregning af de enkelte Funktioner f, og er der Brug 

for Funktioner med andre Værdier af Faktorerne a, maa denne Udregning 

gentages. Men man kan ogsaa gaa frem paa en anden Maade. Indfører 

vi for Afvigelserne Betegnelsen 

e W = (<?.),

har vi først

/(V) _p=a^ g(V) g(Y) ......................................g(V)
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og faar dernæst Middelfejlskvadratet for f af

(^0-i)Å2(/)=[(/-^)2]
- [£i] + a\ [EI] + a\ K] + < KH------

+ 2^, [e1 e 2] + 2 <z2 a3 [e2e3] + 2 a3 [e3 e 4] -----

+ 2 ax a3 [ex e3] + 2 <z2 a4 [e2e4] -j-----

+......................................•

Beregner man samtlige Kvadrat- og Produktsummer af Afvigelserne, kan 

man altsaa finde Middelfejlen for forskellige Funktioner ved at indsætte 

Værdierne af Faktorerne a i ovenstaaende Formel. Denne Beregningsmaade 

vil dog i de fleste Tilfælde blive mere omstændelig end den første.

Den første Linie af Formlen svarer til den sædvanlige Fejllov for frie 

Iagttagelser, idet man har [s^] : (^0— 1) — Å2 (<?,); den simple Form, som Fejl­

loven i dette Tilfælde antager, beror netop paa, at man tør betragte Pro­

duktsummerne som smaa Størrelser. Naar dette ikke er Tilfældet, er Iagt­

tagelserne ifølge vor Definition bundet til hverandre. Det er nu ønskeligt 

at have et Udtryk, der kan benyttes som et Maal for eller en Karakte­

ristik af Bindingen, og hertil vil det være naturligt at bruge Produktsum­

merne eller Udtryk, hvwori disse Summer indgaar som Faktor. Her bruger vi

’ +VR] [<$

som et Udtryk for den Binding, der bestaar mellem Iagttagelserne Ot og O;. 

Værdien af dette Udtryk forbliver uforandret, naar vedkommende lagt- 

tagelsesrækker gentages; den forbliver ogsaa uforandret, naar Afvigelserne 

i en af Rækkerne multipliceres med en Konstant. I det følgende kaldes det 

med B betegnede Udtryk ligefrem for Baandet1) mellem Iagttagelserne 

oi og Oj.

Man kan nu vise, at

[s®] • [ej] — [e; E,-]2 — [(e (.v) ejv))2] ,

hvor Meningen med de benyttede Mærker i Ligningens højre Side er den, 

at man skal tage alle de Kombinationer af den angivne Form, hvor v og p. 

er forskellige. Da vi herefter ikke kan have [& £2] • [ej] [s, ej2 , er Grænserne 

for Værdien af B 1 og —  1. For at B skal kunne faa en af disse 

Grænseværdier, maa man almindeligt have

s(?) 
l .__ l

S(.v) E(?)
J J

J) Et hertil svarende Udtryk benyttes ogsaa under Navn af »Korrelationsfaktor« eller > Korre­

lationskoefficient« til at undersøge, om der er en Sammenhæng imellem to forskellige 

iagttagne Fænomener.
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altsaa et konstant Forhold mellem Afvigelserne fra de Iagttagelser, der er 

bundet sammen. — For to identiske lagttagelsesrækker har man altid B = i.

Vi skal nu vise ved nogle Eksempler, hvorledes Iagttagelserne kan 

stilles op i Overensstemmelse med Skemaet Side 41, og derefter ved Hjælp 

af vort Udtryk for Baandet anskueliggøre Bindingens Karakter i forskellige 

Tilfælde.

Først tager vi Temperaturens daglige Periode i Juli Maaned i Køben­

havn, bestemt ved timevise Iagttagelser. Dersom vi vilde stille samtlige 

Iagttagelser for en Maaned op efter Skemaet, kom hver af de vandrette 

Rækker til at indeholde Iagttagelserne for et Døgn, men under disse Om­

stændigheder vilde ikke blot Værdierne i de vandrette, men ogsaa Værdi­

erne i de lodrette Rækker være bundet til hverandre, thi de Aarsager, 

der betinger Bindingen, virker i Almindelighed i længere Tidsrum ad Gan­

gen. Vort Materiale indeholder imidlertid Iagttagelser for 23 Aar, nemlig 

fra 1887 til 1909, og nu lader vi hver af de vandrette Rækker bestaa 

af Middeltallene af de til samme Klokkeslet anstillede lagtta-

i = I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1887 —24 -48 —33 —37 — ii 12 9 13 —14 — 2 + 0 3
1888 6l 52 54 77 106 95 59 12 —36 —66 —90 —81
1889 29 5 7 11 7 20 45 29 21 —10 — 25 —33
1890 53 45 50 50 55 $8 22 — 1 — 28 —62 -87 —67
1891 62 41 23 30 59 89 97 39 lO —10 —34 —43

1892 — 6 —40 -48 —40 —30 — i7 — 1 — 5 2 — 5 — 14 - 28
1893 —44 —32 —30 —44 —47 — V — 6 36 48 55 45 42
1894 —43 —11 — 11 —20 — 19 9 — 5 2 13 19 55 38
1895 33 69 66 56 42 47 1 — 10 —41 —68 —49 -48
1896 —23 —37 —42 —41 -68 —37 —65 —43 — 19 — 18 —11 2

1897 25 30 38 44 4i 20 i5 2 19 13 5 —10
1898 43 62 77 75 70 40 20 —29 —34 —36 —50 —47
1899 —47 —53 —41 —35 —52 —60 —5o —39 29 32 36 43
19OO ~ 4 — 5 — 1 — 1 — 15 —44 —44 —39 — 6 17 24 26
1901 —46 —54 —67 —75 —79 —97 —72 —45 36 45 73 77

1902 20 13 10 V 19 5 8 —10 12 16 15 2
1903 16 15 11 12 5 —22 — 1 2 13 25 18 5
1904 96 -98 -113 —79 —111 —82 —41 4 30 82 99 109

1905 1 i? 11 4 8 + 0 4 9 — 13 V 22 22
1906 —49 —33 —26 —22 — 19 —16 — 3i 17 13 44 54 37

1907 44 49 63 42 48 22 19 11 —30 —52 —41 — 17
1908 —32 —28 —37 —5i —45 —52 — 13 23 — 5 6 5 22
1909 28 4i 40 30 35 27 30 23 —20 -38 -48 —52
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gelser i en Maaned; vi faar saaledes 23 vandrette Rækker. Herefter bli­

ver for Eksempel o\ Middeltallet af Iagttagelserne for Kl. i om Morgenen 

i Juli 1887, medens bliver det hertil svarende Middeltal for samtlige

23 Aar. For at lette Oversigten benytter vi i Stedet for selve Værdierne 

oW de tilsvarende Afvigelser, altsaa ep') = og vort Skema bli­

ver herefter
^1 > > £3 ................................................................. ^24

o " c ’! c '! c " ................c "

c(v) p(v) e(v) £(v)...........................g(v)
t-1 , t-2 , t-3 t-z °24

s<23), e(23) , g(23) el23) 
l

E
(23)
24 •

I nedenstaaende Opstilling af disse Afvigelser er Enheden C. Da 

de enkelte Værdier, som findes i enhver af de 24 lodrette Rækker, svarer 

til Iagttagelser, som er anstillet i hvert sit Aar, tør man vente, at der ikke

B

22

-—104

— 14

—44

—43

3

13
11

—50

38

—13
—70

53

25
106

10

—16

I TI

— 2

26

~37

33
—60

14

28

15

44

16

36

17

37

18

36

19

4

20

—20

21

—27

22

—10

23

— 5

24

—16 1887

-97 —86 —69 -38 —33 — 15 — 1 38 46 43 72 1888

—46 —40 —28 —23 5 —12 — 2 11 18 8 20 1899

—54 —50 —52 —28 — 8 2 6 27 40 36 38 1890

—61 —76 —82 —65 —60 —36 — 15 4 25 22 29 1891

— 1 12 35 61 62 58 46 15 — 8 —17 —36 1892

22 14 — 3 —12 23 6 1 — 2 -IS —24 —29 1893

22 — 1 —12 — 0 23 —B 7 —11 — 19 —12 —25 1894

-38 —49 —49 -38 — 5 1 29 20 24 32 28 1895

■ 53 39 55 35 55 44 54 53 9 — 3 —28 1896

—34 —49 —43 —39 —19 —23 — 13 — 18 — 15 1 23 1897

—72 —7i —30 —22 —10 — 7 5 12 8 26 37 1898

56 61 69 50 3i 12 2 — 13 —20 —24 —40 1899

14 V 23 25 28 10 7 — 8 — 19 —21 — 7 1900

107 110 119 85 16 —69 —65 —62 —47 —46 1901

5 — 3 —28 — 4 —24 —24 —39 — 6 — 11 — 8 9 1902

—21 —23 —16 —32 —35 — 6 — 3 — 6 20 19 19 1903

104 123 138 70 20 29 — 19 -37 —60 —79 —102 1904

— 10 — 2 —35 — i? — 37 — 20 3 — 7 7 9 9 1905

38 5i 45 13 —29 8 12 — 19 —27^ —42 —43 1906

— 14 —41 —62 —55 —42 — 28 — 13 16 3i 37 48 1907

40 57 4i 38 8 5 8 2 — 5 — 3 — 15 1908

—41 —35 —52 —40 -38 —12 14 22 43 50 54 1909
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e r  B a a n d  m e l l e m  d i s s e  V æ r d i e r ; m e n  S a g e n  b ø r  d o g  u n d e r s ø g e s  n æ r m e r e .  

D e r s o m  B a a n d e n e  e r  s a a  s t æ r k e , a t  v i b e h ø v e r  a t  t a g e  H e n s y n  t i l d e m , v i l  

d e t t e  a l l e r e d e  g i v e  s i g  t i l  K e n d e  v e d , a t  F o r t e g n e n e  u d v i s e r  f l e r e  P e r m a n e n ­

s e r  e n d  V a r i a t i o n e r . E n  O p t æ l l i n g  a f  P e r m a n e n s e r n e  g i v e r  h e r  

9 , 9 >  9 , 9 , 9 >  i o , i o , 1 4 , i o , 1 4 , 1 3 , 1 3 , 9 , 9 , 9 , 9 , 9 , 9 , 7 , 1 3 , 1 5 , 9 ,  9 ,  9 .

N a a r  m a n  h a r  i a l t n P e r m a n e n s e r  o g  V a r i a t i o n e r , e r  d e t  f o r v e n t e d e  A n t a l  

a f  h v e r  A r t fyi + s a a f r e m t V æ r d i e r n e  e r f r i e  a f  h v e r a n d r e . D a  d e t  

f o r v e n t e d e  A n t a l  h e r  e r 1 1  +  2 . 3 , v i l m a n  d e r f o r  i k k e  b e t æ n k e  s i g  p a a  a t  

b e t r a g t e  V æ r d i e r n e  i d e  l o d r e t t e  R æ k k e r  s o m  f r i e  a f  h v e r a n d r e .

O m v e n d t g i v e r  M a n g e l e n  p a a  h y p p i g e  F o r t e g n s v a r i a t i o n e r i d e  v a n d ­

r e t t e  R æ k k e r t y d e l i g t n o k  t i l K e n d e , a t I a g t t a g e l s e r n e  i d i s s e  R æ k k e r  e r  

b u n d e t  t i l h v e r a n d r e .

N æ r m e r e  O p l y s n i n g e r o m  B i n d i n g e n s  K a r a k t e r  f a a r  v i v e d  a t  b e r e g n e  

B a a n d e n e  m e l l e m  e n  v i s  l o d r e t  R æ k k e  o g  d e n  n æ s t e , d e n  n æ s t n æ s t e  o .  s .  v . ;  

d e n n e  B e r e g n i n g  u d f ø r e s  n e m m e s t  v e d  a t  b e n y t t e  v o r  O p s t i l l i n g  a f  A f v i g e l ­

s e r n e . —  G a a r  v i u d  f r a  I a g t t a g e l s e r n e  f o r  M i d n a t  ( z  =  o e l l e r  i — 2 4 )  o g  

k a l d e r  B a a n d e t  m e l l e m  t o  R æ k k e r , d e r  e r  a d s k i l t  v e d  e t  I n t e r v a l  p a a  q T i ­

m e r , f o r  Bq, f a a r  v i

B2 ^ 5 B.

• 9 5 • 9 4 • 9 4 • 9 2 • 9 4 • 8 3 •73 •  2 6

b . ^ 1 0 A t
^ 1 2 - ^ 1 3 Bi. ^ 1 6

•  6 6 - . 8 4 - • 8 7 —  • 8 8 —  • 9 3 - - - - 9 1 —  • 9 1 —  9 3

A v - ^ 1 8
^ 1 9 - ^ 2 0

^ 2 1 ^ 2 2
^ 2 3 B%i

. 8 7 —  • 6 6 —  • / O • 0 4 • 5 9 • 8 7 • 9 5 1 .

I  d e n  g r a f i s k e  F r e m s t i l l i n g  h e r a f , F i g .  5 , e r  V æ r d i e n  a f  Bo t a g e t m e d . I  

O v e r e n s s t e m m e l s e  m e d  D e f i n i t i o n e n  a f  Bq, m a a  BQ e l l e r  B^ v æ r e  B a a n ­

d e t  m e l l e m  t o  i d e n t i s k e  l a g t t a g e l s e s r æ k k e r , o g  m a n  h a r  d e r f o r  a l t i d  BQ =  i .

E n d v i d e r e  e r  B a a n d e n e  m e l l e m  I a g t t a g e l s e r n e  K l .  3  E f t e r m i d d a g  o g  d e  

a n d r e  l a g t t a g e l s e s r æ k k e r  b e r e g n e t . R e s u l t a t e t , d e r  e r g e n g i v e t i F i g .  6 ,  

b l i v e r :

Bi B% B. Bi B. B. A B*
. 9 6 • 9 i ■ 64 • 5 9 —  2 5 —  6 3 —  8 4 —  8 9

B. ^ 1 0 Bu B^i ^ 1 3 Bu Bi. “ ^ * 1 6

—  9 1 —  • 9 4 —  9 3 —  9 2 —  9 4 —  9 5 —  • 9 1 - - - - 8 2

j 517 “ ^ 1 8 Bin B^o ^ 2 1 ■ ^ 2 2 B„ B^i

—  • 3 3 • 5 5 •7& • 8 2 •  8 9 . 9 6 . 9 8 1 .

N a a r  m a n  e r i n d r e r , a t  v e d  f r i e  I a g t t a g e l s e r  s k a l  V æ r d i e r n e  a f  B a a n d e n e  

v æ r e  N u l  e l l e r  n æ r m e  s i g  s t æ r k t  t i l  N u l  ( n a t u r l i g v i s  g æ l d e r  d e t t e  i k k e  f o r  2 ? 0 ) ,  

v i l m a n  s e , a t  B i n d i n g e n  v e d  T e m p e r a t u r e n s  d a g l i g e  G a n g  e r  m e g e t  s t æ r k .
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Det mærkeligste er imidlertid, at Baandene i omtrent en Trediedel af Peri­

odens Længde er ganske nær ved Grænsen — i. Aarsagen til den nega­

tive Binding er, at den væsentligste Omstændighed, der binder Iagttagel­

serne til hverandre, nemlig Skydækkets større eller mindre Tæthed, giver 

modsatte Afvigelser om Dagen og om Natten; Middeltallene svarer til en 

vis gennemsnitlig Tæthed af Skydækket; er Tætheden større, vil Stigningen 

i Temperaturen om Dagen blive mindre, men Afkølingen om Natten paa 

Grund af Udstraalingen vil ogsaa blive mindre — vi faar altsaa en negativ 

Afvigelse om Dagen og en positiv Afvigelse om Natten; omvendt, naar 

Himlen er klar, thi da vil vi faa positiv Afvigelse om Dagen og negativ om 

Natten, men i begge Tilfælde bliver Produktet af Afvigelserne negativt.

Vi ser, hvorledes »Aarsager« kan aabenbare sig ved Undersøgelsen af 

Bindingen. De Oplysninger, som Materialet indeholdt om de Omstændig­

heder, der ledsagede det iagttagne Fænomen, gik ikke tabt derved, at vi
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b e h a n d le d e  d isse O m stæ n d ig h e d e r so m  u v æ sen tlig e ; v il m a n  o p sø g e » A a r-  

sa g e r« , g iv e r e n U n d e rsø g e lse a f B in d in g en  g o d V e jle d n in g .

D e t sk a l d o g  s tra k s b e m æ rk e s , a t m a n  o g sa a p a a a n d re o g i A lm in d e ­

l ig h e d  m in d re b e sv æ rlig e M a a d e r k a n k o m m e » A a rsa g e rn e « p a a S p o re t. I  

F ig . 7 e r d e r sa a le d e s g iv e t e n F re m s till in g a f d e n u d je v n e d e K u rv e fo r

T e m p e ra tu re n s d a g lig e G a n g o g d e su d e n  n o g le la g tta g e lse s ræ k k e r fo r e n ­

k e lte A a r; m a n se r s tra k s h e ra f , a t d e r t i l p o s itiv e A fv ig e lse r i N æ rh ed e n  

a f M a x im e t sv a re r n e g a tiv e A fv ig e lse r v e d M in im e t o g  o m v en d t.

S o m  d e t n æ s te E k se m p e l p a a  la g tta g e lse sv æ rd ie rn e s d e lv is e F rig ø re ls e  

o g  p a a B in d in g e n s K a rak te r ta g e r v i L u fttry k k e ts d a g lig e P e r io d e i B a ta v ia  

i Jan u a r M a a n e d . D e r e r b e n y tte t Ia g ttag e lse r fo r 3 0  A a r, o g v o r t S k e m a  

fo r la g tta g e lse sv æ rd ie rn e < /v ) , e lle r fo r A fv ig e lse rn e d v ) =  fa a r

a lts a a 3 0 v a n d re tte R æ k k e r , m e d en s v i l ig e so m  fo ra n v e d T e m p e ra tu ren s  

d a g lig e P e r io d e h a r 2 4 lo d re tte R æ k k e r , id e t d e r o g sa a i d e tte T ilfæ ld e  

fo re lig g e r Ia g tta g e lse r fo r h v e r T im e . I n e d en s taa e n d e O p s till in g (S id e 5 0  

o g 5 1 ) a f A fv ig e lse rn e e < v ) e r E n h e d en m m .

V i sk a l fø rs t u n d e rsø g e , o m  Ia g tta g e lse rn e  i d e lo d re tte R æ k k e r e r f r ie  

a f h v e ra n d re . E n O p tæ llin g  a f F o rteg n sp e rm an e n se rn e g iv e r so m  R e su lta t:  

1 1 , 1 1 , 1 5 , 1 9 , 1 8 , 1 5 , 1 7 , 1 9 , 1 6 , 1 8 , 2 2 , 1 6 , 1 4 , 1 3 , 1 3 , 1 5 , 1 3 , 1 1 , 1 0 , 

1 6 , 1 4 , 1 2 , 1 6 , 1 1 .

D a d e r ia lt e r 2 9 P e rm a n e n se r o g V a ria tio n e r i h v e r R æ k k e , b liv e r d e t  

fo rv e n ted e A n ta l P e rm a n e n se r 1 4 .5 +  2 .7 , o g  m a n tø r d e rfo r b e trag te d e  

u n d e rsø g te Ia g tta g e lse r so m  f r ie a f h v e ra n d re .
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Der er dernæst beregnet to Serier af Baand med Udgangspunkter fra 

Iagttagelserne Kl. 6 Formiddag (Fig. 8) og Kl. 3 Eftermiddag (Hg. 9). Re­

sultatet er:

A B. B, B. B. B, Bs

6 a. m. • 84 •63 .28 — 06 — 26 — 22 — 20 ----20

3 P-m. • 84 •45 • 06 — 21 -•38 — 50 — 50 ----51

B\q B„ -^12 ^13 B., ^15 ■̂ 16

6 a. m. —16 — 10 •05 • 02 •04 — 25 ----46 --- 51

3 P- m. —49 — 26 • 08 .07 ----05 — 07 — 16 — 47
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Z = I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1876 5 6 + 0 — 2 2 — 0 — 3 — 2 5 6 9 8
1877 — 9 — 1 1 0 5 5 6 10 10 16 12 13
1878 — 4 — 6 — 2 2 3 — 2 0 — 2 — 2 - 5 — 8 — 7
1879 9 14 11 3 — 4 —12 —12 —10 — 5 — 5 — 6 — 3
1880 9 15 23 i5 4 ~ 4 — 18 —28 —23 — 13 —10 — 3

1881 — 6 — 6 — 5 — 9 — 6 — 5 — 1 — 2 — 3 — 3 — 5 — 2
1882 4. 1 2 4 8 1 — 2 — 5 — 4 — 3 — 2 — 2
1883 — 0 - 6 — 1 2 2 5 9 6 9 9 8 5
1884 1 — 3 — 0 5 5 6 — 1 2 7 5 2 — 1
1885 — 2 ~ 4 — 11 — 15 —14 — n — 9 — 3 3 8 8 . 4

1886 14 10 1 — 9 —20 —20 — 17 —16 — 1 4 10 13
1887 11 5 — 2 — 4 — 6 — 7 - 7 — 4 1' 5 11 3
1888 —10 — 3 — 2 5 6 6 — 1 — 6 — 7 —12 — 4 1
1889 — 3 — 4 5 6 12 14 20 13 6 — 2 — 10 —16
1890 9 8 13 15 10 7 4 11 9 0 — 5 — 7

1891 0 — 1 — 1 — 1 1 8 12 12 11 8 2 4
1892 —10 — 14 —16 —17 — 18 — 8 — 4 2 3 6 7 — 1

1893 — 8 — 8 — 4 — 4 5 4 — 2 — 5 — 5 — 1 2 2
1894 — 1 1 — 3 — 4 — 6 — 1 — 1 0 — 0 -— 2 5 6

1895 —11 —12 — 9 1 5 2 4 5 — 2 — 4 2 4

1896 4 6 3 3 5 3 1 5 6 11 7 4
1897 — 2 — 4 7 13 i/ 13 23 12 3 — 4 —11 —15
1898 — 4 — 3 + 0 8 12 6 + 0 1 — 2 — 8 ~ 5 — 2
1899 — 11 — 5 2 5 13 13 6 4 0 — 7 — 5 — 2
1900 3 3 - 5 — 1 — 4 — 4 1 5 4 9 8 5

1901 2 4 ~ 4 — 6 — 5 0 — 6 — 5 — 11 — 5 — 1 5
1902 — 2 — 8 —11 — 9 — 7 2 4 — 4 —10 — 6 — 5 1
1003 7 7 2 1 — 7 — 7 — 4 3 0 — 3 — 6 — 4
1904 — 8 — 2 — 1 — 3 — 4 4 10 7 4 1 — 2 4
1905 16 11 6 — 6 —16 — 17 —12 — 6 — 5 — 6 — 8 — 13

Bindingen er i dette Tilfælde ikke saa stærk som i det forrige, hvilket 

ses ved at sammenligne Værdierne for Baandene. Endvidere ser man af 

Fig. 8 og 9, at Bindingen her har en temmelig sammensat Karakter, men 

dette staar i naturlig Forbindelse med selve det iagttagne Fænomen, som 

er af en ret indviklet Beskaffenhed. Der er nemlig ogsaa i dette Tilfælde — 

omend ikke i saa høj en Grad som i det foregaaende — en vis Sammen­

hæng imellem Gangen i Afvigelserne og selve det iagttagne Fænomen; 

saaledes ser man, at for Eksempel Afvigelserne for 1880 og 1889 viser 2
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13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

6 — 2 — 3 — 4 — 5 — 2 — 1 — 5 - 7 — 6 — 5 1 1876

7 13 14 7 0 — 7 — i/ —13 — 14 — 14 —21 —21 1877

— 17 — V —12 6 12 19 17 14 6 7 1 3 1878

0 9 15 7 7 — 6 — 5 — 8 0 — 2 0 5 1879

10 19 26 24 11 2 — 6 —10 — 16 — 13 — 9 — 3 1880

5 12 12 8 11 4 7 1 + 0 — 1 — 2 — 4 1881

~ 3 1 — 5 — 1 1 4 3 — 1 — 1 1 — 1 3 1882

8 1 — 7 — 5 — 9 —10 — 10 — 7 — 5 — 3 — 2 — 2 1883

— 5 — 8 — 7 — 12 -—11 — 9 3 2 — 1 2 9 11 1884

7 5 2 2 1 5 — 4 2 7 8 9 1 1885

10 6 0 — 1 — 8 — 7 — 2 2 7 7 5 7 1886

— 5 — 8 —12 —12 — 13 — 3 0 3 5 9 12 10 1887

11 11 14 + 0 — 3 4 5 8 6 — 3 —10 —14 1888

—21 —27 —30 — 19 4 7 15 11 9 6 2 0 1889

— 5 — 9 —10 —12 — 18 — 14 —11 —10 0 2 11 8 1890

— 1 — 5 —11 —10 —11 — 4 — 5 — 8 — 1 — 3 + 0 — 4 1891

— 7 —10 — 2 5 11 15 17 17 15 9 4 + 0 1892

5 9 16 i5 6 0 7 1 — 3 — 9 —11 —12 1893

7 12 5 5 — 1 — 7 —12 — 4 — 2 3 3 1 1894

6 9 8 3 8 6 2 — 3 — 5 — 4 — 8 —11 1895

4 — 3 — 8 —11 — 13 —12 — 7 - 7 — 7 — 1 3 7 1896

—20 — 17 — 13 — 1 0 — 3 — 1 2 4 2 — 3 — 4 1897

7 7 9 12 9 9 2 — 8 — 17 — 14 — 9 — 7 1898

— 2 1 8 8 15 8 — 0 — 4 — 8 — 10 —12 — 13 1899

3 ~ 5 — 9 —10 — 3 3 + ° 2 2 — 7 — 4 4 1900

2 5 10 — 1 — 7 — 8 — 1 4 — 1 8 9 8 1901

I 0 2 2 10 11 i5 9 9 2 1 1 1902

~ 5 — 2 — 5 — 4 — 8 — 8 — 13 3 11 15 13 10 1903

— 0 4 3 9 6 2 1 — 2 — 8 — 11 — 8 — 7 1904

—11 —10 —10 — 9 — 2 — 0 + 0 12 20 22 22 21 1905

Maxima og 2 Minima, der findes i Nærheden af de Steder, hvor Lufttrykkets 

dag-lisre Periode har enten Maximum eller Minimum. Der maa altsaa findes 

Aarsager, der virker paa en lignende Maade, som Skyetheden ved Tempe­

raturens daglige Periode. Imidlertid vil det ses, at Gangen i Afvigelserne 

for adskillige Aars Vedkommende er væsentlig anderledes.

Ved de undersøgte daglige Perioder for Temperatur og Lufttryk viste 

Bindingen nogle karakteristiske Træk, der neppe vil findes i de aarlige Pe­

rioder, nemlig at Bindingen strækker sig over hele Perioden, og at der fore- 

4*
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k o m m e r n e g a t iv e  B a a n d . V e d  U n d e r s ø g e l s e n  a f  T e m p e r a tu r e n s a a r l i g e  P e ­

r i o d e  f o r K ø b e n h a v n  v i s e r d e t s ig  s a a l e d e s , a t d e r g a n s k e  v i s t k a n  p a a v i s e s  

B a a n d  m e ll e m  I a g t t a g e l s e r , s o m  e r a d s k i l t v e d  e t I n t e r v a l a f f l e r e  M a a n e -  

d e r , m e n  i k k e  m e ll e m  I a g t t a g e l s e r , s o m  e r a d s k i l t v e d  e t I n t e r v a l a f e t  

h a lv t A a r , o g  e n d v id e r e h a r j e g  i k k e  k u n n e t p a a v i s e  n e g a t iv e  B a a n d  m e d  

n o g e n lu n d e  s to r e  n u m e r i s k e  V æ r d ie r .

T i l e t l i g n e n d e  R e s u l t a t k o m m e r V. Willaume-Jantzenx}, d e r g a a r  f r e m  

p a a f ø lg e n d e M a a d e . A a r e t i n d d e l e s i d e a lm in d e l ig e f i r e m e te o r o lo g i s k e  

A a r s t id e r , o g  d e t u n d e r s ø g e s d e r p a a , o m  d e r f o r E k s e m p e l e f te r e n  v a r m  

V in te r e r f u lg t e t v a r m t e l l e r e t k o ld t F o r a a r o .  s . v . T i l U d g a n g s p u n k t  

t a g e s  k u n  d e  A a r s t id e r , d e r h a r v æ r e t m in d s t 1 ° f o r v a r m e  e l l e r f o r k o ld e ,  

m e d e n s  d e n  f ø lg e n d e  A a r s t id  k a ld e s v a r m  e l l e r k o ld  u d e n  H e n s y n  t i l , h v o r  

l i l l e  A f v ig e l s e n  h a r v æ r e t .

R e s u l t a t e t g iv e s  i f ø lg e n d e  T a b e l :

•

A n ta l  

T i l f æ ld e

N æ s te  A a r s t id

v a r m k o ld

E f te r e n  v a r m  V in te r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 3 7 0  O / o 3 0  ° /o

—  e t v a r m t F o r a a r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 6 7 3  ° /o 2 7  7 o

—  e n  v a r m  S o m m e r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 8 7 8  % 2 2 %

—  e t v a r m t E f te r a a r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 0 6 0  o / o 4 0 %

E f te r  e n  k o ld . V in te r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 0 2 7  % 7 3  %

—  e t k o ld t F o r a a r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 4 3 7  % 6 3  %

—  e n  k o ld  S o m m e r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 6 2 7 % 7 3  %

—  e t k o ld t E f te r a a r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 2 4 1  % 5 9 %

M a n  s e r h e r a f , a t d e r o v e r a l t e r e n  t y d e l ig  p o s i t iv  B in d in g , m e n  i ø v r ig t e r  

A n ta l le t a f T i lf æ ld e f o r l i l le t i l , a t d e r k a n d r a g e s v id e r e S lu tn in g e r o m  

B a a n d e n e s S ty r k e . —  Willaume-Jantzen u n d e r s ø g e r d e r n æ s t , o m  d e r f o r  

E k s e m p e l e f t e r e n  v a r m  V in te r f ø lg e r e n  v a r m  e l l e r e n  k o ld  S o m m e r o .  s .  v .  

R e s u l t a t e t e r :

V a r m  V in te r e f te r f u lg t a f  v a r m

—  S o m m e r —  -  —

K o ld  V in te r e f t e r f u lg t a f k o ld

—  S o m m e r —  -  —

S o m m e r ; 4 5  ° / 0

V in te r ; 5 3 %

S o m m e r ; 6 0  ° / 0

V in te r ; 5 0 %

a f  3 3  T i l f æ ld e ,

-  i 8 ( ? )

-  3 0

-  2 6 ( ? ) —

» M e te o r o lo g i s k e  O b s e r v a t io n e r i K jø b e n h a v n s . K b h . 1 8 9 6 . ( S id e  2 2 ) .
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Dette Resultat er omtrent saaledes, som man maatte vente, det vilde blive, 

naar de undersøgte lagttagelsesværdier var frie af hverandre. Baandene kan 

herefter ikke have en kendelig Styrke, naar Afstanden mellem Iagttagelserne 

er større end tre Maaneder.

Vi skal nu undersøge disse Forhold lidt nærmere og benytter atter en 

Opstilling af Materialet efter vort Skema, der imidlertid viser en anden 

Sammenhæng mellem Iagttagelserne end ved de daglige Perioder. Tager vi 

saaledes de i § 7 omtalte Iagttagelser for Temperaturens aarlige Periode i 

København, faar vi 365 lodrette og 124 vandrette Rækker:

41'. 0™ ■■■ ...0W ...
1

. . . .øW

365

^2), '
. . . z>(2)

L
. . . .

365

^(v) . . . . . . 0(v) 
l

. . . .
365

7,(124)
^1 ’ <24), ^(124) . . . . . . ^(124) . . 

i
. . . .n(124)

365

men i Modsætning til, hvad der fandt Sted ved de daglige Perioder, følger 

alle disse Værdier umiddelbart efter hverandre (bortset fra nogle Spring i 

dc ældste Iagttagelser), idet for Eksempel svarer til 1. Jannar i et vist 

Aar, og til 31. December i det foregaaende Aar.

Vi undersøger først det for Beregningen af Middelfejlene vigtige Spørgs- 

maal, om Værdierne i de enkelte lodrette Rækker er frie af hverandre. 

Der er dog kun foretaget en Optælling af Fortegnspermanenserne for Afvi­

gelserne i hver femte Række, altsaa ialt 73 Optællinger jevnt fordelt over 

hele Perioden. Middeltallet af Permanenserne bliver 61.47 og Middelfejlen 

for den enkelte Række + 6.3; da der er ialt 123 Permanenser og Variationer, 

er det forventede Antal 61.5 + 5.5, og vi er derfor berettiget til at be­

tragte de undersøgte Iagttagelser som frie af hverandre1),

I de lodrette Rækker har altsaa Værdierne de samme Egenskaber (med 

Hensyn til Bindingen) som i de daglige Perioder. Derimod gælder det ikke 

om Skemaet for de aarlige Perioder, at hver enkelt Værdi er fri af alle de 

andre med Undtagelse af dem, der findes i samme vandrette Række, thi 

her er i alt Fald nogle af Værdierne i det ene Aars December Maaned 

bundet til nogle af Værdierne i det næste Aars Januar. Vil vi nu af alle 

Iagttagelserne i de enkelte vandrette Rækker danne lineære Udtryk, bliver 

Værdierne af disse Udtryk ikke frie af hverandre. At der her dog kun er 

Tale om en svag Binding, kan man se af de enkelte Aars Middeltemperaturer, 

der faaes ved at danne Middeltal af alle Værdier i hver enkelt vandret Række; 

Afvigelserne for de paa hianden følgende Aar danner nemlig 69 Fortegns-

Det bør dog bemærkes, at Fejlkurven øjensynlig ikke er af typisk Form, idet den har 

tydeligt Minimum for Antallet 62 og udprægede Maxima for 58 og 65.
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permanenser og 54 Fortegnsvariationer, medens det forventede Antal af 

Permanenser eller Variationer som tidligere nævnt er 61^ + 5^, naar Værdi­

erne er frie af hverandre.

Til Oplysning om Bindingens Karakter er der beregnet en Serie Baand 

med Iagttagelserne for den 2. Februar som Udgangspunkt. Resultatet er:

B-r B. Bx B2 B. B, B. B*

•85 1 .84 •63 •44 •45 .40 • 22

Ao ^15 B=>_q Byt> B^q ^35 B^q ^5

•24 •21 .07 • 08 • 09 • 20 •05 •03.

/ \

I \

Fig. 10.

\

6

I Overensstemmelse med Definitionen af Bq er B_x her Baandet mellem 2. 

og 1. Februar. — Af ovenstaaende Værdier eller af Fremstillingen Fig. 10 

ser man, at Bindingen her nærmest kan siges at være af asymptotisk 

Karakter.

Til selve den Udjevning af de periodiske lagttagelsesrækker, der senere 

skal foretages, vil der ikke fordres nogen Beregning af Baandene, men det 

er heldigt, at man har Kendskab til Bindingens Karakter, naar man skal 

kritisere de opnaaede Resultater. Overhovedet gaar denne Del af vor Un­

dersøgelse kun ud paa at finde, hvilken Betydning Bindingen har for vore 

Opgaver, idet vi navnlig har Opmærksomheden henvendt paa, hvilke Fejl 

man kan begaa, naar man ikke tager Hensyn til den, og i hvilke Ret­

ninger Resultatet af vore Opgaver vil adskille sig fra Resultatet af Opgaver 

med indbyrdes frie Værdier. Men dernæst sørges der for, at Opgaverne 

lægges til Rette saaledes, at der ikke under selve Udjevningsregningen bli­

ver Anvendelse for Regneregler, som specielt gælder for bundne Værdier. 

— Det samme kan siges om Indholdet af den følgende Paragraf.
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§  I T -

R e g n in g  m e d  b u n d n e  I a g t t a g e l s e r  o g  n o g le  F ø lg e r  a f  B in d in g e n .

V i h a v d e  f o r a n  ( S id e  4 3 ) , a t n a a r

/ ( v )  _  _ |_  ^ ( v )  _ |_  _ i_ . .  .

b le v

+ < K ]  + < K ]
4 - 2 ^ 2  [ e x e 2 ] +  2 Æ 2 < Z 3 [ e 2 E 3 ] +  2 « 3 ä 4  [ e 3 e J  +  • • • •

H - 2 ä 1 a* ] e x e 3 ] +  2 Ä Ä  [ e 2 e 4 ] +  • • • •

D e n n e  F o r m e l k a n s im p l i f ic e r e s m e g e t , n a a r m a n t ø r b e t r a g te  I a g t ­

t a g e l s e r n e s o m  l i g e g o d e , o g  n a v n l ig , n a a r t i l l i g e  B a a n d e n e  m e ll e m  I a g t ­

t a g e l s e r , d e r e r a d s k i l t v e d l i g e  s to r e  I n t e r v a l l e r , t ø r b e t r a g t e s  s o m  e n s .  

D is s e  B e t in g e l s e r v i l i A lm in d e l ig h e d  v æ r e o p f y ld t m e d g o d  T i ln æ r m e ls e  

f o r v o r t M a te r i a l e s  V e d k o m m e n d e , n a a r  F u n k t io n e n  k u n  s t r æ k k e r s ig  o v e r  

n o g le  f a a  I a g t t a g e l s e r . V i s æ t te r d a

o g  d a  

f a a r v i

\ ( / )  =

a\ + a\ + a~-A + ^ 4 + * '

+  2 ^  (a^ + a^a.A + +........... )

+ 2j 52 ( Æ l r t 3  +  a<2.a^ 4 " . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )

2 j^ 3  ( Æ 1 Æ 4  + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

M e d d e n n e F e j l l o v s o m  U d g a n g s p u n k t s k a l v i n u b e t r a g t e n o g le  

F ø lg e r a f  B in d in g e n  o g  f r e m d r a g e  n o g le  a f  d e  F e j l , s o m  b e g a a s , n a a r m a n  

b e h a n d le r b u n d n e  I a g t ta g e l s e r , s o m  o m  d e  v a r f r ie .

F ø r s t k a n v i v e d  e t s im p e l t E k s e m p e l v i s e , a t E le m e n tu d je v n in g  v e d  

H jæ lp a f  N o r m a l l i g n in g e r n e i k k e t ø r a n s e s f o r a t v æ r e  r i g t ig , n a a r I a g t ­

t a g e l s e r n e  e r b u n d e t t i l h v e r a n d r e . L a d  o s a n ta g e , a t d e r e r f o r e l a g t l a g t -
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ta g e ise rn e o2 og o3, og a t d e u d je v n e d e V æ rd ie r ifø lg e T e o rie n sk a l 

t i lf re d ss til le  L ig n in g e rn e

ur = x — y,

Z /9 —

z /g =  X + y.

V i b e s te m m e r fø rs t x v e d H jæ lp a f m in d s te M id d e lfe jls P rin c ip , id e t v i  

l ig e so m  t id lig e re i § 4 sæ tte r

+ a2o2 +  c c3 ö 3 ,

o g fa a r d a d e to B e tin g e lse s lig n in g e r

C tj -J - C tg — }— C C g - - -  I  ,

—  C 4 +  a 3 —  o , 
e lle r

a 2 =  1 —  2 ^ ,. o g a 3 =  0 4  ,

id e t v i b e trag te r 0 4 so m  u a fh æ n g ig  v a r iab e l.

V i h a r n u u n d e r d e g iv n e F o ru d sæ tn in g e r

Å 2 ( jr) =  (a *  +  a *  +  a *  +  2 ^ 1(a 1a 2 +  a 2a 3 ) +  2 # 2a 1a 3 )Å 2 (ø )

o g f in d e r h e ra f v e d H jæ lp  a f M in im u m sb e tin g e lse n fo r X2(x), a t

 (i ---  + (i ---  + AX + (i — A)^3

3 -4 A  +  ^ 2

S æ tte r m a n h e r = B2 — o , fa a r m a n d e n  V æ rd i a f x, d e r sv a re r t i l  

tr ie Ia g tta g e lse r , n e m lig x — + o2 +  « ?3 ) ; d e n sa m m e V æ rd i fa a r m a n

iø v r ig t o g sa a , n a a r b lo t Br = B2.

V i k a n p a a sa m m e M a ad e f in d e E le m e n te t y, og d e t v ise r s ig d a , a t  

d e tte e r d e t sa m m e fo r b u n d n e so m  fo r f rie Ia g ttag e lse r , n e m lig

7  =  —  V i  +  i  o3.

B e n y tte r v i e k sem p e lv is d e V æ rd ie r fo r B a a n d e n e , so m  v i fa n d t v e d  

T e m p e ra tu re n s a a rlig e P e r io d e (S id e 5 4 ) , o g  sæ tte r m e d e n l i l le A fru n d in g  

Bx — • 8 5 o g  B2 = • 6 5 , b liv e r

*  =  f  ° \. —  l °2 +  5  
°g

u\ ~ Hj ( j I6,i 2<?2 \(zzi) — ■ 995M0);

z /2 =  ( 6or — 2O2 + 6 ö 3 ) ; å 2 (2 /2 ) =  • 8 2 O Å 2 (0 ;

^3 — i^o ( °i 2o 2 4“ 1^2(^3) = '

H a v d e v i d e r im o d b e n y tte t N o rm a llig n in g e rn e s L ø sn in g , v ild e R e su l­

ta te t i d e tte T ilfæ ld e v æ re b le v e t
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+  2 ^ 2  ^ 3 ) > \(^ 1 ) ~ ~  I-o 3  1 ^ 2 ^)  ’

^ 2 —  i?  (^ i H - °2 ~i~ #3)’ ~  ' 8 5 6 X 9(0 );

u3 =  i(--^ i+ 2 ^ 2  +  5 0 3 ); X 2 (« 3 ) =  I.O3IÅ2(ö ),

D a M id d e lfe jlen e fo r a lle d e u d jev n ed e V æ rd ie r i d e t s id s te T ilfæ ld e e r  

s tø rre en d i d e t fø rs te , tø r m an h ere fte r ik k e b e trag te  U d jev n in g v ed  H jæ lp  

a f N o rm allig n in g e rn e so m  b ere ttig e t, n aa r Iag ttag else rn e e r b u n d et til h v er­

an d re .

V i sk a l d ern æ st b e trag te B in d in g en s B ety d n in g fo r  F e jllo v e fo r  S u m m er  

o g D iffe ren se r a f to p aa h in an den fø lg en d e Iag ttag e lser, a ltsaa fo r  

h v o r m an —  frem d eles u n d er F o ru d sæ tn in g a f, a t m an k an b e trag te Iag t­

tag e lse rn e so m  lig e g o d e —  h ar

K(f) =  (2 ±  2 ^ )  Å 2(4

B aan d en e m ellem n æ rlig g end e Iag ttag e lse r e r i R eg len p o sitiv e (d e r  

m aa u n d tages g an sk e en k e lte T ilfæ ld e , so m  fo r E k sem p e l B aan d en e i N æ r­

h ed en a f V en d ep u n k te rn e v ed T em p era tu ren s d ag lig e P erio d e , m en d er  

e r B aan d en e sv ag e ). M id d e lfe jlen fo r en S u m a f saaledes b u n d n e Iag t­

tag e lse r b liv e r d erfo r s tø rre o g fo r en D ifferen s m in d re en d v ed frie Iag t­

tag e lse r. B en y tte r v i saa led es V æ rd ien Br = -8 5 , faa r v i h en h o ld sv is  

3 7 Å 2 (6 ’) °g O -S M 6 * ), m ed en s frie Iag ttag e lse r i b eg g e T ilfæ ld e g iv e r

H v ad d er h er g æ ld e r fo r en S u m  a f 2 A d d en d er, g æ ld e r o g saa fo r en  

S u m  a f fle re . L ad o s saa led es b e trag te M id d e lta lle t

u2 —  i  (^ 1 +  ö 2 +  °3}>

d er o v en fo r h av es so m  U d try k fo r d en u d jev n ed e V æ rd i a f o2. H er e r  

^ 2 (^ 2 ) ~  i (3 +  4 ^ i +

d er m ed d e b en y tted e V æ rd ie r a f B aan d en e g av X 2(« 2 ) =  -8 6 Å 2 (< ?), m ed ens  

frie Iag ttag e lser g iv e r Å 2 (« 2 ) — ± X2(ø); en d n u m ere u g u n stig t b liv e r R esu l­

ta te t, n aar m an tag e r e t V æ rd isæ t so m  Bt =  -9 6 , B2 — -9 1 (S id e 4 6 ), id e t 

m an faa r X 2 (zz2 ) =  «96å2(ø ). A lle red e h era f k an m an sk ø n n e , a t d en F o r­

b ed rin g , so m  V æ rd ie rn e k an faa v ed en U d jev n in g , e r m in d re , n aa r Iag t­

tag e lse rn e e r b u n d ne , en d n aar d e e r frie .

M ed H en sy n til M id d e lfe jlen , fo r en D ifferen s saa v i, a t S ag en s tille r  

s ig g u n stig ere fo r b u n d ne en d fo r frie Iag ttage lser. L ad o s g aa e t S k rid t 

v id e re o g b e trag te an d en D iffe ren s :

A 2 o2 = or — 2o 2 4 - ö 3 ,
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hvoraf man faar

å 2(A 2 ø 2) = (6 —  8^ x + 2^,) Å2(b).

Med de benyttede Værdisæt faar vi

B, B, X2(A^2)

006  Å2(ø) 

•85 -65 -5^2^)
•96 -91 -14X2(0).

Denne Egenskab hos Differenserne af bundne Iagttagelser, nemlig at 

de har forholdsvis smaa Middelfejl, belyser et Omraade, hvor der idelig­

gøres Fejlslutninger. Fremstiller man en Række frie eller bundne Iagt­

tagelser grafisk og  ..forbinder Punkterne med en Kurve, der er saa jevn som  

mulig, vil Middelfejlen paa 2den Differens være en Art Maal for denne 

Kurves Mangel paa Jevnhed. En saadan Kurve vil derfor blive meget 

jevnere for bundne end for frie Iagttagelser, naar Middelfejlen paa selve 

Iagttagelserne er den samme i begge Tilfælde. Omvendt vil man ved  

Betragtning af saadanne grafiske Fremstillinger af bundne Iagttagelser komme 

til den Antagelse, at Middelfejlene for Iagttagelserne er meget mindre, end 

de i Virkeligheden er, saafremt man uden tilstrækkelig Kritik benytter sin 

Erfaring fra Fremstillinger af frie Iagttagelser. Naar nu tilmed en saadan 

Betragtning ikke kan støttes eller ikke bliver støttet af en Beregning af 

Iagttagelsernes Middelfejl, kan dette give — og har givet — Anledning til 

mange lidet nyttige Spekulationer over den teoretisk rigtige Kurves Form. 

I den følgende Paragraf, der handler om sekundære Minima og Maxima i 

Temperaturens aarlige Periode, vil denne Sag blive nærmere omtalt.

Af det foregaaende vil man kunne indse for det første, at det er 

nødvendigt at tage Hensyn til Bindingen, og for det andet, at det vil blive 

besværligt (ved vore Opgaver uoverkommeligt) at foretage Udjevning paa 

Grundlag af en direkte Anvendelse af de bundne Iagttagelsers Fejllove. 

Vore Bestræbelser gaar derfor ud paa at omgaa Vanskelighederne. Og det 

viser sig da, at vi kan nøjes med at beregne dels Middelfejlene for de 

forelagte Værdier og dels et vist Antal af Konstanterne i den trigonometriske 

Udjævningsrække, ap og bp, samt deres Middelfejl.

Beregningen af Middelfejlene for de forelagte Værdier kan som omtalt 

udføres ganske som ved frie Iagttagelser, naar vi opstiller vort Materiale 

efter det i § 10 meddelte Skema, hvor enhver Værdi er fri af alle de andre 

Værdier i samme lodrette Linie.

Angaaende Beregningen af Å3(ä p ) °g er ^er derimod noget at 

bemærke. Lad os først betragte de daglige Perioder, hvor Værdierne i 

enhver af de vandrette Rækker er frie af Værdierne i de andre vandrette
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R æ k k er. V i k u n d e d a b ereg n e fo r E k sem p el ap fo r h v er af d e v an d re tte  

R æ k k er efte r F o rm len

ap = [ox co spQ +  < ?2 co s  2 /0  + ••••  +  < ?n-l  («— i)/© )*  ~  >

o g d a d e saa led es b ereg n ed e V æ rd ier, ap, a" • • • -a^a\ i O v eren sstem m else  

m ed v o re F o ru d sæ tn in g er er frie af h v eran d re, k u n d e v i d ern æ st p aa  

a lm in d e lig M aad e b ereg n e Å 2 (« p ). M en d en n e F rem g an g sm aad e v il b liv e  

m eg et b esv æ rlig , n aar M ateria le t o m fatter m an g e A ar, o g d a d e t i A lm in ­

d e lig h ed er tils træ k k e lig t a t fin de å 2 (æ p ) m ed to g o d e C ifre , k an m an d e le  

M ateria le t i G ru p p er af p assen d e S tø rre lse o g b lo t b ereg n e ap af M id d el­

ta llen e fo r h v er af d isse G ru p p er. S aaled es d e le r v i d e t i § 9 o m ta lte  

M ateria le til B estem m else af L u fttry k k e ts d ag lig e P erio d e i 6 G ru p p er o g  

faa r fo r E k sem p el

1 8 7 6— 1 8 8 0 •0 3 1 7 •0 2 1 3

1 8 8 1— 1 8 8 5 •0 4 3 8 •0 2 9 4

1 8 8 6 — 1 8 9 0 •0 3 8 0 •0 3 9 3
1 8 9 1— 1 8 9 5 •0 4 3 0 •0 3 2 3

1 8 9 6— 1 9 0 0 •0 5 1 8 •0 2 9 4

1 9 0 1  — 1 9 0 5 •0 3 5 8 ■ 0 4 2 9

M id del .0 4 0 7 •0 3 2 4 .

H erat faa r m an Å 2 (# 4 ) =  -0 5 8 3 5 o g Å # 4 ) = •0 5 3 2 5 . (T il K o n tro l k an m an

b ereg n e K o n stan te rn e af d e t sam led e M ateria le ; h er faas ai — -0 4 0 6 o g  

=  -0 3 2 5 ).
F o r d e aarlig e P erio d ers V ed k o m m en d e saa v i, a t d e fø rs te o g d e  

sid ste V æ rd ie r i h v er af d e v an d re tte R æ k k er v ar b u n d e t til h en h o ld sv is  

d en fo reg aaen d e o g d en efte rfø lg en d e R æ k k e, o g so m  F ø lg e d eraf k u n d e  

d er p aav ises n o g en B in d in g im ellem  M id d elta llen e a'o, a'o- • • -a^. M en d e ler  

v i o g saa h er M ateria le t i G ru p per, o p n aar v i fo ru d en  L ettelse i B ereg n in g en  

af E lem en tern es M id d elfe jl d esu den n æ sten fu ld stæ n d ig F rig ø relse , th i d e t 

er in d ly sen d e , a t d en B in d in g , d er b estaar fo r E k sem p el m ellem  d e sid ste  

V æ rd ie r fra  A aret 1 9 0 0 o g d e fø rs te fra 1 9 0 1 , k u n v il g ø re sig m eg et sv ag t 

g æ ld en d e im ellem M id delta llen e fo r G ru p p er so m 1 8 9 6— 1 9 0 0 o g 1 9 0 1  —  

1 9 0 5 .

N aar v i v ed d isse M id delfe jlsb ereg n in g er tag er fo rn ø d en t H en sy n til 

B in d in g en , v il d e t v ise sig , a t v i k an u d fø re se lv e U d jev n in g sreg n in g en  efte r 

d g sam m e R eg n ereg ler, so m  v i v ild e b en y tte , h v is Iag ttag e lsern e v ar frie .
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§ 12.

Sekundære Minima og Maxima i Temperaturens aarlige Periode.

Som foran nævnt benytter man altid ved Udjevning af aarlige Perioder 

Normalpladser, der mindst strækker sig over fem Døgn. Denne Fremgangs- 

maade vil kun være berettiget, dersom den sande Funktion kan betragtes 

som lineær i de benyttede Intervaller. Dersom de sekundære Minima og 

Maxima, der træder frem i lagttagelsesværdierne, skulde betyde, at den 

sande Funktion besad tilsvarende Ejendommeligheder, turde man derfor 

ikke anvende Normalpladsmetoden, men man maatte foretage Udjevningen 

med Værdierne for de enkelte Dage. Det er derfor nødvendigt, at vi 

nærmere undersøger denne Sag, der desuden har direkte meteorologisk 

Interesse.

I Meteorologiens Historie spiller navnlig Spørgsmaalet om »Kulde­

tilbagefald« i Maj Maaned en stor Rolle. Det er sikkert Sagens økonomiske 

Betydning, der har bevirket, at »Fænomenet« har vakt Opmærksomhed. 

Saaledes siger van Bebber^'. »Schon von Alters her hat man den Kälteriick- 

fällen im Mai eine besondere Aufmerksamkeit zugewandt, viel mehr als der 

weit grösseren Temperaturerniedrigung, welche um Mitte Juni stattzufinden 

pflegt. Diese Thatsache hat hauptsächlich darin ihren Grund, dass die 

Kälteriickfälle im Mai nicht selten fur die in der ersten Entwicklung befind- 

liche Vegetation, zumal wenn diese durch eine warme Zeitepoche gefördert 

wurde, höchst verderblich sind, während dagegen die Riickfälle im Juni fast 

stets sich iiber dem Gefrierpunkte vollziehen und weit seltener fur die 

Pflanzenwelt schlimme Folgen haben. Ganz besonders aber sind es die 

Tage zu Anfang der zweiten Decade des Mai, denen der Landmann mit 

banger Sorge entgegensieht, und welche der Volksmund im Norden an die 

»Eisheiligen« oder »gestrengen Herren« Mamertus, Pancratius und Servatius 

(io., il., 12. Mai) und im Silden an Pancratius, Servatius und Bonifacius 

(i i., 12., 13.) gekntipft hat. In Frankreich sind diese Tage unter der 

Bezeichnung »les trois saints de glace« bekannt«.

I øvrigt undersøger van Bebber ikke, om det omtalte Fænomen virkelig 

eksisterer — han forsøger at forklare det — men henviser til, at Dove har 

vist, at Kuldetilbagefaldene i Maj gennemsnitlig falder paa de angivne Dage. 

Wilhelm von BezolcD\ der ogsaa forsøger at forklare Fænomenet, henviser 

ligeledes til Dove og siger, at han har eftervist, at disse Kuldetilbagefald i 

Middel virkelig indtræffer paa de Dage, som Folketroen har anvist dem. 

Da Dove er den første, som har givet Folketroen Støtte ved en Under­

søgelse i videnskabelig Form, og da mangfoldige Forfattere efter ham lige 

op til vore Dage har accepteret hans Resultater eller hans Fremgangsmaade,

Dr. van Bebber-. »Die gestrengen Herren«. Meteorologische Zeitschrift 1883. S. 145.

2) W. von Bezoldt »Die Kälteriickfälle im Mai«. Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XIV. Bd. 

II. Abth.
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vil det være naturligt, at vi undersøger, hvorledes Dove er kommet til det 

Resultat, at det omtalte sekundære Minimum paa Temperaturkurven virkelig- 

eksisterer.

Her maa der imidlertid indskydes en Bemærkning. I ethvert fore­

liggende Materiale til Bestemmelse af meteorologiske Elementers Perioder 

kan der paavises Ejendommeligheder, og man kan naturligvis godt sige, at 

disse Ejendommeligheder eksisterer i det Tidsrum, som det paagældende 

Materiale omfatter. Men Spørgsinaalet er her, om der er Grund til at 

antage, at Ejendommelighederne kun skyldes »tilfældige« Afvigelser, eller 

om det maa antages, at de ogsaa vil fremtræde i Middeltallene for meget 

lange lagttagelsesrækker. Kun hvis dette sidste maa antages at være 

Tilfældet, siger vi her, at den paagældende Ejendommelighed virkelig 

eksisterer.

Vi gaar derefter over til Doves Afhandling1). Efter at have meddelt 

og diskuteret et omfattende Talmateriale siger Dove heri (S. 140): »Aus 

der oben mitgetheilten Tafel der fiinftägigen Mittel geht deutlich hervor, 

dass in Rusland vom 8 zum 13. Mai kein Riickfall sich zeigt, dass dieser 

erst in Curland hervortritt, sich aber vorzugsweise deutlich im nördlichen 

Deutschland zeigt und dann iiber Belgien nach Frankreich und Siid-England  

hiniibergreift. Wir wollen daher zunächst die Erscheinung beobachten, wo 

sie am entschiedensten sich geltend macht«. Dove finder derefter (S. 145), 

at Fænomenet fremtræder fuldstændig regelmæssigt i Midttyskland.

Da der til Doves Disposition kun stod faa lagttagelsesrækker, der var 

tilstrækkelig lange til, at han kunde bruge Middeltallene for de enkelte 

Dage, benyttede han for en stor Del Femdøgn til sine Undersøgelser. For 

hvert enkelt Aars Maj Maaned er der beregnet Middeltallet for Femdøgnet 

fra den 1. til den fra den 6. til den 10. o. s. v. Der er altsaa oprettet 

Normalpladser den 3., 8., 13., 18., 23. og 28. Maj. Lad os kalde disse 

Værdier o3, o8----o28. Dove danner derefter Differenserne o8—o8, o13 — os, 

ais — °- s - v -> °S' naar disse Differenser faar negative Værdier, noteres

det som et Tilbagefald. Dersom den sande Temperaturkurve er glat, vil 

der for Maj Maaneds Vedkommende, hvor Temperaturen i Hovedsagen er 

stigende, være større Sandsynlighed for, at disse Differenser bliver positive 

end for, at de bliver negative. Da Undersøgelsen drejer sig om Dagene 

den li., 12. og 13. Maj, er det Differenserne 6>13 —  o8 det kommer an paa, 

og naar Dove for Eksempel finder, at disse Differenser for Breslaus Ved­

kommende bliver negative 30 Gange i 66 Aar, saa tages dette som et 

Bevis for Kuldetilbagefaldets Eksistens.

Denne Bevisførelse, som mange efter Dove har benyttet, er om just 

ikke urigtig saa- dog utilstrækkelig. Et sekundært Minimum i Middeltallene

»Abhandlungen der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin«. Aus dem Jahre 

1856. Berlin 1857. S. 121 — 192.
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fremkommer nemlig ved, at der i de enkelte Aar er en vis Overvægt — 

enten med Hensyn til Antal eller med Hensyn til Amplitude — af sekun­

dære Minimer, og en almindelig Paavisning af, at Minimet findes i et vist 

Antal af de enkelte Aar, har derfor ikke mere Beviskraft end en Betragtning 

af Middeltallene. Vil man føre et Bevis, maa man undersøge, om Sand­

synligheden for, at den sande Temperaturkurve skulde være glat, er saa 

ringe, at man maa antage, at det sekundære Minimum virkelig eksisterer.

Til en saadan Undersøgelse vil vi benytte Doves Materiale for Breslau; 

som nævnt omfatter det 66 Aar (1791 —1856). Vi anfører først Summerne 

for Differenserne mellem de benyttede Normalpladser i Maj Maaned :

°8 °8 °8 Ø18 ö23 ^18 ^28 ö23

56.90 —744 5374 59-69 10.51 .

Summen af Differenserne ø13 — <?8 viser her ganske vist en paafaldende 

Værdi, men det maa dog bemærkes, at hvis man udskyder blot et enkelt 

Aar, nemlig 1825, der viser følgende Differenser:

1.60 —8.42 .36 5.34 — -58,

bliver Resultatet

55-30 .98 53.38 54.35 11.09,

saaledes at Summerne for de resterende Aar ikke udviser noget Tilbagefald. 

Naar et enkelt Aar kan have en saadan Indflydelse paa Resultatet, synes 

det at være umiddelbart indlysende, at selv Iagttagelser fra 66 Aar er 

utilstrækkelige til at paavise, at det omspurgte Fænomen virkelig eksisterer. 

Lad os dernæst sammenligne Middeltallene af ovenstaaende Differenser for 

de 66 Aar med tilsvarende Værdier taget fra en udjevnet lagttagelsesrække. 

Vi faar:

Middeltal for 66 Aar . . -86

Udjevnede Værdier ... -84

Differenser..................... -02

— -ii -8i -90 • 16,

• 82 .79 .75 .70,

— .93 .02 .15 — -54.

Nu giver en Beregning, at Middelfejlen for Middeltallet — -n er + -36, 

og Differensen — -93 er altsaa mellem 2 og 3 Gange saa stor som Middel­

fejlen. Dette er imidlertid ikke tilstrækkelig Grund til at forkaste en 

Hypotese om, at den sande Temperaturkurve skulde være jevn, især da 

Perioden indeholder 73 Værdier af den betragtede Art, hvorfor man paa 

Forhaand maa antage, at der vil-forekomme Afvigelser som de fundne.

Dersom man vil opstille den Hypotese, at den sande Temperaturkurve 

muligvis i det væsentlige er glat, men at den netop paa ciet betragtede 

Sted har et sekundært Minimum, kan man ikke herimod gøre en Be­

tragtning som den ovenstaaende gældende, eftersom Middelfejlen kun har
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B e ty d n in g s o m  e t U d try k fo r F e jl lo v e n fo r m a n g e V æ rd ie r , m e n  a ld e le s  

in te t u d s ig e r o m  F e jle n  p a a d e n  e n k e lte V æ rd i. B e re t t ig e lse n  a f e n H y p o ­

te s e s o m  d e n  s id s t o p s t il le d e  v il m a a s k e d e r fo r ik k e k u n n e  u n d e rs ø g e s p a a  

e t g iv e t T id s p u n k t , m e n d e tte v il k u n n e s k e s e n e re , th i h v is d e n  s a n d e  

T e m p e ra tu rk u rv e ik k e h a r e t s a a d a n t s e k u n d æ rt M in im u m , m a a  d e t g e n n e m -  

g a a e n d e u d v is k e s m e r o g  m e r i M id d e lta lle n e , e f te rh a a n d e n  s o m  I a g tta g e ls e s -  

m a te r ia le t fo rø g e s . T il U n d e rsø g e lse a f d e t fo ra n b e tra g te d e » F æ n o m e n «  

h a r v i s a a le d e s n u  e t s tø r re  la g tta g e ls e s m a te r ia le , e n d  Dove v a r i B e s id d e ls e  

a f , o g v i k a n d a a f s lu t te O m ta le n  a f d e n n e S a g  m e d  n o g le U d ta le ls e r a f  

HamD\ d e r r e fe re re r s ig t i l h u n d re d a a r ig e la g t ta g e lse s ræ k k e r fo r W ie n , 

B re s la u o g  P a r is : » D e r K ä lte r i ic k fa l l z u A n fa n g  M a i (E is m ä n n e r 1 0 . 1 1 . 1 2 .)  

t r i t t in d e n  T a g e s m it te ln  n ic h t a u f fa l le n d  h e rv o r« , m e d e n s d e t m e d  H e n s y n  

t i l d is s e T e m p e ra tu rk u rv e rs a lm in d e lig e  U d s e e n d e b e m æ rk e s , a t : » M a n c h e  

d ie se r K ä lte ru c k fä l le u n d W ä rm e p e r io d e n t r e te n z u g e w is s e n  J a h re sz e i te n  

s o h ä u f ig u n d k rä f t ig  a u f , d a s s s ie s e lb s t in h u n d e r t jä h r ig e n  T a g e s m it te ln  

s ic h a ls s c h e in b a r f e s ts te h e n d e E ig e n ti im lic h k e ite n d e s jä h r l ic h e n  W ä rm e -  

g a n g e s g e lte n d m a c h e n , w ä h re n d im  u b r ig e n d ie L in ie d e s jä h rl ic h e n  

T e m p e ra tu rv e r la u fe s n a m e n tl ic h im  a u fs te ig e n d e n  A s te  w ie m it S ä g e z ä h n e n  

b e s e tz t e r s c h e in t, s o  u n ru h ig  b e w e g t s ic h d ie T e m p e ra tu r a u f u n d  a b « .

M e d e n s v i i d e t fo re g a a e n d e b lo t u n d e rs ø g te e t e n k e lt S te d  i T e m p e ­

r a tu rk u rv e n , m a a v i , n a a r d e r b liv e r S p ø rg s m a a l o m  N o rm a lp la d s e rn e s  

T il la d e l ig h e d , u n d e rsø g e F 'o rh o ld e n e i h e le P e rio d e n s L æ n g d e . V i a n v e n d e r  

h e r t i l R e s u lta te t a f e n  U d je v n in g a f T e m p e ra tu re n s a a r l ig e G a n g  i K ø b e n ­

h a v n , h v o r t i l d e r e r b e n y tte t e n t id lig e re o m ta lt la g t ta g e ls e s ræ k k e . F ig . 1 2  

f re m s ti l le r P a r tie t o m k r in g M a x im e t a f d e n u d je v n e d e K u rv e o g a f d e  

fo re la g te  V æ rd ie r fo r h v e r e n k e lt D a g . B e te g n e r v i la g t ta g e ls e s v æ rd ie rn e  

fo r d e e n k e lte D a g e m e d  o o g d e u d je v n e d e V æ rd ie r m e d  u, f a a r v i i 

G e n n e m sn it fo r h e le A a re t Å 2 (ø ) =  -0 7 6 o g  [o — u)* 2 =  -0 5 5 . In d d e le r v i  

A a re t i d e s æ d v a n lig e m e te o ro lo g isk e  A a rs t id e r , f a a r v i i G e n n e m sn it

» L e lirb u c h  d e r M e te o ro lo g ie « , L e ip z ig 1 9 0 6 . S . 8 4 — 8 5 .

2 ) D e t b ø r d o g  b e m æ rk e s , a t \ (ø ) k u n  e r b e re g n e t fo r h v e r f e m te D a g .

h e d e n i B e s te m m e ls e n a f Å 3 (ø ) , o g d e n n e U s ik k e rh e d e r i d e tte T ilfæ ld e  

fo rh o ld sv is r in g e , d a  d e r t i l B e re g n in g e n a f d e e n k e lte V æ rd ie r a f Å 2 (ø ) e r  

b e n y tte t 1 2 4 I a g t ta g e ls e r 2 ) .

V in te r . F o ra a r .  S o m m e r. E f te ra a r .

X 2 (ø )  • 1 0 9 •0 7 5  -0 6 0 •O 6 O ,

(0 — • z /)2  • 0 7 4 •0 5 4  -0 5 0 • ° 4 3 -

B e te g n e r v i d e u b e k e n d te  V æ rd ie r a f d e n  s a n d e F u n k tio n m e d  w, s k a l m a n

i G e n n e m sn it h a v e
X 2 (^ ) =  (0 — v)2;

d e rso m  d e n n e  L ig n in g  ik k e e r r ig t ig , k a n  d e tte  n e m lig  k u n  s k y ld e s  U sik k e r -
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Fig. ii.

{o — u)2 < Å2(ø),
og altsaa

(ö --  zz)2 <Z{o — w)2,

maa den udjevnede Kurve gennemgaaende ligge nærmere ved Iagttagelses- 
værdierne end den sande Kurve. Men naar den udjevnede Kurve, som er 
glat, allerede har nærmet sig for meget til Iagttagelserne, er det indlysende,
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at den sande Kurve ogsaa (gennemgaaende) maa være glat, eftersom det 

vilde være urimeligt at antage, at den skulde bugte sig ud og ind bort 

fra de sekundære Minima og Maxima.

Der er herefter ikke Grund til at nære Betænkeligheder ved at benytte 

Normalpladser, uagtet man, som foran omtalt, ikke kan levere et afgørende 

Bevis for, at der ikke et enkelt Sted i Temperaturkurven skulde eksistere 

en eller anden Ejendommelighed. Men saalænge man ikke har paavist 

Forhold i Naturen, der kunde foraarsage Afvigelser paa bestemte Dage af 

Aaret, er der ingen Grund til at opstille saadanne Hypoteser. Den hele 

Diskussion er rejst paa Grundlag af de sekundære Minima og Maxima, 

der viser sig i Middeltallene af selv mangeaarige lagttagelsesrækker, men 

til at forklare disse Ejendommeligheder er de enkelte Aars Afvigelser fra 

Middeltallene tilstrækkelige. Og den psykologiske Forklaring af, at man 

overhovedet har fundet et Problem paa dette Sted, turde være den simple, 

at man ikke har været opmærksom paa den tilstedeværende Binding, der 

bevirker, at lagttagelsesrækkerne viser et andet Forløb end det, man kender 

fra frie Iagttagelser.

Sluttelig skal vi blot henvise til Fig. 11, hvor Værdierne for de enkelte 

Dage er Middeltallene for kun 25 Aar (1861 —1885) af den lange lagt- 

tagelsesrække, der er fremstillet i Fig. 12. Nogle af Ejendommelighederne 

i Fig. 11 genfindes i Fig. 12, men i formindsket Maalestok, medens andre 

Ejendommeligheder ikke genfindes eller synes forskudte. Men Hoved­

resultatet af en Sammenligning mellem de to Figurer bliver, at Ujevnhederne 

gennemgaaende er mindre for den lange lagttagelsesrække, og det samme 

Resultat kommer man til, naar man foretager tilsvarende Sammenligninger 

indenfor andre lagttagelsesrækker.

5



MEKANISK METODE

MED GENTAGNE UDJEVNINGER.

4 ‘3-

Metodens Hovedtræk.

Efter at der i det foregaaende er givet en Oversigt over Ejendommelig­

hederne ved det Materiale, som skal behandles, og Manglerne ved de al­

mindeligt anvendte Udjevningsmetoder, skal der nu gøres et Forsøg paa at 

lægge den mekaniske Metode til Rette for Bestemmelsen af de meteorolo­

giske Elementers daglige og aarlige Perioder, hvor der til Udjevning er 

forelagt et vist Antal ækvidistante Værdier.

Det falder naturligt at benytte de allerede anvendte Fremgangsmaader 

som Udgangspunkt. Vi tænker os da, at vi udjevner de forelagte Værdier 

efter et eller andet simpelt Regneskema, for Eksempel

(1) .
= -g- + Oi + ft-1);

herved opnaar vi imidlertid ikke at faa en Række af jevne Værdier, og vi 

gentager derfor Regningen efter det samme Skema, saaledes som det alle­

rede er omtalt Side 38, og faar derved en ny Række af Værdier, der kan
(2)

betegnes med o. Saaledes fortsætter vi et vist Antal, v, Gange, indtil
(v)

vi har faaet et Sæt af Værdier, o, der paa en eller anden Maade ses at 

være fuldkommen eller dog tilstrækkelig jevne.

Vi maa nu fordre, at der ikke ved selve Fremgangsmaaden indføres 

Fejl i Resultatet. Denne Fordring kan ogsaa udtrykkes saaledes: dersom 

de forelagte Værdier er fejlfrie, skal Regneoperationerne lade dem forblive 

uforandrede, eller: Regneoperationerne maa ikke forandre de til de forelagte 

Værdier svarende sande Værdier.

Betegner vi de sande Værdier med v, er den første Betingelse for, at 

(v) ...

man skal kunne bruge o som forbedret Værdi altsaa, at man almindeligt

(V)

har Vi = Vi. Holder vi os til det anførte Regneskema,
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( i )

6 » , = ( t f i - p i +  Oi +  < ? i— 1 ) =  < 2 / A 2  Ot, 
h a r m a n

(2) (1) (1) (1)

°t — i ( ö i+ i+ ^ i + < ? £- - i)= |  ( ^ + 2  +  20t+1  +  3°t++  ^ _ 2)~ 3 ^ 2

o g  a lm in d e l ig t

<v) IV I v (v - - - i l  T

o. = o. - j- - - - • —  A 2  o. - j— -  • — - - - - - - - - - - - A 4  o. 4 - • • • • - ! - - - - - A 2 v  o..
1 1 3 i 1 3 2  i ’ 2  1 3 V

T æ n k e r v i o s d e s a m m e R e g n in g e r u d fø r t m e d  d e  s a n d e V æ rd ie r , f a a r v i  

d e t t i l s v a re n d e  U d try k  i v, n e m lig

M  IV  I v(v--- I 1 ) I
v. = v. - - - - - • —  A 2  v. H — -  • — - - - - - - - - A 4  v. +  • • • • H - - - - - - - A 2 v  v..

1 1 3 1  ' '3 2  j , 2  < ‘ 3 v

(v)

o g  m a n  s e r d a h e ra f , a t n a a r m a n  s k a l h a v e Vt = Wt, m a a  v v æ re  e n  l in e æ r  

F u n k t io n , th i h v is v fo r E k s e m p e l e r a f a n d e n  e l le r t r e d ie G ra d , v i l m a n  

ik k e  a lm in d e l ig t h a v e  A 2  vi = o .

D e rs o m  v e r e n h e l a lg e b ra is k F u n k t io n a f a n d e n  e l le r t r e d ie G ra d ,  

k u n d e m a n  b ru g e

<v ) v  I v fv  - -  T 'l T
u = o.- - - - - - - A 2  o. = o. - I- - - - - - • — - - - - - - - - - - A 4  o. 4 -  • • • • -4 - - - - - A 2 v  o.

3  1 1 3 2  i - 2  1 3 V

s o m  u d je v n e t V æ rd i , n a a r d e t b lo t d re je d e s ig  o m  a t o p fy ld e d e n  s t i l le d e  

F o rd r in g , th i m a n  v i ld e d a h a v e

(V ) v
v.- - - - - - A 2  v. = v.;

1 3

m e n  d e t b e n y t te d e  K o r re k tio n s le d , - - - - —  A 2 ^ , e r u h e ld ig t , fo rd i R æ k k e n

a f V æ rd ie rn e A 2  Oi e r u je v n . D e t e r b e d re a t b e n y t te D if f e r e n s e rn e a f d e  

(V )
u d je v n e d e V æ rd ie r , a l ts a a A 2 ^ - , t i l K o r re k t io n e n , m e n  v i g a a r e n d n u e t

. . (v ) . . . M
S k r id t v id e re . H v is n e m lig  o n e to p  e r t i l s t ræ k k e l ig u d je v n e t , v i l A 2  o ik k e  

(v )
v æ re  d e t ; m a n  k u n d e u d je v n e V æ rd ie rn e o e n d n u  e n  G a n g , a l ts a a d a n n e  

(v4-l)

< ? , o g  d e re f te r s æ tte

(v + 1 ) v  4 - 1 A , (v + 1 )
U. — O.------ -- - - Z A 2 Oi,

1 1 3

(v) (v+1)

m e n d e r k a n s p a re s R e g n in g v e d a t k o m b in e re  o o g A 2 o s a a le d e s , a t  

v o r t U d try k  f a a r F o rm e n

5 *
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(v) (v+l)

— <?. 4" cx A2 Oi , 

idet vi samtidig sørger for at bestemme q saaledes, at man har

(V) (v+l)

v. + qA2 v. = w..

Dersom v er af fjerde eller femte Grad, faar vort Udtryk Formen

(V) (v+l) (V4-2)

u. = o. 4- ^A2 o. 4- c 2A4 o . ,

og saaledes fremdeles. — Det bør bemærkes, at Forudsætningen om, at v 

er en hel, algebraisk Funktion, kan erstattes med, at et vist Interval af w 

kan fremstilles med overlegen eller dog med tilstrækkelig. Nøjagtighed ved 

Hjælp af en saadan Funktion.

Saafremt man kender den sande Funktion, er der ingen Vanskeligheder 

forbundet med at opstille saadanne Udjevningsformler, der opfylder For­

dringen om ikke at indføre Fejl i Resultatet. Vanskelighederne viser sig 

først, naar den sande Udjevningsfunktion er ubekendt, saaledes som det er 

Tilfældet ved vore Opgaver, og en meget vigtig Del af Arbejdet kommer 

da til at dreje sig om at benytte Materialet til at skaffe sig de bedst mulige 

Oplysninger om den sande Funktions Natur. Da vore Funktioner er perio­

diske, giver den trigonometriske Række os det naturlige Hjælpemiddel til 

en saadan Undersøgelse, og det er tidligere omtalt, hvorledes vi kan be­

regne Middelfejlene for de i denne Række optrædende Konstanter. Imidlertid 

danner Potensrækken den naturlige Baggrund for d,en mekaniske Metode, 

og vi udvikler derfor først vore Formler, idet vi tænker os den sande 

Funktion udtrykt ved Hjælp af en saadan Række. Men dernæst udvikler 

vi de samme Formler, idet vi tænker os de forelagte Værdier fremstillet 

ved Hjælp af den trigonometriske Række, og derved tilvejebringer vi en 

Forbindelse mellem Undersøgelserne om den sande Funktions Natur og 

Udjevningsformlerne.

Ved denne dobbelte Udledelse af Formlerne opnaas der flere Fordele. 

Saaledes ses det umiddelbart, at vore Udjevningsformler ikke afhænger af 

en bestemt Hypotese angaaende den sande Funktion, og endvidere kan 

man ud fra to forskellige Synspunkter undersøge Spørgsmaalene om, hvor­

vidt de tidligere omtalte Mangler ved de almindeligt anvendte Fremgangs- 

maader er afhjulpet.

Det viser sig, at i samme Grad som Undersøgelsen af den ubekendte 

Funktion fører til sikre Resultater, i samme Grad er det afgjort, hvilke 

Egenskaber Udjevningsformlen bør have, medens vi er forholdsvis frit stillet 

med Hensyn til den Maade, som vi vil udføre Udjevningen paa, idet der 

kan vælges mellem flere forskellige Formler, som giver meget nær det 

samme Resultat. , Det bliver derfor et Spørgsmaal af udelukkende praktisk
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N a t u r , h v i l k e t  R e g n e s k e m a  v i  v i l v æ l g e  s o m  G r u n d l a g  f o r  v o r e  F o r m l e r :  

n a a r  d e n  e n d e l i g e  U d j e v n i n g s f o r m e l  e r  i  O v e r e n s s t e m m e l s e  m e d  d e n  s a n d e  

F u n k t i o n ,  d r e j e r  S a g e n  s i g  i ø v r i g t  k u n  o m  a t  f r e m s t i l l e  d e  u d j e v n e d e  V æ r ­

d i e r  m e d  d e t  m i n d s t  m u l i g e  R e g n e a r b e j d e .

D e r  e r  o v e n f o r  k u n  t a l t  o m  d e n  e n e  F o r d r i n g , s o m  v i m a a  s t i l l e  t i l  

v o r t  U d t r y k  f o r  d e n  u d j e v n e d e  o g  f o r b e d r e d e  V æ r d i , n e m l i g  a t  d e t  i k k e  

m a a  i n d f ø r e  F e j l  i R e s u l t a t e t , m e d e n s  d e r  i k k e  e r  t a l t  o m  d e n  a n d e n  F o r ­

d r i n g , n e m l i g  a t  F e j l e n , d e r  s t a m m e r  f r a  s e l v e  I a g t t a g e l s e r n e , s k a l  g ø r e s  

s a a  l i l l e  s o m  m u l i g . S a g e n  e r , a t  v o r e  B e s t r æ b e l s e r  f o r  a t  b r i n g e  U d j e v -  

n i n g s f o r m l e n  i O v e r e n s s t e m m e l s e  m e d  d e n  s a n d e  F u n k t i o n  i V i r k e l i g h e d e n  

g a a r  u d  p a a  a t o p f y l d e  b e g g e  F o r d r i n g e r , i d e t v o r  F r e m g a n g s m a a d e  i  

H o v e d s a g e n  e r  d e n  s a m m e  s o m  d e n , d e r  a n v e n d e s  v e d  V a l g e t  a f  L e d d e n e  

t i l  e n  U d j e v n i n g s r æ k k e . O g  v i  s æ t t e s  i S t a n d  t i l a t g a a  f r e m  p a a  d e n n e  

M a a d e  v e d  a t t i l v e j e b r i n g e  d e n  t i d l i g e r e  o m t a l t e  F o r b i n d e l s e  m e l l e m  d e n  

t r i g o n o m e t r i s k e  U d j e v n i n g s r æ k k e  o g  v o r e  U d j e v n i n g s f o r m l e r .

D a  e n h v e r  a f  d e  o m t a l t e  F o r m l e r

( v )  ( v + 1 ) .  ( v + 2 )

7 / .  =  O. + Cx  A 2  6 » . 4 -  C., A 4  O. +••••,

k a n  b r i n g e s  p a a  F o r m e n

UL = ll0Oi 4 “  4 "  °i-1 )  “ F  O i — 2 )  3 “  ’ '  ‘ ’

v i l  U d j e v n i n g e n  o g s a a  k u n n e  u d f ø r e s  i e e t  S æ t  s o m  v e d  d e n  a l m i n d e l i g e  

m e k a n i s k e  M e t o d e , m e d e n s  d e  o v e n f o r  o m t a l t e  F o r m l e r  f o r d r e r  g e n t a g n e  

R e g n i n g e r  e f t e r  e t  v i s t  S k e m a  o g  T i l f ø j e l s e  a f  K o r r e k t i o n s l e d . S a a d a n n e  

F o r m l e r  t i l  d i r e k t e  U d j e v n i n g  v i l  o g s a a  h e r  b l i v e  o m t a l t  t i l  S l u t .

§  1 4 .

U d j e v n i n g s f o r m l e n s  U d l e d e l s e  v e d  H j æ l p  a f  e n  a l g e b r a i s k  

F u n k t i o n .

G r u n d l a g e t  f o r  d e  U d j e v n i n g s f o r m l e r , s o m  v i  f o r e l ø b i g  s k a l  b e s k æ f t i g e  

o s  m e d ,  d a n n e s  a f  e t f o r h o l d s v i s  s i m p e l t  S k e m a , m e d e n s  s e l v e  F o r m l e r n e  

d e l s  b e s t a a r  a f  e t  L e d , d e r  a n g i v e r , h v o r  m a n g e  G a n g e  R e g n i n g e n  e f t e r  

d e t  b e n y t t e d e  S k e m a  s k a l  g e n t a g e s ,  o g  d e l s  a f  e t  v i s t  A n t a l  K o r r e k t i o n s l e d .

D e t  e r i n d r e s , a t  d e  n æ k v i d i s t a n t e  V æ r d i e r , f o r  h v i l k e  d i s s e  F o r m l e r  

l æ g g e s  t i l  R e t t e , d a n n e r  P e r i o d e r , s a a l e d e s  a t  d e  k a n  o r d n e s  i s l u t t e d e  

K r e d s e . V i  t ø r  d e r f o r  o p s t i l l e  F o r m l e r , d e r  k r æ v e r  u d f ø r t  R e g n i n g e r  m e d  

e t  h v i l k e t  s o m  h e l s t  A n t a l  a f  V æ r d i e r , i d e t  v i h a r  øi+kn=Øi, n a a r  k e r  e t  

p o s i t i v t  e l l e r  n e g a t i v t  h e l t  T a l .
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Som Udjevningsskem a kan m an benytte enhver af de alm indelige m e­

kaniske Form ler eller alm indeligt et Udtryk af Form en

(i)

(l8) Ot +  +  2)+ • • • • +^(^4-01+

(1)

Dette kan om skrives saaledes, at den udjevnede Værdi, oif bliver line­

ært udtrykt ved den tilsvarende Iagttagelse, oL, og dennes lige Differenser, 

altsaa
(i)

(19) Oi — ko ot + kr A 2 ot +  £2A 4 o, 4- • • • • 4- Z’mA 2m ot;

vi har nem lig

A 2 Ot = — 20i +  t2Z_i),

A 4 Oi = 6oi —  4(<? t-+ i +  (?,•_!) 4- (oi+2 + 0^2),

. 1 \ 2m[2m—i)- • • 4- 1)
A2m =  (~O m  — A---- ’ Oi+-... +(oi+m + Oi_nl);

indfører m an disse Udtryk i (19), skal Faktoren til Oi+q være lig m ed  Koef­

ficienten aq i (18), og m an har saaledes det tilstrækkelige Antal Ligninger 

til Bestem m elsen af de m + 1 Koefficienter i (19). — - I Praksis vil m an vel 

i Réglen benytte den første Form for Skem aet, m edens vi til Udledelsen af 

den endelige Udjevningsform el m aa benytte den anden Form .

I alle de alm indelige m ekaniske Form ler er k0 = 1, og det sam m e er 

Tilfældet ved de Udjevningsskem aer, som her senere virkelig finder An­

vendelse. Vi indfører nu Betegnelsen 7? for en vis Operator, nem lig

7? =  +  Z ’2A 4 H--------- H

og det alm indelige Udjevningsskem a bliver da
(i)

(20) O i — Oi —Oi -j- Oi -J- • • • • -1- Oi (^1 -4~ Å) Oi .

Gentager m an Udjevningsregningen efter det samm e Skem a, har m an som  

Udtryk for den nye Række af Værdier

(2) (1) (2 x

Oi — (i 7?) Oi — (1 7?) Oi,

og alm indeligt for den v Gange gentagne Regning
M  ' (v)

= + 'oi.

<v)
Under visse Om stændigheder kan m an benytte o som udjevnet og  

forbedret Værdi, m en som den første Betingelse for, at dette skal kunne  

finde Sted, sætter vi, at naar Udjevningsregningen tænkes udført m ed de 

sande Værdier, skal m an have
(V)

Vi = Vt ,
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t h i d e t v i l d e  v æ r e  i S t r i d  m e d  m i n d s t e  M i d d e l f e j l s  P r i n c i p , h v i s  s a a d a n n e  

f e j l f r i e  V æ r d i e r b l e v  p a a v i r k e d e  a f » U d j e v n i n g e n « . I  A l m i n d e l i g h e d  v i l  

U d t r y k k e n e  f o r i k k e  o p f y l d e  d e n n e  B e t i n g e l s e , o g  v i v i l d e r f o r  f ø j e  v i s s e  

(v)

K o r r e k t i o n s l e d  t i l  o o g  s a a l e d e s  s ø g e  a t  d a n n e  e t  n y t  U d t r y k ,  d e r  o p f y l d e r  

v o r  B e t i n g e l s e .

V i t æ n k e r  o s  d a  f ø r s t , a t  d e  t e o r e t i s k  r i g t i g e  —  e l l e r , h v a d  v i  h e r  v i l  

f o r e t r æ k k e a t s i g e , d e  s a n d e  —  V æ r d i e r e r f r e m s t i l l e t m e d  o v e r l e g e n  

e l l e r  d o g  m e d  t i l s t r æ k k e l i g  N ø j a g t i g h e d  v e d  H j æ l p  a f  e n  v i s  h e l , a l g e b r a i s k  

F 'u n k t i o n , o g  d e r n æ s t , a t  v i m e d  d e  s a n d e  V æ r d i e r  h a r  f o r e t a g e t  d e  s a m m e  

R e g n i n g e r ,  s o m  v i  f o r a n  f o r e t o g  m e d  l a g t t a g e l s e s v æ r d i e r n e . V i h a r  i  O v e r ­

e n s s t e m m e l s e  m e d  ( 2 0 )  ( 1 )

v i = Vt + R&i >

(1) . . • J T •

m e n  ø n s k e r  n u  a t  u d t r y k k e  Vi v e d  H j æ l p  a f  vL. V i  g i v e r  d e n  s i d s t e  L i g ­

n i n g  F o r m e n  ( 1 )

z>i — Vi — Rvi

o g  f a a r  h e r a f  e f t e r h a a n d e n

(1) (1) (■»

Vi — Vi — Rvi + R “ vi

= + R™„\ _ R^v.

= % _ + a ,2C - R{3]vi +  • • • • ± Ä ( Z C  +  R[z+1}Vi.

(i)

D a  v i ø n s k e r  vi u d t r y k t  v e d  H j æ l p  a f  Vt, m a a  v i u n d e r s ø g e , u n d e r  h v i l k e  

O m s t æ n d i g h e d e r  d e t s i d s t e L e d  i L i g n i n g e r n e s  h ø j r e  S i d e  f a l d e r b o r t .  

V i  h a r  f o r  E k s e m p e l

ä >’+,|w  =  0 ; + 1  A S I ' + 1 1  + . . . . . . . . + i’V A 2 m K + , ,) i ' I ;

d e t t e  L e d  f a l d e r  a l t s a a  b o r t , n a a r  v e r  e n  h e l , a l g e b r a i s k  F u n k t i o n , d e r  

h ø j e s t  e r  a f  G r a d e n  2Z +  1 , e l l e r  n a a r  1  +  2 ^ - j - l )  p a a  h i n a n d e n  f ø l g e n d e  

V æ r d i e r a f  v k a n  f r e m s t i l l e s  m e d  t i l s t r æ k k e l i g  N ø j a g t i g h e d  v e d  H j æ l p  a f  

e n  s a a d a n  F u n k t i o n . N a a r  d e n n e  s i d s t e  B e t i n g e l s e  e r  o p f y l d t , k a n  v i a l t s a a  

s k r i v e

„ r_n(1)

( 2 l )  Vi — ( i  + Ä ) Vi,

(z) (1)

i d e t  U d v i k l i n g e n  f o r u d s æ t t e s  a t  s t a n d s e  v e d  L e d d e t  Rw Vt.

V i  h a r  n u  e n d v i d e r e  d e f i n i t i o n s m æ s s i g t

(2) (1)

Vi —  ( i  + 7 ? )  vt

o g  f a a r  h e r a f  u n d e r  l i g n e n d e  F o r u d s æ t n i n g e r  s o m  o v e n f o r
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der sammen med (21) giver

(2)

Vi = (1 + R}(~2‘Vi ;
almindeligt faar man

k , = (i +Æ)(-%<, 
eller 

(22) ?,=s - iå\+v(v+1 > 7?» ';;.-^-+i)(y +2W.+....
I I • 2 I • 2 • 3 1 '

Vi undersøger ikke nærmere Betingelserne for, at et vist Antal Led 
af den sidste Lignings højre Side kan betragtes som et Udtryk for men 

giver straks det fundne Udtryk en Form, der, som omtalt Side 68, viser 

sig at være heldigere ved den senere Anvendelse. Den ønskede Form er

(V) <V+1) ,9\ (V+2) /»æV+3)

^i = vi + xrR vi 4- x%R} vi + XjÆ vi H-------- ,

der ogsaa kan skrives

(23) Vi =Vi + + R) Vi + ^2Ä(-'(i +Ä)(2)?+ x^\i + ä )(3)M----- .

Af (22) og (23) faar vi til Bestemmelse af Koefficienterne x\

— v = xx 

v(v + 1) 

v(y + i)(v + 2)

v(v + l)(v + 2)(v + 3) 
' . O.'.a  - + 3*3 + *2 >

o. s. v. Dette giver

v(v+i) , v = v(v + 3) 
1-2 1-2

 Y(v+l)(v+2)   v(v+4)(v+5)
1-2-3 1-2-3

x = v(v+i)(v+2)(v+3) , v(v+4)(v+5)_v(v+3) _v(v+5)(v+6)(v+7) 
1 • 2 • 3 • 4 1 2 2 1 • 2 • 3 • 4

Det er ikke nødvendigt at undersøge, om den antydede Lov gælder 
almindeligt, eftersom vi højest faar Brug for 4 Led.

Det ønskede Udtryk er altsaa
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(24)

V -V v  r T + v (v Ä (2) 'T-  v (v +4)(v +5) ^(3) (v+3 > c/ i   U i J. \- (/i 'i x  V  c// ±\- c/1

I I • 2 1-2-3

v (v +5)(v +6) (v +7) ^(4) (v+4)__________

1 • 2 • 3-4

De num eriske Værdier af Koefficienterne findes ordnede efter Skraalinier i 

nedenstaaende Tabel:

1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 (1) (1) (1) (i )

i  23456789  10  (11) (12) (13)

2 5 9  14 20  27  35 44  54  65 (77) (90)

5 14 28  48  75 110 154  208  273  350  (440)

14  42  90 165 275 429 637  910  1260  1700.

Vi betragter foreløbig kun det sim ple Tilfælde, hvor vi har R = ^A 2h - ,

og hvor vi altsaa faar

(25)

V, =  S  -  ky- RT+ Y fY+4)(Y+5)^A^ (Tg !
I 1-2  1-2-3

v (v +5)(v +6)(v +7 ^^v^_____

1 • 2 • 3 • 4

I det følgende betegnes vt m ed Tilføjelse af de <7 første Korrektionsled  

ordnede efter stigende Differenser m ed Fq(vi), altsaa her:

(v)

(V) , V A2u(v+1)

(v) v
Vt — k —

I I • 2

og saaledes videre.

Betragter vi nu lagttagelsesværdierne Oi, kan vi antage, at vi m ed  

dem har udført de Regninger, som svarer til Udtrykket Fq(vi). Disse Ud­

tryk er lineære m ed Hensyn til Vi, og ligesom m an kan skrive

Oi = Vi +fi,

hvor fi er den sande Fejl paa Iagttagelsen oiy vil Resultatet af Regningerne 

m ed lagttagelsesværdierne derfor kunne skrives

FM = FM +

Vor Opgave er da, at vi skal søge at tilfredsstille Betingelsen

Fq(vi} = Vi
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og samtidig at gøre Fejlen, der stammer fra Iagttagelserne og her repræ­

senteres af saa lille som mulig, hvorefter vi kan tage Fq[o^ som ud- 

jevnet og forbedret Værdi.

I (25) har vi formelt et identisk Udtryk for vit og naar vi til Fremstilling 

af vt vil nøjes med det afkortede Udtryk , saa bortkaster vi Differenser 

af (2^ + i)ju,y/e (og højere) Orden. Betingelsen for, at vi kan betragte Lig­

ningen Fq(vi) = Vi som tilfredsstillet, er da, at et vist Antal af paa hinanden 

følgende Værdier af vL skal kunne fremstilles med tilstrækkelig Nøjagtig­

hed ved Hjælp af en hel algebraisk Funktion, der højest er af Graden 

+ i)p—i. Det vil imidlertid vistnok være meget vanskeligt at finde 

passende Midler til direkte at afgøre, om denne Betingelse er opfyldt i de 

enkelte Tilfælde. Dersom Metoden anvendes til Udjevning af frie Iagttagelser, 

eller dersom man blot véd — eller fordrer — at der ikke skal være »Gang« 

i Differenserne mellem de givne og de udjevnede Værdier, behøver man 

dog neppe at undersøge, om den omtalte Betingelse er opfyldt, thi hvis 

den sande Funktion overhovedet kan fremstilles ved Hjælp af den anvendte 

Formel, maa Udjevningen under disse Omstændigheder betragtes som 

legitim, naar man har tilføjet netop saa mange Korrektionsled, at der ikke 

mere er Gang i Differenserne. Og Paavisningen af, om der findes en saa- 

dan Gang eller ej, behøver ikke at ske ved et overfladisk Skøn, men 

Undersøgelsen kan sættes i System, idet man i Tvivlstilfælde ser, hvorledes 

de enkelte Korrektionsled paavirker Summen af Differenserne Fq(o?)— oL 

indenfor de Intervaller, hvor Korrektionen er positiv, og hvor den er negativ.

Ved vore Opgaver er Iagttagelserne bundet til hverandre, men det 

synes ikke desto mindre, at der kan være Tilfælde, for Eksempel ved 

Temperaturens daglige Periode, hvor der ikke skal være Gang i Differen­

serne mellem de forelagte og de udjevnede Værdier. Hvis dette virkelig- 

skulde vise sig at være Tilfældet ved nogle Arter af vore Opgaver, vilde 

det betyde en stor Lettelse i Arbejdet, eftersom man da ikke behøvede at 

beregne Konstanterne i den trigonometriske Række og deres Middelfejl. 

Men dette tør man ikke slaa fast, før der er foretaget omfattende Under­

søgelser, og indtil videre maa vi derfor benytte de Midler, som staar til 

vor Raadighed, til at vælge saadanne Udjevningsformler, som er i Overens­

stemmelse med den sande Funktions Natur. Vi skal derfor i den næste 

Paragraf fremstille de samme Fojmler som ovenfor, men ved Hjælp af den 

trigonometriske Række, idet vi derved bringer en Forbindelse i Stand 

mellem disse Formler og vore Undersøgelser angaaende den sande Funktio'n.

Det er ikke uden Interesse at se, hvorledes Middelfejlen for o aftager. 

Vi skal her blot betragte det simple Regneskema:
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d e r g iv e r

(!)
= i (^i + 4 >

( 2 )
°o —  g ( ö 2 +  2 < 7 i 4 "  3 ö o +  2 ( 9 - i  +  >

( 3 )
°0 — 2 7 ^ 3  +  3 ^ 2  +  60l + 7°0 +  6 < ? _ 1  +  3 ^ -2  +  °-3)i

( v )  .   ( v )

o . s . v . V i b e r e g n e r n u  V æ r d ie rn e a f  id e t v i k u n b e t r a g te r o s o m
M

e n  v is F u n k t io n  a f  I a g tta g e ls e r n e , m e d e n s d e t h e n s ta a r u a f g jo r t , o m  o k a n  

b e n y t te s s o m  f o r b e d r e t  V æ r d i . D e r s o m  I a g t ta g e ls e r n e  e r f r ie o g  l ig e g o d e ,  

f a a r m a n , n a a r m a n  s æ t te r Å ( ø ) —  i ,

v

M in .

I 2  3  4  5  6  7  8

3 3 3 • 2 3 5 • 1 9 3 .1 6 8 • ‘ 5 2 • 1 3 9 • 1 2 9 • 1 2 1

3 3 3 • 2 0 0 • 1 4 3 • 1 1 1 •  0 9 1 • 0 7 7 •  0 6 7 • 0 5 9 -

M a n s e r h e r a f , a t M id d e lf e j le n k u n r e d u c e r e s l id t v e d d e s e n e r e G e n -  
( v )

ta g e is e r a f R e g n in g e n . D e t b ø r d o g b e m æ rk e s , a t d a d e r i o in d g a a r

2 v  4 -  i V æ r d ie r , e r - - - - -- - - - Å 9 M  d e n  m in d s te  V æ r d i , s o m  M id d e lf e j l s k v a d r a te t
1 2V + I

k a n  h a v e v e d n o g e n  A r t a f  U d je v n in g ( l in e æ r U d je v n in g t i l M id te n e f te r  

m in d s te  K v a d r a te r s M e to d e ) ; d is s e V æ r d ie r e r o p f ø r t u d f o r Å 2 f o r a t t je n e  
M in .

( v )

t i l S a m m e n l ig n in g  m e d  Å 2 ( < ? ) -

D e t h a r e n d v id e r e  I n te r e s s e a t b e t r a g te  M id d e lf e j le n e f o r f o r s k e l l ig e  

( v )  ( 1 )

D if f e r e n s e r a f ø , . A f  U d tr y k k e t f o r o f a a r m a n

/X - " Oq   T J  ( < ? 2   O—1 - r - O — 2 )  1

( 1 )

A 4  o0 =  |( < 2 3  —  3 < 7 2 +  3 ^  —  2 tf 0  +  3 t? - i —  3 0 - 2  +  0 - 3 ) ,

( 2 )

A 2  °0 — l (ö 3  - - - -  2 < 9 0 +

o g  s a a le d e s f r e m d e le s . U n d e r s a m m e  F o r u d s æ tn in g e r s o m  o v e n f o r f a a r m a n  

h e r a f
v  = 0 1 2 3 4 5

( v )  

å 2 ( A 2  0) 6 • 4 4 4 • 0 7 4 • 0 2 5 •  0 1 2 • 0 0 8

( v )  

å 2 ( A ^ ) 7 0 4 .6 7 • 4 4 4 • 0 5 5 •  0 1 1 • 0 0 2

( v )  
Å 2 ( A < M 9 2 4 6 6 .0 0 5 - 9 7 5 • 5 9 0 • 0 6 4 •  0 0 9

( V )

å 2 ( A ^ ) 1 2 8 7 0 9 8 5 .1 1 9 0 .2 0 8 .7 6 4 • 8 3 3 .0 9 2 .
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D et fa ld er s trak s i Ø jn en e, a t D iffe ren se rn es M id d e lfe jl a ftag e r s tæ rk t, 

o g saa v ed d e sen ere G en tag e lse r a f R eg n ing en , saa led es a t m an k an b e ­

trag te se lv  h ø je D iffe ren se r so m  n æ sten fe jlfrie , n aar v e r tils træ kk e lig s to r.  

M an se r h eraf, h v o rled es G en tag e lsen a f R eg n eo p era tio n en  b id rag e r til a t 

frem b rin ge jev n e V æ rd ie r. V ed H jæ lp a f en a lm in de lig m ek an isk U d jev -  

n in g sfo rm el, d er fo r E k sem p e l o m fa tte r 5 e lle r 7 V æ rd ie r, k an m an v e l 

o p n aa en b e ty de lig R ed u k tio n  a f M id d elfe jlen fo r se lv e d e b ereg n ed e V æ r­

d ie r, n aar Iag ttag elsern e e r frie , m en R æ k k en a f V æ rd ie r b liv e r ik k e jev n , 

h v ilk e t k an ses a f M id d e l  fe jlen e fo r D iffe ren se rn e . G en tag er m an d erim o d  

R eg n in g en fle re G an g e , k an d isse M id d e lfe jl b liv e saa sm aa —  o g d erfo r 

V æ rd ie rn e saa jev n e —  so m m an ø n sk er. E n tilfredss tillen de G rad a f  

Jev n h ed k an im id le rtid o g saa o p n aas v ed H jæ lp a f en en k e lt U d jev n in g , 

m en F o rm len m aa d a o m fatte e t fo rh o ld sv is s to rt A n ta l V æ rd ie r.

V i h ar tid lig e re se t, a t i S am m en lig n in g m ed frie Iag ttag e lse r g iv e r  

b u n d n e , m en iø v rig t lig e saa g o d e , Iag ttag e lser s tø rre  M id d e lfe jl fo r S u m m er  

o g m in d re fo r D ifferen ser. N aar Iag ttag e lse rn e e r b u n d e t til h v eran d re , v il 

(v )
R ed uk tio n en a f M id d e lfe jlen e d erfo r b liv e en d n u m in d re fo r o o g en d n u  

s tø rre fo r D iffe ren se rn e , en d o v en staaen d e T ab e lle r an g iv e r.

§ * 5 -

U d jevn in g sfo rm lens U d led e lse v ed H jæ lp a f en tr ig o n o m etrisk  

R æ k k e .

N aar v i sk a l u d led e v o r U d jev n in g sfo rm el v ed H jæ lp a f d en tr igo n o ­

m etrisk e  R æ k k e , tu rd e d e t v æ re s im p les t a t g aa u d fra se lv e d e fo re lig g en d e  

n lag ttag e lsesvæ rd ier o g tæ n k e o s d em frem stille t v ed H jæ lp a f d en  

n æ v n te R æ k k e , saa led es a t K o n stan te rn e , h v is A n ta l i A lm in d e lig h ed b liv e r  

e r b estem t v ed F o rm le rn e S id e 3 2 . K o n stan tern e b liv e r a ltsaa n e to p  

d e sam m e so m d e » E lem en te r« , d er b estem m es v ed m in d ste K v ad ra ters  

M eto d e , n aar Iag ttag e lse rn e e r frie o g lig e g o d e . V i h ar a ltsaa

Ot—a^a^ co s s in  0 ?+ « 2 co s 2 0 z ‘+ ^ 2 s in  2 Ø z ’-j------- =  X ,

h v o r i k an h av e V æ rd ie rn e a f n p aa h in an den fø lg en d e h e le T al, o g h v o r  

0  =  ^ .  
n

N aar m an h ar b ereg n e t K o nstan tern e til e t D o b b e ltled

(Z p ) £- =  ap co sp$i + bp s in /Ø z ,
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kan m an her videre beregne de n forskellige V ærdier, der repræsenteres af 

(Zp)i. M ed disse n V ærdier, der kan opfattes som  Partialværdier af <?£ , 

kan vi nu foretage Regninger efter det sam me Skem a1), som  
(!) 

tidligere benyttedes overfor V ærdierne Ot; vi danner altsaa (Zp ),- 
(v) , (1) (v)

i) (^- =  O i +  ^A 2 ot +  Å 2A 4 O i H--------- F  Z’nlA 2m oL =  (1 +  R} o,.

eller alm indeligt (Zp)/ paa sam m e M aade, som vi før dannede Ot og ot. 

M en her har m an

A 2 (cos/Ø z) =  cos(/Ø z +  /Ø ) —  2 cos  pQi +  cos(/Ø z— /9)

—  —  4  sin2 —  cos , 
2

O g  . . .... X
A 2 (sin/Ø ?) —  sin(/Øz +  /Ø ) —  2 sin/Ø z +  sin(/Ø z — /O )

Z>0
—  —  4 sin2- sin/>Ø z,

2 
hvoraf

/ ’Ø
A 2 =  —  4 sin 2 - (ap cos pØ z +  1>P sin/9z) —  —  4 sin 2 —  • (Zp), .

Sætter vi
. /Ø . pn

—  4  sin2 -^—  =  —  4  sin2 — • =  cp , 
2 n

har m an altsaa alm indeligt

A 2’((Zp)i) =  c^{Lp\.

V i har endvidere definitionsm æssigt 

(1) / \ 

O  =  (I +  +  •••• +

og faar altsaa deraf

(Äp), —  (1 +  krcp 4- k.2cp + •••• + kmcp ) • {Lp)f,
eller (i)

(^p)i —  ( 1 “F rp) ' ^p)i >

idet vi sætter

? p — kyCp “ I- k^Cp “ I- • • • • — kmcp .

Paa den Plads, hvor vi før havde O peratoren 1 har vi nu  

Faktoren 1 4-7p, og vi faar derfor uden videre saavel

som

(v)
(Zp)i =  ( I +  rp\ • {Lp\

{LP)i = ( l  +  • (Zp)i .
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F ø rs t n aa r v i v il u d v ik le (i +  rP )-v , k an d er h er b liv e S p ø rg sm aa l o m , 

h v o rv id t v o re U d try k h ar m ere en d fo rm el B ety d n in g ; en U n d ersø ge lse  

h era f o p sæ tte s im id le rtid til sen ere , o g v i u d v ik le r

v
-  r ^ +

&P)i =  (i v (v  +  ') 2 V (v +  I)(v  4 - 2 )

1 -2  1 -2 -3
r‘P

D ette U d try k ø n sk es b rag t p aa F o rm en

(Z p ) z =  (i +  ^ (i +  ?p ) +  + '-PY + + ri>)3 H ------- )-(Z p )z ;

h er faa r v i d e sam m e L ig n in g e r so m tid lig e re (S id e 7 2 ) til B estem m else a f  

K o effic ien tern e x, o g R esu lta te t b liv e r d a

(v ) v ( ''+ 1 ) (v+ 2 )
(A>)< = - - rp (Zp)z

(2 6 )
I ' ' I • 2

v (v + 4 )(v  +  5 ) 3 (
T o o 7 P 'FpH -+-••••

V i g aa r n u tilb ag e til lag ttag elsesv æ rd ie rn e , o g a f

o, = S  ((£ „ ),) 

faa r v i

A 2  ^ = -S (rp .(Ä p ) f) , 

o g

Roi= ^(rp^Lp)^, 

o g a lm in d e lig t  

(v + < ?) (v + q )

Ä 1” ø

V ed A d d itio n a f d e L ig n ing e r, d er rep ræ sen teres a f .(2 6 ), faa r v i d a e t 

U d try k fo r Oi, n em lig

(2 7 ) ot= Ä ffl( ,X 2 |_ vJX ±4 )L v + 5 j Ä (= > (v+ %  ....

I 1 -2  1 -2 -3  ’

d er g an sk e sv a re r til d e t ad an d en V ej fu n dn e U d try k (2 4 ) fo r vt.

V i k an n u u n d ersø g e B ety d n in g en a f v o re U d try k fo r d e u d jevn ed e  

o g fo rbed red e Iag ttag elser, id e t v i h o ld e r R eg n sk ab m ed , h v o rled es d e  

en k e lte L ed , Lp, p aav irk es a f R eg n eo p era tio n e rn e . V i h ar tid lig ere in d fø rt  
(V )

B eteg n e lsen  Fq(ot) fo r S u m m en a f ot o g d e q fø rs te K o rrek tio n s led ; i O v er­

en ss tem m else h erm ed faa r v i n u a f (2 6 ) fø lg en d e U d try k fo r d e P artia l-  

v æ rd ie r a f ø z , d er rep ræ sen te res a f (Z p ),:
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(v )  (v + 1 )

(v i

æ2((z „),) = (M--

o g s a a le d e s v id e re . E n h v e r a f d is s e L ig n in g e rs h ø jre S id e k a n s k r iv e s  

s o m  e t P ro d u k t a f (Z p ) , o g e n v is F a k to r . B e tra g te r v i fo re lø b ig k u n  d e t  

s im p le T ilfæ ld e , h v o r R — £ A 2 h - , o g h v o r v i a ltsa a k u n  h a r rp = kRp, fa a r  

v i, id e t In d e x e t i u d e la d e s ,

Ä 0 (Z p)= (i+ ^ ) v .Z p =  K P ,O -Z P )

(2 8 )
i — k 'Lp—Vpp . • Lp,

A ä (Ä P)= (i+ ^ ) v  -Lp= Vp,2-L’p,

o g  s a a le d e s v id e re . —  F a k to re rn e  Vp, q v is e r , h v o rle d e s  L e d d e n e Lp v a r ie re r  

u n d e r d e  R e g n in g e r , s o m  v i fo re ta g e r  m e d  o, o g  v i v il i d e t fø lg e n d e  k a ld e  

d e m  fo r V a r ia tio n s fa k to re r .

V a r ia tio n s fa k to re rn e a fh æ n g e r ik k e a f la g tta g e ls e s v æ rd ie rn e m e n k u n  

a f U d je v n in g s fo rm le n s K o n s ta n te r , n e m lig  k, p o g v , s a m t a f F o rh o ld e t  

m e lle m  p o g  A n ta lle t a f V æ rd ie r i P e r io d e n , id e t v i h a r

—  4  s in 2 —  t t  • 
\ n /

D a v i n u k a n u d try k k e d e u d je v n e d e V æ rd ie r v e d  H jæ lp a f d e o p ­

r in d e lig e L e d i d e n tr ig o n o m e tr is k e R æ k k e , id e t v i h a r

å - ,(p ,) =  S (K p .4 .(Z ,) ,) ,

k a n v i fo re ta g e e n U n d e rs ø g e lse a f e n h v e r a f v o re U d je v n in g sfo rm le r v e d  

a t b e re g n e d e t i l F o rm le n s v a re n d e V a r ia tio n s fa k to re r , RP,q- V e d e n s a a -  

d a n  U n d e rs ø g e ls e k a n  v i s k a f fe o s t i ls træ k k e lig e  O p ly sn in g e r o m  d e n  v irk e ­

l ig e B e ty d n in g a f v o re U d try k  fo r d e u d je v n e d e o g  fo rb e d re d e  V æ rd ie r , o g  

d e t h a r h e re fte r m in d re a t s ig e , a t d e r k a n  g ø re s v is s e In d v e n d in g e r im o d  

d e F re m g a n g sm a a d e r, s o m  e r b e n y tte t t i l U d le d e lse n  a f d iss e U d try k 1 ) .

* ) D e t b ø r b e m æ rk e s , a t u a g te t v i h e r e r b le v e t s ta a e n d e v e d F o rm e n

(V ) (v + 1 )  (v + 2 )

= °i +  A 'jz /2 oi + X.2R Oi +■•••,

v il a n d re F o rm e r m a a s k e v æ re a t fo re træ k k e i v is s e T ilfæ ld e . Im id le rt id m a a d e t v is t  

b e tra g te s  s o m  h e ld ig s t , a t m a n  k u n  h a r  a t g ø re  m e d  e n  e n k e lt G ru n d fo rm , o g  g e n n e m  a d s k il l ig e  

U d je v n in g s fo rs ø g e r je g k o m m e t t i l d e t  R e su lta t , a t d e n  b e n y tte d e  F o rm  e r  m e g e t b ru g b a r.
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§ 16 .

V  aria tionsfak to rer.

T il B eregn ing af V aria tionsfakto rernes V æ rd ier i det sim p le T ilfæ lde , 

hvor R = og altsaa rp— kcp, har m an ifø lge  L ign ingerne (28 ): 

(29 )

hvor

cp — — 4  sin 2 — •

T il det konstan te L ed , Z o , svarer V aria tionsfak to ren Vo,q=i, eftersom  

m an altid har co — o . D et konstan te L ed fo rb liver altsaa upaav irket af  

saavel se lve U djevn ingen som  af K orrek tionen , hv ilket S kem a m an end be ­

ny tter; dette ses iøv rig t ogsaa le t d irek te.

A lle de and re V aria tionsfak torer er derim od afhæ ng ige af de enkelte  

U djevn ingsfo rm ler. L ad os eksem pelv is danne en T abel fo r n =  24 , k — ^ 

°g M —  b altsaa fo r 24 lag ttagelsesvæ rd ier, der ud jevnes efter S kem aet

(i)
ot — ot +  1 A 2 ot = ^oi+1 + ot + .

V æ rd ierne fo r V aria tionsfak to rerne faar m an da af

(r+ i  ^p )' 1 -----—  4-^  cpy2
o 9 ’ *

hvor

fp =  —  4sin 2< -.
24

R esu lta tet findes i om staaende T abel 1 .

M an kan her fø rst læ gge  M æ rke til, at m an overalt har F 8> < ? =  o , fo rd i

1 +  i  r8 —  1 ~  f  sin2  —  =  o  ;

L eddet Z 8 fo rsv inder altsaa helt under U djevn ingen . F or L eddene m ellem  

Lo og Z 8 ligger V aria tionsfak to rerne m ellem 1 og o ; d isse F ak to rer  

aftager m ed voksende v (A n ta lle t af G en tagelser af den egen tlige U djev - 

n ingsregn ing ) og tiltager m ed voksende q (A n ta lle t af K orrek tionsled ).

I F ak to ren til det sid ste L ed , Z 12 , indgaar
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T a b e l i .

V a r i a t i o n s f a k to r e r .

7 2 =  2 4 . k = p  =  1 .

/ = 1 2 3 4 5 6 8 1 2

v  =  4 . ^,0 • 9 1 2 2 .6 8 7 8 • 4 1 9 4 • 1 9 7 5 • 0 6 5 5 • 0 1 2 3 •  0 0 0 0 • 0 1 2 3

K P 1 1 • 9 9 3 2 • 9 1 1 6 • 6 8 3 0 • 3 7 3 1 • i 3 æ • 0 2 3 3 • 0 0 0 0  — • 0 0 9 6

K p , 2 • 9 9 9 5 • 9 7 5 3 • 8 2 8 0 • 5 0 9 7 • 1 8 8 2 • 0 3 1 9 •  0 0 0 0 • 0 2 4 5

1 .0 0 0 0 • 9 9 3 1 • 9 0 6 1 • 6 1 3 7 • 2 3 7 3 • 0 3 8 4 • 0 0 0 0  — • 0 2 7 5

Vp,y 1 .0 0 0 0 • 9 9 8 0 • 9 4 8 3 • 6 9 3 2 • 2 7 9 5 • 0 4 3 3 • 0 0 0 0 •  0 5 2 0

v = 6 . Vp,0 • 8 7 1 2 • 5 7 0 4 • 2 7 1 6 • 0 8 7 8 • 0 1 6 8 • 0 0 1 4 •  0 0 0 0 • 0 0 1 4

VP.i • 9 ^ 7 3 • 8 4 8 8 • 5 2 7 7 ' • 2 0 4 8 • 0 4 1 9 • 0 0 3 2 • 0 0 0 0  — • 0 0 2 3

•  9 9 8 9 • 9 5 0 7 • 7 0 8 7 • 3 2 1 9 • 0 7 0 2 • 0 0 5 0 • 0 0 0 0 • 0 0 5 0

• 9 9 9 9 • 9 8 4 5 • 8 2 4 6 ■ 4 2 7 9 • O 9 9 O • 0 0 6 7 • 0 0 0 0  — • 0 0 8 2

Vp,y 1 .0 0 0 0 • 9 9 5 2 • 8 9 5 7 • 5 1 9 7 • I 2 7 O • 0 0 8 1 • 0 0 0 0 • 0 1 4 7

v = 8 . Vp,0 • 8 3 2 1 • 4 7 3 1 • 1 7 5 9 • 0 3 9 0 • O O 4 3 •  0 0 0 2 • 0 0 0 0 • 0 0 0 2

VpA • 9 7 9 9 • 7 8 0 9 • 3 9 7 0 • 1 0 8 4 • O I 2 9 • 0 0 0 4 • - 0 0 0 0  — 0 0 0 4

Vp,2 • 9 9 7 9 • 9 1 8 7 • 5 8 8 1 • 1 9 3 2 • 0 2 4 7 •  0 0 0 8 • 0 0 0 0 0 0 0 9

Vp.-A .9 9 9 8 • 9 7 1 6 • 7 3 0 0 • 2 8 2 2 • O 3 8 6 • 0 0 1 1 • 0 0 0 0  — 0 0 1 9

VP,i 1 .0 0 0 0 • 9 9 0 5 ■ 8 2 7 6 • 3 6 8 8 • 0 5 3 8 • 0 0 1 4 • 0 0 0 0 0 0 3 6

v =  1 0 . vp,0 • 7 9 4 7 • 3 9 2 4 • 1 1 3 9 • 0 1 7 3 • O O 1 1 • 0 0 0 0 • 0 0 0 0 0 0 0 0

VpA •  9 7 1 1 • 7 1 1 5 • 2 9 2 9 • 0 5 5 9 • O O 3 8 • 0 0 0 1 • 0 0 0 0  — 0 0 0 1

Vp,2 • 9 9 6 6 • 8 8 0 2 • 4 7 5 7 .1 1 1 5 • O O 8 3 • 0 0 0 1 • 0 0 0 0 0 0 0 2

Vp^ .9 9 9 6 • 9 5 4 1 • 6 3 0 4 • 1 7 8 2 • 0 1 4 3 • 0 0 0 2 • 0 0 0 0  — 0 0 0 4

F p , 4 1 .0 0 0 0 • 9 8 3 3 • 7 4 8 4 • 2 5 0 1 • O 2 l6 • 0 0 0 2 • 0 0 0 0 0 0 0 8

o g  v i f a a r a l t s a a

4  . v , /  4  \ 2 v ( v + 3 ) /  4  V  v ( v + 4 ) ( v + 5 ) ,

9  1 ‘ \  9  /  2  \  9  /  6 

d e r d iv e r g e r e r m e d v o k s e n d e q. I m id le r t id  s e r m a n  a f  v o r T a b e l , a t d e  

n u m e r i s k e  V æ r d ie r a f Vy^q. k u n  e r s m a a . D e r s o m  A n ta l l e t a f  I a g t ta g e l s e s -  

v æ r d ie r e r t a g e t t i l s t r æ k k e l ig  s to r t , b u r d e  d e t s id s t e  L e d , d e n  t y p is k e  R e ­

p r æ s e n ta n t f o r d e t u je v n e , g a n s k e  v i s t f o r s v in d e , m e n  d e t te  L e d  v i l i A l ­

m in d e l ig h e d  v æ r e  s a a  l i l l e , a t d e t i k k e  f a a r n o g e n  B e ty d n in g , o m  d e r i n d -  

g a a r e n l i l le  B r ø k d e l ( m e d p o s i t i v t e l l e r n e g a t iv t F o r t e g n ) d e r a f i R e s u l -  

6
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ta te t . —  I n æ rv æ re n d e  T ilfæ ld e v il V^q n æ s te n a lt id v æ re t i ls træ k k e lig  

l i l le , n a a r v 6  x ) .

D e t e r ik k e n ø d v e n d ig t a t b e re g n e F a k to re rn e  t i l Z 9 , Z lo o g  Z u  ; d e t  

e r t i ls træ k k e lig t, a t m a n  v é d , a t d e re s V æ rd ie r e r b e lig g e n d e  m e lle m  N u l  

o g  V æ rd ie rn e fo r d e t i ls v a re n d e F a k to re r t i l Z 1 2 .

E k s e m p e l. F o r a t b e ly s e d e fo ra n s ta a e n d e S æ tn in g e r v il v i u d je v n e  

d e 2 4  V æ rd ie r a f

ot = c o s  (1 5 0  • z 7 0 )

g iv e t m e d 1 D e c im a l. D a d e n te o re t is k r ig t ig e F u n k tio n h e r e r b e k e n d t ,  

lø s e s d e n n e O p g a v e iø v r ig t b e d s t v e d  m in d s te K v a d ra te r s M e to d e , m e n  fo r  

o s d re je r d e t s ig  k u n o m  a t s t i lle e t T a le k s e m p e l v e d S id e n a f d e n u d ­

v ik le d e T e o r i .

V i v il u d je v n e e f te r S k e m a e t

( i )

°i — 3 “ O i

o g  b e s te m m e r , a t R e su lta te t s k a l g iv e s m e d  3 D e c im a le r . V i k a n  n u  v e d  

H jæ lp a f  T a b e lle n  o v e r  V a r ia t io n s fa k to re rn e  o p s ø g e e n p a ss e n d e  U d je v n in g s -  

fo rm e l. D e n  te o re t is k  r ig t ig e F u n k tio n  b e s ta a r k u n a f e e t L e d a f s a m m e  

F o rm  s o m  Z 1 5 o g  d e n  s tø r s te  n u m e ris k e V æ rd i e r 1 ; ta g e r v i v  =  4 , h a r  

v i h e r Z z i ,2  = ,9 9 9 5 > o g b e n y tte r v i d e t t i ls v a re n d e U d try k ,  s o m

u d je v n e t V æ rd i, k a n  F e jle n , d e r h id rø re r f ra , a t Z/ i ,2 <  1 , ik k e b e lø b e s ig  

t i l e n E n h e d  i 3 d ie D e c im a l. V i ta g e r d a

W Id (5) t d • 7  (6 )
F^Oi} =Ol— - • 4  A * I 2  O i +  —  • 0 .

’ ) N a a r v i fo ra n  d a n n e d e d e n u d je v n e d e  V æ rd i a f (2 4 ) i S te d e t fo r a f d e t fø r s t fu n d n e  U d try k  

(2 2 ) , S id e 7 2 , v a r G ru n d e n d e n , a t v i e lle r s v ild e h a v e fa a e t D iv e rg e n s a f e n la n g t m e re  

o n d a r te t K a ra k te r . I O v e re n s s te m m e ls e m e d  (2 2 ) v ild e V a r ia t io n s fa k to re n b liv e

I —k— ^4-Æ2— __ k*
K I * 12 Cp Æ

o g  a lts a a h e r

•2  \3 /

D e tte v ild e m e d H e n s y n t il d e n h e r ti l s v a re n d e R e g n in g  s ig e , a t s e lv o m  m a n h a v d e  

(v )

s ø rg e t fo r , a t o v a r t i ls træ k k e lig  je v n , k u n d e Fq(o) b liv e u je v n d e rv e d , a t d e r in d fø rte s  

U je v n h e d  s a p n m e n m e d  K o rre k tio n s le d d e n e .

3 1  1 9 1 -2

t i l U d je v n in g s fo rm e l. I o m s ta a e n d e O p s ti ll in g  f in d e r m a n  d e fo re la g te  V æ r ­

d ie r o g  R e s u lta te t s a m t d e f le s te M e lle m re g n in g e r ; e n d v id e re f in d e s d e r t i l  

S a m m e n lig n in g  o p fø r t R e s u lta te t a f e n U d je v n in g e f te r m in d s te  K v a d ra te r s  

M e to d e , d e r g iv e r

uL — -9 9 6 2  c o s  (1 5 0 • i - j -  7 ° 3 0 ') ,

1-2-3 c p

4

3

4

12, q 2 I • 2 ■
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o g e n d e lig  f in d e r m a n u n d e r v R e p ræ se n tan te rn e fo r d e sa n d e F u n k tio n s ­

v æ rd ie r .

i 0
(2) 

0
(*) 
0

(5)

A2 0
(6)

u V

1 •9 •8 7 8 •8 3 9 6 —  •0 5 6 0 •O O 3 6 •9 2 0 •9 2 0 ■9*7

2 •8 •7 5 6 • 7 2 1 2 —  0 4 7 8 •0 0 3 3 •7 9 0 •7 9 1 ■799

3 •6 •5 7 8 •5 5 3 3 —  O 3 7 i •0 0 2 2 •6 0 6 •6 0 7 ■ 6 1 6

4 •4 •3 6 7 •3 4 8 3 —  •0 2 3 1 •0 0 1 9 •3 8 2 •3 8 1 • -3 9 1

5 • 1 • 1 2 2 • 1 1 8 6 —  0 0 8 2 •0 0 0 3 • 1 3 0 • 1 3 0 • 1 3 9

6 —  • 1 - -- - 1 2 2 —  1 1 8 6 • 0 0 8 2 - -- - 0 0 0 3 —  •1 3 0 —  •1 3 0 —  1 2 2

7 —  -4 - -- - 3 6 7 —  •3 4 8 3 •0 2 3 1 - -- - 0 0 1 9 —  •3 8 2 — -3 8 1 —  •3 7 5

8 —  -6 -•5 7 8 —  5 5 3 3 • 0 3 7 1 - -- - 0 0 2 2 —  6 0 6 —  6 0 7 —  6 0 2

9 —  -8 —  •7 5 6 —  •7 2 1 2 •0 4 7 8 —  •O O 3 3 —  • 7 9 0 —  7 9 1 —  •7 8 8

1 0 —  -9 - -- - 8 7 8 — -8 3 9 6 •0 5 6 0 - -- - O O 3 6 —  9 2 0 —  9 2 0 —  9 2 1

1 1 —  1 .0 —  •9 4 4 —  9 0 1 1 •0 6 0 0 - -- - O O 4 I —  9 8 8 —  •9 8 8 —  •9 9 0

1 2 —  1 .0 —  •9 4 4 —  9 0 1 1 • 0 6 0 0 - - - O O 4  I —  9 8 8 —  9 8 8 —  •9 9 3

1 3 —  -9 —  •8 7 8 —  •8 3 9 6 •0 5 6 0 —  •O O 3 6 —  9 2 0 —  9 2 0 —  9 2 7

D a m a n h a r

c o s  (1  5 ° ( z  4 - 1 2 ) +  a )  =  —  c o s ( i5 ° -z +  a ) ,

b liv e r V æ rd ie rn e i d e n s id s te H a lv d e l a f  T a b e lle n d e sa m m e so m  V æ rd ie rn e  

i d e n fø rs te H a lv d e l m e d m o d sa t F o rteg n , o g d e tte g æ ld e r ik k e b lo t fo r  

z /, o o g  u, m e n o g sa a fo r a lle d e a n d re K o lo n n e r .

V i sk a l d e re f te r v e d H jæ lp a f V a ria tio n sfa k to re rn e u n d e rsø g e n o g le  

f le re a f d e U d je v n in g s fo rm le r, d e r sen e re k o m m er til A n v e n d e lse . D e U d -  

je v n in g ssk e m a er , d e r d a n n e r G ru n d la g e t fo r d isse F o rm le r , h ø re r e n te n  

til d e n fo ra n b e tra g ted e T y p e

(i)

Oi = 0L + Oi ,

e lle r o g sa a e r d e d a n n e t so m  M id d e lta lle t a f e t u lig e A n ta l Ia g ttag e lse s-  

v æ rd ie r; fo r O v e rs ig ten s S k y ld s tille r v i d e m  sa m m e n 1) :

(A )  < ?o  =  y (ö 3  4 - < ?2 - l_ 6 ’1 4 _ C 'o 4 _ < ?— ^ o +  7 A 6 ’

(B ) °q — 5 (^ 2 1 4 -6 *— 2 ) —  ’

(C )  ø 0 = i(< ? i+ ^ 0  4 -^ -1 )  = ö o+ |A 2 é ?o ,

(1)

(D )  ^ 0  =  I 15 (— < 92 _H 4 c ’i 4 _ 8 (? o + '4 (?— 1 — ° — 2 ) —  °o —

(E )  4  =  ^ 0  [ov +  2 0 0  4 -0 -1  —  /o  (^ 2  +  +  S U  (^ 3  +  ^ -3 )  -  O o +  5 Ö  A  b  °0 •

x ) D e t b u rd e m a a sk e a lle re d e p a a d e tte S ted v æ re o m ta lt, h v o rfo r n e to p d is se S k e m ae r e r  

v a lg t, m en d e tte e r d o g ik k e s tre n g t n ø d v e n d ig t, o g fo r ik k e a t a fb ry d e F rem s tillin g e n  

o p sæ tte s d e t til e n se n e re L e jlig h e d .

6 *
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S k e m a e t ( C ) , h v o r t i l v i a l l e r e d e  h a r  b e r e g n e t V a r i a t i o n s f a k t o r e r , d a n n e r  e n  

n a t u r l i g  O v e r g a n g  f r a  d e n  e n e  T y p e  t i l d e n  a n d e n .

T i l S k e m a e t ( D ) , h v o r - v i h a r R= — a l t s a a  rp = —ij (p >

s v a r e r i f ø l g e  ( 2 7 ) U d j e v n i n g s f o r m l e n

v ( v + 3 )  

I z p -  2
A s ot H - - - - -

o g  d e  h e r t i l h ø r e n d e  V a r i a t i o n s f a k t o r e r  e r  i f ø l g e  ( 2 9 )

J f2)4- V^V -^3)4/1 __  1 2\2 I . . .

1 4 M  l 4 2 - 2  1  1^Cp ) ' ]•

F o r m l e n  s k a l b e n y t t e s  i e t T i l f æ l d e , h v o r  A n t a l l e t a f  V æ r d i e r  i P e r i o d e n  e r  

2 4 , o g  h v o r  m a n  a l t s a a  h a r

_  j g  s j n 4 - É Z I .O  r) -- 1 O  1  L 1
2 4

L a d  o s f ø r s t s e , o m  e t a f  L e d d e n e  o g s a a h e r g a a r  h e l t b o r t . V i  

s æ t t e r d a

i  — i - l l s i n ^ ~  =  o ,

2 4

d e r g i v e r  p =  1 0 . 0 4 , h v i l k e t v i l s i g e , a t L e d d e t Z 1 0 p r a k t i s k  t a l t f o r ­

s v i n d e r .

F o r  F a k t o r e n  t i l d e t s i d s t e  L e d , Z 1 2 , f a a r  v i h e r , i d e t c*2 = 1 6 ,

r,2., = <- ir [x - ä  v +(A)='±±1>

h v o r a f  m a n  i n d s e r , a t K 1 2 , v i l  b l i v e  e n  f o r s v i n d e n d e  l i l l e  S t ø r r e l s e  —  

i a l t F a l d , n a a r  v 4 .

F o r  L e d d e n e  m e l l e m  Z o o g  Z 1 0 l i g g e r  F a k t o r e r n e  m e l l e m  i o g  O .  

l ø v r i g t h e n v i s e s  t i l o m s t a a e n d e  T a b e l .

V a r i a t i o n s f a k t o r e r n e  k a n  f r e m s t i l l e s  s o m  k o n t i n u e r t e  F u n k t i o n e r  a f  p e l l e r  

cp. I  F i g .  1 3  g i v e r  d e n  f u l d t o p t r u k n e  K u r v e  s a a l e d e s  e n  F r e m s t i l l i n g  a f
( v = 8 )

s o m  F u n k t i o n  a f  p, m e d e n s  d e n  p u n k t e r e d e  K u r v e  f r e m s t i l l e r 2 h ø r e n d e  
( v = = 4 )

t i l S k e m a  ( C ) o g  T a b e l i ( S i d e  8 1 ) ; T a b e l v æ r d i e r n e  a f  V a r i a t i o n s f a k t o r e r n e  

s v a r e r t i l d e  h e l e  V æ r d i e r  a f  p. — T i l S a m m e n l i g n i n g  k a n  v i t a g e  e n  U d -  

j e v n i n g  e f t e r  m i n d s t e  K v a d r a t e r s  M e t o d e , h v o r m a n  t i l U d j e v n i n g s f u n k t i o n  

h a r  f o r E k s e m p e l  d e t  k o n s t a n t e  L e d  o g  d e  t r e  f ø r s t e  D o b b e l t l e d , a l t s a a

Ui —  ^ 0  +  ( - ^ 1 ) 1  +  ( ^ 2 ) i  +  ( - ^ 3 ) 1  •

’ ) D e t b e m æ r k e s , a t m a n  h e r  s j æ l d e n t k o m m e r  t i l a t b r u g e  m e r e  e n d  e e t K o r r e k t i o n s l e d  o g  

n e p p e  n o g e n s i n d e  m e r e  e n d  t o .
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Tabel 2.

Va ri at ions faktor er. Skema (D). n = 24.

A— I 2 3 4 5 6 8 12

v=4. Kp.o •9987 •9797 •9055 •7435 •5051 •2603 •0163 •0004

VP,r 1.0000 • 9996 •9921 •9407 •7725 •4728 •0312 •0001

v=6. VP.« •9980 •9696 •8616 •6411 •3590 • 1328 •0021 • 0000

Vp.^ 1.0000 •9993 •9853 • 8962 • 6440 •2954 •0059 •0000

v=8. VP,v •9973 •9597 •8199 •5527 • 2251 • 0678 •0003 •0000

VpA 1.0000 •9989 •9769 • 8460 •5252 • V84 •0007 •0000

Vp,2 1.0000 1.0000 •9975 •9530 • 7218 • 2926 ■0014 •0000

v= 10. Vp,0 •9967 •9499 • 7802 •4766 • 1813 •0346 •0000 •0000

VpA 1.0000 •9983 • 9668 •7927 ■4213 ■ 1051 •0001 •0000

Vp,2 1.0000 1.0000 •9958 • 9290 • 6277 • 1987 • 0002 •0000

Man kan da sige, at man har multipliceret disse Led med Faktoren En og

Faktoren Nul, og denne Udjevning vil derfor være 

:3 af den brudte Linie, der gaar gennem Punkterne

de bortkastede med 

repræsenteret i Fig.

0

1

•9

•8

•7

•6

•5

•4

•3

•2

0

X 
\ 3 x

\

\

-----------

\

\ 
\

-------- r-

1

\ 
\

r

2 3 4 5 6 7 8

,Fig. 13.

I Sammenligning med denne Udjevning tager 

noget mindre med af de første Led og noget
(0,1), (3,i), (4,0) og (12,0). 

man altsaa ved vor Metode 

mere med af de følgende Led.

Vi kommer dernæst til Skema (E). Hertil svarer Udjevningsformlen

(V)

-A« ot
50 SO'-2

<2,

med Variationsfaktorerne
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VP,q —  (i +  3U  ^p)V[r—  $q  c p ( 1 +  3Ö  c p ) + .2  +  3 1« ^p )2 ■■ *■]•

O gsaa denne Form el vil senere blive benyttet i et Tilfæ lde, hvor n — 24. 

Sæ tter vi her

1 +30- CP = 1 -  lo s 'n<i —  =  °>

faar m an p — 9.82. Leddet Z 10 forsvinder altsaa paa det næ rm este, saaledes

som det ogsaa ses af Tabel 3, til hvilken der iøvrigt henvises.

Tabel 3.

V ariationsfaktorer, Skem a (E ). n =  24.

/== I . 2

•99923
1 00000

1.00000

3

•9920

•9999
1.0000

4  5 6  8

•9604 -8740 -7056 -21 l6

•9981 -9804 -8953 -3167

•9999 -9967 -9590 -3820

10

•O O l6

•0015

•0015

12

•0784

•0222

• 0726

V  —  2. 0

^,1

Vp,^

•99999
1.00000

1.00000

v=3- ^p . o •99998 •99884 • 9880 •9412 -8171 -5927 -0974 --- 0001 —  0220

vpA 1.00000 1.00000 •9999 •9966 -9663 -8317 -1799 —  000 1 • 0016

Vp,, 1,00000 1.00000 1.0000 •9998 -9936 -9281 -2339 —  000 1 —  •0237

D et staar tilbage at betragte de paa Skem a (A ) og (B ) byggede U d-

jevningsform ler. V i m aa her gaa ud fra det alm indelige  U dtryk ot, (S ide 78),

{27 bis} Ot—
(v) ’ y
0 . ----  ■-----  j

I

(v+  1 )

R Ot +
v(v+3) p«'v+21 v(v+4)(v+5) 

Z\_ 0; i\- u i

1-2  1-2-3
+  ••••>

fordi O peratoren R bestaar af m ere end eet Led. D et vil ogsaa i dette  

Tilfæ lde væ re naturligt at ordne K orrektionsleddene efter stigende D ifferenser, 

og desuden er det af H ensyn til R egnearbejdet ønskeligt, at m an ligesom i 
(v+l)  (v+2) (v+3)

det sim ple Tilfæ lde kun har Led, der indeholder A 2 <?, Å 1 o, A 6 o, ••••• 

En saadan O rdning lader sig let udføre. H ar vi saaledes

R = £ tA 2 + -L £3A 6

og ønsker i det højeste at benytte 3 K orrektionsled, faar vi først af (27), 

idet Leddene m ed højere D ifferens end sjette altsaa ikke har Interesse for os,

(v) v  (v+l)  (v-4-2)

-(^A 2+^4-M 6 ) 4- O i
1  - 1 • 2

_v(v+4)(v+5)Å ,A 6^ 3’+ ....
1-2-3

For v =  1 giver dette
&  (1) (2)

Oi = Ot — <?;+••••,

hvoraf m an faar
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(v+l)  (v+2) (v+3)

A 4 Ot = A 4 Oi — Oi

(v+l)  (v+2)

A 6 Ot =  Z \6 ot —..................... ,

(v+2)  (v+3)

A 6 ot —  A 6 Oi —..........

(v )

Indsæ ttes disse V æ rdier i U dtrykket for <?,, og tager m an Oi m ed tilfø jede  

3 K orrektionsled til udjevnet og forbedret V æ rdi, faar m an

(V ) (v+D /  v fv4-o)\ (v+2)

F3 (Oi) = 0i — ^vA 2 o i + — V  +  k\ 1L L T 2/ a 4 O i
(3°) ‘'2 '

/ vfv  — |— 4)  (v  — !—  ■> )\ (v+ 3 /
+  ((^1^-2  —  ^)v +^ iM v+3)- --------- jA 6 °t .

der ogsaa giver Fx(p^ og F^o^, naar m an kun tager henholdsvis i og 2  

K orrektionsled .

V ed en saadan  O rdning af L eddene vil m an kunne kom m e paa  A fveje, 

m en hvis noget saadant har fundet Sted , vil m an blive opm æ rksom derpaa, 

naar m an ved H jæ lp af V ariationsfaktorerne ligesom tid ligere undersøger  

B etydningen af de U djevningsform ler, som m an agter at benytte.

D en ene af de F 'orm ler, som vi skal anvende, gaar ud fra Skem a (A ), 

har v=6 og 7=2, og idet (se Side 83) kx — 2. og ^ 2  —  1, faar vi ifø lge (30)

(6) (7) (8)

F^Oi] — o-, — 12A 2 Oi 4- 102A 4 ot.

V ariationsfaktorerne findes.ved ligesom før at betragte o-t som en Sum  

af L eddene (Z -p),; her har vi

(v+fi)

O  =  (I +r,) |v+ '‘) .(Å p)1 , 
hvor

^P — 2£p Cp “F Y ’ 
O g

•
Cn =— 4  sin- - -

73

idet m an i det betragtede T ilfæ lde har n = 73. Faktoren til Lp bliver da

2 =  (i +  ^)6 [ i —  12cp{ i +/>)+  1024(1  +rp )2] ,

hvoraf m an ogsaa faar Vp,q og Vp. 1. —  I om staaende T abel (S ide 88) er 

desuden opført V ariationsfaktorerne for v —  4. Ifø lge (30) svarer hertil U d- 

j  evningsform len

(< ’ (5) (6)

Fq(oi) = Oi — 8A 2 Oi +  52A 4 ot • • • •

og V ariationsfaktorerne
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I

=  + ^ ) 4 [ ' —  M l  + r p ) + 5 2 ^ ( 1  +  rp)2-------- ].

T a b e l 4 .

V a r ia t io n s f a k to r e r . S k e m a  ( A ) . «  =  7 3 .

/=  1  2  3  4  5  6  8  1 6  2 6  3 6

v  =  4 .  F p ,o  - 9 4 2 3  - 7 8 6 6  .5 7 7 6  - 3 6 7 9  - 1 9 8 7  - 0 8 7 5  - 0 0 6 4  - 0 0 2 4  - 0 0 0 6  - 0 0 0 4

-  9 9 7 3  - 9 6 1 7  - 8 4 4 6  - 6 3 6 9  - 3 9 2 3  - 1 8 6 8  - 0 1 3 1  — - 0 0 4 5  - 0 0 3 3  — - 0 0 1 5

-  9 9 9 9  - 9 9 3 4  - 9 4 5 °  - 7 9 6 7  - 5 4 5 5  - 2 7 8 3  - 0 1 8 6  - 0 1 1 7  - 0 1 2 1  - 0 0 5 6

v = 6 .  F p ,o  - 9 1 4 7  - 6 9 7 7  - 4 3 8 9  - 2 2 3 1  - 0 8 8 6  - 0 2 5 8  - 0 0 0 5  - o o o i  - o o o o  - o o o o

^ p , i  - 9 9 4 8  - 9 3 ° 7  - 7 4 3 4  - 4 6 7 9  - 2 1 8 0  - 0 6 9 9  - 0 0 1 3  — - 0 0 0 4  - o o o i  —  - o o o i

VP2 - 9 9 9 8  - 9 8 5 9  - 9 3 1 7  - 6 5 8 1  - 3 5 2 0  - 1 2 3 0  - 0 0 2 2  - O O I 2  - 0 0 0 6  - 0 0 0 2

M a n s e r a f d e n n e  T a b e l , a t f o r v  =  6  er o g  Z L 3 6 a f f o r s v in d e n d e  

B e ty d n in g , o g  m e d  H e n s y n  t i l d e  m e l le m l ig g e n d e  L e d  b e m æ r k e s f ø lg e n d e .  

D a  ( i - ) - r p ) G e r F a k to r i Vp,q, v i l Vp,q — b e t r a g te t s o m  k o n t in u e r t F u n k t io n  

a f cp e l l e r p h a v e  R ø r in g a f f e m te O r d e n m e d A b s c i s s e a x e n f o r d e  

V æ r d ie r a f cp, d e r e r R ø d d e r i L ig n in g e n

i -\-rp = 1 + 2cp + c2p 4- 1 4 = o,

e l l e r f o r d e  t i l s v a r e n d e  V æ r d ie r a f / ; h e r f a a e s 1 )

—  • 7 5 3 0
n

i

Cp — • —  2 .4 4 5 1  > e l l e r p — '
2)1

—  3 8 0 1 9
■ 7

I d e t te  T i l fæ ld e , h v o r n =  7 3 , b l iv e r d is s e  V æ rd ie r a f  p 1 0 .4 , 2 0 .9  o g  3 1 .3 .  

D a Vp, q h e r h a r  R ø r in g  a f  h ø j O r d e n  m e d  A b s c i s s e a x e n , k a n  m a n  in d s e , a t  

d e  m e l le m l ig g e n d e  V æ r d ie r a f  V a r ia t io n s f a k to r e r n e  b l iv e r m e g e t s m a a . I  

T a b e l le n  e r  d e r d e s u d e n  o p f ø r t n o g le  a f  d is s e  V æ r d ie r , n e m l ig  7 1 6 ( ? o g  Z 2 6 >  q .

R e s u l ta te t a f U n d e r s ø g e l s e n  e r a l t s a a , a t n a a r m a n b e n y t te r d e n  b e ­

t r a g te d e  U d je v n in g s f o r m e l , v i l L e d d e n e , d e r f ø lg e r e f te r Ls, p r a k t is k  t a l t  

f o r s v in d e .

D e a n d r e a f d e n n e  A r t F o r m le r , s o m  s e n e r e  f in d e r A n v e n d e l s e , h a r  

S k e m a  ( B ) t i l G r u n d la g . I d e t v i h e r h a r kv = 1 o g | ( s e S id e  8 3 ) ,  

f a a r v i i f ø lg e  ( 3 0 ) f o r v  =  6  U d je v n in g s fo r m le n

M a n f a a r a lm in d e l ig t , a t f o r e t S k e m a , d e r e r d a n n e t s o m  M id d e l ta l l e t a f  2m +  1 p a a  

h in a n d e n f ø lg e n d e I a g t t a g e l s e r , o g s o m  a n v e n d e s t i l U d je v n in g a f e n  P e r io d e m e d n 

V æ r d ie r , b l iv e r F a k to r e n  N u l f o r

kn
p — ---- ;— , (æ =  I ,  2 . . .  ,m\.

2 w  4 -  1  ’  '
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(6) (7) (8) (9)

=oL— 6A 2 oi 4- 25.8A 4 ot —  98A 6 Oi +..........

med Variationsfaktorerne

VP,q =  (i +  ^p)6 [i —  i +  rP) +  25.8cp(1 +  rp)2 —  984(i +rP)3 +

og for v— 8 Udjevningsformlen

(8) (9) (10) (11)

Fqp7) = Oi—8A 2 ^+42.4A 4 Oi —  188.8A 6 Oi+

med Variationsfaktorerne

Kp,(/=(i +  rp)s[i — 86p(i+rp)+42.4^,(1+rp)2 — 188.84(1+rp) :H

hvor

og

i +rp— i +(p+i c p

c„— — 4 sin2 >
' 73

idet vi ligesom i det foregaaende Tilfælde har n — ^.

Tabel 5.

Variationsfaktorer. Skema (B). n — ^.

/ = 1 2 3 4  5 6  8 10 22 36

6. Kp.o • 95646 -8361 -6663 -4817 -3137 -1820 -0404 -0041 • 0002 •0001

•99863 -9801 -9141 -7821 -5966 -3964 -1052 -om — •0007 •0004

.99996 -9978 -9801 -9163 -7794 -5774 -1/99 -OI94 •0018 -0014

VP,-s i .00000 -9998 -9956 -9693 -8838 -7123 -2553 -0282 —  0042 -0038

8. Fp>o •94237 -7877 -5820 -3776 -2131 -1032 -0139 -0007 • 0000 •0000

FP,i •99777 -9685 -8705 -6916 -4694 -2652 -0435 -0022 —  0001 •0000

VP,2 •99993 -9960 -9653 -8645 -6736 -4337 -0855 -0043 • 0002 •0001

Vp,3 I .00000 -9995 -9914 -9445 -8103 -5811 • *342 -0071 —  0005 -0003

Af

faar vi

(
n

r 2 ' 1272
l 5

Og for ;z =  73 har Vp.q derfor Røring af (v— i)te Orden med Abscisseaxen  

for p lig med 14.6 og 29.2. Variationsfaktoren Vp, 3 har M inimum i Nær­

heden afp—22, og man kan derfor af Tabellen, hvor Z 22,<? er taget med, 

se. at Leddene efter Z 10 kan betragtes som bortskaffede.
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Undersøgelsen af vore Udjevningsformler ved Hjælp af Variationsfak­

torerne kan opfattes som en Sammenligning mellem Resultaterne af vor 

Metode og en Udjevning efter mindste Kvadraters Metode ved Hjælp af 

den trigonometriske Række. I det foregaaende har vi set, at ved vor 

Metode bortskaffer Regningen (i det væsentlige) et vist Antal af de sidste 

Led, og for disse Leds Vedkommende bliver Resultatet altsaa meget nær 

det samme som ved mindste Kvadraters Metode, naar man der undlader at 

tage disse Led med.

Da vi nu for de betragtede Udjevningsformlers Vedkommende har be­

regnet Variationsfaktorer til de første Led-og skaffet os Klarhed over hvilke 

Led, der helt eller dog praktisk talt forsvinder, maa vore Formlers Indhold 

eller Betydning kunne betragtes som tilstrækkelig belyst. Det staar da til­

bage at vise Brugbarheden af Formlerne og hvilken Fremgangsmaade, man 

skal anvende for at vælge den, som i hvert enkelt Tilfælde maa anses for 

at være den bedste, eller som i alt Fald kan betragtes som tilfredsstillende.

§ I7-

Valg af Udjevningsformel.

Ifølge det foregaaende bliver Resultatet af en Udjevning efter denne 

Metode det samme, som det vilde blive, naar vi ved Hjælp af mindste 

Kvadraters Metode fandt alle Leddene Zp, derefter multiplicerede hvert Led 

med en vis Faktor, Vp,q, og endelig som udjevnet og forbedret Værdi 

satte

Vi har her et Grundlag for en Sammenligning mellem Resultaterne af 

de to Metoder, og gaar man ud fra, at mindste Kvadraters Metode er »rigtig«, 

ser det ud, som om vor Metode har en Fejl, idet alle Leddene (med Und­

tagelse af det konstante Led) er multipliceret med en Faktor, som er mindre 

end i. Der kan imidlertid neppe med Rette tales om en Fejl ved nogen 

af Metoderne; det kan i alt Fald ved et Eksempel vises, at den nævnte 

Forskel ikke nødvendigvis betyder, at der er en Fejl i vor Metode.

Lad os nemlig forudsætte, at der er forelagt en Række ækvidistante, 

lige gode og indbyrdes frie Værdier, som danner en Periode. Der opgives, 

at 2m + i paa hinanden følgende af de tilsvarende sande Værdier kan 

fremstilles med overlegen Nøjagtighed ved Hjælp af en hel algebraisk
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Funktion af en vis (ulige) Grad, medens de samme Værdier ikke kan 
fremstilles med tilfredsstillende Nøjagtighed ved en Funktion af lavere Grad. 
Danner vi da en Udjevningsformel i Overensstemmelse med det opgivne og 
med Benyttelse af mindste Middelfejls Princip, vil vi kunne foretage en 
Udjevning, der under de givne Omstændigheder maa betragtes som fuld­
stændig legitim; Resultatet bliver nøjagtig det samme, som naar man be­
nytter det opgivne til en Udjevning til Midten efter mindste Kvadraters 
Metode. Men da Værdierne danner en Periode, kan Resultatet ogsaa frem­
stilles under den nævnte Form,

Z/i = X Vp. q ■ ,

hvor Leddene Lp er multipliceret med Faktorer, der er mindre end i. — 
Man bør lægge Mærke til, at det opgivne ikke indeholder Oplysninger om 
Betingelserne for en tilfredsstillende Fremstilling af de sande Værdier ved 
Hjælp af den trigonometriske Række.

Det kan overhovedet neppe i Almindelighed siges med Rette, at den 
ene Metode er rigtigere end den anden. Der er nemlig Grund til at antage, 
at naar Intervaller af en vis Størrelse af den sande Funktion kan frem­
stilles med tilfredsstillende Nøjagtighed ved en Potensrække af forholdsvis 
lav Grad, vil man kunne opnaa de bedste Resultater ved Anvendelsen af 
den mekaniske Metode, medens mindste Kvadraters Metode maa antages 
at kunne give de bedste Resultater, naar hele den sande Funktion kan 
fremstilles med tilfredsstillende Nøjagtighed ved Hjælp af forholdsvis faa 
Led af den trigonometriske Række. Dersom den sande Funktion for Eksempel 
har Formen

4“ (^s)æ >

vil den mekaniske Metode ikke kunne give et godt Resultat, medens dette 
tør antages at være Tilfældet, naar Amplituderne aftager jevnt lige ned til 
de umiskendelige Fejlled. Saafremt en Opgave ikke skulde egne sig til 
Behandling efter den mekaniske Metode, vil dette iøvrigt vise sig, naar man 
ved Valget af Udjevningsformlen gaar frem paa den Maade, som nu skal 

omtales.
Ved Valget af en Udjevningsformel kan vi støtte os til Elementerne i 

den trigonometriske Række. Thi selv om vi paa Forhaand ikke véd, om 
den sande Funktion kan fremstilles ved et begrænset Antal Led af denne 
Række, maa vi dog betragte det enkelte Led, hvori Elementet t indgaar, 
som en væsentlig Bestanddel af denne Funktion, saafremt er stor i For­
hold til Å2(£). Vi maa derfor sørge for, at ethvert saadant Led i det 
væsentlige kan genfindes i de udjevnede Værdier. Men nu véd vi, at naar 
vi udjevner efter den mekaniske Metode, vil Værdierne

— ap cosp$i + bp sin pQi
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repræsenteres i de udjevnede Værdier ved VPtq‘^Fp)i, og vi kan derfor 
ogsaa opfatte Sagen saaledes, at det er Elementerne ap og &p, der er multi­
pliceret med Variationsfaktoren VPt q. Førend vi nærmere omtaler selve 
Valget af Udjevningsformlen, vil vi derfor foretage en Undersøgelse for at 
se, om det under visse Omstændigheder kan være tilladt at foretage en 
saadan Ændring med de ved mindste Kvadraters Metode fundne Elementer.

Det skal først bemærkes, at man umiddelbart kan indse, at naar man 
i et vist Tilfælde har fundet Elementet men (for Eksempel for Afrundin­
gens Skyld) i Stedet for Z. benytter Værdien e, saa er der omtrent 
lige saa stor Sandsynlighed for, at Elementet er forbedret, som for, at det 
er forværret, saafremt e er lille i Forhold til Middelfejlen paa F Dette 
ses ogsaa af Udtrykket for Fejlen, thi dersom s ikke afhænger af Å2(<Q, 
bliver

Å2(^ + e) = Å2(C) + 82,

og under den nævnte Forudsætning afviger denne Værdi kun lidt fra Å2(^).
Vi betragter dernæst det Tilfælde, hvor et vist Element £ bliver multi­

pliceret med en Faktor V, der er uafhængig af £. Vi kan selvfølgelig 
ikke faa at vide, om £ forbedres eller forværres i et enkelt, bestemt Til­
fælde, men vi kan se, hvorledes Udfaldet gennemgaaende vil blive, idet vi 
beregner Fejlen for H benyttet som Element i Stedet for t.

Kalder vi Elementets sande Værdi for Z, er den sande Fejl paa t 
lig med

Men benytter vi Værdien V^, bliver den sande Fejl

VI — i)Z+P/= F.

Forudsætter man, at den almindelige Fordelingslov gælder for f, og at 
Antallet af Tilfælde med Fejl, der ligger mellem f og df, er bliver 
Gennemsnitsværdien af T72 ligf med O

oc

j F^df

= ={i—vyz^ -I-

I n#

Dette gælder for vilkaarlige Værdier af V. Vi kan derfor bestemme den 
Værdi, som gør F% til et Minimum. Vi faar

V= ——___ ,

der gdver
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Vil vi 

sætter

dernæst finde Grænserne for de Værdier af V, der 

vi

giver F20 <  Å2(K),

Heraf r • w  t z  T7faar vi Værdierne 17=1 og =
7 “ "T*

' Å2(£), naar

man har altsaa

7=M1<V<1

Det, vi har Brug for, er en Angivelse af den lavere Grænse for Fak­

toren 17, men det fundne Udtryk kan ikke benyttes, fordi den ubekendte 
£2

Værdig  indgaar deri. Derimod tør vi benytte ' som lavere Grænse, 
4 +  -M Q

thi for det første fandt vi ovenfor, at det hertil svarende Udtryk, nemlig

~ A , gav den mindste Værdi for F*, og for det andet er der — i 

alt Fald naar £2 er stor i Forhold til Å2(£) — ikke Grund til at frygte 

for, at
^Z*-Å 2(C)

C2 +  Å2(O  

thi da skulde man have
2^+ X2(X)<Z2.

Resultatet er altsaa, at naar

C2-FÅ2(C) ’

tør man antage, at Elementværdien Vt, gennemgaaende er lige saa god som  

Værdien

I det foregaaeude har vi sammenlignet Udfaldet, naar vi i det ene Til­

fælde beholdt Elementet uforandret og i det andet multiplicerede 

det med en vis Faktor. For de tvivlsomme Elementers Vedkommende maa 

vi imidlertid i Henhold til Fremgangsmaaden ved Valg af Leddene til Ud- 

jevningsrækker .sammenligne Udfaldet, naar vi i det ene Tilfælde kaster 

Elementet bort og i det andet multiplicerer det med en vis Faktor. Da 

den sande Fejl er £—  Z—f begaar man Fejlen — Z, naar man kaster 

Elementet £ bort; benytter man derimod Værdien V7, bliver Gennemsnits' 

værdien af Kvadratet af den sande Fejl ligesom før

Vi sætter først
Ä* = (i —  j7yz^F^).

(i— K)2Z 2 +  r2Å2^) =  z 2 ,

finder deraf 17= O og J7=
2Z2

og ser endvidere, at

naar
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2Z 2

^2+x2rø

2Z 2 £2

I S tedet fo r 2 p-— tager v i . som den hø jere G ræ nse fo r
“ i G "r A 2 (4 )

V; fo r de tv iv lsom m e E lem enters V edkom m ende tø r v i da an tage, at saa- 

frem t v i har

i?

t2 + W

begaar v i gennem gaaende en m indre F ejl, naar v i beny tter V æ rdien Vt i 

S tedet fo r end naar v i kaster E lem entet £ helt bort.

T ilbage staar S pørgsm aalet om , hvor m an skal sæ tte S kellet m ellem  

de gode og de tv iv lsom m e E lem enter. D et er g ivet, at et E lem ent m aa

72

betrag tes som  hørende til de tv iv lsom m e, naar 7-77?  <  i, m en v i har tid -

ligere set, 

er S kelle t

at S kelle t m aa

72

sat ved  ,
M 4)  2

C 2 
sæ ttes hø jere end ved =  1 .

3
— ' m in B egrundelse fo r netop

I det fø lgende  

at væ lge denne

V æ rdi er ikke tilfredsstillende, og m an kan derfo r betrag te V æ rdien som  

v ilkaarlig valgt. V ed  A nvendelsen af denne G ræ nsevæ rd i synes det im id ler­

tid ikke at have v idere B etydn ing , om den re tte lig burde tages lid t stø rre  

eller lid t m indre .

V i sæ tter i det fø lgende  
^2

= G
og kalder G fo r F ak to rg ræ nsen .

R esulta te t af vor U ndersøgelse anvend t paa den m ekan iske U djevn ings- 

m etode b liver da, at der m ed  H ensyn til de gode E lem enter ikke kan gøres  

Indsigelse m od at beny tte en v is U djevn ingsfo rm el, naar v i har de til 

E lem enterne svarende V aria tionsfak to rer liggende m ellem  1 og G. A nvender 

v i derim od en F orm el, hvor v i fo r de gode E lem enter har V<Z. G, m aa  

U djevn ingen paa dette P unkt betrag tes som væ rende fo r stæ rk , idet der  

kastes fo r m eget bort af vedkom m ende L ed . D a  E lem entet £ er A m plituden  

fo r en S inuso ide, kan v i tage M axim alafv igelserne,  

som  et M aal fo r den F ejl, der her begaas i R etn ing af fo r stæ rk  U djevn ing . 

D ersom denne F ejl er saa sto r, at den ikke kan taa les, m aa den paagæ l­

dende U djevningsform el fo rkastes.

F or de num erisk sm aa E lem enters V edkom m ende betrag ter v i U djev- 

n ingsfo rm len som  god , naar K  ligger m ellem G ræ nserne G og N ul. H vis  

v i fo r d isse E lem enter derim od faar V>G, betrag tes U djevn ingen paa  

dette P unkt som  væ rende fo r svag , og v i kan tage
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+ ( V— G%

som et Maal for den Fejl, der her begaas i Retning af for svag Udjevning.

Dersom vi tænker os et Tilfælde, hvor Udjevningsformlen ifølge de 

ovenstaaende Regler hverken er for stærk eller for svag, synes der ikke 

at kunne være Tvivl om, at den til Formlen svarende Udjevning maa be­

tragtes som legitim, hvilket skal sige, at vi opnaar den Forbedring af Vær­

dierne, som overhovedet kan opnaas ved Hjælp af det forelagte Materiale. 

Der maa naturligvis altid blive større Usikkerhed i Resultatet, naar Udjev- 

ningsfunktionen er ubekendt, end naar den er bekendt, men Kilden til 

denne større Usikkerhed maa i det nævnte Tilfælde, der iøvrigt kan ind­

træffe, ikke søges hos Udjevningsformlen, men hos Resultaterne af vor 

Undersøgelse af den ubekendte Funktion, altsaa hos de fundne Elementer 

og deres Middelfejl.

Medens vi altid kan vælge Formlen saaledes, at Udjevningen (ifølge 

de opstillede Regler) ikke bliver for stærk, vil Forholdene imidlertid i Reg­

len være saaledes, at der ikke kan opstilles en Formel, der hverken giver 

for stærk eller for svag Udjevning. Det maa erindres, at Udtrykkene for 

stærk og for svag Udjevning svarer til to kvalitetsforskellige Begreber. 

Der er her Tale om to forskellige Arter af Fejl; de kan ikke afbalancere 

hinanden saaledes, at man kan begaa begge Slags Fejl og som Resultat 

faa en legitim Udjevning. En vis Udjevning kan derfor være baade for 

stærk og for svag. Dersom man saaledes i et givet Tilfælde anvender

u = Z2 -\-L3

som Udjevningsfunktion, medens den teoretisk rigtige Funktion har Formen 

v — + L.2 ,

er den foretagne Udjevning for stærk, fordi Leddet er kastet bort, og 

den er for svag, fordi Z3, der kun indeholder Fejl, ikke er kastet bort.

I Overensstemmelse med det udviklede bliver Fremgangsmaaden ved 

Valget af en Udjevningsformel da følgende:

Man opsøger i Tabellerne et Sæt Variationsfaktorer, der gennemgaaende 

falder sammen med de tilsvarende Faktorgrænser. Derpaa foretager man 

en nærmere Undersøgelse og betragter da først de numerisk store Ele­

menter for at se, om Udjevningen bliver for stærk, idet der maaske kastes 

for meget bort af disse Elementer. Dersom dette ikke er Tilfældet, be­

tragter man de numerisk smaa Elementer for at se, om Udjevningen bliver 

for svag, idet der maaske tages for meget med af disse Elementer.

For de store Elementers Vedkommende betragter vi det som tilfreds­

stillende, naar V > G. Og dersom V < G, benyttes + ((z — som Maal 

for Fejlen i Retning af for stærk Udjevning.

For de smaa Elementers Vedkommende betragter vi det som tilfreds­

stillende, naar VG. Og dersom V > G, benyttes + ( V— G'\C som Maal 

for Fejlen i Retning af for svag Udjevning.
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G ræ n sen m ellem d e s to re o g d e sm aa E lem en te r sæ ttes so m o m ta lt 

v ed £2 : Å 2 (£ ) =  | , h v o rtil sv are r G = .

D ette sk a l n u an v en d es p aa n o g le T alv æ rd ie r, d er er h en te t fra d en  

tid lige re o m talte O p g av e an g aaen d e T em p era tu ren s d ag lig e P erio d e . I  

T ab e l 6 fin des o p fø rt E lem en te rn e ap o g bp til d e 6  fø rs te  D o b b e ltled sam t 

d e tilsv aren d e F ak to rg ræ n ser G.

T ab e l 6 .

ar bv ^2 ^3 ^3

— 2 .1 2 9 — 2 .0 2 9 •1 0 3 — 0 1 .5 •0 8 8 • 2 0 5

G -9 9 9 9  -9 9 9 8 •9 4 2 6 .9 2  • 9 7

(C ). v = 4 . Vp,4 i.0 0 0 0 .9 9 8 • 9 4 8

(D ). v = 8 . K p ,i 1 .0 0 0 0 •9 9 9 •9 7 7

K ^5  h
—  0 4 5 -0 2 5 •0 0 2 — 0 0 6 ----O O 6 ---- 0 1 2

G •8 1  •6 0 0  • 1 •l8  -4 2

(C ). v = 4 . Ip ,4  -6 9 3 • 2 8 0 •0 4 3

(D ). v = 8 . F P 1 1  -8 4 6 •5 2 5 •1 7 8

A n talle t af Iag ttag elser i P erio d en , n, er h er 2 4 . V i u n d ersø g er fø rs t 

T abe llen til S k em a (C ), S id e 8 1 . L æ g g er v i sæ rlig M æ rk e til d e t fo r­

h o ld sv is s to re E lem en t b?t m ed F ak to rg ræ n sen -9 7 , v iser d e t s ig , a t n aar  

U d jev n in g en ik k e sk a l b liv e m eg et fo r s tæ rk , m aa v i h av e m in d st 4 K o r­

rek tio n sled . M en u n d er d isse  .O m stæ nd ig h ed er m aa v i g en tag e d en eg en t­

lig e U d jev n in g m in d st 4 G an g e , th i m an se r, a t fo r v  =  4 er K i 2 ,4  =  • 0 5 2 , 

o g m an tag e r a ltsaa i d e tte  T ilfæ ld e en d n u o v er 5 % m ed af d e t u d p ræ g ed e  

F ejlled Z 1 2 .

V i h ar a ltsaa til n æ rm ere U n d ersø g e lse d en U d jev n in g , d er sv are r til 

S k em a (C ) o g v  =  4 o g < 7 =  4 . F ø rst u n d ersø g er v i d e s to re E lem en ter fo r  

a t se , h v o r d en n e U d jev n in g v irk er fo r s tæ rk t. V i h ar h er VPt 4 < G fo r  

^3 °g o g F ejlen i R etn in g af fo r s tæ rk U d jev n in g er h en h o ld sv is

± (•9 7  —  9 5 )x -2 O 5 =  +  -0 0 4  
o g

+  (-8 1— -6 9 )x  -0 4 5  —  +  -0 0 5 .

D er v il h ere fte r k u n n e fo rek o m m e saäd an n e F ejl p aa o m tren t en E n h ed i 

an d en  D ecim al, m en d e t v il v ise s ig , a t d e tte ik k e b e ty d er m eg et i F o rh o ld  

til d en N ø jag tig h ed , so m  o v erho v ed et k an o p n aas . L ad o s i a lt F ald fo re ­

lø b ig an tag e , a t v i ik k e b eh ø v er a t fo rk aste U d jevn in g en , fo rd i d en er fo r  

s tæ rk ; v i sk a l d a b e trag te d e sm aa L ed fo r a t se , o m  U d jev n in g en  sk u ld e  

v æ re fo r sv ag .

• F o r ae o g b§ er R esu lta te t tilfred sstillen d e , efte rso m m an h er h ar  

P e , 4 <  G. D erim o d er U d jev n in g en fo r sv ag m ed H en sy n til o g ^5 .



V A L G  A F  U D J E V N IN G S F O R M E L . 9 7

F o r b2 e r F e j le n  i R e tn in g  a f  f o r s v a g  U d je v n in g  + - o n , m e n  d a  d e r e f te r  

d e t te E le m e n t k o m m e r a?j o g s o m  k r æ v e r s to r e V a r ia t io n s f a k to r e r , v i l  

d e r v is e s ig e n  s a a d a n  F e j l v e d  h v i lk e n  U d je v n in g s fo r m e l , v i e n d  v æ lg e r .  

F o r bb b l iv e r F e j le n +  - o o i o g  f o r <p e n d n u  m in d r e . D e n n e  U d je v n in g  k a n  

h e r e f te r ik k e  f o rk a s te s s o m  v æ r e n d e f o r s v a g , m e d e n s d e t e r in d re s , a t d e n  

e r n o g e t , m e n  ik k e  m e g e t , f o r s tæ r k .

V i v i l d e r n æ s t g a a  u d  f r a S k e m a  ( D ) , h v o r v e d  v i k a n  o p n a a  a t f a a e n  

U d je v n in g , d e r p a a  in te t P u n k t e r f o r s tæ rk . A f  T a b e l 2 , S id e 8 5 , s e r v i  

s t r a k s , a t d e t e r n ø d v e n d ig t a t ta g e  e t K o r re k t io n s le d  m e d , o g  læ g g e r v i  

o g s a a h e r s æ r l ig  M æ r k e t i l bz m e d ( 7  = - 9 7 , v i l d e t s e s , a t d e r k a n  b l iv e  

T a le o m  a t ta g e  v  l ig  m e d  8 e l le r m a a s k e  9  e l le r 1 0 . V i ø n s k e r im id le r t id  

d e n n e G a n g  a t v æ r e  p a a  d e n  s ik re  S id e , o g  v i ta g e r d e r f o r v  —  8 . A f  T a b e l 6  

s e s d e t d a , a t v i f o r  d e  s to re  E le m e n te r s  V e d k o m m e n d e  o v e r a l t h a r Gp^p>G, 

o g  d e n  h e r t i l s v a re n d e  U d je v n in g  e r a l t s a a  ik k e  f o r s tæ rk . V i s k a l d e r e f te r  

s e , o m  d e n  s k u ld e v æ r e f o r s v a g . E le m e n te t b2 o g  d e ts s æ r l ig e  S t i l l in g  h a r  

v i t id l ig e r e  o m ta l t , o g  m e d  H e n s y n  t i l a6 o g  bG e r U d je v n in g s fo r m le n  o g s a a  

t i l f r e d s s ti l le n d e , e f te r s o m  v i h a r i<Z.G. T ilb a g e  s ta a r o g  b~0, h v o r F e j ­

le n e i R e tn in g  a f  f o r s v a g  U d je v n in g  b l iv e r h e n h o ld s v is + - o ° i o g  + - 0 0 3 ,  

h v i lk e t s e n e r e v is e r s ig  a t v æ r e  s m a a  S tø r r e ls e r  i F o r h o ld  t i l F e j le n  p a a  d e n  

u d je v n e d e  V æ r d i. O g  v e d  a t b e t r a g te  R æ k k e n  a f V a r ia t io n s f a k to r e r v i l m a n  

k u n n e  in d s e , a t n a a r m a n  v i l h a v e  e n  F o r m e l , d e r p a a  in te t P u n k t g iv e r f o r  

s tæ r k  U d je v n in g , v i l m a n  ik k e  k u n n e  f in d e n o g e n , d e r o v e r f o r d e  s m a a  L e d  

g iv e r e n v æ s e n t l ig  s tæ r k e re U d je v n in g e n d  d e n , v i k a n o p n a a m e d d e n  

u n d e r s ø g te  U d je v n in g s f o r m e l.

E le m e n te t b±, d e r h a r G=-6 o g  a l t s a a  t i l fæ ld ig v is l ig g e r p a a  G r æ n s e n  

m e lle m  d e  s to r e  o g  d e  s m a a  E le m e n te r , e r ik k e  h id t i l o m ta lt . V il m a n  h e n ­

r e g n e d e t t i l d e  s to re  E le m e n te r , e r  R e s u l ta te t t i l f r e d s s t i l le n d e  f o r b e g g e  d e  

u n d e rs ø g te F o r m le r s V e d k o m m e n d e , o g v i l m a n  h e n r e g n e d e t t i l d e  s m a a  

E le m e n te r , b l iv e r F e j le n e  i R e tn in g  a f  f o r  s v a g  U d je v n in g  h e n h o ld s v is  +  • 0 0 2  

o g  +  • 0 0 6 .

V i h a r k u n  b e t r a g te t 1 2 a f  d e 2 3 E le m e n te r , s o m  k a n  b e r e g n e s , m e n  

m a n tø r f o r u d s æ t te , a t d e  ø v r ig e  a l le e r s m a a , o g  a t d e t d e r f o r e r r ig tig t  

a t k a s te  d e m  b o r t . S k u ld e d e n n e F o r u d s æ tn in g  im id le r t id  v æ r e u r ig t ig , v i l  

m a n b l iv e g jo r t o p m æ r k s o m  h e r p a a , n a a r m a n  e f te r R e g n in g e n s U d f ø r e ls e  

u n d e r s ø g e r  D if f e r e n s e rn e m e lle m  d e  g iv n e  o g  d e  u d je v n e d e  V æ r d ie r . V i h a r  

n e m lig  a lm in d e l ig t

o g a l t , h v a d d e r k a s te s b o r t a f d e e n k e l te  L e d , g e n f in d e s d e r f o r i d is s e  

D if f e re n s e r , h v o r e n  F e j l a f  B e ty d n in g  i d e n  a n ty d e d e R e tn in g  v i l g ø r e  s ig  

b e m æ r k e t s o m  e n  p a a f a ld e n d e  » G a n g « .

I F ig . 1 4 e r d e to u n d e rs ø g te U d je v n in g s fo r m le r r e p ræ s e n te r e t v e d  

d e r e s V a r ia t io n s fa k to r e r , d e r e r f r e m s t i l le t s o m  k o n t in u e r te  F u n k t io n e r a f  p.

7
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De afsatte Punkter repræsenterer de beregnede Faktorgrænser; der er altsaa 

2 af dem for hver hel Værdi af p. Dersom en Udjevning i Overensstemmelse 

med de opstillede Regler hverken skulde være for stærk eller for svag, 

maatte den tilsvarende Kurve i den øverste Del af Diagrammet, nemlig for 

(7>-6, ligge over Punkterne og i den underste Del ligge under Punkterne. 

Da Kurvens Hovedform er givet, vil det i et Tilfælde som det foreliggende 

være umuligt at opfylde disse Fordringer fuldtud, hvorfor man kan betragte 

Valget af en passende Formel som en Art Udjevningsopgave. Dersom man 

vil bedømme de opnaaede Resultater ud fra dette Synspunkt, maa man 

erindre, at der skal tillægges de forskellige Værdier af G meget forskellige 

Vægte. — Dersom man ikke er tilfreds med nogen af de undersøgte Udjev- 

ningsformler, staar der flere Udveje aabne. Saaledes kommer man ved at 

sætte k—\ i Stedet for k—^ i Skema (C) til den Udjevningsformel, som 

svarer til (CJ i Fig. 14. Dette Skema vil blive nærmere omtalt i § 18.

Naar man for enhver Pris vil undgaa at udjevne for stærkt, er det kun 

med Hensyn til de smaa Led, at selve Valget af Udjevningsformlen faar 

Lighed med en Udjevningsopgave. Men Ligheden kan ogsaa strække sig 

til Behandlingen af de store Led, nemlig naar den Anvendelse, man vil gøre 

af Resultatet, tillader eller endog gør det ønskeligt, at der benyttes en noget 

»for stærk« Udjevning. Men under alle Omstændigheder kommer Valget af 

Udjevningsformlen til at afhænge af en Række af Overvejelser, og Usikker­

heden i Bestemmelsen af de enkelte Elementer og af deres Godhed faar 

derfor her mindre Betydning for det endelige Resultat end ved mindste 

Kvadraters Metode, hvor man paa det samme Grundlag skal antage eller 

forkaste de enkelte Elementer. Der er herefter nogen Grund til at antage, 

at man kan opnaa bedre Resultater med den mekaniske Metode end med 

mindste. Kvadraters Metode; det vil maaske være vanskeligt at bevise, at 

dette i Almindelighed virkelig bliver Tilfældet, men det kan i alt Fald vises
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v e d  E k s e m p l e r , h v o r l e d e s v o r M e to d e  b e d s t f o r m a a r a t b e v a r e  e n  F u n k ­

t i o n s  E j e n d o m m e l i g h e d  m o d  U d v i s k n i n g .

F o r a t f a a  e t H o l d e p u n k t v i l v i o p s t i l l e  e n  S l a g s S k e m a  f o r e n  F u n k ­

t i o n s  E j e n d o m m e l i g h e d e r . V i k a n  d a f ø r s t t æ n k e  o s  d e n  s a n d e  F u n k t i o n  

s p a l t e t i t o  D e l e , f o r E k s e m p e l v o g  w , s a a l e d e s  a t v b l i v e r  a f  s i m p e l  

B e s k a f f e n h e d , h v i l k e t h e r b e t y d e r , a t v k a n  f r e m s t i l l e s m e d  t i l s t r æ k k e l i g  

N ø j a g t i g h e d  v e d  H j æ l p  a f  e t  r i n g e  A n t a l  L e d  a f  d e n  t r i g o n o m e t r i s k e  R æ k k e ;  

R e s u l t a t e r n e  a f  d e  t o  U d j e v n i n g s m e t o d e r v i l , s o m  v i h a r s e t , f o r d e n n e  D e l  

a f F u n k t i o n e n  b l i v e m e g e t n æ r d e t s a m m e . V i b e t r a g t e r  d e r f o r k u n  d e n  

a n d e n  D e l , w , d e r i n d e h o l d e r  d e t , s o m  v i h e r s k a l f o r s t a a  v e d  E j e n d o m m e ­

l i g h e d e r .

U n d e r  O m t a l e n  a f  M a n g l e r n e  v e d  e n  U d j e v n i n g  e f te r  m i n d s t e  K v a d r a t e r s  

M e t o d e  b e r ø r t e  v i d e t s a m m e  E m n e , o g  d e r b e n y t t e d e  v i  t i l F r e m s t i l l in g  a f  

e n  A f v i g e l s e  f r a  e n  s im p e l F u n k t i o n  e t S k e m a , d e r k a n  f r e m s t i l l e s s o m  e n  

V æ r d i r æ k k e

o , o , o , b , o , o , o , ;

d e t t e e r d o g  s n a r e r e e t S k e m a  f o r F e j le n , e l l e r r e t t e r e  f o r d e n  D e l a f  

F e j l e n , s o m  o v e r h o v e d e t k a n  r e d u c e r e s  v e d  e n  U d j e v n i n g  ( n a a r  d e n  s a n d e  

F u n k t io n  e r u b e k e n d t ) . I n d e h o l d e r F u n k t io n e n  e n  s a a d a n  E j e n d o m m e l ig h e d  

a f  v i r k e l ig  B e t y d n i n g , e r I n t e r v a l l e r n e  t a g e t f o r s t o r e , s a a l e d e s  a t d e r i k k e  

b l i v e r e t p a s s e n d e  F o r h o l d  m e l le m  F u n k t io n e n s  M a n g e l p a a  S i m p e l h e d  o g  

A n t a l l e t a f I a g t t a g e l s e r . S k a l E j e n d o m m e l i g h e d e n  s e t f r a U d j e v n i n g e n s  

S y n s p u n k t i k k e t a g e s i g  u d  s o m  e n  F e j l , m a a  d e n  s t r æ k k e  s i g  o v e r f l e r e  

I n t e r v a l l e r , o g  v i k a n  d e r f o r  s o m  S k e m a  b e n y t te  f o r  E k s e m p e l  V æ r d i r æ k k e n

o , o , b , o , o , 

e l l e r s i m p le r e

o , o , i , o , o , ,

h v i l k e t s v a r e r  t i l , a t d e r i F u n k t io n e n  f i n d e s  e n  S æ r e g e n h e d , d e r m a a  f r e m ­

s t i l l e s  o m t r e n t s o m  a n t y d e t i F i g . 1 6  x ) . E r  d e r f o r E k s e m p e l 2 4  V æ r d ie r  i  

P e r io d e n , o g  s æ t t e r v i w 0 = i ,  w 1 = w _ 1  =  l ,  u d t r y k k e s  d e  2 4  V æ r d i e r a f  w 

d a  v e d

g = n

^ = 1 ^ + 1 3 ( ( l + c o s  I 5 ° ^ ) c o s  I 5 0 - ^ ’) .

q = l

A n t a g e r v i , a t d e 7 f ø r s t e E l e m e n t e r  e r  s t o r e , h v i l k e t e r i O v e r e n s s t e m ­

m e l s e m e d  d e n  U d j e v n i n g , d e r a l m i n d e l i g s t a n v e n d e s v e d  m e t e o r o lo g i s k e

* ) D e r s o m  m a n  s k u l d e  m e n e , a t e n  s a a d a n  S æ r e g e n h e d  e r  f o r  p a a f a l d e n d e  t i l , a t  m a n  k a n  v e n t e  

a t t r æ f f e  d e n  h o s  v o r e  d o g  n o g e n l u n d e  s i m p l e  F u n k t i o n e r , s k a l d e t b e m æ r k e s , a t d e t p a a ­

f a l d e n d e h i d r ø r e r f r a d e  b e n y t t e d e  E n h e d e r  f o r A b s c i s s e r  o g  O r d i n a t e r ; d e r  e r  s a a l e d e s  

i n t e t p a a f a l d e n d e  v e d  F i g . 1 5 , d e r b e s t a a r a f e n  S i n u s o i d e  o g  d e n  s a m m e  S æ r e g e n h e d ,  

m e n  f r e m s t i l l e t m e d  e t a n d e t M a a l e s t o k s f o r h o l d .

y  ¥
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Iag ttag elser, v il d en b e trag ted e E jen d o m m elig h ed g iv e so m s it B id rag til 

U d jev n in g en :

Ut— • 0 8 3 +  • 1 6 4  co s  1 5 °-  z’+  • 1 5 6  co s  3 0 °-?  +  • 1 4 2  co s  4 5 0  • z ;

R esulta te t er frem stille t i F ig . 1 7 .

F ig . 1 8 .

T æ n k er v i o s n u , a t v i b eh an d le r d en sam m e O p g av e , h v o r d en b e ­

trag ted e E jen d o m m elig h ed fo rek o m m er, efter v o r M eto d e o g fo r E k sem p el 

u d jev n er d e fo relag te  V æ rd ie r efter S k em a (D ) o g tag er v  =  4 , k an v i ik k e  

(4 )

n ø jes m ed ot so m  fo rbed ret V æ rd i; T ab el 2 o v er d e h ertil h ø ren d e V aria ­

tio n sfak to rer g iv er n em lig

p = I 2 3 4 5 6

V0,p .9 9 8 7 •9 79 7 •9 0 6 ■7 4 3 •5 0 5 • 2 6 0

VvP I.  O O O O .9 9 9 6 •9 9 2 •9 4 1 •7 7 2 •4 7 3 ,
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h v o raf m an se r, a t d er v ed en saad an U d jev n in g v ild e k aste s h en h o ld sv is  

m ere en d 2 %  o g 9  ° /0 b o rt a f Z 2 °g A  > h v ilk e t ik k e v ild e v æ re tillad e lig t, 

d a d isse L ed e r fo ru d sa t a t v æ re s to re . V i m aa d erfo r tag e m in d st ee t 

K o rrek tio n sled m ed , o g U d jev n in g sfo rm len b live r a ltsaa

(4) (5)

W  =  Ot 4 - A 4 Oi.

D en b e trag ted e E jen do m m elig h ed v il d erfo r so m s it B id rag g iv e d e til 

d en n e F o rm el sv a ren d e V æ rd ier, Fx(zv), d er e r o p fø rt i n ed en staaen d e O p ­

s tillin g . R esu lta te t e r g ra fisk frem stille t i F ig . 1 8 .

i zv
(4) 

zv
(5)

AK

1 0 -5 •5 2 3 •0 2 9 •5 5

0 1 .0 • 7 0 2 •0 9 3 • 8 0

1 0 .5 •5 2 3 •0 2 9 •5 5

2 0 ■ 1 8 2 —  -0 5 8 • 1 2

3 0 —  0 1 8 ----- 0 4 9 —  0 7

4 0 -  -0 3 6 •0 0 9 —  0 3

5 0 —  -0 0 6 •0 2 2 •0 2

6 0 • 0 0 2 •0 0 5 • 0 1

M an se r h era f, a t v ed d en s id s te U d jev n in g e r i a lt F a ld d e k arak ­

te ris tisk e  T ræ k  b ev are t, h v ilke t  k n ap  n o k  k an s ig es o m  R esu lta te t, d er e r frem ­

s tille t i F ig . 1 7 . M en m an se r d esu d en , a t v ed m in d ste K v ad ra ters M eto d e  

v il en saad an lo k a l E jen d o m m elig h ed p aav irk e  R esu lta te t o v er h e le  P erio d en , 

h v ilk e t v il s ig e , a t d er in d fø res F e jl i a lle d e an d re V æ rd ie r. D en m ek a ­

n iske M eto d e in d fø re r d erim o d k u n i rin g e G rad saad an n e F e jl, h v ilk et 

o g saa k an in d ses d era f, a t v ed B ereg n in g en a f d en u d jevn ed e V æ rd i in d -  

g aa r d e n æ rm est s taaen d e V æ rd ie r m ed d e s tø rste V æ g te , m ed en s d e fje r­

n ere s taaen d e V æ rd ie r k u n faa r rin g e e lle r s le t in g en B ety d n in g .

M an k u n d e p aa sam m e M aade u n d ersø g e o g saa an d re A rter a f E jen ­

d o m m elig h ed e r, m en d e t h ar i d en n e S am m enh æ ng ik k e s to rt a t b e ty d e ,  

h v ilk e  T y p er m an v il o p stille . D et k o m m er n em lig b lo t an p aa a t b e trag te  

saad an n e k arak te ris tisk e T ræ k h o s d en san d e F u n k tio n , so m  k u n k an frem ­

s tille s tilfredss tillen de v ed H jæ lp a f m an g e sm aa L ed , th i saa frem t d er  

o v erho v ed et b liv e r en F o rsk e l a f B ety dn in g im e llem  R esu lta te rn e , m aa en  

saad an F o rsk e l h id rø re fra d isse L ed . O g n u v éd v i, a t d e t sv ag e P u n k t 

v ed m in d ste K v ad ra te rs M etod e n e to p e r B eh an d lin g en a f d e sm aa L ed ,  

m ed en s V an sk elig h ed en p aa d e tte S ted fo r d en m ek an isk e M eto d es V ed ­

k o m m en d e e r red u ce ret fra a t v æ re e t V alg im e llem a lt e ller in te t i saa
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o g s a a m a n g e e n k e lte T ilfæ ld e t i l a t b liv e e n A rt U d je v n in g a f s a m tlig e  

T ilfæ ld e . M a n m a a d e r fo r v æ re b e re tt ig e t t i l a t a n ta g e , a t m a n  v e d A n ­

v e n d e lse n a f d e n s id s te M e to d e e r i S ta n d t i l a t o p n a a b e d re R e s u lta te r  

e n d v e d m in d s te K v a d ra te rs M e to d e —  i a lt F a ld fo r n o g le O p g a v e rs  

V e d k o m m e n d e .

§ i» -

S k e m a e t fo r s e lv e U d je v n in g e n .

I d e t fo re g a a e n d e  g ik  v i u d  f ra , a t m a n  h a v d e e t t i ls træ k k e lig t  F o rra a d  

a f U d je v n in g s fo rm le r a t v æ lg e im e lle m , s a a le d e s a t m a n  a ltid  k u n d e  f in d e  

e e n , d e r v a r t i l f re d s s ti l le n d e . P a a F o rh a a n d  k a n  m a n  n a tu rl ig v is ik k e o p s til le  

a lle d e F o rm le r , d e r k a n b liv e B ru g fo r , m e n  U d v a lg e t b e h ø v e r ik k e a t  

v æ re s æ r lig  s to r t , fo r a t m a n i a lt F a ld  k a n  fa a t i ls træ k k e lig e O p ly s n in g e r  

o m , h v o r le d e s m a n s k a l æ n d re F o rm le rn e , h v is d e r im e lle m  d e o p s til le d e  

ik k e f in d e s n o g e n , s o m  e r fu ld t t i l f re d s s t i l le n d e .

F o r a t m a n  s k a l k u n n e  t ræ f fe e t  V a lg  m e lle m  U d je v n in g s fo rm le rn e , m a a  

d e r fo re lig g e T a b e lle r o v e r d e t i lsv a re n d e  V a ria tio n s fa k to re r . D e t d re je r s ig  

d e r fo r o m  a t o p s til le e t t i ls træ k k e lig t U d v a lg  a f U d je v n in g ss k e m a e r o g  a t  

b e re g n e T a b e lle r i e t p a ss e n d e  O m fa n g . U n d e r O m ta le n  a f V a ria tio n s fa k ­

to re rn e e r d e r  a lle re d e m e d d e lt n o g le  U d je v n in g s s k e m a e r , m e n d e t b le v  ik k e  

n æ v n t, e f te r h v ilk e P r in c ip e r d e v a r o p s til le t , o g  d e t v a r h e lle r ik k e n ø d ­

v e n d ig t a t g iv e e n B e g ru n d e ls e p a a d e t p a a g æ ld e n d e  S te d , fo rd i d e n n e S a g  

ik k e v e d rø re r T e o rie n ; d e rs o m  m a n  b lo t f in d e r e n  U d je v n in g s fo rm e l, s o m  

e r fu ld t t i l f re d ss t i l le n d e , k a n d e t f ra T e o r ie n s S id e s e t v æ re l ig e g y ld ig t,  

h v o r le d e s m a n  e r k o m m e t t i l d e n , e lle r h v ilk e  R e g n in g e r  d e n  k ræ v e r  u d fø r t .  

D e r im o d e r d e t a f H e n s y n t i l R e g n e a rb e jd e ts O m fa n g ik k e l ig e g y ld ig t , 

h v o r le d e s v i n a a r M a a le t, m e n  d e t e r a ltsa a  k u n  p ra k tis k e  H e n s y n , d e r s k a l  

ta g e s v e d  O p s til l in g e n a f U d je v n in g s sk e m a e rn e .

D e 5 S k e m a e r , d e r t id l ig e re e r o m ta lt , n e m lig

(A ) ^(ö3+ö2+ö1 + ö0+ö_i+ö_2 + ö_3)=ö0+2A2ö0 + A4ö0+^A6ö0)

(B )  < 20 =  5

(1)

(C )  0q= =

(D ) 6»0= t13^4(c’1 + 2ö0 + c’_i) — (ö2 + ö_2)) — <2o-— <?o>

(1) ■ .

(E ) Ö0=t3ö((c»1 + 2<?0+<2_1) l ’ö ( 6 ?2 + ^ -2 ) )  +  3 1u (< ? 3 + < 9-3 )  =  6 ’o  +  3 U ^ b  ö 0 >
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er opstillet til Brug for de enkelte Opgaver, som senere skal behandles, 

men tilfældigvis danner de et Udvalg, som kan være tilstrækkeligt til et 

første Overblik. Fig. 19, der er en Fremstilling af de til selve Skemaerne 

hørende Variationsfaktorer — altsaa en Fremstilling af VPt 0 for v=i — an­

skueliggør Betydningen af de forskellige Skemaer. De afsatte Abscisser er 

Værdier af p for og »=24. Endvidere giver Fig. 20 en Fremstilling 

(2)
svarende til en gentaget Regning efter disse Skemaer, altsaa til o. — Læg-

Fig. 20.
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g e r m a n  M æ r k e  t i l , h v o r l e d e s  d e  f o r s k e l l i g e  S k e m a e r  a n g r i b e r  d e  e n k e l t e  

L e d , v i l m a n  h e r a f  k u n n e  s k ø n n e , a t  n a a r  2 2  =  7 3 , e r  m a n  v æ s e n l i g s t  h e n v i s t  

t i l a t b e n y t t e  ( A ) o g  ( B ) , o g  n a a r  n— 2 4 , v æ s e n t l i g s t t i l ( D ) o g  ( E ) e l l e r  

d o g  t i l S k e m a e r , d e r  s t a a r  d i s s e  T y p e r  n æ r .

D e r s o m  m a n  u d e n  a t h a v e  b e s t e m t e  O p g a v e r  f o r Ø j e  v i l o p s t i l l e  e t  

U d v a l g  a f  S k e m a e r , v i l d e t v æ r e  n a t u r l i g t , a t  m a n  f ø r s t  u d v æ l g e r d e  F o r ­

m e r , h v o r  a l l e r e d e  d e n  e n k e l t e  U d j e v n i n g  r e d u c e r e r  F e j l e n  p a a  d e  f o r e l a g t e  

V æ r d i e r  s a a  m e g e t s o m  m u l i g t i F o r h o l d  t i l d e t  p a a k r æ v e d e  R e g n e a r b e j d e .  

F o r  e t S k e m a , h v o r i d e r  i n d g a a r  2 «  +  i  V æ r d i e r , b l i v e r  d e t M i d d e l t a l l e t a f

d i s s e  V æ r d i e r , d e r g i v e r  d e n  m i n d s t e  M i d d e l f e j l , n e m l i g  n a a r

I a g t t a g e l s e r n e  e r  f r i e  o g  l i g e  g o d e . O g  d i s s e  M i d d e l t a l s s k e m a e r  e r  s a a  n e m m e  

a t  a n v e n d e  s a a v e l u n d e r  s e l v e  U d j e v n i n g e n  s o m  v e d  B e r e g n i n g e n  a f  K o r r e k ­

t i o n s l e d , a t  d e r  i k k e  k a n  v æ r e  T v i v l o m , a t m a n  b ø r  b e n y t t e  d e m  o v e r a l t ,  

h v o r d e t l a d e r s i g  g ø r e . V i k o m m e r  s a a l e d e s  t i l ( A ) , ( B ) o g  ( C ) . —  V e d  

e n  d i r e k t e  U d j e v n i n g  a f f o r e l i g g e n d e  V æ r d i e r  v i l m a n  n e p p e  f a a  B r u g  f o r  

M i d d e l t a l s s k e m a e r m e d  f l e r e  e n d  7  V æ r d i e r , m e n  h v i s  m a n  b e r e g n e r  V æ r ­

d i e r  f o r  e n  F u n k t i o n , / " ( / ’ ) , d e r  s l u t t e r  s i g  n æ r  t i l  I a g t t a g e l s e r n e , o g  d e r n æ s t  

u d j e v n e r  D i f f e r e n s e r n e  ot— ■ / '( ? ’ ) , v i l m a n  u n d e r t i d e n  k u n n e  a n v e n d e  s a a d a n n e  

S k e m a e r  m e d  e t s t ø r r e  A n t a l V æ r d i e r .

A f  F i g u r e r n e  1 9  o g  2 0  k a n  m a n  s e , a t n a a r  A n t a l l e t  a f  I a g t t a g e l s e s -  

v æ r d i e r  i P e r i o d e n  a f t a g e r  t i l e n  v i s  G r æ n s e , e l l e r  n a a r  A n t a l l e t a f  L e d , d e r  

u d f o r d r e s t i l a t f r e m s t i l l e d e n  s a n d e  F u n k t i o n , o v e r s k r i d e r  e n  v i s  G r æ n s e ,  

v i l m a n  i k k e l æ n g e r e  k u n n e  b e n y t t e  d i s s e  M i d d e l t a l s s k e m a e r . M a n  n a a r  

l æ n g s t i d e n n e  R e t n i n g  m e d  ( C ) :

( 1 )
j A 2  ot.

( 1 )
D a  v i h e r e r s t a t t e r m e d  øi, v i l d e  t i l s v a r e n d e  s a n d e  V æ r d i e r  l i d e  e n  

V a r i a t i o n , h v i s  S t ø r r e l s e  e r

( 1 )
Vt — Vi=^/\2 vi;

n a a r  m a n  g e n t a g e r  U d j e v n i n g s r e g n i n g e n , f o r ø g e s d e n n e  V a r i a t i o n , o g  d e r ­

s o m  m a n  i k k e  k a n  f o r e t a g e  e n  t i l s t r æ k k e l i g  s t o r  V a r i a t i o n  i m o d s a t  R e t n i n g  

v e d  H j æ l p  a f  e t r i m e l i g t  A n t a l  K o r r e k t i o n s l e d , m a a  m a n  a n v e n d e  e t  U d j e v -  

n i n g s s k e m a , d e r g i v e r e n  m i n d r e  V a r i a t i o n . D e t t e  k a n  s k e  f o r  E k s e m p e l  

d e r v e d , a t m a n  b e n y t t e r  e t S k e m a  a f  s a m m e  F o r m  s o m  ( C ) , n e m l i g

( 1 )
øi=Oi - | - ^ A 2  o i,

m e n  t a g e r  k m i n d r e  e n d e l l e r  v e d  a t m a n  g a a r  o v e r  t i l F o r m e n

Oi — Oi-\-kl^ Oi .
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B enytter m an den første af disse Frem gangsm aader, faar m an for E ks­

em pel m ed k=^ det ret nem m e R egneskem a

(C -J 1)

m ed U djevningsform el

(v) y (v+1) (v+2) y/y \ fy I H (v+3)
^,)= .,-7 a 2 „  ot -A ^)L +5)A e O i+ ........

og V ariationsfaktorer

v(v  +  3) 

16-2

v(v+4)(v+ 5) 

64-6

ep(1 ~W(p)
2

^(i+^ p )3+

T abel 7.

P

V  ariati«

— i

prisfaktorer. Skem a (C J.

4

n = 24.

2 3 5 6 8

v=4 vp,. •9336 •7578  • 5308 •3164 • 1569 •0625 •0039

vP^ •9961 •9473  • 7962 •5537 •3034 • 1250 •0068

Vp,2 .9998 •9887 9123 •7094 •4229 •1797 •0088

Vp,-A 1.0000 •9976  • 9621 •8095 •5i85 • 2266 • 0100

v=6 Vp,0 •9020 •6597 .3867 • 1780 • 0622 •0156 • 0002

VPA •9927 .9071 6767 •3782 • H 92 •0391 •000  s

Vp,, •9995 •9766 8399 •5472 •2405 •0654 •0007

vp,. 1.0000 •9943 ■9230 •6762 •3273 •0923 • 0009

VPti 1.0000 •9987  '•9635 • 7706 •4063 • 1185 •0011

A f Figurerne 19 og 20 ser m an, hvorledes dette Skem a, der er betegnet 

m ed (C x ), er beliggende i Forhold til (C ) og (D ). Skem aet er iøvrig t om talt 

tid ligere (S ide 98). D en  U djevningsform el, der er repræsenteret i Fig. 14 ved  

den punkterede K urve, er dannet heraf ved at sæ tte v  =  6 og <7 =  4, altsaa

(6) (7) (8) (9) (10)
Ä4(^)= Ot— f A2 Oi + 2 7 A4 Oi _ M_0 A6 0. |2 9^8 0. .

V i skal derefter betragte den anden af de næ vnte Frem gangsm aader,  

hvorved m an kan form indske V ariationen, nem lig ved at benytte Skem aer 

af Form en
(i)

= Oi.
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F o r f r i e o g  l i g e  g o d e  I a g t t a g e l s e r g i v e r k= — h e r M i n i m u m  a f  Å 2 ( t ? ) , 

h v o r e f t e r U d j e v n i n g s s k e m a e t s k u l d e  v æ r e

( i )
°t—3 5  ( —  3 ^ + 2  + 1 2 < ? t+ i  + 1  yot+ 1 —  3 ( ? i — 2 ) .

B e t r a g t e t s o m  S k e m a f o r e n  R e g n i n g , d e r s k a l g e n t a g e s  f l e r e  G a n g e , e r  

d e t t e t e m m e l i g  u b e k v e m t . D e t b l i v e r b e t y d e l i g  b e d r e , n a a r m a n  s æ t te r  

k— — -fø, d e r  g i v e r

( i )

°i — T 2  ( —  ^ i+ 2  +  4 ^ + 1 + 4 ^ — 1 ,

e l l e r k=—d e r  g i v e r

(D)
( i )

Oi
—  1 5  ( 4 ( c ’f + 1  +  +  1 )  —  ( ^ + 2 + ^ 1 — 2 ) )

D e t s i d s t e  S k e m a  h a r  j e g  f o r e t r u k k e t s o m  d e t n e m m e s te . M e n  i T i l f æ l d e ,  

h v o r  m a n  m a a  æ n d r e  F o r m l e r n e  f o r a t f a a  e t t i l f r e d s s t i l l e n d e  R e s u l t a t , k a n  

m a n  f o r E k s e m p e l s æ t t e  k— — h v o r v e d  S k e m a e t n æ r m e r s i g  t i l ( C ) ,  

e l l e r k — — h v o r v e d  d e t n æ r m e r  s i g  t i l ( E ) . A f  n e d e n s t a a e n d e  O p s t i l l i n g  

k a n  m a n  s e , h v o r l i d t M i d d e l f e j l e n  p a a  o f o r a n d r e r  s i g  m e d  d e  f o r s k e l l i g e

V æ r d i e r a f k. T i l l ig e  e r d e r o p f ø r t V æ r d ie r n e
( 2

f o r Å 2 ( ø ) . Å 2 ( < ? ) e r h e r s a t

l i g  m e d  1 .

k--

( i )

-  i X o
_ _  3

3 5 —  Ä
_  1

• 5 0 • 4 9 • 4 9 • 5 0 • 5 2

( 2 )

Å 2 ( ^ ) • 3 9 • 4 0 • 4 0 •  4 2 • 4 3

D e  s i d s t o m t a l t e  F o r m e r  k a n  b e t e g n e s  s o m  » T r e d i e g r a d s k e m a e r « , f o r d i  

d e  k a n  b e n y t t e s , u d e n  a t d e r t i l f ø j e s  K o r r e k t i o n s l e d , n a a r  d e n  s a n d e  F u n k ­

t i o n  e r  a f  h ø j e s t t r e d i e  G r a d . D e r s o m  o g s a a  d i s s e  S k e m a e r v a r i e r e r  F u n k ­

t i o n e n  f o r s t æ r k t , k a n  m a n  g a a  o v e r t i l » F e m t e g r a d s s k e m a e t «  :

( i )

Oi=Of\-kt^ Oi .

( 1 )
M a n  f a a r h e r M i n im u m  a f  Å 2 ( < ? ) f ° r ^ = 2 f i > m a n  h a v e  e t n o g e n lu n d e  

s i m p e l t R e g n e s k e m a , k a n  m a n  s æ t t e  k=^, o g  s a a l e d e s  f a a r m a n  S k e m a e t

( i )  .  .
I  1 ) - - - 6 ( < ? i+ 2  +  ^ i — 2 )  +  ( ^ i 4 - 3 + ^ i — 3 ) )  •

V e d  A n v e n d e l s e n  e r d e t m a a s k e  b e k v e m m e s t  a t b e n y t t e  F o r m e n

k 7 / \
( E )  = t 3ø +  2 < ? 0  4 - 0 - 1 ) - - i 4 o  ( < ^ 2 4 -  < 2 — 2 ) ]  +  5 0 ( < ? 3  +  0 — 3 ) .

( 1 )
H e r  e r  X 2 ( < ? ) =  • 5 7 X 3 ( 0 ) .
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D e 5 H ovedform er, som her er opstille t, v il an tagelig v ise sig at væ re  

tils træ kkelige til de fleste af vore O pgaver. M en det er m ulig t, at der i 

v isse  T ilfæ lde kan anvendes andre S kem aer m ed F ordel. E nhver »m ekan isk  

U djevn ingsfo rm el« kan som  næ vnt beny ttes som  S kem a (e ller even tuelt som  

fæ rd ig U djevningsfo rm el); en stø rre S am ling af saadanne F orm ler findes i 

Z P. Grams A fhand ling : »O m U djevn ingsræ kker« . D e af d isse F orm ler,  

der er fundet paa G rund lag af en U djevn ing til M idten efter m indste K va ­

draters M etode, kom m er frem hos os som U djevningsskem aer, naar det 

opg ives, hvor m ange lag ttagelsesvæ rd ier der skal indgaa deri, og hv ilken  

»G rad« S kem aet skal have.

E ksem pelv is kan v i gennem gaa S kem aet m ed 7 V æ rd ier. D en alm inde­

lige F orm  fo r dette er

' (i)

Oi—Oi-\-kx A 2 Oi-\-k2^ ot-\-k^G ot.

(i)

B estem m es K oeffic ien terne saaledes, at X 2(ø ) b liver et M inim um , idet Iag t­

tagelserne an tages at væ re frie og lige gode, kom m er v i til M iddeltals­

skem aet (A ):

(1)

Oq  = 14* 6 ’— 2  +  0 — 3)  — °o •

D ette er et »F ørsteg radsskem a« , th i de sande V æ rd ier v il lide V ariationen

(i)

Vi—Vi—2^ Vi~\- A 4 Vi,

og denne V ariation fo rsv inder kun , hv is F unk tionen er af fø rste G rad .

V il v i dernæ st danne et »T red ieg radsskem a« m ed 7 V æ rd ier, sæ tter v i 

£ 1== o og bestem m er k2 og k3 ved H jæ lp af m indste M iddelfe jls P rincip . 

D erved faar v i k2 —— f og k3 — — og

(1) , V

— 2 Xr  \7°o+ 6(< ?t+ o _  1)+ 3 (a2+ < ?— 2) —  2 (< ?3+ 3));

(i) 

her er .

V il v i endelig danne et »F em tegradsskem a« , sæ tter v i k1—^2 = o og  

kom m er saaledes til F orm en

(i)

< 9 £  =  £ 3A G Oi, 

der er behand le t fo ran .

D er er i det fo regaaende ved B estem m elsen af S kem aets K oeffic ien ter  

stadig beny ttet A ntagelsen om , at Iag ttagelserne var frie og lige gode. 

D ette er im id lertid ikke  T ilfæ ldet m ed vore Iag ttagelser, m en det er et ren t 

prak tisk S pørgsm aal, om  der paa dette S ted skal tages H ensyn hertil, lige­

som  det overhoved et er et S pørgsm aal af prak tisk N atur, hv ilken  U djevn ings ­

fo rm el m an skal anvende, saafrem t m an kan finde flere , som  m aa an tages
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at give lige gode Resulter. D en O m stændighed, at vore Iagttagelser er 

stærkt bundet til hverandre, skal der være taget tilbørligt H ensyn til ved  

Bestem m elsen af de enkelte Elem enters G odhed, altsaa ved Bestem m el­

sen af Faktorgrænserne, m en har m an gjort dette og dernæst fundet en  

U djevningsform el, der viser en tilfredsstillende O verensstem m else m ellem  

V ariationsfaktorer og Faktorgrænser, er Sagen herm ed afgjort for Teoriens 

V edkom m ende. D et sam m e gælder m ed H ensyn til den O m stændighed, 

at lagttagelsesværdierne ikke er lige gode. M en der kunde blive Tale om , 

at Regnearbejdet bliver større end nødvendigt, naar m an ikke tager H ensyn  

til de nævnte O m stændigheder.

Lad os da se, hvorledes Sagen stiller sig, naar vi for Eksem pel skal 
bestem m e k i

(i)
o i O i

og tage H ensyn til Bindingen. V i kan da gaa ud fra den tidligere op­

stillede Sætning, at for en Funktion

ax oi+1 +  a2 o t -f- ä 3  t?f_i 
er

M /)  =  («’+<4"2^  a2 -\-a2 a3)+2B2 axa^X2{p},

naar Iagttagelserne er lige gode, og naar Baandet m ellem <?i+1 og Ot er lig  

m ed Baandet m ellem ot og i ; disse Fordringer vil nem lig ved vore O p ­

gaver være tilfredsstillet m ed god Tilnærm else. Benytter m an dette til 
(i)

at udtrykke Å2(<?) f°r

(i)
Oi =zk0i4-\-\- (i—  2k}Oi + ko^\ ,

giver M inim um sbetingelsen os

k——r~
3  —  4-5 ’i +^5 >2

I et af de tidligere anførte  Eksem pler paa Bindingen saa vi, at Baandene  

og B2 kan være m eget nær lige store; naar dette er Tilfæ ldet, bliver 

altsaa ligesom ved frie Iagttagelser. M en i A lm indelighed er B2 

m indre end Br, og k skulde herefter tages større end Forholdet er 
(i)

im idlertid det sam m e som foran, nem lig at Å2(<?) betragtet som Funktion  

af k kun varierer langsom t i N ærheden af sit M inim um , saaledes at selv 

tem m elig store Æ ndringer i k kun har ringe Betydning for Størrelsen af 

M iddelfejlen. Tager vi saaledes et Eksem pel fra M aan  ederne s M iddel­

tem peratur, hvor jeg har fundet 2^=-6 og 7?2=-4, faar m an heraf k=% 
(i)

og '68 å 2(<?), m edens de sam m e V ærdier for Baandene, m en
(i)

giver Å 2(<?)=  -6gX(o) — altsaa praktisk talt det sam m e.
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S e lv o m  F o r s k e l l e n m e lle m  S k e m a e r n e s E v n e t i l a t r e d u c e re  F e j le n  

v a r b e ty d e l ig  s tø r r e , k u n d e  d e t d o g  n æ p p e  b e ta le s ig a t a n v e n d e e n  p a a  

d e n n e  M a a d e f u n d e t V æ r d i f o r k; m a n m a a h e l le r e b e n y t te e t b e k v e m t  

R e g n e s k e m a o g e v e n tu e l t g e n ta g e s e lv e U d je v n in g e n n o g le f l e r e  G a n g e ,  

e n d  d e t e l l e r s  v i ld e  h a v e  v æ r e t n ø d v e n d ig t .

A n g a a e n d e  d e n  O m s tæ n d ig h e d , a t  l a g t ta g e ls e s v æ r d ie r n e s  M id d e l f e j l ik k e  

e r k o n s ta n t , s t i l l e r S a g e n s ig s a a le d e s , a t v i o v e r h o v e d e t ik k e k a n  t a g e  

H e n s y n  h e r t i l v e d  B e s te m m e ls e n  a f  S k e m a e ts K o e f f ic ie n te r . D e t s k a l f ø r s t  

b e m æ rk e s , a t d e r h e r ik k e  e r T a le  o m  s a a d a n n e  S p r in g  i Å 2 ( ø ) , s o m  k a n  

f o r e k o m m e , h v o r d e r e r b e n y t te t u l ig e  m a n g e  I a g t t a g e l s e r t i l a t d a n n e  d e  

f o r s k e l l ig e  V æ rd ie r a f  o. D e r s o m  Å 2 ( ø ) i d e t b e t r a g te d e  I n te r v a l k a n  f r e m ­

s t i l l e s v e d  e n  l in e æ r F u n k t io n , v i l m a n  k o m m e t i l d e s a m m e  V æ r d ie r f o r  

K o e f f ic ie n te r n e , h v a d  e n te n  d e r t a g e s H e n s y n  t i l V æ g te n e  e l l e r e j . V i h a r  

n e m l ig

( i )
°i = « 7 0 C ’,4 - 6 Z 1 ( ø - j_ i — 2 )  + - . . . . . . . . . . . . . >

o g  n a a r m a n  e n d v id e r e h a r

Å .2 ( ^ + u )  =  ( i +  a y ) Å 2 ,

( i )
v i l Å 2 ( < 2 , ) , d e r t j e n e r t i l B e s te m m e ls e  a f  K o e f f ic ie n te r n e  a, v æ r e  u a f h æ n g ig  

a f  a . H v is m a n  d e r im o d  m a a  s æ tte

Å 2 ( 6 'i+ |X )  =  ( I  + c C ^  +  |3 p 2 ) Å 2 ( < 7 i ) ,

( 1 )
v i l Å 2 ( 6 ' i ) g a n s k e v is t a f h æ n g e  a f  |3 , m e n  d a  Å 2 ( ø ) l ig e  s a a  v e l s o m  o h ø r e r  

t i l e n p e r io d i s k  F u n k t io n , v i l [ 3 v æ r e  p o s i t iv i v is s e D e le  a f  P e r io d e n  o g  

n e g a t iv  i a n d r e ; v i k a n  d e r f o r ik k e  t a g e  H e n s y n  t i l [ 3 v e d  O p s ti l l in g e n  a f  

e t S k e m a , d e r s k a l b r u g e s  o v e r h e le  P e r io d e n .

A lle d e o m ta l t e S k e m a e r o g  U d je v n in g s f o r m le r h a r d e t f æ l le s , a t d e  

g iv e r e n  l e g i t im  U d je v n in g , n a a r d e n  s a n d e  F u n k t io n  e r h e l o g  a lg e b ra i s k  

o g a f in d t i l e n v is G r a d . M a n  k a n  im id le r t id o g s a a  d a n n e  F o r m le r m e d  

t i l s v a r e n d e  E g e n s k a b e r , n a a r d e n  s a n d e  F u n k t io n  b e s ta a r a f e t v is t A n ta l  

D o b b e l t l e d  a f  d e n  t r ig o n o m e tr i s k e  R æ k k e . E r d e r m D o b b e l t le d , k a n  m a n  

f o r E k s e m p e l a f  2 ^ + 1  l a g t t a g e l s e s v æ r d ie r d a n n e  e n  F o r m e l , h v is a lm in d e ­

l ig e  U d tr y k  b l iv e r

°i +  +  + < ? i— l ) 4 - C t2 ( ^ i+ 2  2 )  +

B e t ra g te r v i l ig e s o m  t id l ig e r e 'ø , s o m  e n  S u m  a f  L e d d e n e
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(Lp\—ap c o s /Ø z ’+ ^ p  s inpQi,

b liv e r R e su lta te t a f e n U d je v n in g fo r V æ rd ie rn e a f {Lp\:

( i) \
(Z p ) z = (Z p )i+ ( i -F 2 a l C O S /6  +  2 C C 2 C O S  2 /9 -4 -•  • • +  2 « m  C O S  rø /Ø j • (Z p )f .

S æ tte r m a n  n u  

I  4 -2 a x C O S /0  +  2 a 2 C O S 2 /0 + . . . .. . . .. . . .. . . .. . .+ 2 C tm  c o s  rø /0 = o ,

k a n m a n b e s te m m e a x , a 2 am, id e t d e m V æ rd ie r a f  / , so m  f in d e s i 

d e n sa n d e F u n k tio n , g iv e r m sa ad a n n e L ig n in g e r; s lu tte lig b e s te m m e s  

K o e ff ic ie n ten  k v e d H jæ lp a f m in d s te M id d e lfe jls P rin c ip . B e reg n e r m a n  

(v )
o m e d d e t sa a le d e s d a n n e d e S k e m a h a r m a n a ltsa a

(v )
( Jé p )i= : (Z p )i

fo r d e b e n y tte d e m V æ rd ie r a f  p.

D isse F o rm le r h a r e n v is te o re tisk In te re s se , m e n d e e r n e p p e i B e ­

s id d e lse a f sæ rlig e F o rd e le . B e s te m m e r m a n K o e ff ic ie n te rn e til d e m  p a a  

d e n a n g iv n e M a ad e , fa a r m a n a lt a n d e t e n d s im p le T a l a t re g n e m e d , o g  

h v is m a n a fru n d e r K o e ff ic ie n te rn e , b liv e r m a n m a a sk e n ø d t til a t ta g e  

K o rre k tio n s led til H jæ lp , o g i sa a T ilfæ ld e k a n m a n  lig e sa a g e rn e b ru g e  

d e a n d re R e g n e sk em a e r. V i sk a l d e rfo r b lo t b e re g n e K o e ffic ie n te rn e til 

F o rm le n m e d 3 V æ rd ie r , a ltsa a til

( i)  /  \

Oi = Of\-k +  a (^ i+ l  •

I d e tte T ilfæ ld e m a a d e n sa n d e F u n k tio n  k u n b e s taa a f e e t D o b b e ltle d , o g  

e r d e n n e F u n k tio n  a f sa m m e F o rm  so m  Lt, f in d e s a a f L ig n in g e n

1 4 ~ 2 a c o sØ = o .

B e trag te r m a n Ia g tta g e lse rn e so m  f r ie o g lig e g o d e , h a r m a n e n d v id e re

( i)  ,  < v
Å 2(ø )=  ( (i- |-£ )2+ 2 £ 2a 2 jX 2 (< 2 ) ,

o g M in im u m sb e tin g e lse n g iv e r h e ra f

k=---— •
I  + 2 C t 2

D e tte v il v i a n v en d e p a a e t lille T a lek se m p e l, n e m lig U d jev n in g a f d e  

8 T a b e lv æ rd ie r fo r

-y ;= c o s (4 5 ° -z ’+ 7 ° )
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a f r u n d e d e  t i l f ø r s t e  D e c i m a l . V i h a r  h e r  0  =
2 7 T „
T = 4 5 ’ h v i l k e t g i v e r a= —

o g  k ——I n d s æ t t e s  d i s s e  V æ r d i e r i v o r F o r m e l , f a a r  v i

0) I

Oi — ^>i H-------- -j= 1 +^1—1) •

2 }  2

(1)

H e r t a g e r v i Ot t i l  

g e n d e  R e s u l t a t :

u d j e v n e t o g  f o r b e d r e t V æ r d i o g  k o m m e r s a a  t i l f ø l -

(i) (i)

2 V 0 0 0----V

I • 9 9 3 1 .0 • 9 9 5 •  0 0 2

2 •  6 1 6 • 6 •  6 1 8 •  0 0 2

3 — 1 2 2 —  • 1 —  1 2 1 • 0 0 1

4 —  7 8 8 —  - 8 —  7 8 9 —  0 0 1

5 —  9 9 3 — 1 .0 —  • 9 9 5 —  0 0 2

6 —  . 6 1 6 -  - 6 —  • 6 1 8 —  0 0 2

7 • 1 2 2 • 1 • 1 2 1 —  0 0 1

8 • 7 8 8 • 8 • 7 8 9 • 0 0 1 .

D e n n e  A r t F o r m l e r a f v ig e r p a a e n  e j e n d o m m e l i g  M a a d e f r a v i s t n o k  

a l l e d e  F o r m l e r , d e r h i d t i l e r o p s t i l l e t t i l B r u g  v e d  m e k a n i s k  U d j e v n in g ,  

i d e t S u m m e n  a f  K o e f f i c ie n t e r n e i k k e  e r  l i g  m e d  i , o g  d e r s o m  d e  V æ r d ie r ,  

d e r i n d g a a r  i F o r m l e n , l i g g e r p a a e n  r e t L i n i e , v i l d e n  u d j e v n e d e V æ r d i  

d e r f o r k o m m e u d e n f o r d e n n e  L i n i e . H v i s  v i s a a l e d e s o v e n f o r h a v d e

( i )  i  - L  1 / 2

Ot o g  < ? £ + i l i g g e n d e  p a a  e n  r e t L i n i e , v i l d e  v i f a a  oL =———oL. E t s a a -  

d a n t R e s u l t a t v i l d e v æ r e m e n i n g s l ø s t , n a a r m a n i k k e  k e n d t e  d e n  s a n d e  

F u n k t i o n , m e n  i n æ r v æ r e n d e  T i l f æ l d e  k a n  m a n  d i r e k t e  i n d s e , a t d e n  s a a ­

l e d e s  b e r e g n e d e  V æ r d i i A l m i n d e l ig h e d  v i l v æ r e  b e d r e  e n d  d e n  g i v n e . —  

I d e t f ø l g e n d e  e r d e n n e  A r t F o r m l e r i k k e  b e n y t t e t .

§  1 9 -

U d j e v n i n g e n  f o r e t a g e t m e d  d e  g i v n e  V æ r d ie r s  D if f e r e n s e r .

(v)

B e r e g n i n g e n  a f  o k a n  b l i v e  t e m m e l i g  b e s v æ r l i g , n a v n l i g  n a a r d e f o r e ­

l a g t e  V æ r d ie r e r m a n g e c i f r e d e . E r d e t te  T i l f æ l d e t , k a n . m a n  i m i d l e r t i d  a n ­

v e n d e e n  F r e m g a n g s m a a d e , h v o r v e d d e n s t ø r s t e  D e l a f  R e g n i n g e n  i A l ­

m i n d e l i g h e d  b l i v e r p a a d e t n æ r m e s t e  t r e c i f r e t , i d e t m a n  i S t e d e t f o r a t
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u d j e v n e  s e l v e  d e  f o r e l a g t e  V æ r d i e r  u d j e v n e r  d e r e s  f ø r s t e  D i f f e r e n s e r . V i  

u d j e v n e r  d a  V æ r d i e r n e  a f  A < 2 £ - m e d  B e n y t t e l s e  a f  d e t  s a m m e  S k e m a , s o m  

M

v i e l l e r s  v i l d e  h a v e  b r u g t  t i l o g  f a a r e f t e r  e n  v  G a n g e  g e n t a g e t  

R e g n i n g . D e r  m a a  d e r e f t e r  f o r e t a g e s  e n  S u m m a t i o n ,  v e d  H j æ l p  a f  h v i l k e n  

( v )

v i  f i n d e r  e n  S u m m a t i o n s k o n s t a n t , d e r  g i v e r  o s  V æ r d i r æ k k e n  Oi, h v o r e f t e r  

R e g n i n g e n  f o r t s æ t t e s  p a a  s æ d v a n l i g  M a a d e .

I  P r a k s i s  e r  d e t t e  s a a r e  s i m p e l t , m e n  v i m a a  d o g  u n d e r s ø g e , o m  d e  

( v )

s a a l e d e s  b e s t e m t e  V æ r d i e r  a f  o e r  i d e n t i s k e  m e d  d e m , s o m  e n  d i r e k t e  B e ­

r e g n i n g  v i l d e  g i v e .

( v )

L a d  o s  a n t a g e , a t  v i f ø r s t  b e r e g n e r  o d i r e k t e  o g  s a a l e d e s , a t  v i  i k k e  

a f r u n d e r  n o g e t  S t e d . U n d e r  d i s s e  O m s t æ n d i g h e d e r  k a n  R e s u l t a t e t  u d t r y k k e s  

v e d  d e n  i d e n t i s k e  L i g n i n g

M

ot _ Oi- J - c t i A 2  6 > i  +  a 2 A 4  Oi-\-................

F o r e t a g e r  v i  h e r  e n  A d d i t i o n  f r a  i— i t i l i~n, f o r s v i n d e r  a l l e  D i f f e r e n s ­

l e d d e n e ,  e f t e r s o m  V æ r d i e r n e  a f  oL k a n  o r d n e s  i e n  s l u t t e t  K r e d s ;  v i h a r  

f o r  E k s e m p e l  

o g  s a a l e d e s  f r e m d e l e s . V i  h a r  a l t s a a

i = J  i = l

( v )

V i  u d f ø r e r  d e r e f t e r  d e n  t i l  U d t r y k k e t f o r  o s v a r e n d e  R e g n i n g  m e d  

D i f f e r e n s e r n e

A ^ = ^ + 1  —  ot;

s o m  F ø l g e  a f  R e g n e o p e r a t i o n e r n e s  B e s k a f f e n h e d  k a n  R e s u l t a t e t s k r i v e s  

s a a l e d e s :

( v )  ( v )  ( v )  ( v )

( A  6 2 Z + 1  —  Oi =  A  Ot.

U d f ø r e r  v i  n u  S u m m a t i o n e r n e

» ' = < ?

k a n  R e s u l t a t e r n e  h e r a f  s k r i v e s  s a a l e d e s :



U D J E V N I N G E N  F O R E T A G E T  M E D  D I F F E R E N S E R N E . II3

(V) V)

5 i —  Oy ,

(V) (V)

^ * 2  = ^3 ’

(v) (v)
5,i—1 = ;  on ,

(V) (V) (V) (v)

=  < ^ n  +  l  — —  O .  ' )

V e d  A d d i t i o n  a f  S u m m e r n e f a a r  v i d e r p a a

i d e t  v i i f ø l g e  d e t  f o r e g a a e n d e  s k a l h a v e

V i  k a n  d e r f o r  b e s t e m m e  S u m m a t i o n s k o n s t a n t e n

(v) i / \

(v)

o g  v e d  d e r e f t e r  a t  a d d e r e  ox t i l  S x , S 2 S n _ 1 f a a r  v i d e  ø v r i g e  s ø g t e  

(V) (V) (V)

V  æ r d i e r , ø 2 , <?3, on. — D e  p a a  d e n  s i d s t e  M a a d e  b e r e g n e d e  V æ r d i e r  

e r  h e r e f t e r  i d e n t i s k e  m e d  d e  d i r e k t e  f u n d n e .

I m i d l e r t i d  v i l m a n  a l t i d  a f r u n d e , o g  v i l m a n  h o l d e  d e  F e j l , s o m  i n d ­

f ø r e s  h e r v e d , i n d e n f o r  p a s s e n d e  G r æ n s e r , m a a  m a n  g a a  f r e m  m e d  s t ø r r e  

F o r s i g t i g h e d , n a a r  m a n  u d j e v n e r D i f f e r e n s e r n e , e n d  n a a r  m a n  b e r e g n e r  

o d i r e k t e . L a d  o s  f o r  a t  h o l d e  o s  t i l  n o g e t b e s t e m t f o r  E k s e m p e l f o r u d ­

s æ t t e , a t  o e r  g i v e t  m e d  3  D e c i m a l e r , a t  v i u d j e v n e r  e f t e r  S k e m a  ( C ) , o g  

a t  v i  s k a l  h a v e  v = 8 ,  s a m t  a t  v i v i l  g i v e  d e t  e n d e l i g e  R e s u l t a t  m e d  3  D e c i -

J ) V i h a r  a l t s a a  a l m i n d e l i g t

\zl ' o J  —  o

■  o g  f a a r  d e r f o r , n a a r  v i  b e t e g n e r  d e  u d j e v n e d e  V æ r d i e r  m e d  zi,

r M ,

W  =  l  0  J  =  W  .

e l l e r

[<? — u\ — [ < 7 ] = ■  o  ,

h v i l k e t  e r  o m t a l t  S i d e  2 6 .

8
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m a le r . V i v il fø rs t b e tra g te  A fru n d in g s fe j le n e v e d e n  d ire k te U d je v n in g  a f  

( i)
d e fo re la g te V æ rd ie r . K v a d ra te t a f A fru n d in g s fe j le n  fo r o, s o m  v i h e r v il  

(1) I  (2 )
b e te g n e m e d  X '2 (< 5 > ) , k a n s æ tte s t i l ; u n d e r  B e re g n in g e n a f o fo rm in d ­

s k e s d is s e F e jl v e d  U d je v n in g , m e n s a m tid ig  k o m m e r d e r n y e F e jl t i l, o g  

v i k a n s æ tte
(2 ) i

’ 1 2 - IO b  
(8)

o g  fo r o fa a r v i ( s e S id e 7 5 )

(8 ) 1
Å '2(ö > ( - I2 9 + -1 3 9 + -1 5 2 + -1 6 8 + .  1 9 3 + -2 3 5 + •  3 3 3  +  1 ) -— —

F e jle n  v il d o g  b liv e b e ty d e lig  m in d re , n a a r v i i S te d e t fo r (C ) s o m  S k e m a  

/ (2 )\
b ru g e r ( C ):

(2)

< ? o  —  1  +  < 9 — 2 ) >

id e t A fru n d in g e rn e s A n ta l d e rv e d in d s k ræ n k e s t i l d e t h a lv e , s a a a t v i fa a r

(8 1  I
X '2(o )= (- 1 3 9 + •  1 6 8 + -2 3 5  +  1 )^ -^  •

D e r k o m m e r im id le r t id f le re A fru n d in g s fe j l t i l s a m m e n m e d K o rre k tio n s -  

(8)

le d d e n e . V i k a n d a  ta g e f je rd e D e c im a l m e d  i o, h v o rv e d  v i fa a r

(8 ) . 1
V 2(^ )= ( - i 3 9 + - i 6 8 + .2 3 5 + .o i ) — — 6 >

o g  n a a r K o rre k tio n s le d d e n e d e re fte r l ig e le d e s b e re g n e s m e d f ire D e c im a le r , 

h v ilk e t i R e g le n v il s ig e R e g n in g m e d 2 å 3 C if re , b liv e r K v a d ra te t a f

A fru n d in g s fe j le n  fo r d is s e  L e d s  V e d k o m m e n d e a f S tø r re ls e s o rd e n e n — •

L a d o s d e rp a a tæ n k e o s , a t v i u d je v n e r d e fo re la g te V æ rd ie rs D if fe ­

re n s e r . H e r m a a m a n  s ø rg e fo r , a t F e jle n e ik k e h o b e r s ig  s a a le d e s o p , a t  

d e r v e d  S u m m a tio n e n  k o m m e r S p r in g i d e u d je v n e d e V æ rd ie r . M a n k a n  

d a g a a  s a a le d e s f re m  : d e t o p r in d e lig e  A n ta l D e c im a le r b e h o ld e s k u n  t i l d e n  
,(2) . (4)

t r e d ie s id s te U d je v n in g  ( i o v e n s ta a e n d e  E k s e m p e l m e d S k e m a t i l A  o ), 

o g h e r s ø rg e r m a n fo r , a t S u m m e n a f d e u d je v n e d e D if fe re n s e r e r N u l.  

D e  A fv ig e ls e r , d e r k a n f re m k o m m e , b e lø b e r s ig i R e g le n ik k e  t i l m e re e n d  

e n e lle r to  E n h e d e r a f s id s te D e c im a l ; d e rso m  D iv is o re n i d e t b e n y tte d e  

S k e m a e r e t l ig e T a l, v il d e r i A lm in d e lig h e d f in d e s n o g le D iv is io n s re s te r ,  

s o m  e r h a lv  s a a s to re s o m  D iv iso r , o g  m a n k a n d a n a a d e t ø n s k e d e R e ­

s u lta t v e d  e f te r O m s tæ n d ig h e d e rn e a t fo rh ø je e lle r u n d la d e a t fo rh ø je . E r  

D iv is o r e t u lig e T a l, k a n m a n , h v is d e r fo r E k s e m p e l e r B ru g  fo r e n  F o r-
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højelse, oplede et lille Interval, hvor Summen af Divisionsresterne er om­

trent lig med Divisor, og her forhøje den mellemste af Værdierne. Naar 

dette udføres med en vis Takt, er Skaden ikke stor, navnlig fordi den be- 

gaaede Fej] fordeles ved den fortsatte Udjevning. Idet vi holder os til 

(4) (4)
Eksemplet, har vi altsaa Aö beregnet med 3 Decimaler og Sn(Ac) = o. Vi 

(6) . (8)
beregner derpaa A o med 4 Decimaler og A o med 5 Decimaler, men uden 

at foretage noget særligt for at gøre Summerne af disse Værdier til Nul. 

(8)
Sn(A<?) vil da højest afvige fra Nul med et Par Enheder i fjerde Decimal. 

Vi foretager derpaa Summationen, og efter at Summationskonstanten er 

føjet til, bortkastes femte Decimal. Derefter fortsættes lige som før. — Af 

de følgende Eksempler vil man se, at Sagen selv er ganske simpel.

8*



BESTEMMELSER AF METEOROLOGISKE ELEMEN­

TERS PERIODISKE VÆRDIER.

§ 20.
Temperaturens daglige Periode.

Naar Materialet til Bestemmelse af Temperaturens daglige Periode bestaar 
af Iagttagelser, der strækker sig over adskillige Aar, vil man, dersom man 
behandler Opgaven med Omhu, i Almindelighed foretage en Beregning for 
hver enkelt Kalendermaaned. Ganske vist bestemmes den daglige Periode 
undertiden for hele Aaret under eet, men der er saa stor Forskel paa 
Amplituden om Sommeren og om Vinteren, at Opgaven i denne Form ikke 
kan siges at være veldefineret, og en Beregning, der foretages paa den 
nævnte Maade, vil derfor indbefatte en Udjevning af selve de sande 
Funktioner. Hyppigere ser man dog de enkelte Aarstider behand­
let, og dette lader sig forsvare, naar Hensigten kun er at give et Overblik 
over Fænomenet. Det mest korrekte vilde være at bestemme Perioden for 
den enkelte Datum, men Variationerne i den sande Funktion er dog ikke 
saa store, at der kan rejses alvorlige Indvendinger imod at foretage Bereg­
ningen paa den almindelige Maade, nemlig for de enkelte Kalendermaaneder.

En Undersøgelse af Temperaturens daglige Periode vil altsaa i Almin­
delighed dele sig i 12 Opgaver for hver Station. Da det ikke her er For- 
maalet at foretage meteorologiske Undersøgelser, men kun at belyse en til 
saadanne Undersøgelser tjenlig Regnemetode, vil vi nøjes med at bestemme 
Perioden for Juli Maaned i København; Materialet er allerede omtalt under 
»Baandene og Bindingens Karakter«, og Opgaven er benyttet som Eksempel 
under »Valg af Udjevningsformel«. Det er derfor kun nødvendigt at tilføje 
nogle faa Bemærkninger, førend vi begynder paa selve Udjevningsregningen.

Iagttagelserne, der omfatter 23 Aar, er først befriet for aperiodiske 
Bestanddele, saaledes som omtalt under »Materialets forberedende Behand­
ling«. Af de 23 Værdier for hver fuld Time i Døgnet, som saaledes frem­
kommer, er Middelværdierne, <?£-, samt de tilsvarende Å2W beregnet; disse
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V ærdier findes opført i Tabel 9, Side 121. M aterialet er dernæst delt i 

4 G rupper, 6 A ar i hver af de 3 første og 5 A ar i den sidste. A f M iddel­

tallene for hver af disse G rupper er der beregnet K onstanterne til Leddene 

Z3 , og Z 6 af den trigonom etriske Række. D enne Beregning er foretaget 

udelukkende for at bestem m e de til K onstanterne svarendeV ærdier af Faktor­

grænserne, G. Resultatet er:

^3 ^4 a6
^6

• 143 •141 ■015 •O 6l —  •026 •019

• 020 *233 •049 •032  -—  •020 ---- 020

• 098 ■286 — •072 —  •031 •005 —  •O O S

• 090 •153  — ■■084 •050 •025 ---- O 47

M iddel • 088 •205  — •045 •025 —  •006 —  •012

• 0006  5 •00118 ■ 00049 •O OO 43 •OO O I4 •00019 x)

G .92 •97 •81 •6O • l8 •42 .

D e øvrige i nedenstaaende Tabel 8 opførte V ærdier for Å 2 er ikke be-

stem t direkte. Til at, bx, a.2 og b2 er benyttet G ennem snitsværdien af lagt- 

tagelsesværdiernes M iddelfejlskvadrat, nem lig -00778. D ersom  Iagttagelserne  

var frie og lige gode, skulde m an have (Side 33)

X 2(Ä p) =  Å2(^p) =  -^* 2jÅ 2(<?) —  *00065 >

Til Beregningen af og G er der flere Steder brugt et Ciffer udover de angivne.

2 ) D et erindres, at naar Iagttagelserne er bundet til hverandre, bliver M iddelfejlen for en Sum  

forholdsvis stor og M iddelfejlen for en D ifferens forholdsvis lille. O g her er den første og  

den sidste K onstant dannet henholdsvis af en Sum , nem lig

æ o  =  ^ i  +  02+ ....................... +olG.n,

og saaledes

«12=(— +  +oa\:n,

m edens U dtrykkene for de m ellem liggende K onstanter m ed H ensyn til Fordelingen af For­

tegn danner en jevn O vergang fra det ene til det andet af de ovenstaaende U dtryk.

nu er Iagttagelserne bundet til hverandre, og som Følge deraf vil Fejlen  

gennem gaaende være større end den saaledes fundne V ærdi for de første af 

K onstanterne og m indre for de sidste2). Benytter vi derfor den fundne  

V ærdi til derm ed at bestem m e for Eksem pel

~  4-53
G—-- ,-\S— x = ------ ;------- IS  =  • 9999,

«-  +  Å 2(^) 4-53+ -o 365

m aa det antages, at G er for stor, og vi tør derfor gaa ud fra, at vi er 

paa den sikre Side m ed H ensyn til ikke at udjevne for stærkt, naar blot 

den tilsvarende V ariationsfaktor er større end G. — løvrigt vil m an efter- 

haanden se, at de første K onstanter er af underordnet Betydning ved V alget 

af U djevningsform len, idet de i A lm indelighed vil faa tilstrækkelig store
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V aria tio n sfak to re r a len e p aa G ru n d af d e H en sy n , so m  sk a l tag es til d e  

an d re K o n stan te r.

E n d elig sk a l B ereg n in g en af A 2 (Ä s) °£ ^2 p s) o m tales. L-a er aaben b art 

e t u d p ræ g et » F ejlled « , o g d e t b u rde d erfo r k astes h e lt b o rt; d e tte sk er 

im id le rtid ik k e , o g d e t k an d a h av e n o g en In teresse a t se, h v o r m eg et fo r  

sv ag U d jev n in g en er p aa d e tte P u n k t. P aa d en an d en S id e er d er ik k e til­

s træ k k e lig G ru n d til a t fo re tag e en d irek te B ereg n in g af M id d elfe jlen , o g  v i 

h ar d a b en y tte t M id d elta lle t af Å 2 (« 4), Å 2 (^ i)> °g X 2 (^6 )-

T ab el 8 .

— 2 .1 2 9 — 2 .0 2 9

X 2 (-o 36 5 )  (-0 3 6 5 )

G -9999 -9 9 98

(C ). v = 4  Vp, 4 1 .0 0 0 0

(C J. v = 6  K p ,4  1 .0 0 0 0

(D ). v = 8  Vp, 1 1 .0 0 0 0

a2 b2

•1 0 3  — .0 1 5

(•o 36 s ) (-o 36 5 )

•9 4  -2 6

.9 9 8

•9 9 9

•9 9 9

•0 8 8 . -2 0 5 .

•0 3 6 5  -o 2 i i 8

.9 2  .9 7

•9 4 8

•9 6 3

•9 7 7

M
 

"'m 
O

<
• 

O
 

O 
'O

e
n 

- 
K
Ø

O
\ 

O
x 

x
t"

K 
X

C
O

<
3 

O 
O 

C
O 

i

"•&
 

r-4

, 
T
f 

O 
C
O

II 
II 

II

> 
> 

>

g
 
c
T §

• 0 0 2  — 0 0 6

(•o 3 3 ) (-o 3 3 )

• 0  -i

• 2 8 0

• 4 0 6

•5 2 5

^6

—  0 0 6  — 0 1 2

•O 3 I4  -o 3 i9

• 1 8  -4 2

•0 4 3

• 1 1 8

.1 7 8 .

I T ab el 8 er d er en d v id ere o p fø rt 3 R æ k k er af V ariatio n sfak to re r.

Ifø lg e tid ligere U n d ersø g e lse r  

d en fø rste af d isse R æ k k er, 

d en , d er sv are r til d en s id ste , 

h ø rer til F o rm len
(6)

(S id e 9 7 ) m aa d en U d jev n in g , d er sv are r til 

b e trag tes so m v æ ren d e n o g e t fo r s tæ rk , o g  

so m n o g e t fo r sv ag . D en m ellem ste R æ k k e

(?) 2 7 . (8 ) 1 1 0  , 4 2 9 < 1 0 )

4

d er er o m ta lt S id e 1 0 5 . D en n e F o rm el m aa ifø lg e v o re R eg ler b e trag tes  

so m  n æ sten h e lt tilfred sstillen d e ; d a  V æ rd ie rn e af  V aria tio n sfak to rern e lig g er  

o m tren t m id t im ellem d e to an d re R æ k k er af V æ rd ie r, k an m an p aa F o r-  

h aan d v id e , a t en U d jev n in g efte r d en n e F o rm el g iv er R esu lta te r, d er lig e ­

led es lig ger o m tren t m id t im ellem  d e an d re F o rm lers R esu lta te r. D et k an  

im id le rtid h av e s in In te resse a t se, h v o r m eg et R esu lta te rn e afv ig er fra h in -
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a n d e n fo r e n U d je v n in g , d e r e r l id t fo r s tæ rk , o g e n , s o m  ik k e e r fo r  

s tæ rk , o g  v i v il d e r fo r fo re træ k k e a t u d fø re d e to  a n d re U d je v n in g e r .

D e n  fø r s te R æ k k e  a f V a r ia t io n s fa k to re r e r ta g e t f r a T a b e l I , S id e 8 1 ,  

h v o r m a n s e r , a t m a n h e r s k a l b ru g e S k e m a  (C ) :

(i)

Oq  — +  ^ - l)  — + 1 A 2 >

s a m t a t v = 4 , o g  U d je v n in g s fo rm le n  b liv e r d e r fo r ( s e (2 7 ) S id e 7 8 )

(4) (5) (6) (7) (8)

B e re g n in g e n e r d o g  ik k e u d fø r t e f te r s e lv e S k e m a (C ) , m e n  e f te r d e t ,  

/ (2 )x
■s o m  k a n  b e te g n e s m e d  \C J , n e m lig

(2)

°o — 9(^2 + 2<?i + 3öo + 2c>-i + •

U d je v n in g e n e r fo re ta g e t m e d  fø r s te D if fe re n s a f la g t ta g e ls e sv æ rd ie rn e , o g  

(2) (4)

■d e t e r a l ts a a A  o o g  A  o, d e r e r b e re g n e t ( s e T a b e l 9 ) .

(4)

D e t n æ s te  S k r id t , d e r s k a l fo re ta g e s , e r S u m m a tio n  a f  A  o, h v o rv e d  v i  

W (*) „ W . , . ,
f a a r K o lo n n e n  Oi — ox; h e ra f b e s te m m e s ox , id e t v i h a r

- e f te r s o m  v i s k a l h a v e (S id e 1 1 2 )

) =S(<?z)=o.

(4) (4) (4) (4)

V i f a a r d a ^ =  —  2 .1 8 5 7 , h v o re f te r d e n n e  V æ rd i a d d e re t t i l oL — or g iv e r  

B e re g n in g e n  a f  K o rre k t io n s le d d e n e  k a n  fo re ta g e s p a a  e n  te m m e lig  n e m  

(v+l) (v)

M a a d e . M a n s k a l n e m lig  d a n n e A 2 Ot a f o g  m a n  h a r

(v+l) (V) (V) (V) (v) (v) (v) (V) (v) (v)

A 2 O i —  IA  2 ( 1  +  O i + O i—1 )  =  |(  < ? i+ 2  —  O i + 1  —  < 2 ,-1  +  < ? i— 2 )  — 1 (  A  _ 2 ) . .

D iv is io n e n m e d  3 b ø r ik k e fo re ta g e s s tr a k s , m e n  m a n  b e re g n e r fø r s t

(5) (6) (7) (8)

J A 2 « ? , 9 A 4 < ? , 2 7 A 6 c ’ ) 8 i A 8 ö , 

o g  d e re f te r
(5) (6) (7) (8)

|A 2 ^ ,  V -A 6 ^ >

i m o d s a t T ilfæ ld e m u lt ip l ic e re r m a n  n e m lig  d e F e jl , d e r e r in d fø r t v e d  A f ­

ru n d in g e n , m e d F a k to re r , d e r e r s tø r r e e n d 1 .
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Tabel 9.

i 0
(2) (4)

A  0
w w
Oi—

(4)

0
(S)

-JA* o

i -2.273 —  276 —  •293 — 2849 •OOOO -2.I857 — 1282

2 -2-549 —  •258 ---- 2l6 — 1770 —  •2849 ---2.4706 — •1563.

3 --2.807 —  193 —  •0/9 — 0216 —  4619 —  2.6476 —  •21 l6

4 --3.000 • 101 • l60 1911 —  •4835 ---2.6692 —  •2703

5 --2.899 •457 •448 4312 — •2924 ---2.478I ---- 2962-

6 --2.442 •867 •7l8 6448 .1388 --- 2.O469 —  •2593

7 --1-575 • 922 •86O 7746 .7836 --- I.4O2 I ---- 1635

8 -- -653 1.004 •8/3 7990 1.5582 — -6275 -•0384

9 •351 •775 • /Öl • 7311 2-3572 •17'5 •0717
IO 1.126 •585 •6l2 •6132 3.0883 •9026 ■1413
11 1.711 • 421 .467 •4812 37015 I-5I58 • 1680

12 2.132 •357 •354 3530 4.1827 I-997O •1743

13 2.489 •283 •237 • 2211 4-5357 2.3500 • 1811

14 2.772 • 120 •C95 0738 47568 2.5711 .1991

15 2.892 —  095 —  086 --- . 0950 4.8306 2.6449 •2205.

16 2.797 —  240 —  277 2751 47356 2-5499 • 2320

i? 2-557 —  536 —  470 — 4483 4.4605 2.2748 •2197
18 2.Ö2I —  •631 —  628 5894 4.0122 1.8265 • 1781

i9 I-39O —  789 —  729 —  •(5759 3.4228 1-2371 • 1094

20 •601 —  865 —  746 — 6944 2.7469 • 5612 •0268

2 1 —- -264 —  663 —  678 —  •(5496 2.0525 — •1332 —  •0497
22 — - -927 —  581 —  570 — . 5641 1.4029 — -7828 —  1018

23 --1.508 —  434 —  452 — 4654 •8388 —  1.3469 —  1228

24 --1.942 —  331 —  361 —  3732 •3734 —1.8123 —  1241

Sum •000 • 000 •000 •0002 52.4563 —  0005 ---- 0002

W
Ved at addere Korrektionsleddene til o (med Bortkastelse af fjerde

Decimal) faar vi de udjevnede og forbedrede Værdier, og sluttelig faar vi

Differenserne mellem de givne og de fundne Værdier, <7

Til Sammenligning er der under u opført Resultaterne af en Udjevning -

efter mindste Kvadraters Metode ved Hjælp af de 3 første Dobbeltled, altsaa

ui — 2)1+(A)

Vil man efter Sædvane anvende den summariske Fejlkritik her, faar man

=  9, medens man skulde have
\o — u)2'

=  18+6, idet man har n — 2^
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T a b e l 9 .

(6)

V-A4 0
(7)

—
(8)

^SO o-F, u 0-—u

•0 2 1 0 • 0 1 6 6 •O O 9 I — 2 .2 6 7 —  0 0 6 •0 0 7 8 — 2 .2 9 3 ■Q2Q

•0 2 1 3 •0 2 0 3 •O I l8 — 2 -5 7 3 •0 2 4 •0 0 8 8 — 2 .6 1 5 •O 6 6

—  0 0 0 8 ■0 0 9 2 •0 0 7 5 —  2 .8 4 3 •0 3 6 •0 1 0 0 — 2 .8 7 2 •0 6 5

—  0 3 5 8 —  0 0 9 0 - -- -- 0 0 4 5 —  2 .9 8 9 —  0 1 1 •0 0 9 1 — 2 .9 7 4 - -- -- 0 2 6

—  0 6 0 1 — -0 2 4 8 —  •0 1 2 3 —  2 .8 7 2 —  •0 2 7 •0 1 2 3 - - 2 .8 1 5 —  •0 8 4

—  0 5 8 7 —  0 2 4 0 - -- -- O I4 O — 2 .4 0 3 —  •0 3 9 •0 1 0 6 — 2 .3 3 7 —  •1 0 5

—  0 2 8 4 —  0 1 0 1 - -- -- O O 3 6 — 1 .6 0 8 •0 3 3 •0 0 6 8 —  1 -5 7 4 - -- -- O O I

•0 1 0 2 •0 1 0 7 •O O 6 l ~  -6 3 9 0 1 4 •0 0 2 6 —  -6 4 3 - -- -- O lO

•0 3 8 2 •0 2 0 8 •0 1 3 4 •3 1 6 •0 3 5 • 0 0 2 8 •2 9 3 •0 5 8

•0 4 0 4 •0 1 8 6 •O O 8 5 I .1 1 1 •0 1 5 • 0 0 7 0 1 .0 9 9 •0 2 /

•0 2 4 4 •0 0 4 4 •O O I3 I .7 1 4 —  •0 0 3 •0 1 0 4 1 .7 1 2 - -- -- O O I

•0 0 3 4 —  0 0 7 6 —  •0 0 7 3 2 .IÖ 0 —  ■0 2 8 •0 0 9 5 2 1 4 4 - -- -- 0 1 2

—  ■0 0 5 9 —  •0 1 3 2 —  •O O 7 4 2 .5 0 5 —  0 1 6 • 0 1 1 6 2 .4 5 6 •0 3 3

—  0 0 1 8 —  0 0 8 3 —  ■O O 5 O 2 -7 5 5 •0 1 7 • 0 1 2 1 2 .6 9 1 •0 8 l

•0 1 1 8 —  0 0 1 0 •O O O 5 2 .8 7 7 •0 1 5 • 0 1 4 1 2 .8 4 2 •0 5 0

•0 2 4 5 •0 0 6 6 •0 0 2 8 2 .8 l6 —  -0 1 9 • 0 1 5 2 2 .8 4 5 - -- -- O 4 8

•0 3 1 2 •0 1 0 1 •O O 4 8 2 .5 4 I ■0 1 6 •0 0 7 8 2 .6 2 1 - -- -- O 6 4

•0 2 7 3 •0 1 0 2 •0 0 4 5 2 .O 4 7 —  0 2 6 •0 0 5 2 2 .1 3 1 - -- -- I IO

•0 1 3 5 •0 0 5 2 •0 0 3 2 I .3 6 8 • 0 2 2 •0 0 2 2 1 .4 1 1 - -- -- 0 2 1

—  •0 0 6 5 —  0 0 3 2 - -- -- O O O 8 •5 7 7 •0 2 4 •0 0 2 8 •5 6 7 •0 3 4

—  •0 2 3 9 —  •0 1 1 7 - -- -- 0 0 5 4 —  -2 2 4 —  0 4 0 •0 0 2 8 —  -2 6 3 - -- -- O O I

—  0 2 9 2 —  0 1 4 8 — •O O 8 I —  -9 3 7 • 0 1 0 •0 0 3 7 —  -9 7 0 •0 4 3

—  0 1 8 7 —  0 0 8 9 - -- -- O O 6 O — 1 5 0 3 —  •0 0 5 •0 0 4 4 —  1 .5 1 8 • 0 1 0

•0 0 2 7 ■0 0 3 9 •O O O 8 —  1 -9 2 9 —  •0 1 3 •0 0 7 2 —  1 .9 3 8 —  0 0 4

•0 0 0 1 —  0 0 0 1 - -- -- 0 0 0 2 • 0 0 0 •0 0 0 • 1 8 6 8 •0 0 0 •0 0 0

o g m—6. D e rso m  Ia g ttag e lse rn e v a r f r ie , v ild e d e n n e U d je v n in g a ltsa a  

v æ re fo r sv a g . M e n sa m m e n lig n e r m a n  D iffe ren se rn e  o — u m e d o—se r  

m a n , a t d e n s id s te  U d je v n in g  e r b e ty d e lig  sv a g e re , o g  se lv  d e n n e  U d jev n in g  

m a a ifø lg e d e t id lig e re U n d e rsø g e lse r b e trag te s so m  v æ re n d e  l id t fo r s tæ rk .

V i sk a l d e re f te r g a a o v e r t i l d e n U d je v n in g , d e r sv a re r t i l d e n s id s te  

R æ k k e a f V a ria tio n s fa k to re r i T a b e l 8 ; h e r til h ø re r S k e m a (D ) ,

O l—(4 (6 ’1 4 -1  +  2 < ? i  +  < 7 £-_ i) +  2 ))— Oi f jA 4

o g F o rm e l 
(« ) (9 )

F^—Oi + t 8?A4 Ot.



1 2 2

T a b e l  1 0 .

B E S T E M M E L S E R  A F  P E R I O D I S K E  V Æ R D I E R .

i 0
(8)

A 0
(8) (8)

Oi~O1

(8) 

0

(9)

u—Fx

i — 2 . 2 7 3 —  ■  3 0 8 6 • 0 0 0 0 - - 2 . 2 9 2 6 • 0 2 7 5 — 2 . 2 6 5 — 0 0 8 —  0 0 2 —  - 0 2 8

2 - 2 . 5 4 9 - • 2 5 1 4 — • 3 0 8 6 - - 2 . Ö O I 2 • 0 3 9 1 — 2 . 5 6 2 • 0 1 3 —  •  0 1 1 —  • 0 5 3

3 — 2 . 8 0 7 —  1 1 4 7 —  • 5 6 0 0 —  2 . 8 5 2 6 •  0 1 9 7 - 2 . 8 3 3 •  0 2 6 —  0 1 0 —  • 0 3 9

4 —  3 . 0 0 0 • 1 3 9 7 -  - 6 7 4 7 -  2 . 9 6 7 3 —  • 0 2 3 4 — 2 . 9 9 1 — 0 0 9 • 0 0 2 • 0 1 7

5 —  2 . 8 9 9 • 4 7 0 2 —  • 5 3 5 0 - - 2 . 8 2 7 6 — 0 5 8 5 - 2 . 8 8 6 —  • 0 1 3 • 0 1 4 • 0 7 1

6 —  2  4 4 2 • 7 / 0 4 —  0 6 4 8 —  2 - 3 5 7 4 - ■ 0 5 7 2 — 2 . 4 1 5 — 0 2 7 • 0 1 2 • 0 7 8

7 —  1 - 5 7 5 • 9 3 6 9 • 7 0 5 6 —  I . 5 8 7 O - 0 2 1 3 — 1 . 6 0 8 • 0 3 3 ■ 0 0 0 ■ 0 3 4

8 —  - 6 5 3 • 9 3 2 4 1 . 6 4 2 5 —  - 6 5 0 1 •  0 2 2 7 —  - 6 2 7 — 0 2 6 —  0 1 2 —  0 1 6

9

1 0

• 3 5 1

1 . 1 2 6

• 7 9 8 7

• 6 2 0 2

2 - 5 7 4 9

3 - 3 7 3 6

• 2 8 2 3

I . O 8 I O

• 0 4 6 7

•  0 3 8 6

• 3 2 9

1 . 1 2 0

•  0 2 2

•  0 0 6

-  - 0 1 3

—  0 0 9

—  • 0 3 6

—  0 2 1

1 1 1 . 7 1 1 ■4666 3 - 9 9 3 8 1 . 7 0 1 2 • 0 0 9 0 1 7 1 0 • 0 0 1 • 0 0 4 • 0 0 2

1 2 2 . 1 3 2 • 3 5 2 8 4 . 4 6 0 4 2 . 1 6 7 8 — 0 1 7 0 2 . 1 5 1 — 0 1 9 ■ 0 0 9 —  0 0 7

1 3 2 . 4 8 9 • 2 4 5 9 4 . 8 1 3 2 2 . 5 2 0 6 — 0 2 1 0 2 . 5 0 0 — 0 1 1 • 0 0 5 -  - 0 4 4

1 4 2 . 7 7 2 •  æ 7 3 5  0 5 9 1 2 . 7 6 6 5 — 0 0 7 2 2 7 5 9 ■ 0 1 3 —  0 0 4 —  - 0 6 8

i 5 2 . 8 9 2 —  0 7 4 1 5 . 1 6 6 4 2 . 8 7 3 8 ■  0 0 7 9 2 . 8 8 2 • 0 1 0 —  • 0 0 5 —  • 0 4 0

1 6 2 - 7 9 7 —  2 8 2 8 5 0 9 2 3 2 . 7 9 9 7
• 0 1 5 7 2 . 8 1 5 — 0 1 8 •CO I • 0 3 0

1 7 2 - 5 5 7 —  • 4 9 1 6 4 . 8 0 9 5 2 . 5 1 6 9 • 0 1 9 4 2 . 5 3 6 •  0 2 1 • 0 0 5 • 0 8 5

1 8 2 . 0 2 1 - • 6 6 7 8 4 ' 3 I 7 9 2 . 0 2 5 3 • 0 2 0 6 2 . 0 4 6 — 0 2 5 • 0 0 1 • 0 8 5

1 9 1 . 3 9 0 - • 7 7 5 0 3 . 6 5 0 1 1 - 3 5 7 5 • 0 1 4 1 1 . 3 7 2 • 0 1 8 —  0 0 4
• 0 3 9

2 0 •  6 0 1 - • 7 8 6 8 2 . 8 7 5 1 • 5 8 2 5 — 0 0 2 8 •  5 8 0 • 0 2 1 —  ■ 0 0 3 - • 0 1 3

2 1 —  - 2 6 4 —  • 7 0 7 6 2 . 0 8 8 3 —  - 2 0 4 3 — 0 2 1 7 —  - 2 2 6 —  • 0 3 8 • 0 0 2 —  0 3 7

2 2 —  - 9 2 7 —  • 5 7 6 3 1 . 3 8 0 7 —  - 9 1 1 9 —  • 0 3 0 1 —  - 9 4 2 • 0 1 5 ■ 0 0 5 —  0 2 8

2 3 — 1 . 5 0 8 - • 4 4 6 7 •  8 0 4 4 — 1 . 4 8 8 2 — 0 2 1 8 —  [ . 5 1 0 • 0 0 2 • O O 7 —  0 0 8

2 4  _
—  1 . 9 4 2 —  3 5 / 6 • 3 5 7 7 —  1 . 9 3 4 9 •  0 0 1 0 —  1 - 9 3 4 —  0 0 S • 0 0 5 —  0 0 4

S u m • 0 0 0 • 0 0 0 1 5 5 - 0 2 2 4 • 0 0 0 0 • 0 0 0 0 • 0 0 1 —  0 0 1 ------OOI - - - O O I

R e s u l t a t e t  o g  n o g l e  M e l l e m r e g n i n g e r  f i n d e s  i  T a b e l  1 0 . D e r  e r  i k k e  

G r u n d  t i l a t t e r  a t  o m t a l e  E n k e l t h e d e r  v e d  R e g n i n g e n s  U d f ø r e l s e  —  k u n  

s k a l  d e t  b e m æ r k e s ,  a t  v i  h e r  t i l  S u m m a t i o n s k o n s t a n t e n s  B e s t e m m e l s e  f a a r

(8) (8) (81

= 5 5 . 0 2 2 4 = — 2 4 ^ ,

(8) 

h v i l k e t  g i v e r  ox~—2 . 2 9 2 6 .

S a a v e l  7 \ ( ø )  s o m  F±(o) k a n  b e t r a g t e s  s o m  f r e m s t i l l e t  v e d  d e n  k o n t i n u e r t e  

K u r v e  i  F i g .  7  ( S i d e  4 8 ) ;  g a n s k e  v i s t  e r  d e t  i k k e  n o g e t  a f  d i s s e  U d j e v n i n g s -  

f o r s ø g ,  s o m  e r  b e n y t t e t  t i l  d e n n e  T e g n i n g ,  m e n  A f v i g e l s e r n e  e r  a l l e  m i n d r e  

e n d  Jq  m m . D i f f e r e n s e r n e  m e l l e m  d e  g i v n e  o g  d e  u d j e v n e d e  V æ r d i e r  o g
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A fv ig e lse rn e m e llem  d e fo rsk e llig e U d je v n in g s fo rsø g e r frem s tille t i F ig . 2 1 , 

h v o r 1 c m  sv a re r til I 1G °C . H e r-e r V æ rd ie rn e , so m  e r b e reg n e t e fte r m in d ste  

K v a d ra te rs M e to d e , n e m lig z / /  =  (Z 1) i+ (Z 2 ) I  +  (Z 3 ) £- , su b tra h e re t sa av e l fra o-t 

so m  fra 7 ^ ) o g  F^o>). D e a fsa tte P u n k te r re p ræ se n te re r h e r D iffe re n se rn e  

o — u, d e n  fu ld t o p tru k n e  K u rv e — u o g  d e n  p u n k te re d e  K u rv e  7 ^ ( ö )  —  ? /, 

m e d en s  A b sc is se a x en re p ræ se n te re r se lv e U d je v n in g e n  u. M a n  se r , a t U d je v ­

n in g e n g e n n e m g a a en d e e r g a n sk e lid t s tæ rk e re e n d T ^ ), m e d en s u e r  

b e ty d e lig s tæ rk e re e n d b a a d e F± o g Fr.

V i sk a l n u b e re g n e G e n n e m sn its -M id d e lfe jlen fo r F^Ot), o g d a v i h a r  

o v e rb e v is t o s o m , a t d e n n e U d je v n in g ik k e e r fo r s tæ rk , k a n v i a n v e n d e  

d e t i § 6 o m ta lte U d try k fo r d e n n e F e jl:

H e r e r S Å 2 (ø )=  • 1 8 6 8 o g S ( ö — Æ 1 )2= -o o 8 8 , sa a a t

] /X 2 ( / ; '1 ) =  y .o o 7 7 8  —  0 0 0 3 7 — - +  -0 8 6 .

D a M id d e lfe jle n fo r d e fo re la g te V æ rd ie r i G e n n e m sn it b liv e r + -O 8 8 , e r  

d e n o p n a a e d e F o rb ed rin g fo r se lv e d isse V æ rd ie r a ltsa a g a n sk e u b e ty d e lig .  

M a a sk e e r U d je v n in g e n  lid t fo r sv a g , m e n d e r k a n d o g  ik k e o p n a a s y d e r­

lig e re F o rb e d rin g a f n o g e n B e ty d n in g v e d e n a n d en U d je v n in g . D e t e r le t 

n o k a t u d jev n e s tæ rk e re , m e n v i sa a , a t a lle red e v a r lid t fo r s tæ rk , 

o g d e r h a r v i — Fi)2= -0 0 0 5 3 , h v ilk e t g iv e r ] /Å ,(Æ 4 ) =  +  -0 8 5 .

F e jle n e p a a d e u d je v n ed e V æ rd ie rs D iffe ren se r. M a n k a n  

b e trag te U d je v n in g en a f A ø so m e n se lv stæ n d ig O p g a v e m e d R e su lta te t  

V æ rd ie rn e f in d e s i T a b e l 1 1 , o g d e su d e n e r R e su lta te t frem s tille t  

i F ig . 2 2 . B e re g n er v i Å 2 (A c > ) d ire k te a f V æ rd ie rn e fo r d e 2 3 A a r, k a n v i  

til B e s tem m e lse n a f Å 2 (A 7 \) a n v e n d e d e n sa m m e F re m g an g sm a a d e , so m  

v i fø r b e n y tte d e o v e rfo r Å 2 (Æ 1 ) . Ifø lg e T a b e l 1 1 h a r v i i G e n n e m sn it 

Å 2 fA ö )— -0 0 1 6 3 o g (A ø— -0 0 1 0 7 , h v o ra f v i fa a r

] /å 2 (A Æ 1 ) =  /T o g  i  6 3  —  -0 0 1 0 7  =  +  -0 2 4 .
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Tabel u.

i Å2(Aø) (Atf-ÆÆJ2 å2(A2<?)

i — •276 — 297 •0013 •0004 •055 •034 •0034 •0004

2 — •258 — 271 •0004 •0002 •018 •026 •0015 •0001

3 — 193 — 158 •0006 •0012 •065 •1’3 •0013 •0023

4 • 101 • 105 •0010 •0000 •294 •263 •0018 •0010

5 •457 •471 •0019 •0002 •356 •366 •0029 •0001

6 •867 • 807 •0023 •0036 •410 •336 •0042 •0055

7 •922 • 981 •0036 •0035 •055 •174 •0035 • 0142

8 1.004 •956 •0050 •0023 •082 — 025 ■0050 •0114

9 •775 • 791 •0021 •0003 — 229 — •165 ■0041 ■0041

IO •585 •590 •0011 •0000 — • 190 — •201 •0017 •0001

11 ■421 •441 •0006 •0004 —164 — 149 •0018 ■0002

12 •357 •349 ■0018 •0001 — 064 — 092 ■0020 ■0008

13 •283 •259 •0008 •0006 — •074 — 090 •0033 •0003

14 • 120 •123 •0007 •0000 — •163 — •136 •0017 •0007

15 — 095 — 067 •0013 •0008 — 215 — 190 •0016 •0006

16 — 240 . — 279 •0023 •0015 —145 — 212 •0044 •0045

V — •536 — 490 •0025 •0021 — 296 — 211 • 0022 • 0072

18 — •631 — •674 •0019 •0018 —095 — 184 •0052 •0079

19 — 789 — 792 •0028 •0000 -•158 — 118 •0027 •0016

20 — 865 — 806 •0016 •0035 — 076 — 014 • 0038 • 0038

21 — 663 — •716 ■0012 •0028 • 202 •090 • 0016 •0125

22 — 58! — 568 •0004 ■0002 •O82 • 148 • 0010 •0044

23 — 434 — 424 ■0009 •0001 •147 •144 •0008 •0000

24 — 331 — 331 • 0009 •0000 • 103 •093 •0017 •0001

Sum •000 •000 •0390 • 0256 •OOO •000 •0632 • 0838

Fig. 22.
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Im id le r t id e r v o r B e s te m m e ls e a f Å 2 (A 7 ? 1 ) te m m e lig u s ik k e r . D e rso m  

v o r  F re m g a n g s m a a c le  iø v r ig t e r r ig t ig , s k u ld e m a n  n e m lig  l ig e  s a a  v e l k u n n e  

b e s te m m e Å 2 (A 2 7 ? 1 ) s o m  Å 2 (A 7 ^ ) , m e n  i fø lg e T a b e l n  f a a r v i

X å 2 (A 2  o ) —  S  (A 2  o —  A 2 7 ^ ) 2  =  • 0 6 3  —  • 0 8 4  <  o .

D e tte  R e s u lta t m a a e n te n  f r e m k o m m e v e d  U s ik k e rh e d e n  i B e s te m m e ls e n  a f  

å 2 (A 2  0} e l le r d e rv e d , a t U d je v n in g e n e r fo r s tæ rk . D e t e r im id le r t id  ik k e  

le t a t s e , h v o r fo r U d je v n in g e n  a f A 2  o s k u ld e v æ re fo r s tæ rk , o g  F re m ­

s t i l l in g e n a f R e s u lta te t i F ig . 2 3 g iv e r h e lle r ik k e n o g e t u m id d e lb a r t In d try k  

a f , a t d e tte e r T ilfæ ld e t . D e rim o d e r d e r e n  te m m lig  s tæ rk  A n ty d n in g  a f , 

a t U s ik k e rh e d e n  i B e s te m m e ls e n  a f  Å 2 v o k s e r , n a a r v i g a a r f r a o o v e r ko 

t i l A 2  o. D a  d is se F e jl v æ s e n tlig s k y ld e s F o rh o ld  i N a tu re n , tø r v i g a a u d  

f r a , a t d e s a n d e F e jl d a n n e r je v n e R æ k k e r a f  V æ rd ie r , h v o r fo r U je v n h e d e n  

i V æ rd ie rn e k a n ta g e s s o m  e n A rt M a a l fo r U s ik k e rh e d e n i v o r B e ­

s te m m e lse . O g e n S a m m e n lig n in g m e lle m  K o lo n n e rn e Å 2 (< 2 ) , Å 2 (A ø ) o g  

å 2 (A 2 < ? ) v is e r , a t U je v n h e d e n  e f te rh a a n d e n t i l ta g e r .

U a g te t v i ik k e k u n d e b e s te m m e Å 2 (A 2 7 7 1 ) o g d e r fo r h e lle r ik k e tø r  

læ g g e s æ r lig  s to r V æ g t p a a d e n  fu n d n e V æ rd i fo r Å 2 (A 7 > ?1 ) , b liv e r d e r d o g  

s o m  d e t fo rh o ld sv is s ik re  R e s u lta t t i lb a g e , a t F e jle n e p a a D if fe re n se rn e a f  

d e fo re la g te V æ rd ie r a l le re d e e r s m a a i F o rh o ld t i l F e jle n e p a a s e lv e  

V æ rd ie rn e , id e t v i i G e n n e m s n it h a r

o ko A 2  o

y x 2 +  -o 8 8  + -0 4 0  ± -0 5 1 .

O g d e rn æ s t v é d v i , a t m e d e n s d e n O m stæ n d ig h e d , a t I a g tta g e ls e rn e e r  

b u n d e t t i l h v e ra n d re , e r u h e ld ig fo r R e d u k tio n e n a f F e jle n e p a a s e lv e d e  

fo re la g te V æ rd ie r , s a a e r d e n  h e ld ig fo r R e d u k tio n e n a f  F e jle n e p a a d is s e  

V æ rd ie rs D iffe re n s e r .

V i tø r d e r fo r g a a u d f r a , a t v i e r g u n s t ig t s t i l le t, n a a r v i v il b e n y tte  

d e t o p n a a e d e R e s u lta t t i l U n d e rs ø g e lse a f F u n k tio n e n s E g e n s k a b e r v e d
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Hjælp af de udjevnede Værdiers første, anden og maaske højere Diffe­

renser.

Ingen »Gang« i Differenserne o — Fx[p\ Da vi ved Valget af 

Udjevningsformler sammenlignede Faktorgrænserne med de tilsvarende 

Variationsfaktorer, undersøgte vi ikke Leddene fra Z7 til Z12. Disse Led 

er ved denne Udjevning praktisk talt kastet bort, og det er derfor muligt, 

at Udjevningen overfor disse Led har været for stærk. Denne Sag kan 

nu undersøges, idet vi ser, om der er en paafaldende Gang i Differenserne 

mellem de givne og de udjevnede Værdier, saaledes som det tidligere er 

omtalt (Side 97). Imidlertid udviser Differenserne o—Fr kun 10 Fortegns­

permanenser mod 14 Variationer, og der kunde derfor snarere være Grund 

til at antage, at der var for lidt Gang end for megen. Denne summariske 

Fremgangsmaade er dog ikke tilstrækkelig, thi Funktionen kunde paa et 

enkelt Sted have haft en Ejendommelighed, som var gaaet tabt ved 

Bortkasteisen af de mange smaa Led; i saa Tilfælde maatte Differenserne 

imidlertid i et vist Interval være paafaldende store og have samme Fortegn. 

Men Differenserne o — Fx synes heller ikke at antyde noget saadant. — Som 

Modstykke hertil kan man tage Udjevningen z/, der er for stærk; her ud­

viser Differenserne o — z/ 14 Fortegnspermanenser mod kun 10 Variationer, 

ligesom Fig. 22 viser en tydelig Gang for disse Differensers Vedkommende.

Naar Iagttagelserne er bundné, vil man paa Forhaand være tilbøjelig 

til at antage, at saafremt Udjevningen ikke er for svag, vil der være Gang 

i Differenserne meilem de givne og de udjevnede Værdier; dette finder 

ogsaa Sted, hvor Bindingen har en asymptotisk Karakter, saaledes som det 

er Tilfældet ved Temperaturens aarlige Periode. Men det er let at vise, at 

naar Bindingen har en saadan Karakter som ved Temperaturens daglige 

Periode, behøver der ikke at være Gang i de nævnte Differenser.

Lad os for Eksempel antage, at den sande Funktion er

og at Iagttagelserne fra de enkelte Aar kan gengives ved 

ot=x ■/(/);

de Værdier, som vi skal benytte ti] Udjevning, kan da gengives ved

Vi kan her forudsætte, at vi kender /"(/), saa at vi kan foretage en legitim 

Udjevning; i dette Tilfælde vil »Udjevningen« imidlertid ikke forandre de fore­

lagte Værdier, og der kommer altsaa ikke Gang i Differenserne —F(øi),

eftersom de alle bliver lig med Nul.

De Forudsætninger, vi her har benyttet, gælder naturligvis kun med 

en vis Tilnærmelse, men vi kan som gældende for de virkelige Forhold 

sætte
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D iffe re n s e rn e  m e lle m  d e g iv n e o g  d e u d je v n e d e  V æ rd ie r s k y ld e s d a  v e d  e n  

le g i t im  U d je v n in g a le n e A fv ig e ls e rn e b , m e n d is s e A fv ig e ls e r , h v is E g e n ­

s k a b e r v i ik k e h a r u n d e rsø g t , k a n v æ re u re g e lm æ s s ig t fo rd e l t l ig e s o m  

P 'e j le n e p a a  f r ie  Ia g tta g e ls e r , o g d e t e r d e r fo r ik k e n ø d v e n d ig t , a t d e r v ise r  

s ig G a n g  i d e n æ v n te D if fe re n s e r . —  M a n k u n d e n u u n d e rs ø g e d is s e A f ­

v ig e ls e rs N a tu r n æ rm e re , m e n d e tte s k a l d o g  ik k e s k e h e r . D e t h a r k u n  

v æ re t H e n s ig te n  a t p a a v is e , a t s e lv  o m  Ia g tta g e ls e rn e e r b u n d n e , k a n m a n  

ik k e v e n te , a t d e r a lt id s k a l v æ re G a n g  i D if fe re n s e rn e ..

A n ta lle t a f  V æ rd ie r , d e r b e n y tte s t i l a t d a n n e  T il a t

W
d a n n e o b ru g e s d e r 1 -4 -8 -4  =  3 3 V æ rd ie r , o g t i l K o rre k tio n s le d d e t —  o g  

d e r fo r o g s a a t i l —  b ru g e s d e r 1 4 - (8  +  2 )4 = 4 1 V æ rd ie r . Id e t ^ (< 2 )  

v a lg te s t i l U d je v n in g s fo rm e l, b o r tk a s te d e s d e r L e d , s o m  in d e h o ld t o tte n d e  

D if fe re n s , o g  m a n s k u ld e h e re f te r k u n n e  u d try k k e  4 1 p a a  h in a n d e n  fø lg e n d e  

V æ rd ie r a f d e n  s a n d e  F u n k tio n  v e d  H jæ lp a f e n  a lg e b ra is k F u n k tio n , d e r  

h ø je s t v a r a f  s y v e n d e G ra d . D e tte k a n m a n g a n s k e s ik k e r t ik k e i d e tte  

T ilfæ ld e , m e n  h e ra f k a n  m a n  d o g  ik k e s lu t te , a t v i h a r b e n y tte t e n  u r ig t ig  

U d je v n in g s fu n k tio n . S a g e n  e r , a t Y d e rv æ rd ie rn e i V irk e lig h e d e n  ik k e in d ­

g a a r i R e s u lta l te t . B e re g n e r v i K o e f f ic ie n te rn e t i l d e y d e rs te a f d e 3 3  V æ r-  

fS )
d ie r , d e r in d g a a r i < ? , ta a r v i

(8 )
00 — • K > ) - -- -- -- 0 7 2 (0 1 5  - 1 -  < 9 _ ir ,)  +  •°g 3(<?u  + <?—1 4 ) - -- -- - 0 5 2 (6 ’1 3 -

- -- - • O (;6 (< 7 1 2 ~ 1 2 )+  •0 4 2 (6 ’1 1 + ^ 1 1 )—  •042(6>io ~|-<?—lo )H ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . •

(« )
M a n s e r , a t A n ta lle t a f d e V æ rd ie r , s o m  i V irk e lig h e d e n  in d g a a r i o, e r  

(9 )
m in d re e n d 2 0 , o g d e t s a m m e b liv e r T ilfæ ld e t m e d  A 4  o o g  d e r fo r o g s a a  

m e d  M a n s k a l a lts a a b lo t k u n n e f re m s ti lle o m tre n t T re f je rd e d e l a f

P e r io d e n a f d e n s a n d e F u n k tio n v e d  H jæ lp a f e n In te rp o la t io n s fo rm e l a f  

s y v e n d e G ra d , o g  d e tte m a a i n æ rv æ re n d e  T ilfæ ld e k u n n e g ø re s m e d o v e r ­

le g e n e lle r d o g  m e d  t i ls træ k k e lig N ø ja g tig h e d . —  V e d d e n n e U n d e rs ø g e ls e  

h a r v i b lo tte t e n F e jl a f p ra k tis k N a tu r v e d  F re m g a n g sm a a d e n , th i n a a r v i  

i R e g n in g e n ta g e r m a n g e V æ rd ie r m e d , s o m  ik k e fa a r In d f ly d e ls e p a a  

R e s u lta te t, b e ty d e r d e tte e t S p ild a f A rb e jd e . D e n n e S a g s k a l v i s e n e re  

k o m m e t i lb a g e t i l.

O p g a v e n v il s o m  n æ v n t i A lm in d e lig h e d  o m fa tte B e s te m m e ls e n  a f d e n  

d a g lig e P e r io d e fo r a lle A a re ts 1 2 M a a n e d e r . M a n v il i s a a T ilfæ ld e ik k e  

b e h ø v e a t fo re ta g e d e n te m m e lig b e sv æ r lig e B e re g n in g a f F e jle n e p a a  

K o n s ta n te rn e fo r h v e r e n k e lt M a a n e d i s a m m e O m fa n g  s o m  o v e n fo r . A f  

T a b e l 8 s e r m a n , a t fo rh o ld sv is s m a a V a r ia t io n e r i F a k to rg ræ n s e rn e t i l
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b3, ö 4 °g A i vil kunne paavirke V alget af U djevningsform len, og det vilde  

derfor væ re naturligt, at m an begyndte m ed at bestem m e M iddelfejlen for 

disse K onstanter for Eksem pel for hver tredie M aaned. H vor der viste sig  

større A fvigelser m ellem R esultalterne, kunde m an derefter undersøge de  

m ellem liggende M aaneder i fornødent O m fang; det kunde ogsaa tæ nkes, at 

nogle af de næ vnte  K onstanter viste sig at væ re forholdsvis sm aa paa visse 

A arstider, og der kunde da blive A nledning til ogsaa at undersøge andre  

K onstanter, for Eksem pel a3 og b±. D erim od vil m an sikkert kunne lade  

Leddet Lr og sandsynligvis ogsaa Z 2 og Z 5 helt ude af B etragtning.

V ed en saadan sam m enhæ ngende U ndersøgelse vil m an altsaa paa den  

ene Side spare A rbejde, og paa den anden Side vil m an kunne opnaa  

betydelig større Sikkerhed, end naar m an behandler en enkelt M aaned, 

m ed H ensyn til de K onstanter, paa hvilke det netop kom m er an ved  

V alget af U djevningsform len. D er er en saadan Sam m enhæ ng m ellem disse 

O pgaver — en lovm æ ssig og ringe Forandring fra M aaned til M aaned —  

at R esultatet kan og bør blive bedre, naar m an sam tidig behandler alle 

A arets M aaneder, m edens A rbejdet ikke behøver at vokse i sam m e Forhold  

som O pgavernes A ntal.

§ 2I -

Lufttrykkets daglige Periode.

D et M ateriale, som skal benyttes til et Eksem pel paa B estem m elsen  

af Lufttrykkets daglige Periode, er allerede om talt under »B aandene og  

B indingens K arakter«. Ligesom ved Tem peraturens daglige Periode nøjes 

vi ogsaa her m ed at behandle en enkelt M aaned —  i dette Tilfæ lde Januar.

Som tidligere om talt stam m er vort M ateriale fra B atavia; det bestaar 

af tim evise Iagttagelser, og det om fatter 30 A ar, nem lig 1876 til 1905. I 

B atavia er Lufttrykket saa lidt paavirket af aperiodiske Forstyrrelser, at 

den højeste B arom eterstand, som m an iagttog fra 1866 til 1905, var 

764.4m m og den laveste 752.4  m m , m edens B arom etret m ed stor R egel­

m æ ssighed foretager sine karakteristiske to Svingninger i D øgnet. U nder 

disse O m stæ ndigheder er det indlysende, at Fejlen paa de V æ rdier, der 

benyttes til U djevning, bliver sm aa, og B eregningen giver ogsaa i G ennem ­

snit kun +  - o  16  m m .

V i har tidligere ofte benyttet B egrebet »den sande Funktion« og som  

D efinition sagt, at det er denne Funktions V æ rdier, som vore Iagttagelses- 

væ rdier efterhaanden næ rm er sig til. D er bliver naturligvis altid kun Tale  

om en vis Tilnæ rm else, m en hvis m an vil nøjes m ed at angive Lufttrykkets 

daglige Periode m ed kun een D ecim al, kan m an i næ rvæ rende Tilfæ lde
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b e t r a g t e  s e l v e  d e  f o r e l i g g e n d e  M i d d e l t a l s o m  d e n  s a n d e  F u n k t i o n s  V æ r d i e r .  

V i l m a n  d e r i m o d  a n g i v e  V æ r d i e r n e  m e d  f l e r e D e c i m a l e r , b l i v e r d e r  A n ­

v e n d e l s e  f o r e n  U d j e v n in g .

D a  F u n k t io n s f o r m e n  e r  a l t a n d e t e n d  s i m p e l , e r d e t i n d l y s e n d e , a t d e r  

v i l k r æ v e s  m a n g e  L e d  a f  d e n  t r i g o n o m e t r i s k e  R æ k k e  t i l a t f r e m s t i l l e  d e n  

s a n d e  F u n k t i o n  m e d  o v e r l e g e n  N ø j a g t i g h e d , o g  d a  F e j l e n e  e r s m a a , e r  d e r  

U d s i g t t i l , a t v i k a n  b e s t e m m e  a d s k i l l i g e  a f  d i s s e  s m a a  L e d . D e r  e r  d e r f o r  

f o r e t a g e t e n  d i r e k t e  B e r e g n i n g  a f  M i d d e l f e j l o g  F a k t o r g r æ n s e r t i l L e d d e n e  

, Z 5 , Z 6 o g  Z 8 ; a f H e n s y n  t i l d i s s e  B e r e g n i n g e r e r M a t e r i a l e t d e l t i  

6 G r u p p e r , s a a l e d e s  a t h v e r G r u p p e  o m f a t t e r  I a g t t a g e l s e r n e  f o r 5 p a a  h i n ­

a n d e n  f ø l g e n d e  A a r . D e  f ø r s t e  L e d  i R æ k k e n  b e h ø v e r  m a n  i k k e  a t s k æ n k e  

v i d e r e  O p m æ r k s o m h e d ; i n e d e n s t a a e n d e  T a b e l  1 2  e r d o g  L e d d e n e  Z 2 o g  L3 

t a g e t m e d , m e n  d e n  b e n y t t e d e  V æ r d i f o r  M i d d e l f e j l s k v a d r a t e t , - 0 0 0 0 2 0 , e r  

b e r e g n e t a f  G e n n e m s n i t s m i d d e l f e j l e n  f o r d e  f o r e l a g t e  V æ r d ie r  e f t e r  R e g l e n  

f o r f r i e  I a g t t a g e l s e r .

T a b e l 1 2 .
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b3.

—  0 0 3 8 — 0 1 0 5

( • O 4 2 O )  ( - O 4 2 O )

• 4 2  - 8 5

I . O O O

A l  

. 0 4 0 6  - 0 3 2 5

• 0 5 8 3 5  -o 5997

• 9 9 5  - 9 9 1

• 9 9 8

* 5  ^ 5

- - - - - O I 4 O - - - - - - O 3 8 7

Å 2  -o 3522 -o 5235

G -971 - 9 9 8

F p , !  - 9 8 0

bG

—  • 0 0 5 6  - 0 0 2 3

• o 5o 83 -o 5i77

• 9 7  ' - 7 5

. 9 0

Ä 8  b8

• 0 0 0 1 — 0 0 3 6

• 0 5 0 9 3  — 0 5 0 4 6

• 0  -97

• 3 2

D a  m a n  i A l m i n d e l i g h e d  i k k e  t a g e r H e n s y n  t i l d e  s i d s t e  a f  d e  o p f ø r t e  

K o n s t a n t e r , b ø r  d e t f r e m h æ v e s , h v o r  s i k r e  a5, b-0, aG o g  b3 i V i r k e l i g h e d e n  

e r . M a n  s e r d e t a l l e r e d e  a f  d e  s m a a  V æ r d i e r  f o r  M i d d e l f e j l s k v a d r a t e r n e  o g ­

a f  d e  b e r e g n e d e  F a k t o r g r æ n s e r , m e n  t i l y d e r l i g e r e  B e l y s n i n g  a f  S a g e n  s k a l  

V æ r d i e r n e  f o r  d e  e n k e l t e  G r u p p e r  a f  I a g t t a g e l s e r a n f ø r e s :

* 5 « 6
^ 8

1 8 7 6 — 1 8 8 0 - - - - - 0 1 2 - • O 3 5 —  - 0 0 6 —  • 0 0 3

1 8 8 1  —  1 8 8 5 - - - - - 0 0 6 —  - 0 4 3 - - - - - 0 0 9 - - - - - 0 0 2

1 8 8 6 — 1 8 9 0 —  • 0 1 3 —  0 4 2 - - - - - O O / - - - - - 0 0 1

1 8 9 1  —  1 8 9 5 - - - - - O I / —  • 0 3 6 - - - - - 0 0 6 —  • 0 0 5

1 8 9 6 — 1 9 0 0 - - - - - 0 1 2 —  0 4 2 —  • 0 0 2 —  • 0 0 5

1 9 0 1  — 1 9 0 5 —  • 0 2 3 —  . 0 3 6 - - - - - O O 6 —  • 0 0 5

9
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D et ses let, at m an paa G rund af denne O m stæ ndighed, nem lig at der 

langt henne i R æ kken findes gode Elem enter, ikke kan undgaa at udjevne  

for stæ rkt, naar m an overhovedet vil opnaa et kendeligt R esultat ; m en  

m an kan begræ nse Fejlene saaledes, at Skaden ikke bliver stor. B enytter 

vi saaledes den U djevning, der svarer til de i Tabel 12 opførte V ariations­

faktorer, bliver Fejlene i R etning af for stæ rk U djevning:

±(•998 —  -980)^5—  +  -0007, ±(-97 — -9o )æ6= +-0004, 

±(•97 — 32)^=1-0023.

D er bliver altsaa kun Tale om nogle faa Enheder af tredie D ecim al. D et 

vil derfor væ re naturligt at give R esultatet m ed 3 D ecim aler, hvilket ogsaa 

passer godt m ed Størrelsen af Fejlen paa de udjevnede V æ rdier; Fejlen  

paa de givne V æ rdier er nem lig som næ vnt +-oi6, og vi kan paa For- 

haand vide, at denne Fejl ikke bliver reduceret ret m eget ved den fore- 

staaende U djevning.

Til de i Tabel 12 opførte V ariationsfaktorer svarer U djevningsskem a (E),

TU (2ö’o + (Öl+6’-l) l40 (<?2+<7-2)) + /q  (6,3+<9-3) = ö o  + 31ö^G ^0 5

og U djevningsform len
(2) (3)

7^(6?/) = —320A6<?i.

M an ser af de givne V æ rdier o, der findes opført i Tabel 13, at det i dette  

Tilfælde ikke vilde væ re fordelagtigt at udjevne første D ifferens, eftersom  

m an ikke derved fik fæ rre C ifre at regne m ed ; vi udjevner derfor selve 

de givne V æ rdier. M ed H ensyn til Enkeltheder ved R egningen henvises

Fig. 24.
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F e j l e n  i  G e n n e m s n i t

T a b e l  1 3 .

(1) (2) (3)

i 0 0 0 Å # ) å2(A^)

i - M S . - 1 5 2 • 1 5 5 1 —  0 0 2 6 • 1 5 2 —  0 0 7 •  o 3 i 9 O •  0 1 2 • 0 3  0  5  4

2  — 2 2 6  — 2 2 9  - -  • 2 3 0 4 —  0 0 0 3  — ■ - 2 3 1 • 0 0 5 1 9 1 —  0 0 3 1 0 0

3  — 4 7 0  — 4 7 3  - -  - 4 7 3 0 • 0 0 1 4  — ■ - 4 7 2 • 0 0 2 2 0 4 —  0 0 9 0 8 7

4  — 5 o 9  — 5 0 1  - -  • 5 0 1 2 —  0 0 0 5  — • - 5 0 2 - - - - O O / 2 0 1 •  0 1 7 0 9 2

5  — 2 7 1  — 2 8 0  - -  - 2 7 8 1 — 0 0 3 2  — •  2 8 1 • O I O 2 9 4 —  0 2 0 0 7 5

6  - 1 4 1  - 1 5 2 • 1 5 3 0 - - - - 0 0 2 0 • 1 5 1 - - - - O I O 2 3 5 •  0 1 7 0 9 2

7  - 6 6 o  - 6 5 2 • 6 5 1 1 • 0 0 2 3 • 6 5 3 • 0 0 7 2 8 7 —  0 0 8 0 7 8

8  1 . 0 3 2  1 . 0 3 1 1 . 0 2 8 5 • O O 4 2 i  0 3 3 - - - - O O I 2 5 4 —  0 0 2 0 8 4

9  1 . 1 5 9  1 . 1 6 2 1.1612 • 0 0 0 9 1 . 1 6 2 - - - - 0 0 3 1 8 0 •  0 0 8 0 7 9

1 0  1 . 0 4 9  1 0 4 4 1.0471 - - - - 0 0 3 5 1 . 0 4 4 • 0 0 5 1 6 2 —  0 1 3 0 5 0

1 1  - 7 2 8  - 7 3 9 • 7 3 8 5 —  • 0 0 2 9 • 7 3 6 - - - - O O 8 1 6 0 •  0 1 8 0 5 8

1 2  - 2 8 2  - 2 6 9 •  2 7 0 6 • 0 0 1 5 •  2 7 2 • O I O 1 6 4 —  0 2 1 1 0 0

1 3  —  - 3 4 3  —  - 3 3 3  - -  ' 3 3 8 3 • O O 6 4  — • 3 3 2 —  • O I  I 2 4 8 • 0 2 4 0 8 1

1 4  —  - 9 8 0  —  - 9 9 5  - -  - 9 9 5 3 • 0 0 2 4  — • 9 9 3 • 0 1 3 3 5 0 —  0 2 1 0 7 4

1 5  —  1 . 5 1 0  — 1 - 4 9 7  - - 1 . 4 9 4 9 - - - - O O 6 7  — 1 . 5 0 2 —  0 0 8 4 4 3 • 0 0 8 1 4 1

1 6  — 1 . 6 2 6  — 1 . 6 2 5  ~ - 1 . 6 1 8 6 - - - - 0 0 7 5  — 1 . 6 2 6 •  0 0 0 2 9 4 • O O I 1 5 8

V  — 1 - 3 3 7  — 1 - 3 3 8  - - I - 3 4 I 3 • O O 3 O  — i -338 • O O I 2 6 8 •  0 0 0 1 0 0

1 8  —  - 8 2 8  —  - 8 3 2  - -  - 8 3 5 7 • O O 6 5  — •  8 2 9 • O O I 2 1 8 - - - - O O I 0 9 8

1 9  —  - 2 8 5  —  - 2 8 6  - -  - 2 8 5 1 • O O O I  — •  2 8 5 •  0 0 0 2 4 0 —  0 0 4 1 0 9

2 0  - 2 2 2  - 2 2 8 •  2 3 0 2 - - - - O O 4 2 •  2 2 6 —  0 0 4 1 9 6 •  0 0 9 0 8 2

2 1  - 6 5 5  - 6 5 1 • 6 5 1 3 - - - - 0 0 1 5 •  6 5 0 • 0 0 5 2 5 1 —  0 0 9 0 6 2

2 2  - 8 8 4  - 8 8 6 • 8 8 5 1 • 0 0 2 7 • 8 8 8 —  0 0 4 2 4 9 •  0 0 4 0 5 4

2 3  - 8 5 7  - 8 5 5 • 8 5 3 1 • 0 0 3 4 • 8 5 7 •  0 0 0 2 7 3 •  0 0 4 0 4 3

2 4  - 5 7 2  . 5 6 9 •  5 6 8 2 • O O O O • 5 6 8 •  0 0 4 2 6 3 - - - - 0 1 1 0 9 3

S u m  - o o i - o o i •  0 0 1 1 - - - - O O O  I • O O I •  0 0 0 • 0 0 5 8 1 5 • 0 0 0  • 0 0 2 0 4 4

T i l  a t  d a n n e e t  S k ø n  o v e r  F e j l « 5 n e  p a a  d e  u d j e v n e d e V æ r d i e r  h a r v i

Z(å2(ö)]=- 0 0 5 8 2 o g  f a a r e n d v i d e r e  ' £ ( ( o - ■ A ) 2 )  = •  0 0 1 0 0  ; h e r e f t e r  b l i v e r

R e d u k t i o n e n  a f  F e j l e n  e r  a l t s a a  i k k e  s t o r ,  m e n  d e n  e r  d o g  h e l l e r  i k k e  p a a ­

f a l d e n d e  r i n g e  i S a m m e n l i g n i n g  m e d  U d f a l d e t  v e d  e n  U d j e v n i n g  e f t e r  

m i n d s t e  K v a d r a t e r s  M e t o d e ,  h v o r  I a g t t a g e l s e r n e  e r  f r i e . V i  s k u l d e  n e m l i g  

9 *
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i dette Tilfælde benytte 12 Elementer, og Fejlen paa den udjevnede Værdi 

kunde da sættes til + •oi6]/^|= +  -Oi i.

Differenserne o — viser kun 6 Fortegnspermanenser mod 18 Varia­

tioner, og man skulde herefter antage, at Udjevningen var for svag. Vi 

saa ganske vist før, at Udjevningen paa enkelte Punkter er lidt for stærk, 

men paa andre Punkter er den ganske sikkert for svag, og det er derfor 

muligt, at Overvægten er paa denne Side. Men betragter vi Udjevningen 

af Ae, kommer vi ikke til dette Resultat. Vi faar nemlig til Bestemmelsen 

af å 2(AF x ) :
S  (å 2(A ö )) —  X  ((A<?— AT^)2} =  • 0020  —  • 0037,

altsaa en negativ Værdi, hvilket tyder paa, at Udjevningen er for stærk. 

Usikkerheden paa Bestemmelsen af Å2(A6>) er i dette Tilfælde forholdsvis 

ringe, hvilket man allerede kan se af den ret jevne Gang i disse Værdier, 

der findes opført i Tabel 13, og skulde Udjevningen ikke være for stærk, 

maatte den sande Værdi af S^(å 2(Aö )^ være omtrent dobbelt saa stor som  
den beregnede. — Udjevningen AT^) og Værdierne af er fremstillet i 

Fig. 25.

§ 22.

Lufttrykkets aarlige Periode.

Det følgende Eksempel er en Udjevning af Lufttrykkets aarlige Pe­

riode. Der er hertil benyttet Iagttagelser fra Bata  via fra 1876 til 1905. 

Materialet foreligger beregnet for Femaar og Femdøgn, saa  ledes at der for
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Eksempel findes eet M iddeltal for Barom eterstanden fra den første til den  

fem te Januar for Aarene 1876 til 1880. Vi har altsaa straks Iagttagelserne 

for de 30 Aar delt i 6 lige store Grupper. •— Det er sm aa Størrelser, vi 

her har at gøre m ed. Den største Værdi af de M iddeltal, der skal ud- 

jevnes, er -67 M illim eter. Gennem snitsfejlen paa disse Værdier er forholds­

vis stor, nem lig +#I5 M illim eter.

Da Antallet af Iagttagelser i den aarlige Periode her bliver 73, vilde 

en direkte Beregning af Konstanterne til ' den trigonom etriske Række og  

navnlig af deres M iddelfejl kræve et urim eligt stort Arbejde, og da Resul­

tatet kun skal bruges ved Valget af Udjevningsformlen, vil det kunne for­

svares, at der anvendes en Tilnærm elsesm etode, som gør det indledende 

Arbejde m ere overkom m eligt. Her er denne Del af Regningen udført saa- 

ledes, at der i Stedet for de 73 Norm alpladser er oprettet 24 Norm alpladser, 

idet der er dannet et M iddeltal af 3 og 3 Værdier undtagen tilsidst, hvor 

der er benyttet 4 Værdier. — Betragter m an den grafiske Frem stilling, Fig. 

26 (Side 135), vil m an kunne indse, at den Vilkaarlighed, der er begaaet, 

faar saare lidt at sige.

M iddelfejlene for Elementerne til Leddene Z 2 til Z 6 er beregnet direkte, 

m edens der til Lx er benyttet Gennem snitsværdien for M iddelfejlskvadraterne 

af de 24 Norm alpladser efter Reglen for frie Iagttagelser. Vi faar da som

Resultat:

Tabel 14.

ax br Ä2 b% ^3

—  025 — -314 — 142  -265 --- 125 -OÖ5

x2 (•OOIl) (-oon) •0002  -0024 •OOI2 -0012

G .36  -989 .991  .967 •930  -78

(A). rP,2 •9998 •986 •932

(B). rP>1 • 9986 •980 .914

M ed de 73 lagttagelsesværdier er der foretaget 2 forskellige Udjevnings-

^6

•051 — • 008 •OO/ -- •051 • 007 •037

å 2 •0023 • 0016 •OOO6 •0013 • 0004 •0015

G •53 • 04 •O/ • 66 • 10 •47

(A). Kp ,2 . 66 •35 • 12

(B). VpA. 78 • 60 • 40

forsøg. Til det første af disse er benyttet Skem a (A),

(i)

<?O  =  7(C 'b H_C ’2 +  6 ’1  +  <9o  +  6’—1+ ö —2+ *2—3) ,

og Udjevningsform len
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(6) (7) (8)

F2 (<?/) = o i— 1 2 A 2  otF 1 0 2 A 4  ot,

so m  f in d e s n æ rm ere o m ta lt fo ran (S id e 8 7 ).

V i u n d e rsø g e r fø rst v e d H jæ lp a f d e h e rtil h ø ren d e V a ria tio n sfa k to re r , 

Vp,2, o m  d e n n e U d je v n in g  sk u ld e v æ re fo r s tæ rk . D e tte v ise r s ig a t v æ re  

T ilfæ ld e t fo r a2 o g bb, h v o r F e jle n e h e n h o ld sv is b liv e r + ‘0 0 0 7 o g +  -0 1 6 . 

D e n fø rs te V æ rd i e r g a n sk e b e ty d n in g slø s , m e n d e tte k a n ik k e s ig e s o m  

d e n a n d e n . G a n sk e v is t v iser d e t s ig se n e re , a t G e n n e m sn its fe jle n fo r d e n  

u d je v n e d e V æ rd i b liv e r o m tren t + -o 8 , o g v e d A n v e n d e lsen a f se lv e d e  

u d je v n e d e V æ rd ie r k a n m a n a ltsa a a llig e v e l ik k e tillæ g g e a n d en D e c im al 

n o g e n B e ty d n in g . M e n U sik k e rh ed e n m e d H e n sy n til F u n k tio n en s F o rm  

e lle r F e jle n fo r d e u d je v n e d e V æ rd ie rs D iffe re n se r b liv e r m in d re , o g d e r  

k a n d e t fa a B e ty d n in g , h v is v i h a r ta g e t fo r lid t H e n sy n til bb ■ P a a d e n  

a n d en S id e e r d o g k u n b*-.\{b-0')=2, o g E le m e n te t h ø re r d e rfo r til d e  

n o g e t u s ik re ; m a n sk a l d e rfo r ik k e læ g g e saa m e g e n  V æ g t p a a , a t d e r h e r  

k a s tes -0 1 6 fo r m e g et b o rt, so m  m a n  fo r E k se m p e l m a a tte , h v is d e t sa m m e  

v a r k a s te t b o rt a f a2, h v o r a\ \ X2{a2)= 1 0 0 . —  G a ar v i d a fo re lø b ig u d fra ,  

a t U d je v n in g en ik k e e r fo r s tæ rk , sk a l v i d e refte r se , o m  d e n m a a sk e e r  

fo r sv a g . K o n s ta n te n ax m a a v i lig e so m tid lig ere i lig n en d e T ilfæ ld e se  

b o rt fra , o g d e r b liv e r d a k u n tilb ag e b± o g a3. D isse E le m e n te r e r  

im id le rtid a lle n u m e risk sm a a , o g d e su d en  k a n v i ik k e g ø re U d jev n in g en  

s tæ rk e re p a a d isse P u n k te r, u d e n a t d e r ta g es e n d n u m in d re  H e n sy n til b 5 , 

e n d d e t a lle red e n u e r T ilfæ ld e t, o g d e tte k u n d e n e p p e fo rsv are s .

V i k a n d a a c c ep te re d e n fb res la a ed e U d je v n in g , d o g m e d d e t F o r ­

b e h o ld , a t d e n m a a sk e p a a e t e n k e lt P u n k t e r lid t fo r s tæ rk .

M e d  H e n sy n  til se lv e U d jev n in g sreg n in g en e r d e r k u n lid t a t b e m æ rk e .  

U d jev n in g en e r lig e so m  i d e t fo re g aa e n d e E k se m p el fo re ta g e t m e d se lv e  

d e g iv n e V æ rd ie r . lø v rig t h e n v ises til T a b e l 1 5 , h v o ra f m a n b la n d t a n d e t  

se r , h v o r m a n g e D e c im ale r d e r e r ta g e t m e d p a a d e fo rsk e llig e T rin a f  

R e g n in g e n . —  D a m a n h a r

(i)

7 °0 = ^ 3  +  6 ’2 + 01 + < 7 o  +  < 7-1  +  i5 ’-2  +  C ,-3  
Og

(1)

7  °1 14-61—2 >

h a r m a n o g sa a
(i) (i)

7 °i =7^0+^ — ^-3»

(1) (1)

h v ilk e t m a n k a n b ru g e e n te n til a t b e re g n e ox a f e lle r til K o n tro l. 

K o m b in e re r m a n d e 2 o v e n s taa e n d e L ig n in g er m e d

(i)

7 °-l —  6 ’2  +  < 7 1  +  < 9o 4 ~ < ?-1 + < ?—2~h0~4 > 

fa a r m a n "
(i)

7 A 2 < 90 —O^ — o3 —  tf_ 3+ ø _ 4  =  A 6 >3 —

(6) (7) (8)

v e d  H jæ lp a f d e tte  S k e m a d a n n e r m a n a f o le t 7 A 2 o o g h e ra f ig e n 4 9 Z \4 < 2 .
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Tabel 15.

BESTEMMELSER AF PERIODISKE VÆRDIER.

i 0
(3)

0
(4) 

0
(5) 

0
(6) 

0
(7)

— I2A2<7
(8)

I 02A4 0 o—F^, F^

1 — 15 ----13 --- 127 — • 1227 — • Il82 ----0252 ----OO// — 151 • 00 —131
2 • 10 --- IO ----O99 — •0971 — •0950 ----- OHO ----0052 — in • 21 — -098

3 — 10 ----O/ — •O/O — •O7O4 — •O/O/ •0041 ----OOIO — •068 — •03 — 069

4 •03 ----04 ----O4I — •0439 — •O468 • 0194 •0027 — 025 •06 — 041

5 — •07 --- OI --- OI4 — •OI87 — •0245 •0346 •OO69 • 017 — •09 — 010

6 — 23 •02 •Oli •OO36 •0050 •0495 •0131 •058 — .29 •026

7 — 10 •04 •033 •O2l6 •0102 • 0629 •OI89 • 092 —19 •067
8 • 14 •06 •049 •0337 •OI98 •0739 •0250 .119 • 02 • 107

9 •35 •08 •057 •0390 •0228 •0825 •0310 •136 • 21 • 140'
10 •18 •O8 • 056 •O36O •Ol82 • 0867 •0346 • 140 .04 • 157

11 •35 •O/ •044 •0237 •OO54 • 0864 •0358 • 128 • 22 •154
12 •09 •05 •023 •0020 — •0154 • 0811 •0365 • 102 — 01 • 127

13 • 09 •OI — 010 — •0289 — •O44O •0705 •0325 •059 •03 •079
14 •13 ----04 —053 — •O674 — •O794 •0554 •0269 •003 •13 •013

15 — .14 ----09 —103 — • I I2I — • 1202 •0369 •OI87 — 065 — 07 — 064

16 — 33 --- 15 —159 — • l6l I — •1645 •0154 •OO87 — 140 — •19 — 146

V — 32 ----22 — 214 •2120 — •2102 — 0070 ----0002 — 217 — 10 — 227
18 — 12 ----28 — 269 — •2617 — •2553 — 0296 --- CO92 — 294 •17 — 306

19 — •37 — 34 — 320 — •3083 — • 2976 — 0502 ----OI77 — • 366 • 00 — 377
20 — 32 — 38 — •366 — •3490 — •3352 — 0681 ----O235 — 427 • [ 1 — 440

21 — 52 — 42 — 401 — .3829 — •3665 — •0830 ----0283 — •478 — 04 — •489
22 — 65 — 45 — •429 — •4083 — •3901 —0939 ----0308 — 515 — 13 — 523
23 — 61 — 47 — 444 — •4244 — •4051 —1008 ----0302 — 536 — 07 — 540
24 — •63 — 47 — 451 — .4306 — •4III —1039 ----0308 — 546 — 08 — 539
25 — 64 — 47 — 447 — •4270 — •4078 — •1030 ----O287 — 540 — 10 — 524

26 — 39 — 45 — •433 — •4134 — •3953 — 0984 — •0258 — •520 •13 — 499
27 — .27 — •43 — •409 — •3910 — •3741 —0914 ----0229 — ■488 • 22 — .468
28 — •40 — •39 — 376 — •3599 — •3448 — 0809 — •0183 — 444 •04 — 432
29 — •32 — 35 — •334 — •3211 — •3083 — 0682 ----OI29 — 389 •07 — 391
30 — 35 — 30 — 287 — •2759 — •2659 —0538 ----OO85 — •328 — 02 — 341

3i — 37 — 24 — •233 — •2254 — •2186 — 0381 ----OOIO — •258 — 11 — 280

32 — •55 — • 18 — 176 — • 1716 — •1681 --- 0221 • 0050 — 185 — 36 — 205

33 — .29 — 12 — 116 — • 1161 — •1158 --- OO69 •0112 — 112 — •18 —121

34 •09 — 05 — •056 — •0604 — •0632 •0072 •0173 — 039 •13 — 034

35 •33 •01 •001 — •0063 — •0117 •OI85 •0206 •027 •30' • 048

36 • 26 •07 •054 •0450 •0377 •0271 •0221 •087 •17 .117

37 • 19 • 12 • 103 •0924 •0841 •0322 •0215 •138 •05 .168

38 •3i • 16 • 146 •1353 • 1272 •0338 •0175 •V9 •13 •201

39 •07 •19 • 183 •1739 • 1669 •0327 •0121 • 212 — •14 •219
40 •15 •22 •216 • 2090 •2034 •0298 •0050 •238 ----OQ •231



1 3 7

T a b e l 1 5  ( f o r t s a t ) .

L U F T T R Y K K E T S  A A R L I G E  P E R I O D E .

i 0
(3) 

0

(<) 

0

(5) 

0

(6)

0

(’)

—  I 2 Z \ 2 ( 7

(8)

o—F^ F^I O 2 Z \ 4 < 2

4 i • 2 7 • 2 5 • 2 4 4 • 2 4 1 3 . 2 3 7 2 • 0 2 6 2 - - - - O O 4 2 • 2 5 9 •  0 1 •  2 4 1

4 2 • 2 2 • 2 7 • 2 / 1 • 2 7 1 4 • 2 6 9 O • 0 2 3 1 - - - - 0 1 1 2 • 2 8 l —  0 6 • 2 5 6

4 3 • 2 5 • 3 0 • 3 0 0 • 3 0 0 6 • 2 9 9 3 • O 2 l 8 - - - - O l 6 2 • 3 0 5 —  0 6 •  2 8 0

4 4 • 2 5 • 3 2 ■ 3 2 9 • 3 2 9 1 • 3 2 8 3 • 0 2 2 8 - - - - O I 9 8 - S S ! —  0 8 • 3 1 1

4 5 • 4 3 • 3 5 • 3 5 7 • 3 5 7 7 • 3 5 6 1 • 0 2 / 8 - - - - O I 9 6 • 3 6 4 •  0 7 • 3 4 9

4 6 ■ 4 3 • 3 9 • 3 8 7 • 3 8 6 0 • 3 8 2 3 • O 3 6 O —  • O 1 6 3 • 4 0 2 • 0 3 • 3 9 2

4 7 • 3 5 ■ 4 2 •  4 1 6 • 4 1 2 3 • 4 C 6 l • O 4 6 5 - - - - 0 1 0 2 • 4 4 2 —  0 9 • 4 3 6

4 8 • 4 2 • 4 5 • 4 4 4 • 4 3 5 7 • 4 2 6 6 • 0 5 9 1 - - - - 0 0 0 2 ■ 4 8 6 —  0 7 • 4 8 0

4 9 • 6 2 • 4 8 • 4 6 9 • 4 5 4 7 • 4 4 2 2 • 0 7 2 2 • O O 9 8 • 5 2 4 • 1 0 • 5 2 2

5 0 • 5 4 • 5 0 ■ 4 8 4 •  4 6 7 4 • 4 5 1 5 • O 8 4 2 • O I 8 7 • 5 5 4 —  0 1 • 5 5 7

5 1 • 5 0 • 5 2 • 4 9 3 • 4 7 2 1 • 4 5 3 4 • 0 9 3 6 • 0 2 7 9 • 5 7 5 —  • 0 8 • 5 8 2

5 2 • 6 4 • 5 2 • 4 9 0 • 4 6 7 1 • 4 4 6 7 • O 9 8 7 • 0 3 3 7 • 5 7 9 ■ 0 6 • 5 9 4

5 3 • 5 5 • 5 0 • 4 / 6 •  4 5 1 4 • 4 3 0 8 • O 9 8 9 • 0 3 7 1 • 5 6 7 —  0 2 • 5 8 6

5 4 • 6 7 . 4 8 • 4 4 9 • 4 2 5 3 • 4 0 5 5 • 0 9 3 9 • 0 3 6 4 • 5 3 6 • i 3 . 5 5 8

5 5 • 6 5 ■ 4 3 • 4 0 9 • 3 8 8 7 • 3 7 1 4 • O 8 3 7 • 0 3 1 9 •  4 8 7 • 1 6 • 5 0 6

5 6 • 4 9 • 3 8 . • 3 5 9 • 3 4 3 4 • 3 2 9 4 • O 6 8 9 • 0 2 5 6 • 4 2 4 ■ 0 7 • 4 3 5

5 7 • 3 9 • 3 i • 3 0 1 •  2 9 0 7 •  2 8 1 0 • 0 5 0 4 • O 1 6 9 • 3 4 3 • 0 4 • 3 4 9

5 8 • 1 5 • 2 4 • 2 3 7 • 2 3 3 1 • 2 2 8 1 • 0 2 9 8 ■ O O 7 7 • 2 6 6 — 1 2 • 2 5 6

5 9 • 1 1 • 1 7 • 1 7 3 • 1 7 3 1 • 1 7 2 6 • O 0 8 7 - - - - O O I O • 1 8 0 —  0 7 • 1 6 4

6 0 —  • 0 3 • 1 0 • 1 0 7 • 1 1 2 9 • 1 1 6 3 - - - - 0 1 2 2 - - - - O O 9 8 • 0 9 5 —  1 3 • 0 7 8

6 1 —  0 7 • 0 3 • 0 4 6 • 0 5 4 6 •  0 6 1 8 —  • 0 3 1 0 - - - - O 1 6 4 • 0 1 4 —  - 0 8 • 0 0 3

6 2 •  0 4 —  0 2 —  0 1 1 •  0 0 0 3 • 0 1 0 3 — - 0 4 7 7 - - - - 0 2 0 4 —  • 0 5 8 • 1 0 —  0 6 2

6 3 —  • i 5 —  0 8 —  • 0 6 3 —  • 0 4 9 1 — - 0 3 6 8 —  0 6 1 6 - - - - 0 2 4 8 —  • 1 2 3 —  ■ 0 3 —  • 1 1 6

6 4 —  • 2 5 —  1 2 —  1 0 7 — - 0 9 2 0 —  0 7 8 1 —  0 7 2 0 - - - - 0 2 5 0 —  • V S - • 0 7 — 1 6 4

6 5 —  • 0 4 —  1 6 —  1 4 3 — 1 2 8 0 —  1 1 2 9 —  0 7 9 0 - - - - 0 2 5 6 —  2 1 8 • 1 8 —  • 2 0 7

6 6 —  1 4 —  • 1 9 —  • 1 7 3 —  • 1 5 6 3 —  1 4 0 6 —  ■ 0 8 3 3 —  • 0 2 5 6 —  2 5 0 • 1 1 —  • 2 4 3

6 7 —  2 5 —  2 1 —  • 1 9 3 —  • 1 7 6 4 — 1 6 0 8 —  • 0 8 3 8 —  • 0 2 3 5 —  • 2 6 8 • 0 2 —  2 7 1

6 8 —  • 3 7 —  • 2 2 —  2 0 6 —  • 1 8 8 7 —  • 1 7 3 5 —  0 8 2 1 - - - - 0 2 1 4 —  • 2 7 7 —  0 9 —  • 2 8 6

6 9 —  4 7 —  2 3 —  • 2 0 9 —  1 9 3 4 —  1 7 8 9 —  0 7 7 7 - - - - 0 2 0 4 —  2 7 7 —  1 9 —  • 2 8 7

7 0 —  4 0 —  2 2 —  2 0 4 —  1 9 0 6 — 1 7 7 4 —  0 7 0 5 - - - - O I 6 7 —  • 2 6 5 —  : T 3 —  2 7 2

7 i —  1 6 —  2 1 — 1 9 3 —  1 8 1 1 —  1 6 9 8 —  0 6 1 6 —  • 0 1 5 2 —  2 4 7 • 0 9 —  2 4 4

7 2 —  i / —  • 1 8 —  1 7 6 —  • 1 6 5 9 —  • 1 5 6 7 —  0 5 0 9 - - - - 0 1 2 9 —  2 2 1 • 0 5 —  2 0 8

7 3 — 1 2 — 1 6 —  1 5 3 —  1 4 6 0 —  • 1 3 9 1 —  0 3 8 4 - - - - O O 9 8 - • 1 8 7 • 0 7 — 1 6 9

S u m —  0 3 —  0 5 —  • 0 5 1 —  0 5 0 8 —  • 0 5 1 2 —  0 0 0 4 • 0 0 0 4 —  • 0 5 4 •  0 6 —  0 3 5

A n g a a e n d e  F e j l e n  p a a  d e n  u d j e v n e d e  V æ r d i b e m æ r k e s  d e t f ø r s t , a t  

d e t i 6  G r u p p e r  d e l t e  M a t e r i a l e  g i v e r  i G e n n e m s n i t Å 2 ( < 9 ) = - 0 2 1 4 . A f  D i f f e ­

r e n s e r n e  o—F^o} f a a r  v i d e r n æ s t
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— ^2)2)=-°i55>

og vi skulde derefter for den udjevnede Værdi have i Gennemsnit

]/å2(/?2) = + -O77.

Imidlertid maa det erindres, at denne Udjevning maaske er lidt for stærk, 

og hvis dette er Tilfældet, vil den virkelige Gennemsnitsfejl være noget 

større end den fundne.

Vi skal herefter ganske kort omtale den anden Udjevning af de samme 

lagttagelsesværdier; hertil er benyttet Skema (B),

(1)
^0 — i(6’2H-^14-<?o + 6'-l+6'-2)>

og Udjevningsformlen

, . <7) 
== o i — 6A2 o i,

hvortil svarer de anførte Variationsfaktorer VpA. Denne Udjevning kan 

praktisk talt ikke siges at være for stærk, thi ganske vist har man G > Vp, i 

for a2, a?i og , men det, som herefter kastes for meget bort, er overalt 

kun nogle ganske faa Enheder af tredie Decimal. løvrigt bliver Forskellen 

mellem de to Resultater ikke stor, hvilket dels ses af Tabel 15 og dels af 

Fig. 26, hvor den sidste Udjevning er gengivet ved en punkteret Kurve og 

den første Udjevning ved en fuldt optrukket Kurve.

Da den sidste Udjevning ikke kan betragtes som værende for stærk, 

kan vi her med større Tryghed end før beregne Gennemsnitsfejlen for den 

udjevnede Værdi. Vi faar først

—^1)2)=-OI37, 

og dette giver

yy7T)==+ .088.

Fejlen er herefter noget større end den skulde være ifølge den første Bereg­

ning, men iøvrigt er Forskellen mellem de to Resultater heller ikke i denne 

Henseende paafaldende stor.
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§ 23.

Temperaturens aarlige Periode.

Det Materiale, der skal benyttes som et Eksempel paa Bestemmelsen 
af. Temperaturens aarlige Periode, er ikke omtalt tidligere. Iagttagelserne 
omfatter kun 36 Aar, fra 1875 til 1910, men i Modsætning til den tidligere 
omtalte lagttagelsesrækkc paa 124 Aar er dette Materiale homogent; i alt 
Fald er Iagttagelserne foretaget paa de samme Tider og paa samme Sted, 
nemlig Meteorologisk Institut i København.

Grundlaget for de Værdier, der skal udjevnes, dannes af Middeltallene 
af Temperaturerne for Klokken 8 Formiddag, 2 Eftermiddag og 9 Aften. 
Disse Middeltal kan kun betragtes som nogenlunde gode Repræsentanter 
for Døgnets Middeltemperatur, og vil man bestemme selve Middeltempera­
turens aarlige Periode paa dette Grundlag, maa man tilføje en ad anden Vej 
fundet mindre Korrektion. I nærværende Tilfælde er Opgaven imidlertid 
at danne en Tabel, hvoraf man kan se, hvormeget Gennemsnitstemperaturen 
for et vist Døgn afviger fra det normale, og hertil kan man ret godt be­
nytte de nævnte Middeltal. — Til Brug for Udjevningen danner vi ligesom 
i det foregaaende Eksempel Normalpladser for Femdøgn; disse Værdier er 
opført i Tabel 17 (Side 142).

Af særlige Grunde, som ikke skal omtales nærmere, er der ved denne 
Opgave stillet den bestemte Fordring, at Udjevningen ikke maa være for 
stærk.

Til Beregningen af Faktorgrænserne er Materialet inddelt i 6 Grupper, 
som altsa a hver indeholder 6 Aars Iagttagelser, og ligesom i det foregaaende 
Eksempel er der alene til Brug for denne Beregning dannet 24 Normal­
pladser; i dette Tilfælde bestaar den fjortende Normalplads, som findes ved 
Maximet, af 20 Døgn, medens de andre hver indeholder 15 Døgn. Resul­
tatet af Beregningerne findes i

^2

•617 -439
Å2 -OO2I -0152

G -994 -927
Vp,, -998

Tabel

a3

— •053
•0061

•3i
• (

16.

^3

■ 193
•OIO8

•78

)8

“1

• 024 ----012

• OO3 5 ■OO6O

• 14 -02

•92

#6

— •053 —-OÖ3
X2 -0041 -0031

G -41 ■56

2 -58

— •Ol6

• I

^8

•024

8
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D er k an n æ p p e v æ re T v iv l o m , a t m an i d e tte T ilfæ ld e b ø r an v en d e  

U d jev n in g ssk em a (B ). A f T ab el 5 (S id e 8 9 ) se r m an , a t d er af H en sy n  

til E lem en tet a3 , d er h ar F ak to rg ræ n sen G= -9 9 4 , m aa tag es 2 K o rrek tio n s ­

led m ed . T ag er v i en d v id ere v = 6 , se r m an af T ab el 1 6 , h v o r d e til v = 6  

o g 7 = 2 sv aren d e V aria tio n sfak to re r er o p fø rt, a t U d jev n in g en ik k e b liv er 

fo r stæ rk , saaledes so m  d e t er fo rd ret. M en d er k u n d e stilles d e t S p ø rg s-  

m aal, o m  d en m aask e v ar u n ø d v en d ig sv ag . F ak to rg ræ n sern e til L ed d en e  

Z 3 o g v ise r, a t v i k un de an v en d e en U d jev n in g , d er v ar b e ty d e lig  

stæ rkere en d d en fo reslaaed e , u d en a t d en b lev fo r stæ rk fo r d isse L ed s  

V ed k o m m en d e. D et k o m m er d a til a t d re je sig o m , h v o r m eg en  B ety d n ing  

v i sk a l tillæ g g e  E lem en te t b^ —— 0 6 3 m ed  G= • 5 6 . D erso m  v i u d en  v id ere  

v ild e fø lg e d e o p stilled e R eg ler, sk u ld e b6 b e trag tes so m  e t lille E lem en t, 

o g v i sk u ld e d a h av e L o v til ev en tu e lt a t k aste d e t h e lt b o rt. M en d e t 

m aa erin d res , a t d a v i o p stilled e d en n æ v n te R eg el, h av d e v i k u n so m  

R ettesn o r, a t R esu lta tet ik k e m aatte b liv e rin g ere en d d e t, so m  m in d ste  

K v ad ra ters M eto de v ild e g iv e , m ed en s d er i n æ rv æ ren d e T ilfæ ld e er o p ­

stille t d en F o rd rin g , a t v i sk a l v æ re p aa d en sik re S id e m ed H en sy n til 

ik k e a t u d jev n e fo r stæ rk t. D esu d en er v i n æ r v ed G ræ n sen m ellem  d e  

sm aa o g d e sto re E lem en ter, o g v i h ar b\ : Å 2 (^6)=  1 .3 .

D et k an m aask e . v æ re o s til n o g en S tø tte a t u n d ersø g e, h v ilk e  V æ rd ier  

h ar i d en o m ta lte lag ttag e lsesræ k k e p aa 1 2 4 A ar. In d d e le r v i d e tte  

M ateria le i n ed en staaend e 4 G ru pp er, g iv er

3 4  A ar  fra  R u n d etaarn ...................................................... ^ 6  =  — 1 5 3 ,

4 3  —  ' g am m el b o tan isk H av e ............................... b^=—2 6 7 ,

2 5  —  - (1 8 6 1  — 1 8 8 5 ) fra L an d b o h ø jsk o len ............ Æ 6  = —  0 2 9 ,

2 3 — - (1 8 8 6— 1 9 0 7 ) - —  ..........  b^—oty.

H er er g an sk e v ist m eg en V ak len , m en d e t er d o g ø jen sy n lig t, a t b§ ik k e  

k an h en reg n es til d e ren e » F ejlelem en ter« .

D a v i ifø lg e d e an fø rte G ru n d e m aa tag e H en sy n til E lem ente t b§, k an  

d e t ik k e an tag es, a t d en fo reslaaed e U d jev n in g er u n ø d v en d ig sv ag , o g  

v i b en y tte r a ltsaa d en til S k em a (B ) o g til v = 6 og q = 2 sv aren d e F o rm el, 

n em lig (se S id e 8 9 )

(6) (7) (8)

7 ?2 (6 > i)=  Oi — 6 A 2 ot + 2 5 .8  A 4 ot.

S elv e U d jev n in g en er fo re tag e t m ed fø rs te D iffe ren s, h v ilk et i d e tte  

T ilfæ ld e g iv er en sto r L ette lse , id e t en v æ sen tlig D el af R eg n in g en d erv ed  

b liv er to c ifre t. V æ rd iern e o er g iv e t m ed to D ecim aler, o g d e tte A n ta l er  
(* )

b eh o ld t in d til A ø , h v o r tred ie D ecim al er tag e t m ed ; af H en sy n til d en  

S u m m atio n , so m sk a l fo re tag es, er y d erlig ere d en fje rd e D ecim al tag e t 
(6)

m ed i A  o.
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Tabel 17.

BESTEMMELSER AF PERIODISKE VÆRDIER.

i 0 ^2(^0)
(6)

A 0
(6) (6)

0[ —

(6) (?) (8)

25.8ZV 6> 0—F%

i • 20 • 19 — .1924 • 0000 •757 — •245 ----CO9 •503 — •303
2 •44 •25 — •1506 — •1924 •564 ----242 ----OIO •312 • 128

3 — 19 •30 — 1106 — •3430 •414 ----234 ----CO4 • 176 — •366

4 • 21 — 0736 —4536 •303 ----224 •OI I •O9O • 080

5 —12 •28 — 0396 — •5272 • 229 ----21/ •026 •O38 — .158

6 •53 •23 — •0056 —.5668 • 190 ----2l6 •032 •006 •524

7 • 40 •B • 0300 — 5724 • 184 ----227 ■033 ----OIO • 410

8 — •04 .07 • 0698 — 5424 • 214 ----248 •026 — 008 — -032

9 — 68 • 09 •1156 — •4726 • 284 ----276 •009 • 017 — •697

10 •05 •15 • 1674 — 3570 •400 ----307 ----009 •084 — 034

11 •49 • 22 • 2248 —1896 • 567 ----336 ----023 • 208 • 282

12 •53 •15 • 2864 •0352 •792 — 358 ----O36 •398 • 132

13 •53 •23 •3500 •3216 1.078 — 368 ----041 • 669 — 139

14 1.12 •13 •4134 •6716 1.428 — •370 ----039 1.019 • 101

15 1.14 •25 ■4748 1.0850 1.842 — 359 ----033 I-45O — •310

16 2.07 •27 •5324 1-5598 2.316 — •340 ----024 1-952 • 118

V 2.26 •35 •5852 2.0922 2.849 — 316 ----012 2.521 — 261

18 3-35 • 04 •6330 2-6774 3-434 — •288 ----OO4 3-i42 •208

19 3-89 • 02 •6760 3-3104 4.067 — 262 ----002 3-803 •087

20 4.90 • 08 •7150 3.9864 4743 — •236 ----OO4 4-503 •397

21 5-07 •05 •7506 47014 5-458 — •212 — •013 5-233 — •163

22 5.86 •03 • 7826 54520 6.209 — •186 ----026 5-997 — 137

23 6.76 • 11 •8102 6.2346 6.991 — •154 — •037 6.800 — 040

24 7.60 • 10 •8312 7.0448 7.801 — 112 ----O42 7.647 — •047

25 8-54 •13 • 8432 7.8760 8.633 — •056 ----O4O 8-537 •003

26 9-45 •i5 • 8432 8.7192 9.476 • 011 —-O27 9.460 ----OIO

27 10.52 • 10 •8294 9.5624 10.319 •086 ----OO6 10.399 • 121

28 11.14 • 09 •8010 10.3918 11.148 • 166 •Ol8 11.332 — 192

29 12.04 • 09 •7590 11.1928 11.949 •239 •039 12.227 — •187

30 13.10 • 07 •7054 11.9518 12.708 •301 •O56 13-065 •035

3i 14.42 • 10 •6440 12.6572 13414 •348 •O6O 13.822 •598

32 14.71 • 10 •5782 13.3012 14.058 •378 •054 14.490 • 220

33 14 97 •21 •5108 13-8794 14.636 •392 •04I 15.069 — •099

34 15-27 • 24 •4440 14-3902 15-147 •396 •024 I5-567 — 297

35 i5-65 • 06 •3784 14.8342 15-591 •396 ■008 15-995 — 345

36 16.64 •03 •3136 15.2126 15.969 •395 ----002 16.362 ■278

37 16.90 •07 • 2482 15.5262 16.283 •397 ----003 16.677 •223

38 16.60 •13 • 1816 157744 16.531 • 402 ----002 16.931 — •331

39 17.18 •13 •1134 15.9560 16.713 • 408 •006 17.127 •053

40 17-34 • 09 • 0438 16.0694 16.826 •412 •012 17-250 •090
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Tabel 17 (fortsat).

TEMPERATURENS AARLIGE PERIODE.

i 0 x2(*)
(6)

A 0
(6) (6)

Ol — (\

(6) 

0

(?)

—6A2 0
(8)

25.8A4 0 o—F^

4i 17-19 ■09 — 0262 l6.1 132 l6 S/O •413 •018 17-301 — ni

42 17.62 • 26 — 0952 16.O87O 16.844 •408 •019 17.271 •349

43 17.08 •02 — 1622 15 9918 16.748 •398 • 017 17.163 — 083

44 16.78 •05 — 2266 I5.8296 16.586 •384 • 012 16.982 — 202

45 16.65 • 12 — 2878 15.6030 16.36O • 366 • 008 16.734 — •084

46 16.52 •15 — 3458 I5-3I52 l6.O72 •348 • 004 16.424 • 096

47 16.24 • 11 — 4006 I4.9694 I5.726 •329 • 002 16.057 •183

48 15.44 •05 — 4522 I4.5688 15.325 .310 •002 15-637 — 197

49 14.98 •03 — 5006 14.1166 I4-873 • 290 • 004 15.167 — 187

50 14.80 •05 — •5456 13.6160 M-373 • 270 • 006 14.649 • 151

5i 14.16 • 10 — 5874 13-0704 13.827 •250 • 010 14.087 •073

52 13.66 •15 — 6256 12.4830 13-240 • 226 •013 13479 • 181

53 12.58 •03 — 6598 11-8574 12.614 •199 • 019 12.832 — -252

54 11.65 •07 — 6888 11.1976 n-954 • 168 • 017 12.139 — •489

55 11.86 •06 — •7118 10.5088 11.265 • 132 • 017 11.414 •446

5<5 10.73 .07 — 7276 9-7970 10.554 •090 •009 10.653 •077

57 10.36 .09 — 7354 9.0694 9.826 •047 • 004 9.877 •483

58 9.00 • 10 — 7350 8-3340 9.091 • 001 — -005 9.087 — •087

59 7.70 • 21 — 7274 7-5990 8.356 — 041 — •007 8.308 — .608

60 7-34 .14 — 7J3O 6.8716 7.628 — 082 — 012 7-534 — •194

6i 6.90 • 20 — •6934 6.1586 6.915 — • 118 — 011 6.786 — • 1 14

62 6.22 • 22 — 6676 5.4652 6.222 — •152 — 017 6.053 • 167

63 5-63 • 11 — 6366 47976 5-554 —184 — 019 5-351 •279
64 472 • 10 — 6004 4.1610 4.918 — 212 — 026 4.680 ■040

65 3 91 •t-5 — •5600 3.5606 4-3I7 — 234 — •030 4-053 — 143

66 3-29 • 02 — 5160 3.0006 3757 — 248 — •031 3-478 — .188

67 3-04 • 16 — 4724 2.4846 3.241 — 253 — 024 2.964 • 076

68 2.03 •23 -.4300 2.0122 2.769 — •250 — 013 2.506 — •476

69 2.10 •25 — 3898 1.5822 2.339 — 242 — 003 2.094 •006

70 2.11 •25 — 3516 1.1924 1-949 — •236 •007 1.720 •390

7i 1.77 •13 — 3142 •8408 1-597 — •235 • 009 i-37i •399
72 1.14 •30 — 2754 • 5266 1.283 — •236 •003 1-050 •090

73 •5i • 42 — 2342 •2512 1.008 — 241 — 006 • 761 — •251

Sum 586.51 10.21 • 0170 531.2826 586.516 •003 •003 586.522 — 012

Ved Bestemmelsen af Summationskonstanten træffer vi for første Gang 

paa det Tilfælde, at Summen af de givne Værdier ikke er Nul. Ifølge 

Tabel 17 har vi
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(6)

^  =  (5 8 6 .5 1  —  5 3 1 .2 8 ): 7 3  = -7565.

(6) (6) (6)

E fte r a t e r la g t til  e r d e n f je rd e D e c im a l k a s te t b o rt, o g

R e ste n a f d e n  D e l a f R e g n in g e n , so m  h a r sæ rlig In te resse fo r o s , e r u d fø rt 

m e d 3 D e c im a le r . D e n u d je v n e d e K u rv e o g d e fo re lag te  V æ rd ie r e r fre m ­

s tille t i F ig . 2 7 .

V i sk a l d e re fte r g a a o v e r til B e re g n in g e n a f M id d e lfe jle n fo r d e n u d ­

je v n ed e V æ rd i. T ag e r v i h e le A a re t u n d e r e e t, h a r v i S Å 2 (< ? )= : 1 0 .2 1 o g  

X  ((< 2—  F^—^.06 ; v i fa a r a ltsa a

Å 2(^ )  =  7¥ (1 0 -2 1  —  5 0 6 )=  -0 7 0 6 ,

h v o re fte r M id d e lfe jle n b liv e r +  ’2 7 - D e r e r im id le rtid e n te m m e lig s to r  

V a ria tio n i Å 2 (ø ) i A a re ts L ø b , o g in d d e le r v i A a re t fo r E k se m p el i d e  

sæ d v a n lig e m e teo ro lo g isk e  A a rs tid e r , v ise r d e r s ig o g saa e n n o g e n lu n d e til­

sv a ren d e G a n g i Å 2 (^ 2 )- V i fa ar n e m lig i G e n n e m sn it

V in te r F o ra ar S o m m e r E fte ra a r

M ") • 2 1 4 • 1 2 7 • 1 0 7 •II3

) 2  • IO 6 •0 3 1 •0 6 2 •0 7 9

± •3 3 ± '3 I ±  -2 1 +  - l8  .

D iffe ren sern e 0 — F} u d v ise r 3 5  F o rte g n sp erm a n en se r o g  3 8  V a ria tio n e r .

D e tte ty d e r p a a , a t U d je v n in g en e r fo r sv a g , th i n a a r d e r i d e e n k elte  A a r

k a n fo rek o m m e p o s itiv e e lle r n e g a tiv e A fv ig e lse r , so m s træ k k e r s ig o v e r  

f le re M a an e d e r, m a a m a n a n ta g e , a t d e r o g sa a i d e  M id d e lta l, so m  b e n y tte s  

til U d je v n in g e n , f in d e s e n v is O v e rv æ g t a f sa a d a n n e A fv ig e lse r, o m  e n d a f  

m in d re U d stræ k n in g . D e tte s tem m e r o g sa a p a a e n v is M a a d e m e d , a t v i 

b e s træ b te o s fo r , a t U d je v n in g e n ik k e sk u ld e b liv e fo r s tæ rk , th i i sa a T il  

fæ ld e v il m a n n e p p e u n d g a a a t u d j  e v n e fo r sv a g t.
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AFSLUTNING.

§ 24-

Direkte anvendelige Formler.

Saafremt man ikke kan nøjes med at gentage Udjevningen efter det 

benyttede Skema nogle faa Gange, bliver den anvendte Fremgangsmaade 

besværlig, og vi skal derfor opstille nogle direkte anvendelige Formler, som 

for de fleste Opgavers Vedkommende er lettere at anvende. Der tages 

særlig Sigte paa at fremstille Formler for de hyppigst behandlede Opgaver, 

nemlig Udjevning af Temperaturens daglige og aarlige Perioder.

Vi gaar her ud fra, at en foreliggende Opgave er ført saa vidt, at man 

ved Hjælp af de beregnede Faktorgrænser kan bestemme, hvorledes man 

ønsker, at den søgte Udjevningsformels Variationsfaktorer skal forløbe. Det 

kommer da blot an paa, om den Formel, man opstiller, i denne Henseende 

er efter Ønske, og om den er forholdsvis nem at anvende, medens det er 

ligegyldigt, efter hvilke Principer den er udledet.

De direkte anvendelige mekaniske Formler skal have Formen

(i)
#0 — 1)4“^2(^2 “I-6’—2)+....................+ 4“ O—m) >

men vi kan ligesom tidligere gaa ud fra Formen

(i)

ö 0 = tf0+£2A4 ø0+...........+^mA2nl<?0

og derefter beregne Faktorerne a ved Hjælp af Faktorerne k. Det be- 

bemærkes, at vi her altid har ^0=i, ^et vi som Udgangspunkt tager Op­

stilling af en Formel, der svarer til Udjevning efter en hel algebraisk 

Funktion.

Vi beskæftiger os først med saadanne Formler, som kan finde An­

vendelse ved Temperaturens daglige Periode, naar der foreligger Iagttagelser 

for hver Time. I § 20 anvendtes dels den til Skema (D) svarende Udjev­

ning ^(<2), hvorved der bortkastedes Led med ottende Differens, og dels 

den til Skema (C) svarende Udjevning F^o), hvorved der bortkastedes Led 

med tiende Differens ; disse Udjevninger er derfor i Virkeligheden foretaget
10



1 4 6 A F S L U T N IN G .

e f te r F u n k tio n e r a f h e n h o ld s v is s y v e n d e o g  n ie n d e G ra d . D e r fo re k o m m e r  

im id le rt id v e d T e m p e ra tu re n s d a g lig e P e r io d e fo ru d e n v e d a n d re O p g a v e r  

T ilfæ ld e , h v o r m a n k a n b e n y tte s im p le re F u n k tio n e r , o g v i v il d e r fo r b e ­

g y n d e m e d  a t o p s til le e t S æ t F e m te g ra d s fo rm le r .

F o r e n F e m te g ra d s fo rm e l m a a m a n h a v e kv—k2—o, o g d e n m in d s te  

V æ rd i, s o m  m k a n h a v e , e r a ltsa a 3 . D e s im p le s te a f d is s e F o rm le r o m ­

fa t te r a lts a a 7 V æ rd ie r , o g  d e k a n s k r iv e s

(1 )
ot = Oi-\-k^Q Oi .

(1 )

B e s te m m e r m a n  k s a a le d e s , a t ot fa a r d e n  m in d s t m u lig e  M id d e lfe jl , id e t d e  

7 V æ rd ie r fo ru d sæ tte s a t v æ re f r ie o g  l ig e g o d e , fa a r m a n  D e

t i l d e n n e V æ rd i s v a re n d e V a r ia tio n s  fa k to re r ,

K p =  1  4 ,

f in d e s o p fø r t i T a b e l 1 8 , o g  e n d v id e re e r d e  f re m s til le t p a a s æ d v a n lig  M a a d e  

s o m  e n k o n tin u e r t F u n k tio n a f / ( fo r 7 2  =  2 4 ) i F ig . 2 8 . K u rv e n s k æ re r  

A b s c is s e a x e n  i /= 9 .5 O $ , o g  d e n  t i ls v a re n d e  V æ rd i a f c e r l ig  m e d  — 3 .5 8 8 2 .  

T a b e lle n  e lle r F ig u re n  s ig e r o s , a t d e n  t i ls v a re n d e  F o rm e l ik k e  h ø re r t i l d e m ,  

s o m  v i k a n  ø n s k e a t b e n y tte , th i h e r ta g e r v i n æ s te n 4 0 %  m e d a f d e n  

t r ig o n o m e tr is k e R æ k k e s s id s te L e d  (m e d m o d sa t  F o r te g n ) , o g  d e b e re g n e d e  

V æ rd ie r v il d e r fo r i A lm in d e lig h e d  ik k e b liv e je v n e . V e d d e t id l ig e re o p ­

s t i l le d e F o rm le r o p n a a e d e v i J e v n h e d v e d a t g e n ta g e R e g n in g e n e t v fø t  

A n ta l G a n g e , D e rv e d b o r ts k a r v i d e s id s te L e d a f d e n t r ig o n o m e tr is k e  

R æ k k e ; m e d  H e n s y n t i l V a r ia tio n s fa k to re rn e , b e tra g te t s o m  e n k o n tin u e r t  

F u n k tio n  a f  p, b e tø d  d e n n e R e g n in g , a t K u rv e n f ik e t v is t A n ta l s a m m e n ­

fa ld e n d e P u n k te r fæ lle s m e d A b s c is s e a x e n . N u g a a r v i d e n m o d s a tte V e j,  

id e t v i fø rs t s ø rg e r fo r a t g iv e V a r ia tio n s fa k to re rn e s K u rv e  R ø r in g a f h ø je s t  

m u lig  O rd e n  m e d  A b s c is se a x e n , o g  d e re f te r b e re g n e r v i U d je v n in g s fo rm le n s

- K o e ffic ie n te r .

N a a r m a n v il f re m s ti l le e t S æ t a f F o rm le r t i l a lm in d e lig A n v e n d e lse ,  

e r d e t n a tu r l ig t a t ta g e t i l R ø r in g s p u n k t d e t P u n k t, d e r e r S k æ r in g s p u n k t  

v e d  d e n  s im p le s t m u lig e F e m te g ra d sfo rm e l, b e re g n e t v e d  H jæ lp a f m in d s te  

M id d e lfe jls P r in c ip . Im id le rt id  k a n d e t tæ n k e s , a t d e r v il fo re k o m m e O p ­

g a v e r , h v o r e t a n d e t V a lg a f R ø r in g s p u n k te t v ild e v æ re m e re fo rd e la g tig t ,  

o g v i g iv e r d e r fo r fo re lø b ig v o re F o rm le r e n  a lm in d e lig F o rm , s a a le d e s a t  

R ø r in g s p u n k te t b liv e r v ilk a a r l ig t . V i u d try k k e r d e r fo r a lle K o e ffic ie n te rn e  

k v e d  H jæ lp a f e n e n k e lt o g  v ilk a a r l ig V æ rd i a f cp\ d e n n e  V æ r 'd i b e te g n e s  

i d e t fø lg e n d e m e d C.

T il d e n  a lm in d e lig e F e m te g ra d s fo rm e l m e d 2 m + i V æ rd ie r ,

( i)
O i = ^ + ^ 3 A 6 ^ + ^ A 8  ^ 4 - . . . . . . . . . . . .-Ykm^mOi ,

s v a re r V a r ia tio n s fa k to re rn e , b e tra g te t s o m  k o n tin u e r te  F u n k tio n e r a f c,
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id e t v i h a r

V— 1 +&p3-i-£ic*+..........

c— — 4  s in 2

V i s æ tte r n u

pTt

n

V=~V=^^~9 V-- 
dp dp^

dm~3 

dpm~3
K=o,

o g v i h a r a l ts a a d e t t i ls t ræ k k e lig e A n ta l L ig n in g e r t i l a t b e s te m m e d e  

m— 2  V æ rd ie r a f k s o m  a fh æ n g ig e a f e n v is V æ rd i a f  c. D e n n e B e s te m ­

m e ls e e r le t a t fo re ta g e , th i d e a f le d e d e  F u n k tio n e r a f c m e d  H e n sy n  t i l p 

b liv e r ik k e N u l fo r V æ rd ie r a f  p m e lle m  N u l o g o g v i k a n d e r fo r i 

S te d e t fo r d e o v e n s ta a e n d e L ig n in g e r b e n y tte L ig n in g e rn e

d z Z 2
V= -- — V =

dc d<?

dm~3 TZ 
-7 — -^  J^ — o.
dcm3

M a n  f a a r d a

Vp=t-

V — r

1 3

C^p '

4 c * 4 - 3

C3 p +  (7 4 cp .

1 0 , 1 5 6
---  r5
C3 p

-1- - - - —
' O

z *4 _ _ _ _ _ r 5('P •

m—6. K P= I -
20 3 

C3°p
+  4 1 . 3 6 = . , IO „

eP £ 5  CP + £6 CP •

m = p Vp=i- 3 1

C3 p O
, 7 0

c p P' C6 p C1 p

V i k a n  n u  v æ lg e R ø r in g s p u n k te t e l le r d e n  d e r t i l s v a re n d e V æ rd i a f C 

o g  d e re f te r b e re g n e V a ria t io n s fa k to re r i p a s s e n d e O m fa n g  t i l d e fo r s k e l l ig e  

F o rm le r . V æ lg e r v i d e n o v e n fo r fu n d n e V æ rd i , n e m lig C— — 3 .5 8 8 2 x ) , 

f a a r v i s a a le d e s n e d e n s ta a e n d e T a b e l .

T a b e l 1 8 .

V a r ia t io n s fa k to re r t i l F e m te g ra d s fo rm le r .

C—-— 3 .5 8 8 2 . ^  —  2 4 .

p= 1 2 3 4 5 6 8 IO 1 2

m — • 9 9 9 9 9 • 9 9 9 6 • 9 9 6 • 9 7 8 • 9 3 0 • 8 2 7 • 4 1 6 - - - - 1 3 O - - - - - 3 8 5

w — 4 . • 9 9 9 9 7 .9 9 8 4 • 9 8 8 • 9 3 2 • 8 0 5 • 5 9 7 • 1 2 8 • O IO O 9 2

• 9 9 9 9 3 • 9 9 6 2 • 9 6 6 • 8 6 4 • 6 6 0 • 3 9 3 • 0 3 4 —  • O O I - - - - O l8

m=6. • 9 9 9 8 7 • 9 9 3 0 • 9 4 1 • 7 8 3 • 5 1 7 • 2 4 3 •  0 0 8 • O O O 0 0 3

m=p. • 9 9 9 7 7 • 9 8 8 4 • 9 0 9 • 6 9 5 • 3 9 2 • 1 4 4 • 0 0 2 - - - - O O O - - - - - O O I

J ) V i f a a r lo g  (—  C ) = • 5 5 4 8 8 0 7 , m e d e n s d e r v e d  B e re g n in g e n a f T a b e l 1 8 e r b e n y tte t d e n

a f ru n d e d e  V æ rd i • 5 5 4 8 8 0 0 .

1 0 *
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•5

•4

•3

•2

•1

2  3  4  5  6

F ig . 28 .

A f denne T abel eller af F ig . 28 ser vi, at det heller ikke vil væ re  

held ig t at benytte den F orm el, der svarer til m = 4, idet denne endnu tager 

9 %  m ed af det sidste  L ed. D erim od vil de P orm ler, der svarer til og  

/^= 6 , sikkert kunne finde A nvendelse, m edens det er noget tv iv lsom t, om  

der bliver B rug fo r F orm len , der svarer til w = 7> idet der her alleiede  

bortkastes over 1 % af L eddet Z 2 og 9  %  -^3  •
V i skal derefter om tale O m form ningen af F orm lerne til B rug ved U d- 

jevn ingen . D a vi alm indelig t skal have

c0 —  + ax(pr +  < ?_i) +  a^o2 + o_^ +...........+ am(pm + o„m)

— &o°o + ^0  +  °0 +.......... + >

faar m an ^ ’erne udtryk t som en S um af £ ’erne m ultip liceret m ed visse  

B inom ialtal. N edenstaaende T abel indeholder disse U dtryk gæ ldende fo r 

F orm ler, der om fatter ind til 19 V æ rdier.

T abel 19 .
ö0= £ 0i)— 2^x+ 6k2— 2o£ 3  + 70A 1—  252^5+ 924^ g —  3432^7  + 1287 O ^8— 48620^  

ax=kt —  4^2+ 15^3— 56^4- 2ioÆ 5—  792^  + 3003^7— 1144°^8+ 4375 8^9  

a2—k2 — 6£3+ 28^— 120^  + 495^-20O 2£7+ 8008^— 31824^

a? = k?j — 8£ 4  + 45^5— 22O Å 6+ i o o i^ 7— 4368^  +  18564^

ai—ki —  i o £54- 66^6— 364^  +  1820^— 85684

arj=k^ —  I2^6+ 9  i  ^7— 560^4-3060^

aQ = k6 — 14Å 7 +  12O /^8—  816£ 9

#7= ^7 --  16^g+ l53^9
^Z g— 1

') S om fo ran bem æ rket, skal vi her altid have Æ o— i.
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T il K o n tro l e l le r t i l E fte rb e re g n in g a f v is s e V æ rd ie r a f k k a n m a n  

b e n y tte

T a b e l 2 0 .

^0 = a0-i~ 2 ^ + 2 < 2 !2 4 - 2 < 7 3  +  2 < 2 5 4 -  2 tf6 + 2 tf7 +  2 < 2 8 4 ~ 2 z Z 9

^ 1  =  Ä 1+  4 < z 2 + 9 « 3 +  i 6 ä 4 + 2 5 ^ 5 + 3 6 ^ g + 4 9 0 7 +  6 4 ^  +  8 1 ^

6 æ 3 +  2 O æ 4 +  5 0 ^ 5 + I0 5 ^ z c > H ~ 1 9 6 Æ 7 + 3 3 6 < 2 's  +  5 4 O ö '9

£3=a3 + 8a±+ 3 5 ^  +  1 1 2 « 6 +  2 9 4 ^ +  6 7 2 ^ + 1 3 8 6 ^

^ = z z 4+ i o ä 5 +  5 4 ^ G  +  2 io « 7 +  6 6 0 ^ 4 -1 7 8 2 ^

£5=a5 + i2a6 + 7 7 ^  +  3 5 2 ^ + 1 2 8 7 ^

— H -  r 4 ^ 7  4 “  5 4 6 ^ 9

k-i =a1 +  1 6 r tg  -} -1 3 5 ^ 9

A s = < 7 s  +  1^a9

^9 =a9

N a a r m a n h a r t ru f fe t s i t V a lg m e d  H e n s y n t i l R ø r in g s p u n k te t e l le r  

V æ rd ie n a f C, m a a B e re g n in g e n a f ^ ’e rn e u d fø re s m e d  t i ld e ls p in l ig  N ø j­

a g tig h e d . H v a d  e n  A fru n d in g  a f k k a n  b e ty d e , s e r v i a f V a r ia t io n s fa k to ­

r e rn e . V i h a r n e m lig

dkx p

o g  fo r E k s e m p e l fo r /= I2  o g  x—'] f a a r v i h e ra f (n a a r 7 2 = 2 4 )

^  =  —  i 6 3 8 4 A £ 7 .
(2 - får.

V e d  d e n  fo re g a a e n d e  U d le d e lse  a f  F o rm le rn e s ø rg e d e  v i fo r , a t l\2 n æ rm e d e  

s ig  s tæ rk t t i l N u l, m e n  h v is  v i h e r  b lo t s o m  A fru n d in g  ta g e r A £ 7 =  +  -0 0 0 0 6 1 ,  

b liv e r Z 1 2  =  +  i , o g  L e d d e t Z 1 2 v il d e r fo r g e n f in d e s i d e u d je v n e d e  V æ rd ie r  

m e d d e n s a m m e A p li tu d e , s o m  d e t h a v d e i d e fo re la g te V æ rd ie r . M a n  

m a a d e r fo r s ø rg e fo r , a t  A fru n d in g s fe j le n e  p a a  d e t n æ rm e s te o p h æ v e r h v e r ­

a n d re , m e n , s o m  d e t v il s e s a f d e t fø lg e n d e , d e t e r le t te re  a t fo re ta g e e n  

fo rm a a ls tje n l ig A fru n d in g  a f « ’e rn e e n d  a f ^ ’e rn e .

D e rs o m  d e n  U d je v n in g s fo rm e l, s o m  v i v il f re m s ti l le , s k a l v æ re  le t a n ­

v e n d e lig , m a a F a k to re rn e  a k u n h a v e to e l le r h ø je s t t r e b e ty d e n d e  C if re .

x ) D e t a lm in d e lig e U d try k  e r

= ao + s 2aq >
e l le r
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D et har væ ret betragtet som en vanskelig O pgave at se, hvilken  B etydning  

A frundingen af Faktorerne a vil faa for det endelige R esultat. Saaledes 

siger y. Altenburger1} herom  blo t: »E s ist allerd ings anzunehm en, dass auf  

eine Serie von  W erten angew endet eine teilw eise  K om pensation dieser  Fehier 

ein treten w ird , so dass bei einer effektiven  A usgleichungs-R echnung  dieselben  

nicht derart ins G ew icht fallen w erden, w ie bei der B erechnung  von  O perations-  

K oeffizien ten«. V i behøver im idlertid ikke at nøjes m ed saadanne vage A n ­

tagelser, th i vi kan  let se  B etydningen af de foretagne A frundinger ved  H jæ lp  

af V ariationsfaktorérne, som  vi kan udtrykke direkte ved H jæ lp af # ’erne.

T æ nker vi os nem lig , at vi anvender U djevningsform len

Oi — ................m )

paa V æ rdier, der hører til en Sinusoide,

Wt^Lp^ap cos/Ø z ’+Pp  sin /O z , 
har vi

vi+q +  ^_< j  =  2 cos qp^-{Lp}t 
og altsaa

(!) (1)

Vi =(Z <o)z=:(«0 -]-2<7 1 C O S/04-2 ä 2 C O S 2/0+ .............. C O S 1HpW) \Lp)i ;

V ariationsfaktoren til L eddet Lp bliver da

(31) <70  4-2^  c o s ^>94-2ä 2 c o s  2/0+ ................ 4-2«m  cos mpQ .

A frunder vi Faktorerne ved at tilfø je A ä 1? P±am, faar vi altsaa  

A  J^=A « o -|-2  c o s /Ø -A ^-f-2  cos 2/0-A æ 2+ ... +2  cos  ,

og af A  V kan vi se, hvilken B etydning de foretagne A frundinger har for - 

vor Form el.
2  JT 71

D a vi her har 7z=24, bliver 0  =  —  =  —  > og det er derfor sæ rlig nem t 
n 12

at bruge V±, V6, Vs og F 12 til en foreløbig U ndersøgelse; vi faar nem lig

^4 =ao 4"  — a2 — 2as— +  2Æ 6 3“  au — as 2<79  >

F 6 =a0 — 2a2 + +2^ 4 — 2« 6 4-2 æ 8 — ............. ,

Z Z8 —a0 — ar— a2 -|- 2az ~ ai — æ 5  +  2 z z 6 —  ai— az + 2a^ —............. ’

]Z12~a()— 2al-\-2a2— 2a3-\-2ai:— 2a-0Jr2a6 — 2 æ 7 +  2 æ 8 —  2 æ 9 + .......... .

V i skal nu bestem m e Faktorerne a til Fem tegradsform ler, der om ­

fatter 11, 13 og 15 V æ rdier. D et viser sig at væ re m ere end tilstræ kkelig t, 

naar ^ ’erne bestem m es m ed 4 D ecim aler; af T abel 19 ser m an da, m ed  

hvilken N øjagtighed m an skal bestem m e Å ’erne.

»V ersicherungsw issenschaftliche M itteilungen«. 3. B and. S . 76.
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F o r w = 5  f a a r v i

^ 3 = - 2 1 6 4 5 1 , ^ = -0 9 0 4 8 3 9 , £ 5= - 0 1 0 0 8 6 8 ,

f o r u d e n  Æ 0 = i ° g  kr=.k2=^>. L a d  o s b e te g n e d e v e d  H jæ lp  a f T a b e l 1 9  

b e s te m te V æ r d ie r m e d  a!, d e n  t i lf ø je d e  A f r u n d in g  m e d  A æ ' o g  d e  e n d e l ig e

V æ rd ie r m e d a, s a a le d e s a t v i h a r dq-\-d.a’q=aq. V i f a a r d a  v e d  a t b e n y t te

g a n s k e s im p le A f r u n d in g e r

< = - 4 6 3 0 , =  — - 0 0 3 0 , « o = - 4 6 ,

<  = - 2 9 7 9 , da\ = - 0 0 2 1  , — ■ 3 °  >

< = - 0 2 4 4 , - 0 0 0 4 , a.2= - 0 2 4 ,

< = — 0 5 3 5  , A « '3 = — - 0 0 0 5  , « 3 = — - ° 5 4  >

< = — • 0 1 0 4 , - 0 0 0 4 , ^ = — • 0 1  ,

a'b = - o io i , A æ '5 = — - o c o i , ao — - 0 1 .

D e n y e  V æ r d ie r a f  a g iv e r i f ø lg e T a b e l 2 0

k^— - 4 6 0 +  • 6 0 0 4 -  - 0 4 8 —  • 1 0 8 —  •  0 2 0 +  - O 2 O = I  , 

kx — ■ 3 0 0 - } -  - 0 9 6 — 4 8 6 —  1 6 0 +  • 2 5 0  =  0  , 

^ = • 0 2 4 — - 3 2 4 — - 2 o o + - 5 0 0 = 0  ;

v i h a r a l ts a a  t i l f æ ld ig v is o p n a a e t a t f a a  e n  v ir k e l ig  F e m te g r a d s f o r m e l . H v o r ­

le d e s d e n  o p r in d e l ig e  F o r m e l i H o v e d s a g e n  e r æ n d r e t , s e r v i v e d a t b e ­

n y t te o v e n s ta a e n d e  Ida! t i l B e r e g n in g  a f  A  F p ; v i f a a r s a a le d e s

A K 4 = - o o o , A K 6  =  —  - o o i  , Ads=—.0 0 6 , A K 1 2= —  - 0 0 6 .

F o r m=6 e r d e r f u n d e t f ø lg e n d e V æ r d ie r

• 4 2 1 4 , A<=-- • 0 0 1 4 ,  < ? o = • 4 2 >

<= ■• 2 9 0 8  , - • 0 0 0 8 ,  = - 2 9 ,

■ 0 6 0 0  , da\ — • 0 0 0 0  , a2 — • 0 6  ,

< =—• 0 4 6 0  , d.d3 — • 0 0 1 0 ,  az —— 0 4 5 ,

< = —'■0 2 4 5  , • 0 0 0 5 ,  a^=— 0 2 4 ,

< = ■0 0 4 3  , - • 0 0 0 3 ,  « 5 = - 0 0 4 ,

<= •• 0 0 4 7  , • 0 0 0 3 ,  « 6  — - 0 0 5 . .

i ) N a v n e t k a n  d e t d o g  v æ r e t i l la d t a t b e h o ld e , d a  T iln æ rm e ls e n  e r g o d .

V e d  A f r u n d in g e n  e r d e r f ø r s t o g  f r e m m e s t s ø r g e t f o r , a t Æ 0 = i . D e r im o d  

f a a r v i d e t te T il f æ ld e ik k e ^ i = £ 2 = o , m e n  ^ = - 0 2 1  o g  ^ 2 = ’ ° 3 5 - D e tte  

v i ld e v æ r e  f æ ld e n d e f o r v o r t R e s u lta t , d e rs o m  d e t v ir k e l ig  d r e je d e  s ig  o m  

a t f r e m s t i l le e n  F e m te g ra d s fo r m e l 1 ) , m e n f o r o s k o m m e r d e t b lo t a n  p a a  

f r e m s t i l le  e t  S æ t  F o r m le r , d e r p a a  d e t n æ r m e s te  g iv e r d e t s a m m e  U d je v n in g s -  

r e s u lta t , s o m  d e F o r m le r , d e r e r r e p r æ s e n te r e t v e d  d e r e s V a r ia t io n s f a k to r e r
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i T a b e l 1 8 . O g  u a g te t v i ik k e  h a r  b liv e r A fv ig e lse rn e i V a ria tio n s ­

fa k to re rn e h e lle r ik k e i d e tte T ilfæ ld e s to re  ; v i fa a r sa a le d e s

— 0 0 4 , A F 6= — 0 0 1 , A K 8= - o o 2 , A Z 1 2= - o o o .

D a m a n sk a l h a v e £ 0= i, k a n m a n i A lm in d e lig h e d ik k e n ø jes m e d  

s im p e l A fru n d in g til s id s te D e c im al o v e ra lt, m e n v e d B e re g n in g e n a f A f­

v ig e lse rn e i V a ria tio n s fak to re rn e v e d  H jæ lp a f A « ' se r m a n le t, h v ilk e  K o m ­

b in a tio n e r d e r g iv er b ru g b a re R e su lta te r.

lø v rig t sk a l d e t m e d H e n sy n til d isse F o rm le r k u n b e m æ rk e s, a t d e r  

s lu tte lig  b ø r fo re ta g e s e n  B e reg n in g  a f  V a ria tio n s fak to re r i p a ssen d e  O m fan g  

m e d d e v a lg te V æ rd ie r a f F a k to re rn e a. I n e d en s taa e n d e T a b e l 2 1 e r d e r  

sam m e n stille t F a k to re rn e til d e d ire k te a n v en d e lig e  F e m te g rad s fo rm le r , so m  

ifø lg e d e fo re g aa e n d e U n d e rsø g e lse r k a n a n se s fo r b ru g b are , sa m t d e til­

h ø ren d e V a ria tio n s fak to re r .

T a b e l 2 1 .

D ire k te a n v e n d e lig e F e m te g ra d s fo rm le r .

^ 2  ^ 3 Ö 4 « 5

.4 6 •3 0 •0 2 4 — -0 5 4 — •0 1 •0 1

vi—6 . .4 2 •2 9 •0 6 — 0 4 5 — •0 2 4 •0 0 4 0 0 5

111 = 7. •3 9 •2 8 •0 8 5 — 0 3 2 — •0 3 3 — •0 0 3 0 0 6 •0 0 2

V a ria tio n s fak to re r . 7 2 = 2 4 .

/  = 1 2 3  4  5 6 8 1 0 1 2

Vl=^, •9 9 9 9 3 •9 9 6 3 •9 6 6  -8 6 4  -6 5 9 •3 9 2 •0 2 8 — •0 0 8 —  0 2 4

m=6. •9 9 8 5 9 •9 8 9 4 •9 3 6  .7 7 8  -5 1 4 • 2 4 2 •0 1 0 — • 0 0 1 •0 0 4

m—"]. •9 9 7 1 9 •9 8 5 0 •9 0 4 -6 9 3 -3 9 0 • 1 4 2 •0 0 7 • 0 0 7 •0 1 2

V i sk a l d e re f te r b e trag te n o g le S y v e n d e g ra d s fo rm le r, d e r e r frem s tille t 

e fte r d e sa m m e P rin c ip er . D e n s im p les te a f d isse F o rm le r e r

( i)

ot = ot + k± A s  ot
m e d V a ria tio n s fa k to re rn e

VP=i + k^c 'p .

M in d s te  M id d e lfe jls P rin c ip  g iv e r h e r £ 4= — r^ T  , h v o re fte r S k æ rin g sp u n k te t 

m e lle m  Vp o g A b sc isse a x en  b e s te m m e s v e d

. . 0  =  1 —  i A t -C 4 ,
d e r g iv er

(7  —  —  4  s in 2^  = —  3 .6 8 2 3  x )

o g  /= 9 .8 2 . F o r e n h v e r V æ rd i a f C h a r v i h e r:

T il B e re g n in g  a f T a b e l 2 2 e r b e n y tte t V æ rd ie n lo g  (—  C) — • 5 6 6 1 2 0 0 ,
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m~6.
i c 24 . 10 „

m—j.
17 — T 35 4 1 84 5 7° 6 1 20 ct
7p—l — Cp + £.a Cp Cp -f- £,7 Cp .

m—Z.
rz -, 7° , 224 . 280 160 _ .
Kp— 1 — Cp + Cp C1 Cp C* '

m—g.
rr T 126 .4 , 504 /5 84O .6 , 720 _7 _ 315 8 ,

Fp— i — Cp + Cp — Cp + ^,7 Cp Cp -r Cp .

De til Værdien C—— 3.6823 svarende Variationsfaktorer er fremstillet 

i nedenstaaende Tabel og i Fig. 29.

Tabel 22.

Variationsfaktorer til Syvendegradsformler.

C = --3.6823. 24.

P= 1 2 3 4 5 6 8 10 12

772=4. 1.00000 1.0000 •999 •995 •974 •913 •559 —-055 — •392

1.00000 •9999 .998 •979 .911 •754 •233 -002 •088

m=6. 1.00000 •9996 •993 •950 • 817 •572 • 082 —000 — • 016

m=7. 1.00000 •9992 • 985- • 908 •705 • 406 • 026 •000 • 002

w=8. •99999 •9985 •974 •854 .588 •274 • 007 —•000 — • 000

m=g. •99999 •9974 •959 •792 • 476 •177 •001 •000 • coo

Fig. 29. m = 4
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L ig e s o m  i d e t fo re g a a e n d e T ilfæ ld e g iv e r d e to  m in d s te V æ rd ie r a f m 

ik k e t ils t ræ k k e lig  U d je v n in g , id e t v i h a r K 1 2 l ig  m e d — 3 9 o g -0 9 . F o r  

d e  ø v r ig e  V æ rd ie r  a f m f in d e s d e  b e re g n e d e  F a k to re r  a o g  d e  e f te rb e re g n e d e  

V a ria tio n s fa k to re r i n e d e n s ta a e n d e  T a b e l .

T a b e l 2 3 .

D ire k te  a n v e n d e lig e  S y v e n d e g ra d s fo rm le r .

Ä0 a3 «8

m=6. •5 2 •3 0 — 0 1 7 - - - - O 6 • 0 0 8 •0 1 3 —  •0 0 4

m—']. •4 7 •3 0 0 2 2 - - - - O 6 3 —  0 1 0 •0 1 5 •0 0 3 — • 0 0 2

/7 Z  =  8 . •4 4 •3 0 0 4 8 - - - - O 6 O —  •0 2 5 •0 1 0 •0 0 9  — •0 0 1 - - - - O O I

m—g. •4 1 •2 9 4 • 0 7 1 —  •O 4 8 —  0 3 5 •0 0 3 •0 0 9 •0 0 2 - - - - O O I •0 0 0

V a ria tio n s fa k to re r . 7 2 = 2 4 .

p=\ 1 2 3 4 3 6 8 1 0 1 2

m = 6. ■9 9 9 9 9 1 .0 0 0 1 •9 9 5 •9 5 4 •8 2 3 •5 7 8 •0 8 8 • 0 0 6 - - - - 0 1 2

m= 7 . •9 9 7 4 •9 9 3 1 •9 7 9 •9 0 3 .6 9 9 • 4 0 0 0 2 5 - - - - O O I •O O O

m — 8 . •9 9 9 5 1 .0 0 0 0 •9 8 3 •8 6 5 •5 9 4 •2 7 4 ■0 0 7 —  ■0 0 8 •0 0 4

m— g. .9 9 9 6 • 9 9 9 6 •9 6 0 .7 8 8 •4 7 5 •1 7 8 - • 0 0 2 - - - - 0 0 2 - - - - 0 0 4

D e rs o m  m a n  v il g a a v id e re a d  d e n n e V e j o g f r e m s ti lle fo r E k s e m p e l  

N ie n d e g ra d s fo rm le r e f te r d e s a m m e P r in c ip e r , v il d e t ik k e v æ re  n ø d v e n d ig t  

a t b e re g n e  V a r ia tio n s fa k to re rn e to  G a n g e , id e t d e n  r e t b e s v æ rl ig e  B e re g n in g  

v e d  H jæ lp a f F a k to re rn e k k a n u d e la d e s . T a b e lle rn e 1 8 o g 2 2 , d e r e r  

b e re g n e t p a a d e n n e  M a a d e , v is e r ty d e lig t n o k , a t m a n  s k a l u d s k y d e  N ie n d e ­

g ra d s fo rm le rn e m e d  7 /z  =  5 o g  w  =  6 , o g iø v r ig t h a r m a n  v e d  B e re g n in g  a f  

A  Vp e l le r Vp i fø lg e F o rm e l (3 1 ) , S id e  1 5 0 , t i ls t ræ k k e lig e H jæ lp e m id le r t i l a t  

fo re ta g e h e n s ig ts m æ s s ig e A fru n d in g e r a f F a k to re rn e  a.

V i a f s lu t te r O m ta le n a f d e n n e A rt F o rm le r m e d e n  A n v e n d e ls e  a f e t  

a f d e o p n a a e d e R e s u lta te r t il B e re g n in g a f d e n s a m m e O p g a v e , s o m  e r  

b e h a n d le t i §  2 0 . V i b e n y tte d e  d e r to  fo rs k e l lig e  F o rm le r , n e m lig m e d

fo r b e re g n e d e  S y v e n d e g ra d s fo rm e l m e d o g  d e t e r d e n n e  F o rm e l , s o m  

s k a l b e n y tte s t i l O p g a v e n .

S k e m a (C ) o g  m e d S k e m a (D ) , d e r r e p ræ s e n te re s v e d n e d e n s ta a e n d e

V a ria t io n s fa k to re r .

/=  1 2  -3 4  5  6 8

(C )  1 .0 0 0 0 • 9 9 8 0  •9 4 8 •6 9 3  -2 8 0  -0 4 3 • 0 0 0

(D )  1 .0 0 0 0 • 9 9 8 9  -9 7 7 •8 4 6  -5 2 5  -1 7 8 •O O I

.9 9 9 6 • 9 9 9 6  •9 6 0 •7 8 8  .4 7 5  -1 7 8 -—  •0 0 2

D e n s id s te R æ k k e a f d e o p fø r te V a r ia t io n s fa k to re r h ø re r t i l d e n o v e n -
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R e g n in g en b e s ta a r k u n a f to O p e ra tio n e r , n e m lig e n M u ltip lik a tio n a f  

h v e r a f d e g iv n e V æ rd ie r m e d F a k to re rn e  « 0 , ax, » • • o g e n  A d d itio n

e f te r S k ra a lin ie r :

+........

4 a 2 °i—2

4“ #1 o i— 1
(1)
Oi =

4“ a\. ^i+1

+ . . . . . . . . . . ♦

T il K o n tro l e r d e r i T a b e l 2 4 , h v o rtil d e r iø v rig t h e n v ises , ta g e t S u m m e n  

a f d e n e g a tiv e o g a f d e p o s itiv e V æ rd ie r i h v e r a f K o lo n n ern e ao.

F o ru d e n R e su lta te t, f in d e s h e r o p fø rt D iffe ren se rn e m e lle m  d e n n e  

( i) W
o g d e a n d re B e re g n in g e r , n e m lig F^o} — o o g F^o)— c , d e r v ise r , a t d e  

s id st u d jev n e d e V æ rd ie r g e n n e m g a a e n d e fa ld er im e llem d e tilsv a re n d e  

V æ rd ie r f ra d e to a n d re U d je v n in g e r; a f V a ria tio n sfa k to re rn e fo r d e fo r­

sk e llig e  U d je v n in g s fo rsø g se r m a n  iø v rig t, a t R e su lta te t p a a F o rh aa n d  m a a tte  

a n ta g e s a t b liv e sa a le d e s .

N a ar m a n sk a l f re m stille d irek te a n v en d e lig e F o rm le r til U d je v n in g a f  

a a rlig e P e rio d e r m e d 7 3 N o rm alp lad se r, sy n e s d e t a t v æ re s im p le st a t b e ­

n y tte d e tid lig e re  v e d  H jæ lp  a f  S k e m a (B ) f rem s tille d e F o rm le r so m  U d g a n g s ­

p u n k t. D e t e r v is t (S id e 8 9 ) , a t K u rv en fo r d e til se lv e  S k e m a (B ) h ø re n d e  

V  a r ia tio n s fa k to re r ,
Fp =  1 +  Op + Cp ,

sk æ re r A b sc is sea x e n i P u n k te rn e  /  = y  °g /  =  y ’ o g  g e n ta g e s  R e g n in g e n  

e f te r d e tte S k e m a v G a n g e , fa a r V a ria tio n s fak to re rn e R ø rin g a f (v  —  i)d e  

O rd e n i d e sa m m e P u n k te r . V e d U d le d e lse n a f F o rm le rn e fo r d e d a g lig e  

P e rio d e r h a v d e v i b lo t e e t R ø rin g sp u n k t, m e n d e tte e r ik k e tils træ k k e lig t  

fo r d e a a rlig e P e rio d e r , h v o r e n la n g t s tø rre D e l a f L e d d e n e Lp sk a l b o it-  

sk æ res .

T il B e re g n in g a f F a k to re rn e a h a r v i fø rs t

(1)
5 6>0 = 02+<91+6’0+^-1+^-2 >

(2)
2 5  o0 =  6 ?4  +  2 t2 3  +  3 ö 2 + 4 < ? 1  +  5 < 7 o  +  4 ö- i  +  3 (?-2 + 2 (9-3 + ^-4 >

(3)
1 2 5  o0 = < ?6  +  3 ö 5  +  6 < ?4+  i o < ?3 4 - i  5 < ?2+  i8 < 7 i4 - i9 c 0+  i 8 ø _ i  + . . . .. . . .. . . . ,
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Tabel 24.

z 0 a9W <22Xi? azA.o a^o

I — 2.273 — 9319 — 6683 --- l6l4 1091 79&
2 — 2.549 —10451 — 7494 --  l8lO 1224 892

3 — 2.807 —11509 — 8253 — 1993 1347 982

4 — 3.000 —12300 — 8820 — 2130 1440 1050

5 — 2.899 — 11886 — 8523 — 2058 1392 1015
6 — 2.442 —10012 — 7180 — 1734 1172 855
7 — i-575 — 6458 — 4630 — IIl8 756 551
8 — -653 — 2677 — 1920 ~ 464 313 229

9 •351 1439 1032 249 — 168 — 123
10 1.126 4617 3311 799 — 540 — 394
11 1.711 7015 5030 1215 — 821 — 599
12 2.132 8741 6268 1514 — 1023 - 746
13 2.489 10205 7318 1767 — 1195 — 871

14 2.772 11365 8150 1968 — 1331 — 970
15 2.892 ”857 8503 2053 - 1388 —1012
16 2-797 11468 8223 1986 — 1343 — 979
17 2-557 10484 7518 1815 — 1227 — 895
18 2.021 8286 5942 1435 — 970 — 707

19 I-39O 5699 4087 987 — 667 — 487
20 •601 2464 1767 427 — 288 — 210
21 — • 264 — 1082 — 776 — 187 127 92
22 — -927 — 3801 — 2725 — 658 . 445 324
23 — 1-508 — 6183 — 4434 — 1071 724 528
24 — 1.942 — 7962 — 5709 — U79 932 680

+ 22.839 +93640 +67149 +16215 + 10963 + 7994
—22.839 —93640 —67147 —16216 —10961 -7993

o. s. v.1). Disse Formler er som tidligere omtalt af første Grad. Til at 

danne Formler af højere Grader kan vi benytte Udtrykket (27), Side 78,

_ r Ä (v+1,+ v±±3) v(v+4)(Y+5) ä (31‘73' ,......
I 1-2 1-2-3

Da vi i nærværende Tilfælde har 

bliver saaledes Formlen, der svarer til

(9)

En label over disse Faktorer indtil o findes hos J. Altenburger i »Versicherungswissen- 
schaftliche Mitteilungen«. 2. Band S. 72.
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Tabel 24.

(1) (1) (i)

tf5X<7 a^o a^o a^o 0 F.-o F — o

— 68 — 206 — 45 23 — 2.267 •002 •000

— 76 — 229 — 5i 25 — 2.566 •004 — 007

- 84 — 253 — 56 s 28 — 2.835 •002 — 008

- 90 — 270 — 60 30 — 2.988 — 003 — -OOI

- 87 — 261 - 58 29 — 2.879 — •007 • 007

— 73 — 220 — 49 24 — 2.408 — •007 • 005

— 47 — *42 — 32 16 — 1.608 •000 •000

— 20 — 59 — 13 7 — -632 •005 — -007

11 32 7 — 4 •322 •007 — 006

34 IOI 23 — 11 1.116 •004 — 005

5i 154 34 — V 1.711 — 001 •003

64 192 43 — 21 2.154 — 003 • 006

75 224 50 — 25 2.501 — 001 •004

83 249 55 — 28 2758 •001 —003

87 260 58 — 29 2.879 •003 ---- 002

84 252 56 — 28 2.814 •001 •002

77 230 5i — 26 2-535 •001 •OO6

61 182 40 — 20 2.045 • 001 •002

42 125 28 — 14 1.370 •002 ----002

18 54 12 — 6 •579 <001 ---- 002

— 8 • — 24 — 5 3 — • 225 — 001 •OOI

— 28 - 83 — 19 9 — -938 — 004 •OOI

— 45 — 136 — 30 15 — I-5O5 — •005 •002

- 53 — VS — 39 19 — i-932 — 002 •003

+687

—684

+ 2055

—2058

+457

—457

+ 228

—229

(V) 
^i) = Oi —

+ 22.784

—22.783

v (V+I)
---7? Oi ,

af tredie Grad, eftersom de bortkastede Led kun indeholder Differenser af 

mindst fjerde Grad. Vi har nu definitionsmæssigt

(v+l) (v+2)

(i +-Æ) o — o , 

der giver 
(v+l) (v+2) (v+l)

R o — o — o .

(v+l) . (v+2)

Betegner vi Faktorerne til o med a! og til o med a", har vi altsaa

Ot = a'oot-\- aY (øi+i + øj—1) + æ2 (øi+2 + 2) +

og
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(v+2) ,
oi — a"0 Oi + (<9/+i 4- øi-i) + «2 (^+2 + ^-2) + •••••■,

(v+1) • „ ,x „ 
hvoraf følger, at Faktorerne til Leddet vR o bliver \\a0— a0), y{a1—aj, 

o. s. v. Subtraheres disse Faktorer fra de tilsvarende Faktorer, som hører 
(v) (v) y (v+1)

til o, faar vi altsaa Faktorerne til Trediegradsformlen o---- —R o .

>4-2)

Til Fremstilling af Fetntegradsformler skal vi benytte Rw o . Da vi 

har
(v+2) (v+3) (v+2)

R o = o — o , 
faar vi 

(v+2) (v+4) (v+3)

(1 + R)R o—o — o 
og derefter 

(v4-2) (v+4) (v+3) (v+2)

Ä (2) o = o — 20+ o ;

(v+2)

Faktorerne til Ä (2) o findes altsaa ved at tage anden Differens mellem de ens-
(v+2) (v+3) (v+4)

mærkede Faktorer til o , o og o x). Paa tilsvarende Maade findes Fak-

torerne til R o

Naar man saaledes har fundet Faktorerne med for Eksempel 4 Deci­

maler, bliver Fremgangsmaaden derefter den samme som før, idet man af­

runder til 3 Decimaler og samtidig sørger for, at Afrundingerne bliver hen­

sigtsmæssige. Til Kontrol og afsluttende Beregning af Variationsfaktorerne 

har man Formlen

(31 bis) Vp — + 2a± cos/Ø + 2a2 cos 2/0 + + 2am cos ,

271
hvor 0 er lig med----

73

Resultatet for nogle af disse Formlers Vedkommende findes opført i 

omstaaende Tabeller.

Sammenligner man ved Hjælp af Variationsfaktorerne disse Formler 

med de tidligere, der er fremstillet med Skema (B) som Grundlag, vil man 

bemærke en mindre Forskel i Trediegradsformlerne og en større i Femte- 

gradsformlerne. Denne Forskel hidrører tildels fra de foretagne Afrundinger, 

men mest derfra, at der ikke er benyttet de samme Korrektionsled i begge 

Tilfælde. Af praktiske Hensyn ordnede vi nemlig tidligere Leddene efter 

stigende Differenser, saaledes at for Eksempel Trediegradsformlen blev

J) Nogle af disse Differenser forefindes ogsaa beregnet hos J. Altenburger, hvis Formel 

iøvrigt med vore Betegnelser bliver

„ i IV^ ’’ d (2)^ æ) (v H-2) d (3)(V) ,  
— o-------Ro H----------- R> ' o -— R ’ o +......... ..

'' I 1-2 1’2-3
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Tabel 25.

Trediegrads formler.

(v = 4).

(v = 6).

ä0

• 176

•150

«3 ^4

•049
•O6l

«5

•Ol6

•033

6Z6

----003

•OI I
•164 -133 -090

•144 -122 -093

(v-4)- ■ 

(v - 6).

— 012

— •003

^10

--- Oli —008 —004

— 009 —OIO —008

----002

----OO6

^12

— •003.

P — i

Variationsfaktorer.

2 3

n = 73-

4 5 6

(v = 4). •9993 •9989 -931 • 866 •730 •563

(v= 6). •9975 .9764 .909 .778 •591 •389

= 8 10 15 22 29 36

(v=4). •238 .055 ,-ooo — ■• 004 • 000 •008

(v = 6). •098 • 002 •002 • 001 • 001 — 004.

(v = 4). • 196

Tabel 26.

Femtegrads formler.

Cl-y ^4.

•180 -142 -090 -040 •003 --- Ol6

(v = 6). • 170 • 161 -135 -095 •055 •020 — •003

(v = 4). — 021

ö 8 <?9 #10

— •016 — -008 -ooo •004

^12

•004

(v = 6). — 015 — 018 —014 —008 •004 •003.

= 1

Variationsfaktorer.

2 3

n= 77>-

4 5 6

(v zzz 4). •9994 •9967 -982 •942 .858 • 720

(v=6). 1.0000 •9952 -962 •886 •751 .568

= 8 10 15 22 29 36

(v= 4). •339 • 061 —001 •003 — •001 — 008

(v = €). • 176 --- OO8 —-012 — • 012 — •009 — 004.

(V) (v+1)

= Oi — vA2 ot ,

medens vi nu som Udgangspunkt har taget

(V) (V4-1) (V) (v+1) y )V4-1)

Oi — vR ot — Oi — vA2 ot--- — A4 ot ,
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h v ilk e t v a r n a tu rlig t, e fte rso m  v i ik k e sk u ld e  ta g e  d e  sa m m e  H e n sy n  so m  fø r , 

o g d e su d en b le v F o rm lern e a ld e le s ik k e fo rb e d re d e v e d d e n tid lig ere O rd ­

n in g a f L e d d e n e . —  F o r F e m te g ra d sfo rm le n s V e d k o m m en d e h a v d e v i tid ­

lig e re

(V ) (V -J-l) / y  [_ o ^ \  (v + 2 )

F(0\—ø.— vZV Ot + 2 1 1 2 ^ 2 A 4 O i ,
v \ 5 i • 2 ]

m e d e n s v i n u h a r

(v) v (V+D vfv-4-'?') (v+2) (v) (v+1) vfv+l) (v+2)
d.-^R o, O, = p ,-v (A ’+ iA ‘ ) o, + ,3 ^ (A ‘+ fA « + 4 i5 A » ) O l .

i -2

N a ar m a n a n v e n d e r d e n n e  A rt F o rm ler , b liv e r se lv e  U d je v n in g sa rb e jd e t 

m e g e t m in d re , e n d n a a r m a n b e n y tte r d e tid lig ere fre m stilled e  F o rm ler . D e t  

k u n d e n u s ig e s, a t d e n h e le U d v ik lin g b u rd e h a v e ta g e t d ire k te S ig te p a a  

a t frem stille d isse  F o rm ler , sa a le d es a t d e n  la n g e  O m v e j o v e r d e n  m e k an isk e  

M e to d e m e d g e n ta g n e U d je v n in g e r v a r u n d g a ae t. M e n h e rtil e r d e r a d ­

sk illig t a t b e m æ rk e . F o r d e t fø rste h v ile r F re m stillin g en a f F o rm le rn e fo r  

d e a a rlig e P e rio d er h e lt p a a M e to d e n m e d g e n ta g n e U d je v n in g e r o g  A n ­

v e n d e lse a f K o rre k tio n s le d . F o r d e t a n d e t e r M e to d e n m e d g e n ta g n e U d ­

je v n in g e r a lle red e i B ru g , m e n d e n a n v e n d es v is t s tad ig v e d m e te o ro lo g isk e  

Ia g tta g e lse r m e d fo r fa a G e n tag e lse r o g u d e n B e n y tte lse a f K o rrek tio n s led , 

o g d e t m a a d e rfo r a n se s fo r h e ld ig t, a t d e t v ise s , h v o r m e g et d e r h ø re r  

til fo r a t o p n a a g o d e R e su lta te r v e d d e n n e F re m g a n g sm a ad e . F o r d e t  

tre d ie e r d e t so m tid lig e re o m ta lt m u lig t, a t d e r fo r v isse O p g a v e rs V e d ­

k o m m e n d e ik k e sk a l v æ re G a n g i D iffe ren sern e m e llem  d e fo re la g te o g d e  

u d je v n e d e V æ rd ie r , o g h v o r d e tte v irk e lig v ise r s ig a t v æ re T ilfæ ld e t, k a n  

d e t a llig e v e l b liv e n e m m e st a t b e n y tte M e to d e n m e d d e g e n ta g n e U d je v ­

n in g e r, id e t m a n sa a ik k e b e h ø v e r a t b e reg n e  M id d elfe jle n e fo r K o n sta n te rn e  

i d e n tr io g o n o m e trisk e R æ k k e .

D e rso m  d e fo re la g te V æ rd ie r h a r m a n g e  C ifre , k a n  m a n  m e d d e d ire k te  

a n v e n d e lig e F o rm le r u d je v n e D iffe ren sern e m e llem  d e fo re la g te V æ rd ie r o g  

d e re fte r fo re tag e e n S u m m a tio n , sa a le d e s so m  d e t e r o m ta lt i § 1 9 .

§ 25.

D e fo rsk e llig e  U d je v n in g sm e to d e rs A n v e n d e lig h e d . R e su m é.

D e t v ild e h a v e v æ re t h e ld ig t, h v is v i k u n d e  a fs lu tte d isse  U n d e rsø g e lse r 

o m  U d je v n in g  a f P e rio d e r m e d a t a n g iv e , i h v ilk e  T ilfæ ld e m a n m e d s tø rs t 

F 'o rd e l k u n d e a n v en d e d e n n e e lle r h in M e to d e . D e t e r d o g n e p p e m u lig t 

a t g iv e e n sa ad a n a lm in d e lig A n v isn in g , o g v i m a a d e rfo r n ø je s m e d a t



DE FORSKELLIGE UDJEVNINGSMETODERS ANVENDELIGHED. RÉSUMÉ. l6l 

omtale forskellige Omstændigheder, som er af Betydning for denne Sag. 
Imidlertid er der i det foregaaende ved flere Lejligheder allerede talt om 
de forskellige Metoders Fortrin og Mangler, og det kan derfor ikke undgaas, 
at en Del af de tidligere fremsatte Bemærkninger gentages.

Naar man skal vælge en Udjevningsmetode til en bestemt Opgave, er 
der flere Omstændigheder, som kommer i Betragtning. Selve Opgavens 
Beskaffenhed er naturligvis af Betydning, men desuden kommer det an paa, 
hvad man skal bruge Resultatet til, og hvor meget Arbejde man vil ofre 
paa Opgavens Løsning.

Dersom man vil nøjes med at faa blot en Række af udjevnede Vær­
dier, er der Grund til at antage, at det ikke alene er nemmest men ogsaa 
heldigst at anvende grafisk Udjevning. Denne Udjevningsmetode er kun 
flygtigt omtalt i det foregaaende, og her skal der ogsaa kun fremsættes 
nogle faa Bemærkninger om den. Ved denne Udjevningsmetode bliver der 
naturligvis altid noget vilkaarligt, men man kan indskrænke det vilkaarlige 
til næsten kun at omfatte Valget af Kurvens Grad af Glathed, eller mere 
bestemt: Valget af Antallet af Vendepunkter. Naar dette Valg er truffet, 
eller naar man fra andre Undersøgelser kender Antallet af Vendepunkter, 
kan Udjevningen foretages saaledes, at Usikkerheden paa det nærmeste 
holdes indenfor de Grænser, som sættes af de grafiske Fremstillingsmidler. 
Man skal da holde Regnskab med Differenserne mellem de udjevnede og 
de forelagte Værdier og sørge for, at Summerne af disse Differenser i 
ethvert nogenlunde stort Interval bliver saa smaa som muligt. Dersom 
Værdierne ikke kan fremstilles i tilstrækkelig stor Maalestok paa Tegne­
papiret, kan man foretage Udjevningen med de givne Værdiers Differenser 
og afslutte med en Summation, saaledes som det er omtalt i § 19. Saa- 
fremt man ikke vil foretage — eller maaske ikke har tilstrækkeligt Materiale 
til at foretage — en Undersøgelse angaaende den sande Funktions Natur, 
bør en omhyggelig udført grafisk Udjevning sikkert foretrækkes for en 
Udjevning efter mindste Kvadraters Metode, saaledes som det med Styrke 
er hævdet af H. Wild.

Anderledes stiller Sagen sig, naar Resultatet skal bruges til teoretiske 
Undersøgelser, eller overhovedet naar man vil gøre sig Umage for at opnaa 
det bedst mulige Resultat uden at tage Hensyn til Regnearbejdets Størrelse. 
Man bør da begynde med at beregne Konstanterne til den trigonometriske 
Række’ og deres Middelfejl i tilstrækkeligt Omfang, og Spørgsmaalet bliver 
derpaa, om man skal benytte det vundne Resultat til en Udjevning ved 
Hjælp af et vist Antal Led af Rækken eller til en Udjevning efter den 
mekaniske Metode.

Med Hensyn til dette Valg imellem de to Metoder skal der først gøres 
en Bemærkning om Betydningen af visse smaa Led, som vi har fundet 
ved de tidligere Undersøgelser. Saaledes havde vi i Opgaven angaaende 
Temperaturens daglige Periode Elementet b2 =— -015 med Faktorgrænsen

11
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G — -26, og efter de opstillede Regler vilde enhver Udjevning blive for 

svag med Hensyn til ^2. Det ses imidlertid let, at Sagen i Virkeligheden 

forholder sig noget anderledes. Vi lod den daglige Periode begynde ved 

Midnat, men de udjevnede Værdier forandres ikke, naar man vælger et 

andet Begyndelsespunkt, og man kan derfor vælge det vilkaarligt. Sætter 

vi almindeligt

Lp — ap cos/Øz + bp sin/Øz = Cp cos (/Øz + ap),

vil ap og bp være afhængige af Begyndelsespunktets Beliggenhed, medens 

Cp forbliver uforandret, og man kan derfor indse, at det er Forholdet 

CP:X2(CP), som det kommer an paa. Naar Størrelsen af dette Forhold 

viser, at Lp maa regnes med til de gode Led, kan Udjevningen ikke be­

tragtes som for svag, selv om enten ap eller bp har en meget lille numerisk 

Værdi.

Det ovenfor anførte kunde maaske synes at tale til Gunst for, at man 

ved Undersøgelsen af den sande Funktion skulde betragte Cp i Stedet for ap 

og bp. Men i et Tilfælde, hvor for Eksempel ap har en numerisk stor Værdi 

og bp en lille Værdi, vil Faktorgrænsen for Cp være meget nær den samme 

som for ap, og vi er derfor i Stand til at bedømme Forholdene næsten 

lige saa godt ved Hjælp af ap og bp, som hvis vi ogsaa havde beregnet Cp. 

Og paa den anden Side er det heldigt, at man faar Opmærksomheden hen­

ledet paa de smaa Elementer, da Tilstedeværelsen af dem kan paavirke 

Valget af Udjevningsmetoden. Thi uagtet man i et Tilfælde som det sidst 

omtalte ikke kan sige, at den mekaniske Udjevning nødvendigvis bliver for 

svag med Hensyn til bp, saa har paa den anden Side mindste Kvadraters 

Metode paa dette Punkt et Fortrin, idet man der kan forbedre Resultatet 

ved at udskyde et saadant lille Element.

Overhovedet er det de smaa Led, som man skal hæfte Opmærksom­

heden paa, naar man skal træffe et Valg mellem de to Metoder, thi for de 

store Leds Vedkommende vil Resultaterne blive omtrent ens og kan be­

tragtes som lige gode, idet vi forudsætter, at naar man vil gøre sig Umage 

for at opnaa det bedst mulige Resultat, vil man ikke anvende en mekanisk 

Udjevning, der med Hensyn til disse Led kan siges at være for stærk. 

Nærmere bestemt beror Valget imellem de to Metoder da paa Fordelingen 

af de smaa Elementer i Rækken. Dersom Fordelingen er saaledes, at vi 

kan give alle de smaa Elementer Variationsfaktorer, som er mindre end 

Faktorgrænserne, medens alle de store Elementer faar Variationsfaktorer, 

som er større end Faktorgrænserne, saa staar vi overfor et Tilfælde, hvor 

den mekaniske Metode maa antages at give det bedste Resultat. At der 

er i alt Fald en Mulighed for at opnaa et bedre Resultat end ved Anvendelse 

af mindste Kvadraters Metode, indser man ved at undersøge, hvilke For­

udsætninger man i Virkeligheden gør Brug af med Hensyn til den sande 

Funktion.
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Ved den mekaniske Metode forudsætter man blot, at de sande Værdier 

i alle Intervaller af en vis Størrelse kan gengives ved en Potensrække af en 

vis Grad; til de udjevnede lagttagelsesværdier svarer der udjevnede Vær­

dier af Koefficienterne (hvilke vi dog ikke beregner) i Potensrækken, og 

disse Koefficienters Værdi kan variere fra Interval til Interval. Vor For­

udsætning har altsaa en meget almindelig Form: den angaar kun Potens­

rækkens Grad, men ikke dens Konstanter. Vi tør derfor antage, at karak­

teristiske Træk, som maatte findes i visse Dele af Perioden, i det væsentlige 

bliver bevaret.

Ved mindste Kvadraters Metode omfatter vore Forudsætninger derimod 

ogsaa den benyttede Rækkes Koefficienter, idet vi antager, at de sande 

Værdier kan gengives ved et vist Antal Led af Formen

Lp = Ap cos p$i + Bp sin /Oz,

hvor Ap og Bp har uforandrede Værdier i hele Perioden. De udjevnede 

Værdier, ap og bp, forbliver ligeledes uforandrede over hele Perioden, og 

der er derfor Fare for, at karakteristiske Træk bliver udvisket, og at de 

tilmed indfører Fejl i andre Dele af Perioden.

Det omtalte Tilfælde, hvor man kan give alle Leddene tilfredsstillende 

Variationsfaktorer, vil imidlertid sjældent indtræffe, og Spørgsmaalet bliver 

da, hvor store Fejl man tør begaa i Henseende til at tage for meget med 

af de sroaa Led. De omtalte Fejl vil delvis ophæve hverandre nogle Steder, 

medens de andre Steder vil hobe sig op, og Sagen stiller sig derfor rimeligvis 

saaledes, at naar Summen af Maximalfejlene nærmer sig til at blive af 

samme Størrelsesorden som Fejlene paa de udjevnede Værdier, bør man 

foretrække mindste Kvadraters Metode.

Som en almindelig Regel kan det siges, at jo mere indviklet den sande 

Funktion er, desto større maa Antallet af Værdier i Perioden være^ naar 

den mekaniske Metode skal kunne anvendes med Fordel. Til at fremstille 

en Funktion af indviklet Beskaffenhed kræves der Led, som staar langt 

henne i Rækken, og skal man bevare disse Led og samtidig forbedre de 

forelagte Værdier, maa det hele Antal af Led være stort, da der ellers er 

Fare for, at Fejlene, som stammer fra, at en Del af de smaa Led faar for 

store Variationsfaktorer, bliver store i Forhold til de Fejl, som vi ormaar 

at afhjælpe. Naar vi til Beregningen af de aarlige Perioder benytter 73 

Normalpladser, er dette Antal af Værdier saa stort, at der er Grund til at 

antage, at man altid vil kunne opnaa gode Resultater med den mekaniske 

Metode. Med Hensyn til Bestemmelsen af de daglige Perioder paa Grundlag 

af timevise Iagttagelser synes der endvidere ved 1 emperaturens daglige 

Periode at være et saadant Forhold mellem Funktionens Beskaffenhed og 

Antallet af Værdier, at denne Metode kan anbefales, medens Opgaven an- 

gaaende Lufttrykkets daglige Periode rimeligvis kan faa en bedre Løsning 
11*
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ved Hjælp af mindste Kvadraters Metode. Det blev ved Behandlingen af 

denne Opgave ganske vist ikke undersøgt, hvor stor Summen af Maximal- 

fejlene for de smaa Led var i Forhold til Fejlene paa de udjevnede Værdier, 

men det erindres, at vi fandt det nødvendigt at anvende en Udjevning, der 

var for stærk med Hensyn til flere af de store Led, og naar det viser sig 

at være vanskeligt at give de gode Led tilstrækkelig store Variationsfaktorer, 

-er der allerede heri en stærk Antydning af, at det er tvivlsomt, om Op­

gaven egner sig til at løses ved den mekaniske Metode. Derimod er det 

muligt, at denne Metode vil være at foretrække ogsaa for denne Opgaves 

Vedkommende, naar man benytter Iagttagelser for hver halve Time, hvor­

ved Antallet af Værdier altsaa stiger til 48.

Naar Antallet af Værdier i Perioden bliver betydelig mindre end 24, 

vil der neppe gives mange Opgaver, hvor Funktionen er tilstrækkelig simpel 

til, at den mekaniske Metode kan finde en heldig Anvendelse.

Naar man ved Udjevning efter den mekaniske Metode benytter de 

direkte anvendelige Formler, vil den besværligste Del af Arbejdet falde 

paa den Undersøgelse, som man skal foretage angaaende den sande Funk­

tions Natur. Ved denne Undersøgelse bør man neppe dele Materialet i 

færre end 6 Grupper, da Usikkerheden i Bestemmelsen af Middelfejlene 

for Konstanterne i den trigonometriske Række ellers kan blive for stor, 

men iøvrigt kan dette Arbejde som omtalt i Slutningen at § 20 lettes paa 

flere Maader, uden at man derfor behøver at gaa mindre samvittighedsfuldt 

til Værks. Imidlertid vil temmelig sikkert kun de færreste af dem, der 

skal bestemme meteorologiske Elementers Perioder, indlade sig paa at fore­

tage de fornødne Forundersøgelser, men muligvis vil dette heller ikke be­

standig være nødvendigt i hvert enkelt Tilfælde, thi det synes rimeligt at 

antage, at naar man een Gang har foretaget omfattende Undersøgelser an­

gaaende et vist meteorologisk Element, vil man derefter være i Stand til 

at angive, hvilke Formler der skal anvendes under forskellige forekommende 

Omstændigheder.
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I.

Det maa antages, at Restitutionskoefficienten for elastiske Legemer nærmer 

sig til En, naar Kraften (Maximaltrykket) nærmer sig til Nul, og at Gnidnings­

koefficienten nærmer sig til Nul, naar Hastigheden nærmer sig til Uendelig.

• 2.

Den Anskuelse er gjort gældende, at man ved Studiet af Trelegemerproblemet 

har gjort sig Opgaven vanskeligere end nødvendigt ved Fordringen om, at de 

Variable skal fremstilles som explicite Funktioner af Tiden. Denne Antagelse 

synes at være meget berettiget, men man tør ikke derfor slutte, at Opgaven 

bliver nogenlunde simpel ved, at man holder sig til Banens Ligning. Dette 

kan maaske allerede ses af følgende tilsyneladende meget simple Eksempel fra 

det plane Trelegemersystem.
2

Vi tager zrø2 =  mx — i og sætter m., — - ------• Legemerne gives saadanne

Begyndelsesstillinger og Hastigheder, at man stadig har

—x x—  (i —  c) x\ ,

Jn J3 =  °-

Vi faar da følgende Differentialligning til Bestemmelsen, af Banen for mx:

1 I , y" ( 1 , 2^3 I ,\
3— t  (y — cxy) 3— ;— 75 — i—~  F —  0 >p° c-\-y2\2y p ]

hvor h er en Konstant og- p2 = c2x2 -j-y2.

3-

y. Altenburger (»Versicherungswissenschaftliche Mitteilungen«. 4. Band. S. 88) 

forsøger at opstille en Definition for en Talrækkes Glathed (Jevnhed). Man 

skal da betragte første, anden, Differens, og for at man skal kunne 

sige, at en Række er glat, maa man fordre, at »die mittleren W erte der Diffe- 

renzen mit wachsender Ordnungszahl stets abnehmen«. — Det er Hensigten at
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anvende dette til at afgøre , om en  R æ kke af  V æ rd ier (der hører til en ubekend t 

F unk tion ) er tils træ kkelig t ud jevnet, m en hertil kan denne  D efin ition ikke bruges.

4-

D r. y , F. Steffensen (»A naly tiske S tud ier« , S ide 146) har frem sat den A n ­

skuelse , at det v ig tigste K riterium  fo r en U djevn ings G odhed sku lde væ re F or ­

tegnssk ifte t fo r D ifferenserne m ellem de fo relag te og de ud jevnede V æ rd ier. 

H ertil fo rd res im id lertid , at de til U djevn ing fo re lagte V æ rd ier ikke er bundet 

til hverandre ved væ sen tlige , varierende O m stæ nd igheder. O g denne F ordring  

kan næ sten m ed S ikkerhed siges ikke at væ re opfy ld t fo r E ksem pel ved de  

O pgaver, hvor K riterie t andetsteds er anvend t, nem lig ved U djevn ing af D øde­

lighedstabeller.

5-

Newtons A pprox im ationsm etode til næ rm ere B estem m else af en udsk ilt R od  

kan m ed F ordel anvendes i F orb indelse m ed en L ogaritm etabel.

v is T ilnæ rm else

M an g iver L ign ingen F orm en /(x ) =  1 . N aar x 0 er en fo re løb ig fundet V æ rd i fo r x , 

har m an m ed en

log  /(* ) =  log  /(x 0 +  /;) =  log  /(x 0 ) +  h log  /(x 0 ) =  o . 
ax 

M an faar altsaa

de enkelte L ed i 

em pel at sæ tte

]l=  — lQg / (x o> 

log /(x 0 )

N æ vneren faar m an ogsaa (m ed en v is  T ilnæ rm else) af T abellen ved

—  loø  (x 4- a}= log  (x ° +  < > ^0 +  g) —  log  (X o +  g) 
dx S o ~ ' dx0

ide t m an væ lger en passende V æ rd i fo r < )x0 ,

I »D e algebraiske L ign ingers T heori« (S . 234), hvor Newtons M etode om tales, 

som  E ksem pel L igningen x 3 —  2X — 5 = 0 , hvor der fo reløb ig er fundet x 0 =  2 .1 . 

fo rm er L ign ingen til

fo r E ks-

beny ttes

V i om -

og faar

• 002870

k------

hv ilket som  næ ste T ilnæ rm else g iver x =  2 .094544 . (D en sande V æ rd i er 2 .094551 .. ).

6 .

D er kan b live  S pørgsm aal om , hvorv id t m an har L ov til at indsæ tte  M iddel­

væ rd ier af de i R eglen saavel i S ty rke som i R etn ing stæ rk t varierende V ind ­

hastigheder i de hydrodynam iske L ign inger. S aafrem t B evæ gelsen er hv irvelfri, 

kan dette im id lertid tillades fo r se lve B evæ gelseslign ingernes, m en ikke fo r 

E nerg ilign ingens V edkom m ende.
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