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FORORD.

ET var oprindelig en Undersogelse af visse tilsyneladende ejendomme-
D lige Trak, som viste sig i Temperaturens aarlige Gang, der gav
Anledning til det foreliggende Arbejde. Det blev mig nemlig derved klart,
at man ved Bestemmelsen af de meteorologiske Elementers daglige og
aarlige Perioder foretog — og var ngdt til at foretage — Udjevninger med
Iagttagelsesvaerdier, som var bundet til hverandre, og at disse Opgaver
derfor faldt udenfor det Omraade, som almindeligvis behandles i Iagttagel-
sesleren. Under disse Omstendigheder var det indlysende, at naar man
vilde opnaa nogenlunde tilfredsstillende Resultater, maatte Opgaven tages
op fra Grunden, og dette har jeg forsegt at gere, uagtet jeg er klar over,
at mine matematiske Kundskaber ikke er tilstreekkelige til, at jeg kan be-
handle dette Emne paa en fuldtud tilfredsstilllende Maade.

Iovrigt har jeg med Forset bygget saa lidt som muligt paa Matema-
tiken og saa meget som muligt paa direkte Betragtninger. Af to Grunde.
For det forste, fordi jeg haaber, at denne Undersggelse derved gores til-
gangelig for en storre Kreds af dem, der beskaftiger sig med disse Op-

gaver. For det andet, fordi jeg anser det for heldigt, at selve Fremstillings-
' formen bidrager sit til at fremhave det vage, som findes ved alle Udjevnings-
opgaver, men navnlig ved de Opgaver, hvor den teoretisk rigtige Udjevnings-
funktion er ubekendt.

Mine Bestrebelser tager i forste Raekke Sigte paa at udforme en
Udjevningsmetode, der kan anvendes til at fremstille de for den praktiske
Meteorologi vigtige Tabeller over Normalvardier og til at fremstille udjev-
nede Verdier, der kan benyttes som Prove for den teoretiske Meteorologis
Hypoteser, idet der legges serlig Vagt paa at vurdere de opnaaede Resul-
taters Godhed. I anden Rakke tager mine Bestrebelser Sigte paa at frem-




FORORD.

have de Fejl, der begaas, naar man benytter utilstreekkelige Udjevnings-

metoder, eller naar man ikke tager fornedent Hensyn til de betragtede Op-
gavers szrlige Natur.

Fra flere Sider har jeg angaaende Afhandlingens iagttagelsesteoretiske
Del modtaget velvillig Kritik og Opmuntring til at fortswtte Arbejdet, og
jeg bringer min bedste Tak herfor, ligesom jeg takker Hr. Docent D. la Cour

for Udtalelser om adskillige af de Emner, der staar i nsermere Forhold til
Meteorologien.

VIR RAYAD) S
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INDLEDNING.

SHT:

Undersggelsens Formaal.

N vigtig Del af det Grundlag, som Meteorologien hviler paa, dannes
E af Rakker af Iagttagelser angaaende daglige og aarlige Perioder for
de saakaldte meteorologiske Elementer — Temperatur, Lufttryk,
Vindstyrke, Vindretning, o.s.v. Ved at behandle det indsamlede — meget
store — Talmateriale har man opnaaet Resultater, der i visse Retninger kan
siges at veare tilfredsstillende; dette geelder for Eksempel i adskillige Til-
felde, hvor det kun drejer sig om en Anvendelse af Elementernes Middel-
vaerdier. Derimod har de opnaaede Resultater i Almindelighed kun veret
lidet tilfredsstillende i de Tilfelde, hvor man i stgrre Udstraeekning har haft
Brug for teoretiske Hjalpemidler til Iagttagelsernes Behandling, eller hvor
man har villet benytte Talmaterialet til at afgere, om denne eller hin Hypo-
tese kunde antages eller burde forkastes. Selv angaaende tilsyneladende
simple Spgrgsmaal, som man kunde vente at faa besvarede ved Hjelp af
dette Materiale, er man endnu ikke kommet til afgorende Resultater. Man
kan saaledes nzvne Spgrgsmaalet om, hvorvidt de sekundzre Minima og
Maxima, der viser sig i Iagttagelsesvaerdierne for Temperaturens aarlige Gang,
vil forsvinde, efterhaanden som Iagttagelserne udstrazkkes over leengere Tids-
rum, eller om de virkelig er karakteristiske for det jagttagne Fznomen;
herom, eller sarlig om det mere specielle Spergsmaal: »Kuldetilbagefaldc,
eksisterer der en hel Literatur.

Naar man har set, hvorledes Iagttagelsesteorien i Reglen anvendes paa
dette Omraade, er der imidlertid intet merkeligt i, at der kan fremkomme
Resultater, som afviger fra eller endog er i Strid med hverandre. Det vil i
denne Henseende vare tilstraekkeligt at omtale, hvor skematisk mindste Kva-
draters Metode ofte anvendes til Udjevning af de periodiske meteorologiske

I




2 INDLEDNING.

lagttagelser. Man benytter nemlig sedvanligvis et vist Antal Led af Ud-
jevningsraekken

u= Ay sin (x4 o) + 4, sin (2x + a,) + A4; sin (3x+ ag) +-- -,
men uagtet det her, hvor den teoretisk rigtige Funktion er ubekendt, farst
og fremmest kommer an paa at bestemme hvormange (eller hvilke) Led, der
skal tages med, synes man enten at betragte det som en almindelig aner-
kendt Forudsaetning, at der skal bruges netop tre Led, eller ogsaa nejes man
med at erklere, at Differenserne mellem de givne og de udjevnede Verdier
er »tilstreekkelig smaac.

Der er dog ogsaa fremkommet Advarsler imod en saadan Anvendelse
af mindste Kvadraters Metode. Saaledes siger /. WildY) angaaende An-
vendelsen af den nzvnte Fremgangsmaade til Bestemmelse af Temperaturens
daglige Periode: »Berechnet man nur 3 Zeitglieder 2), so erscheint die Curve
des taglichen Gangs nach der Formel sowohl um das Maximum als ins-
besondere um das Minimum herum gegeniiber der Wirklichkeit viel zu sehr
abgerundet, die berechneten Minima sind gegeniiber den wahren oft um
volle Stunden riickwarts verschoben und auch die Maxima erleiden dhnliche
Verschiebungen«. For at vise at IWz/d i Hovedsagen har Ret, turde det
vaere tilstreekkeligt at henvise til et enkelt af de Eksempler, som 7. anforer
til Stette for sine Udtalelser. I Fig. 1 er fremstillet Partiet omkring Minimet

o N\ i
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for Temperaturens daglige Periode i Kathrineborg i April Maaned. De af-
satte Punkter gengiver Iagttagelserne (Middeltal for 18 Aar), og Kurven frem-
stiller Resultatet af en Udjevning efter de tre forste Led af den omtalte
Razkke. Man ser, at i den Del af Diagrammet, der omfatter Tiden fra KI. &

1) »Die Temperatur-Verhiltnisse des Russischen Reiches«. St. Petersburg, 1881. Text. (S. 5).
%) I nogle Opgaver kan der foruden de nevnte Led, der er Funktioner af Tiden, ogsaa fore-
komme et konstant Led.




UNDERSOGELSENS FORMAAL. 3

Aften til Kl. 5 Morgen, bugter Kurven sig ud og ind, saaledes at Krumningen
snart er positiv og snart negativ. Ifglge Teorien skal man imidlertid have?)

$ =9, + 4 x(0.87),

hvor %, og A er Konstanter, og x Tiden i Timer regnet fra Solnedgang;
anden Differentialkvotient skal altsaa ikke skifte Fortegn, og de foreliggende
Tagttagelser giver ikke Grund til at antage, at Teorien ikke skulde vaere
rigtig eller ikke anvendelig i neerverende Tilfelde. For WZid kommer det
mest an paa at bestemme Extremerne, men hertil kan han for Minimets
Vedkommende ikke bruge Udjevningen ved Hjeelp af de 3 Led, da det
ojensynligt er forskudt ca. 1/, Time. Wild kommer da til den Slutning, at
man i dette Tilfelde maa benytte omtrent alle Leddene i Udjevningsraekken,
forend man opnaar et Resultat, der er lige saa ngjagtigt som det, han paa
en meget nemmere Maade kommer til ved at udjevne grafisk.

Prof. Paul Schreiber kommer i sin omfangsrige Underspgelse?) — men
rigtignok kun stettet af et spinkelt Iagttagelsesmateriale — til et andet Re-
sultat og angriber Wz/d, idet han siger: »Die Besse/’'sche Formel3) ist ge-
eignet, schon durch wenig Glieder die Gesetze der tadglichen Periode der
Lufttemperatur zur Darstellung zu bringenc.

Overfor Wild’s udferlige Svar?) herpaa maa Prof. Scireiber give tabt?),
men hverken dette Nederlag eller Wz/d’s Advarsler og vaegtige Argumenter
synes for mange Meteorologers Vedkommende at have rokket Tilliden til
Udjevningen ved Hjeelp af de tre Led af »Bessels Formelk.

Det tgr imidlertid siges, at en Del af Skylden for de uheldige Tilstande
indenfor dette Omraade af Meteorologien tilkommer de almindelig benyttede
Fremstillinger af Udjevningsregningen. Der vilde antagelig kunne undgaas
adskillige Misforstaaelser, naar der blev skelnet skarpt imellem de to vaesens-
forskellige Opgaver: Udjevning, naar den teoretisk rigtige Funktion er be-
kendt, og naar den er ubekendt®). I det ene Tilfeelde skal der kun udferes
Beregning efter et givet Skema, men i det andet Tilfeelde er det netop Op-
gavens Kerne at finde det rette Skema. Kun den, som ikke ser den store
Forskel, der er imellem disse to Opgaver, kan anvende Udjevningsraekker
paa den ovenfor omtalte Maade.

Endvidere burde der ggres alt muligt for at holde den Opgave, som

Y) % wonm Hann: »Lehrbuch der Meteorologie« Leipzig 1906. S.597.

) Prof. Dr. Paul Schreiber, Direktor des konigl. sichs. meteorologischen Institutes zu Chem-
nitz: »>Untersuchung iiber das Wesen der sogenannten Bessel'schen Formelc. Halle 1892.

%) Den omtalte Udjevningsreekke gaar i Almindelighed under dette temmelig misvisende
Navn.

Y) »Uber die Darstellung des tiglichen Ganges der Lufttemperaturc, St. Pétersbourg. 1893.

®) Meteorologische- Zeitschrift. 1893 (S. 348).

®) I Thiele's »Elementeer lagttagelseslere« glider saaledes disse to Opgaver jevnt over i hin-
anden.
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gaar ud paa at udjevne og forbedre en Raekke Vardier, der er behzftede
med Fejl, ude fra hvad man naesten kunde kalde for den modsatte Opgave,
nemlig tilneermet Fremstilling af et vist Antal (fejlfrie) Funktionsvaerdier
eller af en Funktion ved Hjzlp af en Interpolationsformel; Faren for en
Sammenblanding af disse to Opgaver ligger deri, at de begge lgses ved
Hjzlp af Udjevningsraeekker. Men tager vi en saa almindelig benyttet Laere-
bog som Helmerts »Die Ausgleichungsrechnungc, finder vi der omtalt et
Eksempel paa Udjevning af periodiske meteorologiske Iagttagelser anbragt
netop i Kapitlet om »Naherungsweise Darstellung von Funktionen«. Da den
i Literaturen hyppig forekommende Behandling af Opgaven kunde stamme
herfra, turde det have nogen Interesse at betragte det paagaldende Sted?)
lidt nzermere.

Opgaven drejer sig om en Udjevning ved Hjelp af den trigonometriske
Rakke af den aarlige Periode for Temperaturens daglige Amplitude. Med
de i »Elementer lagttagelsesleere« benyttede Betegnelser har man, at Lig-
ningen

[(0_—— 2)?

X; (o)

=7 —m

tilnsermelsesvis skal vere tilfredsstillet, og kan \,(0) betragtes som konstant,
skal man altsaa have

n—m

G- e

Helmert setter nu
2 [(0 ) Z‘)Q]

w—m '

L

og den summariske Fejlkritik faar altsaa her den Form, at u? skal vare
tilnaermelsesvis lig med \,(0). I det omtalte Eksempel er » = 12, og der
beregnes forst 3 Elementer, hvoraf man faar

N T A
12 — 3
hvorhos. det opgives, at Middelfejlen paa de forelagte Vardier ligger mel-
lem +.27 og +-54. Derefter siges der:

»Obgleich sonach schon hinreichende Ubereinstimmung vire, so wollen wir

uns doch nicht damit begniigen — — —«¢. Der beregnes derfor forst 2 nye
Elementer, hvorefter man faar u = + .17, men: »Auch mit dieser Uber-
einstimmung sind wir noch nicht zufrieden — —«, hvorfor der beregnes

yderligere 2 Elementer, altsaa ialt 7, og man faar da u= +-03. Derefter
siges der:
»Diese Ubereinstimmung geniigt, und es wire iiberfliissig, die andern

Y F. R. Helmert: »Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate<
Zweite Auflage. 1907. (S.404—S8).
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fiinf Konstanten, welche zur vollstindigen Darstellung der Beobachtungen
notwendig wiirden, mit hinzunehmenc.

Vi er her gledet ganske jevnt bort fra den Fremgangsmaade, som rette-
lig skal anvendes ved den foreliggende Opgave, men det varste er, at den,
som gser sin Kundskab af denne Kilde, maa antage, at jo sterre »Overens-
stemmelsen« er, desto bedre bliver Resultatet. Det bliver herefter naturligt
at slutte, at en saadan Opgave er lgst paa en tilfredsstillende Maade, naar
blot Differenserne mellem de givne og de udjevnede Vardier er »tilstreekke-
lig smaac.

Imidlertid vil ogsaa den, der med stgrre Omhu anvender den alminde-
lige Udjevningsregnings Teori, kunne komme til urigtige Resultater, eller
maaske rettere til en urigtig Vurdering af Resultaternes Godhed. En af Aar-
sagerne hertil er, at for den almindelig anvendte Iagttagelsesteori er det
en Forudsetning, at Iagttagelserne er indbyrdes frie, medens denne For-
dring ikke engang tilnzrmelsesvis opfyldes af vore lagttagelsesvaerdier.
Selve det benyttede Grundlag for Behandlingen af disse Opgaver har alt-
saa ikke veret rigtigt, og man kan derfor ikke vente at faa de enkelte Op-
gaver lgst paa en tilfredsstillende Maade, forend man har tilpasset Teorien
efter de periodiske Iagttagelsesvardiers Natur.

Det anforte maa vere tilstreekkeligt til at vise, at det vilde vaere af
Betydning for Meteorologien — og specielt for Meteorologiens Krav om en
Plads mellem Videnskaberne — hvis man kunde danne et virkelig brug-
bart Grundlag for Behandlingen af de periodiske Iagttagelsesrekker, og det
skal da vere Formaalet med narverende Undersggelse at foretage et For-
seg i denne Retning.

SH2

Baand mellem Iagttagelserne. Opgavens Natur.

Som foran omtalt er de lagttagelser, som vi skal benytte til Bestem-
melsen af de meteorologiske Elementers daglige og aarlige Perioder, bun-
det til hverandre, hvilket er let at paavise. Vi kan blot tage et Eksempel
fra en lang Observationsrekke over Dognets Middeltemperatur i Kgben-
havn. For den 1ste Februar faar man saaledes, at Middelafvigelsens Kva-
drat er 15 og for den 2den Februar 14.9, og beregner man endvidere Diffe-
renserne mellem Dognets Temperaturer den Iste og 2den Februar for hvert
enkelt Aar, finder man, at Middelafvigelsens Kvadrat for disse Differenser
er 4.4. Men havde Iagttagelserne veret frie, skulde man have faaet en
Verdi, der var omtrent 7 Gange saa stor som den fundne ifglge Setningen

Uy (0" = 0") = sy () + 1y (o).

Iagttagelserne er altsaa steerkt bundet til hverandre.
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Det er i dette Tilfelde ikke vanskeligt at paavise Grunden til Bindin-
gen, Dersom Temperaturen den iste Februar i et vist Aar er meget for
hgj (eller meget for lav), er det sandsynligt, at Temperaturen den 2den Fe-
bruar i samme Aar er noget for hgj (eller noget for lav). Afvigelserne for
en Raekke paa hinanden fglgende Dggn forholder sig ikke til hverandre som
Fejlene i en Reaekke af frie Iagttagelser, hvor der er samme Sandsynlighed
for, at en Fejl faar positivt Fortegn, som for, at den faar negativt, uanset
hvilket Fortegn den foregaaende Fejl havde. Temperaturen svinger i Al:
mindelighed ikke saaledes fra Dggn til Dggn, men Reglen er den, at var-
mere og koldere Perioder af adskillige Dages eller Ugers Varighed aflgser
hverandre. Til en varm Periode i Februar vil der i Almindelighed svare en
Lufttrykfordeling, som giver sydvestlige Vinde, og til en kold Periode en
Lufttrykfordeling, som giver nordlige eller gstlige Vinde; Lufttrykfordelin-
gen eller Vindretningen er altsaa en vesentlig og varierende Omstendighed
ved Iagttagelsen, men der tages intet Hensyn hertil, og Iagttagelserne bin-
des derfor til hverandre ved denne Omstendighed. Man kunde hzve Baan-
dene, idet man udtrykte de varierende Omstendigheder ved visse teoretiske
Satninger, men den Opgave, man da tog Sigte paa, var en Undersogelse
af Lovene for Temperaturens Svingninger fra Dggn til Dogn
i hvert enkelt Aar. Denne (almindelige) Art af Opgaver skal vi imid-
lertid ikke beskaeftige os med her. Den ovenfor nzvnte Observationsraekke
over Dggnets Middeltemperatur skal saaledes benyttes til at finde »Normal-
temperaturen« for hvert Dggn; de Middeltal, som man faar af Tagttagel-
serne, giver os de sggte Veardier med en vis Tilnermelse, men vil man for-
bedre disse Verdier, maa man udjevne dem — altsaa udjevne Iagttagelser,
som er bundet til hverandre.

Lad os nmrmere betragte et andet Tilfelde, hvor Forholdene er nem-
mere at overskue, nemlig Temperaturens daglige Periode. Det drejer sig
paa dette Sted kun om at belyse vore Iagttagelsesvardiers og vore Op-
gavers Natur, og vi fremstiller derfor det iagttagne Fznomen i en noget
simplificeret Skikkelse og antager, at Ilagttagelsesvaerdierne kun bindes til
hverandre ved een vasentlig Omstaendighed, nemlig Himlens Skyethed. Naar
Himlen er klar, vil saavel Opvarmningen om Dagen som Afkglingen om
Natten veare stgrre, end naar Vejret er graat. Med en god Tilnzrmelse til
de virkelige Forhold kan vi sette Udslaget proportionalt med en linear
Funktion, nemlig @ — 4S, hvor @ og & er positive Konstanter, medens S er
den Brgkdel af Himlen, som er bedekket af Skyer. Ser man desuden bort
fra de egentlige Iagttagelsesfejl, der er smaa i Forhold til de Afvigelser,
der skyldes Variationerne i Skyetheden, vil Udslaget herefter kunne ud-
trykkes saaledes

0x = (@ — bS)-f(i—jx),

hvor x er Tiden i Timer — f. Eks. regnet fra Midnat. Ved den Opgave,
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som vi i Virkeligheden skal lgse, har vi intet at gere med dette Udtryk —
vi skal kun benytte Temperatriagttagelsen o, men ikke tage Hensyn til
Verdien af S; vi anvender kun dette Udtryk her for at vise, hvorledes
Tagttagelserne bindes til hverandre. Der foreligger Iagttagelser for hver
Time, og vi vil serlig betragte to paa hinanden fglgende Verdier, f. Eks.
0, og 0,, for hver Dag. Da Skydakket i Almindelighed ikke forandrer sig
vasentligt i Lobet af en Time, vil o; bindes til 0,.ved den for begge Iagt-
tagelser felles Veardi af S; Afvigelserne fra de respektive Gennemsnitsvaer-
dier vil overvejende begge vare positive eller begge negative. Paa forskel-
lige Dage kan S antage forskellige Veerdier, men man har stadig i det va-
sentlige samme Verdi af S for hvert Par af Iagttagelserne o, og 0,, 0g
danner man Middeltal for Vardierne af o, og o, f. Eks. for en Maaned, er
det indlysende, at disse Middeltal ogsaa er bundet til hinanden. Gaar vor
Opgave ud paa at bestemme den daglige Periode for en vis Maaned, vil
vore lagttagelsesvaerdier netop vere saadanne til hverandre bundne Middel-
tal — enten for en enkelt Maaned eller for samme Maaned i flere Aar. Da
vi antager — eller i al Fald som en forelgbig Forudsztning kan gaa ud fra
— at Klimaet ikke forandrer sig i Tidens Lgb, vil, efterhaanden som vore
Iagttagelser udstreekkes over leengere Tidsrum, disse Middeltal ifolge vor
Antagelse gennemgaaende nzrme sig mere og mere til visse bestemte (men
ubekendte) Verdier; men vil vi bestemme de ubekendte Vardier med en
storre Ngjagtighed end den, de fundne Middeltal er i Besiddelse af, maa vi
udjevne disse Middeltal. Vi maa altsaa ogsaa i dette Tilfelde udjevne Veer-
dier, der er bundet til hverandre.

Vore Opgavers serlige Natur kan belyses ved, at vi nermere under-
soger, hvad det forer til, naar man vil undgaa den direkte Behandling af de
bundne Iagttagelser. Vi skal da betragte den felles bindende Omstendighed,
S, som den primitive Iagttagelse og fremstille det tilsvarende Udslag, o,
som Funktion af S. Dette kunde ske derved, at man ved passende Elimi-
nation delte Opgaven i to Dele, hvoraf den ene Del bestod af Bestemmel-
sen af Konstanterne 2 og &, og den anden Del af Bestemmelsen af den
periodiske Funktion. Man vilde under disse Omstandigheder formelt faa en
meget fuldstendig Lesning, nemlig et Udtryk af Formen

27

Uy = (@ — bS)~f<51x) :

der giver Udslaget paa den enkelte Dag for enhver Tid og en-
hver Vaerdi af S. Den Opgave, som vi gnsker lgst, er imidlertid en an-
den. Hvis de nzvnte simple Forudsatninger var rigtige, vilde vor Lgsning
blive et specielt Tilfelde af den ovenstaaende, nemlig

27
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naar S, er Middelvardien af .S. Men denne Vej vil man aldrig gaa, naar
Opgaven er at finde Temperaturens daglige'Periode. Arbejdet vilde nem-
; lig for det forste blive ungdvendig stort, og for det andet vilde Resultatets
Godhed vaere afhaengig af Rigtigheden af den benyttede Hypotese.

For Fuldstendigheds Skyld og navnlig for at undgaa Misforstaaelser
bor det dog tilfojes, at man ved Lgsningen af vore Opgaver kan benytte
en Fremgangsmaade, der er forskellig fra begge de ovenfor angivne. Vi
gaar jo ud fra, at der ikke blot bagved de meteorologiske Elementers sta-
dige Variationer, men ogsaa bagved de sggte Perioder findes visse Naturlove,
og at vore lagttagelsesvaerdier efterhaanden vil nerme sig til de tilsvarende
Vardier af visse sande eller teoretisk rigtige Funktioner, som formulerer
Lovene. Vi kan derfor ogsaa begynde med at opstille en Teori, men denne
Teori skal for vore Opgavers Vedkommende vel at merke ikke omfatte
alle de vasentlige Omstendigheder ved det iagttagne Fznomen, men kun
de Omstendigheder, der har eller antages at have Betydning for vedkom-
\' mende Lov. Vi opnaar altsaa heller ikke ved denne Fremgangsmaade at
[ frigore Iagttagelserne, eftersom vi ikke udtrykker alle de vasentlige Om-
steendigheder i Teorien, og hvis den opstillede Teori er rigtig, bliver der
tilbage netop de samme bindende Omstendigheder, som vi undlader at tage
Hensyn til, naar vi lgser Opgaven uden Opstilling af specielle Hypoteser
angaaende den teoretisk rigtige Funktion.

Den ovenfor omtalte Fremgangsmaade kunde synes at vare naturlig
ved visse teoretiske Undersggelser angaaende Atmosferens Fysik, men i
Virkeligheden ger man sig herved Opgaven ungdvendig vanskelig. Det er
netop en stor Fordel, at man kan behandle Iagttagelsesmaterialet for sig
og Teorien for sig; har man forst fundet udjevnede og forbedrede Vardier,
kan man derefter udarbejde sin Teori og undersgge, hvorledes den stemmer
med Erfaringen.

At man kan gaa frem paa denne Maade beror paa, at en hvilkensom-
helst Teori, som man vil opstille, maa have Formen ;

U :f. (%x) )

saaledes at der til en bestemt Fase kun svarer en Funktionsvaerdi, samt at
man for at faa en fuldsteendig Teori skal tage Hensyn til alle de Fano-
mener, der varierer paa denne Maade, saafremt de staar i Aarsagsforhold
til det betragtede meteorologiske Element. Naar vi da som vor eneste
Forudsaetning har, at den sande Funktion er af ovenstaaende Form, har vi
opstillet den tilstraekkelige og ngdvendige Teori for vore Opgaver. Ved Be-
handlingen af Temperaturens daglige Periode tager vi saaledes i Virkelig-
heden Hensyn til Temperaturens Afhengighed af Solens Hgjde og af Ud-
straalingen til de forskellige Tider i Dognet, og endvidere tager vi Hensyn
til for Eksempel Variationen i Skyetheden, for saa vidt der heri findes en daglig
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Periode; derimod udelukker Teorien Variationer i Skyetheden eller i andre
ledsagende Fenomener, for saa vidt eller naar de ikke er afhengige af
Klokkeslettet.

Der er altsaa den Szregenhed ved vore Opgaver, at der ikke gores
Brug af nogen Hypotese (bortset fra Hypotesen om Klimaets Uforanderlig-
hed), og at Opgavens hele Teori kan udtrykkes i den Setning, at de til
Iagttagelserne svarende sande Verdier herer til en vis periodisk Funktion.
Heraf folger, at der kun skal tages Hensyn til een eneste ledsagende Om-
steendighed ved lagttagelserne, nemlig Tiden.

§ 3
Forskellige Slags Fejl.

Vort Materiale til Bestemmelsen af de meteorologiske Elementers
Perioder er behaftet med flere forskellige Slags Fejl. Efter deres Oprin-
delse kan de inddeles i tre Grupper, nemlig de almindelige (»tilfeeldige«
eller »uregelmassige«) Fejl, der skyldes lagttageren, dernast de Fejl, der
hidrerer fra aperiodiske Variationer i de atmosfariske Forhold, og endelig
har vi en meget vigtig. Gruppe af Fejl, der dels hidrerer fra Ufuldkommen-
heder ved Iagttagelsesmetoden og dels fra lagttagelsens Afhangighed af de
lokale Forhold. — Angaaende den anden af disse Grupper af Fejl, der ogsaa
kan siges at hidrgre fra vaesentlige Omstendigheder ved Tagttagelsen, hvor-
til der ikke tages Hensyn, kunde der vere nogen Anledning til at overveje,
om man skulde undgaa at bruge Ordet »Fejl«, da der her ikke er Tale om
Fejl i almindelig Forstand. Der synes imidlertid ikke at vere tilstraekkelig
Grund til at besvarliggore Fremstillingen ved at indfere swrlige Betegnelser
for disse Afvigelser, og desuden er det ogsaa i en vis Forstand Fejl, nemlig
Fejl paa de spgte Veardier.

Hvis man inddeler de forekommende Fejl med Hensyn til, hvorledes de
forholder sig overfor Udjevningsregningen, bliver Grupperingen en noget
anden. Saaledes kan der forekomme almindelige (»tilfeeldige«) Fejl blandt
dem, der hidrgrer fra Iagttagelsesmetodens Ufuldkommenhed og fra Iagt-
tagelsens Afhangighed af de lokale Forhold, og de vil sammen med de
andre almindelige Iagttagelsesfejl give sig til Kende ved Middelfejlsbereg-
ningen og senere kunne danne Grundlaget for Bestemmelsen af Fejlen paa
den udjevnede Vardi. Overfor Iagttagelsesregneren kan disse Fejl maaske
derfor siges at optrzde som synlige. Men Iagttagelsesmetodens Ufuld-
kommenhed og de lokale Forhold kan ogsaa indfgre Fejl, der i Modsetning
til de foregaaende maa betegnes som skjulte. Naar for Eksempel et Ter-
mometer ikke er tilstrekkelig beskyttet mod Solstraaling, vil Udslaget i
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Temperaturens daglige Periode blive for stor, naar Solen skinner. Og man
kan ikke paavise og altsaa heller ikke fjerne Fejlen, der hidrerer fra Sol-
straalingen, ved at sammenligne Iagttagelserne fra klare Dage med dem fra
overskyede Dage, thi den virkelige Lufttemperatur, som man skulde maale,
er ogsaa hgjere i klart Vejr end i Graavejr. Det blev i forrige Paragraf
omtalt, at vor Teori omfatter alle de Variationer i det betragtede Element,
som er afhangige af Periodens Fase, men heraf fglger, at saadanne Varia-
tioner, der fejlagtic kommer med i vore Iagttagelser, heller ikke bliver luk-
ket ude ved vor Teori.

De skjulte Fejl svarer — i al Fald tildels — til dem, som Gauss
kalder for »regelmzessige«; om disse siger G.1): :

»Dagegen haben andere Fehlerursachen bei simmtlichen Beobachtungen
derselben Art ihrer Natur nach entweder einen vollkommen constanten Ein-
fluss, oder doch einen solchen, dessen Grdsse in gesetzmissig bestimmter
Weise allein von Umstinden abhingt, welche mit der Beobachtung wesent-
lich verkniipft sind. Fehler dieser Art werden constante oder regelmissige
genanntc. Og videre: »Die Betrachtung der regelmissigen Fehler soll von
unseren Untersuchungen ausdriicklich ausgeschlossen bleiben. Es ist nimlich
Sache des Beobachters, alle Ursachen, welche constante Fehler hervor-
zubringen vermogen, sorgfiltic aufzusuchen und dieselben entweder abzu-
stellen, oder wenigstens ihrer Wirkung und Grosse nach auf das genaueste
zu erforschen, um ihren Einfluss auf jede einzelne Beobachtung bestimmen
und diese von jenem befreien zu konnen, so dass ein Ergebniss erzielt wird,
als ob der Fehler iiberhaupt nicht vorhanden gewesen wirec.

Vi tor imidlertid ikke saaledes se bort fra disse Fejl, blandt andet fordi
vi benytter mangeaarige Iagttagelsesrekker, som man maa tage med samt
de Fejl, som det ifelge Gawss skulde have varet Iagttagerens Sag at und-
gaa. Men ogsaa nyere og igvrigt paalidelige Iagttagelser er for de fleste
meteorologiske Elementers Vedkommende temmelig sterkt behaftede med
disse Fejl, og de vil forst kunne undgaas, efterhaanden som man bliver i
Stand til at fjerne Ufuldkommenhederne ved Iagttagelsesmetoderne og til,
gennem Studiet af Atmosferens Fysik, at eliminere de lokale Forholds Ind-
flydelse paa Iagttagelserne.

Imidlertid maa det fremhaeves, at mellem de meteorologiske Elementer
indtager Lufttrykket i denne Henseende en Serstilling, idet Barometeriagt-
tagelser kun i ringe Grad kan befrygtes at lide af disse Fejl. De kan dog
indfgres ved Korrektionen for Temperatur og i hejere Grad ved Barometer-
standens Henfgrelse til Havets Niveau, men i de fleste Tilfzelde tgr man
betragte de Iagttagelsesrazkker, der benyttes til Bestemmelse af Lufttrykkets
Perioder, som i det vasentlige frie for skjulte Fejl.

Ganske anderledes forholder det sig med Temperaturiagttagelserne, idet

') »Abhandlungen zur Methode der kleinsten Quadrate«. Berlin. 1887. (S. 1.)
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Termometrets Angivelser er i saa hej Grad afheengig af Instrumentets Op-
stilling, hvilke Forholdsregler der er taget for at beskytte Instrumentet mod
Solen, Jordsmonnets Beskaffenhed, Laforhold, Terranets Form etc. Nogle
af de varste Fejl, der hidrgrer herfra, kunde rettes ved Kontrol med Aspi-
rationstermometre, men andre af disse Fejl kan ikke saaledes elimineres.
Man maa derfor vaere meget varsom, naar man vil benytte Resultaterne af
Temperaturiagttagelser til videre Undersggelser. Selv om man havde i og
for sig gode Iagttagelser for flere Hundrede Aar fra samme Sted, vilde
man saaledes neppe kunne bruge dem til en Paavisning af mulige sekulere
Andringer i Klimaet, med mindre der i hele Observationstiden ikke var
foregaaet Forandringer af Betydning med Laforholdene og Jordoverfladens
Beskaffenhed i en temmelig stor Afstand fra Iagttagelsesstedet.

Da de lokale Forhold har saa stor Betydning, maa man ligeledes veere
varsom med at betragte Resultatet for eet Sted som galdende for andre,
selv narliggende Steder; det kan saaledes anfgres, at Landbohgjskolen i
Kobenhavn viser Fastlandsklima i Forhold til det meteorologiske Institut,
og at man ved samtidige Afleesninger har iagttaget en Forskel af indtil
80 C. paa de to Steder. — Da enhver Temperaturbestemmelse i bedste
Tilfelde kun galder for netop det Sted, hvor Termometret er anbragt,
maa det siges, at man ogsaa begaar Fejl, saasnart man benytter et saadant
enkelt Termometers Angivelser som gazldende for en sterre Lokalitet,
for Eksempel en By — hvilket man nzasten altid gor.

Dersom man ved Bestemmelsen af Temperaturens aarlige Periode vil
holde Fejlen paa den udjevnede Verdi indenfor rimelige Granser, maa
man anvende mangeaarige lagttagelsesreekker, men det er en betenkelig
Sag at bruge gamle Iagttagelser, navnlig naar man kun har mangelfulde
Oplysninger om, hvorledes de er anstillet. For Kgbenhavns Vedkommende
eksisterer der saadanne gamle Iagttagelser, der skal blive Genstand for en
kort Omtale, dels fordi Vardierne senere benyttes til nogle Undersggelser
angaaende Bindingen, og dels fordi man her, desvarre, har et godt Eks-
empel paa et Materiale, der er behzftet med vist alle tenkelige Fejl. De
nermere Oplysninger om disse Iagttagelser finder man i V. Willaume- Fant-
zen’s »Meteorologiske Observationer i Kjgbenhavn« (Kbh. 1896).

De xldste af disse Iagttagelser, nemlig fra 1768 til 1817, er anstillet
paa Rundetaarn; der er imidlertid Spring i Rakken, idet Aarene 1777—81
og 1789—96 samt 1800 og 1802 mangler, saa at der kun bliver 34 Aar til-
bage. Det angives, at Termometret hang i fri Luft paa Nordsiden af det
lille Observatorium ovenpaa Taarnet, og sammenholder man det, som man
ved om Datidens Termometeropstillinger, med de Afvigelser, som disse lagt-
tagelser viser fra senere lagttagelsesrakker, tgr man vist slutte, at Ter-
mometret ikke var beskyttet imod fri Udstraaling til Himmelrummet og
neppe heller beskyttet imod Solstraaling Morgen og Aften paa Aarets
leengste Dage.
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Derefter folger 43 Aars Iagttagelser, nemlig fra 1818 til 1860, fra den
gamle botaniske Have ved Charlottenborg. Det angives, at Termometret
hang inde i Haven i Skygge forst 4 Fod, men senere kun 2 Fod over
Jorden.

De senere lagttagelser stammer alle fra Landbohgjskolens Have, og
det er forst her, at der benyttes et Termometerhus., Men Termometeropstil-
lingen kan dog ikke betegnes som serlig god, og desuden har Lzforhol-
dene forandret sig meget i Tidens Lgb.

Ved Hjalp af 5 Aars samtidige Iagttagelser er Tagttagelserne fra Runde-
taarn >reducerede« til den gamle botaniske Have, og herfra er de atter
»reducerede« til Landbohgjskolens Have ved Hjwlp af 11 Aars samtidige
Tagttagelser.

Man ser af disse Antydninger, at der er god Grund til at antage, at
dette Materiale er behzftet med Fejl af forskellig Art, og Fejlkilderne er
langtfra udtemte med det, som ovenfor er sagt. Saaledes har Observations-
tiderne skiftet, og tildels kendes de slet ikke.

Med Rette kan der sperges om, hvilken Betydning man kan tillegge
de Resultater, man kommer til ved at benytte et saa broget Materiale,
og Svaret turde da blive, at man kun med stgrste Forsigtighed ter anvende
de Resultater, som angaar absolute Bestemmelser, altsaa for Eksempel selve
»Normaltemperaturen<. Derimod har jeg anset Materialet for at vaere godt
nok til den Undersggelse, der fra fgrst af var Anledningen til at tage hele .
Spergsmaalet op om Udjevning af periodiske Iagttagelsesrakker, nemlig Un-
dersogelsen af de sekundare Minima og Maxima paa Temperaturkurven,
Her har de absolute Vzrdier ikke megen Betydning; det vasentligste er, at
Tagttagelserne i det enkelte Aar er anstillet paa ensartet Maade fra Dag
til Dag.

Med Hensyn til Behandlingen af andre end de ovenfor omtalte mete-
orologiske Elementer skal jeg indskraenke mig til at anbefale den storste
Varsomhed ved Anvendelsen af de Resultater, som man maatte komme til,
hvis man ikke har fuldstzndige Oplysninger om de Forhold, under hvilke
Tagttagelserne er anstillet.

Med Hensyn til de Fejl, der stammer fra de aperiodiske Forandringer
1 Atmosferen, skal det bemarkes, at de kan optraede som skjulte Fejl i de
daglige Perioder. Hvis man vilde beregne Temperaturens daglige Periode
ved Hjelp af et enkelt Aars Iagttagelser, vilde disse Fejl saaledes forblive
skjulte. I Afsnittet om »Binding« vil det senere blive omtalt, hvorledes
Materialet, naar det er tilstrekkelig stort, kan legges til Rette, saaledes at
disse Fejl kommer til at optreede som synlige.

Derimod kan man ikke forhindre, at i al Fald en vis Del af de Fejl,
der hidrgrer fra Iagttagelsesmetodens Ufuldkommenhed og fra de lokale For-
hold, forbliver skjulte. Dersom disse Fejl er store i Forhold til Fejlene paa
de beregnede Vzrdier, kan et tilsyneladende godt Resultat maaske i Virke-
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ligheden veare ubrugeligt til den paatenkte Anvendelse. Naar man vil sgge
at danne et Grundlag for Behandlingen af de meteorologiske lagttagelser,
er det derfor ngdvendigt at fremhave Betydningen af de skjulte Fejl: hvis
Iagttageren ikke har serget for eller ikke har vaeret i Stand til at undgaa
disse Fejl, maa Resultatet af en Udjevning anvendes med forngden Forsig-
tiched. Men naar man har henledet Opmarksomheden tilstraekkeligt herpaa,
kan man derefter i Overensstemmelse med Gauss sige, at Sagen ikke ved-
kommer Beregneren eller Opgavens tekniske Behandling.




II.
OM UDJEVNINGSPRINCIPER.

§ 4.
Mindste Middelfejls Princip.

Enhver Udjevningsmetode maa stgtte sig til et eller andet Princip, og
det Princip, som vi skal kunne anvende, maa vare meget rummeligt, fordi
lagttagelserne er bundet til hverandre, og fordi Udjevningsfunktionen er ube-
kendt. Et saadant Princips Rigtighed bgr desuden vere indlysende, hvilket for
Eksempel ikke kan siges om de mindste Kvadraters Princip. Man kan
nemlig kun umiddelbart indse, at Summen [(0 — %)?] skal nzrme sig til Nul,
naar de forelagte Vaerdier nermer sig til at vaere fejlfrie, men man kan ikke

paa Forhaand vide, at den nzvnte Sum eller Summen [(0}\;(;)—2

2
et Minimum, naar Fejlene har en vis Sterrelse. Ved de Opgaver, hvor Ud-
jevningsfunktionen er ubekendt, virker Principet ligefrem vildledende, idet
Resultatet maa antages for at veere godt, naar Differenserne o — # bliver
meget smaa. Desuden vil det senere blive vist, at mindste Kvadraters Me-
tode anvendt paa bundne lagttagelser forer til Resultater, der ikke kan anses
for at veere rigtige, uagtet saadanne Iagttagelser ikke er udelukket ifglge
det opstillede Princip.

Thieles Princip er ret vanskeligt at faa fat paa. I »Elementer Iagt-
tagelseslere« udtales det vist skarpest (S. 56) saaledes: »Det er Udjev-
ningens Ide gennem denne Transformation at give Theorien sit og Iagt-
tagelserne deres ....«. Dette Princips Rigtighed kan maaske nok betragtes
“som indlysende, men det er for vagt til, at man af det alene kan udlede en
~ Udjevningsmetode; det stgttes derfor paa flere Maader, for Eksempel ved
Antagelsen om, at Middeltallet er den bedste Reprasentant for en Rakke af
Gentagelser. I Overensstemmelse med Principet fordres her en fuldstendig
(bekendt eller hypotetisk opstillet) Teori, saaledes at Iagttagelsesvaerdierne
bliver frie af hverandre; dette Princip er altsaa ikke saa rummeligt, at det
omfatter vore Opgaver.

Man kunde opstille et Princip, der er tilstreekkeligt rummeligt, og hvis
Rigtighed neppe kan drages i Tvivl, nemlig: Fejlene paa de udjevnede

} skal veere
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Verdier skal vaere saa smaa som muligt. Men i denne Skikkelse er Principet
for vagt; man maa vedtage, hvotledes Fejlenes Storrelse skal vurderes, for-
end man ved dets Hjalp kan udlede en Udjevningsmetode. Af praktiske
Hensyn findes der her ikke Anledning til at benytte andet Maal for Fejlen
end Middelfejlen, og Principet kommer da til at lyde saaledes: Middelfejlene
paa de udjevnede Verdier skal vere saa smaa som muligt. I omtrent denne
Skikkelse findes Principet hos Gauss!), der anvender det til at vise Beret-
tigelsen af mindste Kvadraters Metode. — Det er en Selvfolge, at de ud-
jevnede Veardier skal tilfredsstille visse andre Betingelser foruden den Be-
tingelse, som direkte indeholdes i Principet, thi naar man kender Iagttagel-
sernes Fejllove, kan man beregne Middelfejlen for ethvert Udtryk af Iagt-
tagelserne, men ethvert saadant Udtryk kan ikke repraesentere en udjevnet
Verdi.

Vore Opgavers Natur og lagttagelsesvaerdiernes Egenskaber tillader
ikke, at vi ligefrem udleder den Udjevningsmetode, som senere vil blive om-
talt, af dette Princip; det vil dog finde nogen direkte Anvendelse, men igv-
rigt bliver det narmest kun vejledende for os, idet Principet viser os det
Maal, som vi skal strebe efter at naa.

Det skal nu ferst vises, hvorledes man ved Hjwlp af mindste Middel-
fejls Princip kommer til Normalligningerne, naar Iagttagelserne er frie (men
ikke, naar de er bundet til hverandre). Derved opnaar vi ikke blot at se,
hvorledes det almindelige Princip virker i det specielle Tilfelde, men vi faar
tillige velkendte Resultater som Udgangspunkt for senere Undersggelser.
Den folgende Fremstilling slutter sig naermest til Helmere?).

Vi gaar ud fra, at der foreligger » lagttagelser, o, og at der skal be-

stemmes 72 Elementer, x, ¥ --.. 5. Endvidere gaar vi ud fra, at dersom
man kendte de sande Verdier af o0 — vi kalder dem v — kunde man
opstille 2z Ligninger:
(I) Ui:pi/Y-+giY+'--'+7iZ,

(i: 1’2’3....71),
hvor X, Y-...Z er de sande Veardier af x, y----2, 0og p, g----7 er givne
Tal. Opgaven er da at finde visse Reprasentanter for v — vi kalder
dem % — som for det forste tilfredsstiller de til (1) svarende 7 Ligninger

Uy =X + QY+ 712,

og for det andet har den mindst mulige Middelfejl.

Vi lgser Opgaven ved forst at bestemme Elementerne; hertil har man
kun de # Iagttagelser, og vi vedtager nu, at Elementerne skal udtrykkes
lineart ved disse Iagttagelser. Vi satter derfor

1) » Abhandlung zur Methode der kleinsten Quadrate«. Berlin, 1887. S. 19—27.
%) A. R. Helmert: »Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrates,
Leipzig & Berlin 1907.
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(2) X = 00, 4+ oy + 0+ oy = [a0),

hvor Koefficienterne a forelgbig er ubestemte.
Vi multiplicerer derefter hver af de 7 Ligninger (1) med den tilsvarende
Koefficient o, og faar efter en Addition

[o0] = [20] X + [ga] Vo4 [ro] Z

Derefter underkaster vi de » Koefficienter folgende 72 Betingelser:

(3) [pa] =1, [go] = .. = [ra] =0,
og har altsaa
(4) X = [ow].

Af (2) og (4) ser man, at r kan opfattes som en Reprasentant for X,
naar Betingelserne (3) er opfyldt, thi da vil x kun kunne afvige fra den
sande Vardi, X, derved, at Iagttagelserne o afviger fra deres sande Verdier.
Men nu fordrer vi endvidere, at Koefficienterne a skal bestemmes saaledes,
at Middelfejlskvadret for x bliver et Minimum. Her kan vi forelobig gaa
ud fra, at Jagttagelserne er lige gode og ikke bundet til hverandre, og
vi skal altsaa have:

[odey] = o,

idet de m Koefficienterne tillige skal opfylde de  Betingelser
[pid(li] = [qid(ii] — OO NO— [ria’oci] = 0.

Ved Hjalp af disse Betingelsesligninger eliminerer vi 7 af Koefficien-
terne; dette kan udferes ved at man satter

[aidai] —_ 'él [pia’ot,-] — kg [qida,-] —— 0000 = km [ridai:‘ = 0,
eller
(ot Py iy o b o) o] = O,

og bestemmer #,, %y« --kn saaledes, at Faktorerne til » af Tilvaeksterne
da; bliver Nul. De resterende 7 — m Koefficienter o kan da betragtes som
uafhaengige Variable, og Faktorerne til deres Tilvaekster maa derfor ogsaa
alle vaere Nul. Vi faar da

(5) Q; :pikl = Qi'éz +°"'+7’ikmq
og indsatter vi disse Veardier for a i (3), kan Hjelpestorrelserne £ bestemmes

ved Hjelp af de » Ligninger

(20) Ay + (29) By 4+ -+ 4[] fom = 1,

© Ll il i e
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Af (2) og (5) faar man
(7) x = [po) by + g0 &y + - - -+ [70] fem,

og vi finder derfor den Vardi af x, som under de givne Forudsatninger
har den mindste Middelfejl, naar vi beregner Hjzlpestgrrelserne £ af (6) og
indszetter Vardierne i (7). Selve denne Regning skal dog ikke udferes her,
da det er nemmere at vise, at det Resultat, vi vilde komme til, er det
samme som det, Normalligningerne giver.

Af Normalligningerne

[28) % + [2g)y +--- -+ [27]
[92) % + [9q)y 4+ -+ [g7] 2 = [g0],

P4 [rgl y +- - -+ 7] 2 = [r0],

finder vi x# ved at multiplicere med de forelobig ubestemte Hjalpestorrelser
K, K,----K, og addere, hvilket giver

([22] Ky + (g K 4+ - - - + 78] Ku) #
+ ([2g] &, - [qg] K5 £+ - + [rq] Ku)y

+ (2N K + [g7] K+ -+ -+ [r7] Ka) 2
= [po] K, + (g0 K5 + -+ -+ [r0] K,

og derefter bestemme Hjalpestorrelserne ved Hjelp af Ligningerne:

[pﬁ] ]<1 _l_ {gp] ]{2 + i + [7¢] ](m =1,
[pg} [{1 + [QQ] ](2 + SRl + [7’9] [(ln = O,

(8)

man har da

() 2= [p0] Ky + [qo] K + - -+ [ro] K.

Af (6) og (8) ser man, at
/31 == ]{1, ég — ]C_;,' S "ém = [(ma

og (7) og (9) viser derefter, at den Veardi for et Element, som vi fandt ved
den anden Metode, er den samme som den, Normalligningerne giver.

Det er imidlertid ikke den oprindelige Opgave, som her er lgst, men
det er let at vise, at Resultatet vilde vaere blevet det samme, hvis vi
straks havde taget Sigte paa at bestemme Verdierne # ved Hjxlp af

mindste Middelfejls Princip. Man kunde da have transformeret Elementerne
2
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% y----z til & n----C saaledes, at de transformerede Elementer var frie
af hverandre. I Stedet for

U =pix + iy + -+ 78,

havde man da
up = p& + gin +- - -+ 7V,

hvor

() = 22 N(E) + 92 M) +- - - -+ 7" N (D).

Naar da \,(#;) skulde vaere et Minimum, maatte \;(8), A\y(n)- -« -X;(£) ogsaa
hver for sig vare et Minimum, og Bestemmelsen af de enkelte Elementer
vilde derefter vare at foretage paa samme Maade som foran. — At Ver-
dierne z ikke vilde paavirkes af en saadan Transformation, behgver ikke
narmere Paavisning.

Der er i-det foregaaende gjort Brug af to Forudsatninger og en Vedtegt.
For det forste blev det forudsat, at lagttagelserne var lige gode; det er
imidlertid let at vise, at naar der tilleegges lagttagelserne forskellig Vagt,
kommer man ogsaa til samme Resultat som ved mindste Kvadraters Metode 1).

For det andet blev det forudsat, at Iagttagelserne var frie, da vi kun i
dette Tilfeelde havde

Ao() = [au® \y(03)].

Dersom lagttagelserne er bundet til hverandre, kan man ogsaa anvende
mindste Middelfejls Princip, saafremt man kan formulere Fejlloven for Iagt-
tagelserne. Men man kommer da til et andet (og bedre) Resultat end det,
som Normalligningerne giver. Dette Punkt bliver senere bergrt.

Endelig blev det vedtaget, at Elementerne skulde udtrykkes lineart ved
Tagttagelserne. Der er derfor en Mulighed for, at der for Elementerne kan
findes ikke-linere Udtryk, som har mindre Middelfejl.

Desuden maa det erindres, at der allerede ved Principets Opstilling
brugtes en Vedtegt, nemlig at Middelfejlen betragtes som det rette Maal
for Fejlen. — Det bemaerkes, at »Middelfejl« kan erstattes med »den sand-
synlige Fejlec.

Mindste Middelfejls Princip har ikke blot teoretisk Interesse, men det
kan ogsaa i visse Tilfelde anvendes direkte med Fordel. Saaledes forer
det nemmere til Maalet end Normalligningerne, naar man gnsker den ud-
jevnede Vardi udtrykt ved selve lagttagelserne. Vil man for Eksempel
ved Hjxlp af Normalligningerne opstille en Formel for Udjevning til Midten
af 2m + 1 =kvidistante Verdier efter en Raekke af Formen

=%y -+ 22 + 22 4o

1 Se f. Eks. Helmert: »Ausgleichungsrechnung«. S. 45.
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kan man give den Verdi, der skal udjevnes, Argumentet z =0 og de andre

Vardier Argumenterne 4+ 1, + 2.-.-+4 m; man skal da finde #, = x,?).
i=—m i=m
Seetter vi E Iith = G 1% E i¥ = oy, giver Normalligningerne
i=—m i=—m

Sol= 20001 = X200 =17 VO = X O [eteistere
Sy = %Oy I~ %304 - X40q 1= XgOg = c-°
Sy = X0y 1 X0 - #,0g ~ XgOyol o ¢
G = Safels B 480l A SO A Ak S 00 0c

Vil vi for Eksempel opstille en Syvendegradsformel, skal vi altsaa beregne
Determinanten

D= |
| G4 O Oy Oy |
|
|

hvorefter den s@gte Formel bliver

= (Al + Ay22 + Ayt A 25 )
Uy — 2 i ”Z) 01')1

hvor A er de til x, svarende Underdeterminanter. At Regningen bliver
besvarlig, ser man allerede deraf, at naar # = 4, hvilket er den mindste
Vardi, som 7z i dette Tilfzelde kan have, bliver for Eksempel 6;, = 34625508

Vil vi lgse den samme Opgave ved Hjalp af mindste Middelfejls
Princip, kan vi gaa ud fra fglgende Betragtninger. Vi skal opstille en
Formel, hvori den udjevnede Verdi, #, er lineert udtrykt ved Iagttagel-
serne 0. Formlen skal vare af syvende Grad, hvilket vil sige, at den
anvendt paa en Rakke wkvidistante Verdier, v; der herer til en Funktion
af syvende Grad, skal lade disse Verdier forblive uforandrede; naar man i
Formlen indsatter z; i Stedet for o;, skal man altsaa have #;,= 7,. Desuden
har vi A8y; = 0, og endelig setter vi 72 = 4. Den almindeligste Form, som
Formlen under disse Omsteendigheder kan have, er

Uy = 0, + EA%0,
= (1 4 70k) 0y — 56% (04 +0—y) + 28% (0y+0_y) — 8% (03 +0—3) + % (04+0—),

hvor % er et vilkaarligt Tal. Heraf faar vi

A; (25) = (1 + 140k + 128704%) \,(0),

1) 7. P. Gram: >Om Rekkeudviklinger<. S. 11i. F Altenburger: >Versicherungswissen-
schaftliche Mitteilungen<. 4. Band. S. 87.
2%
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og derpaa bestemmer vi £ saaledes, at A\,(%,) bliver saa lille som mulig; vi

saetter altsaa

d
;,E}\?(uo) = (140 + 25740%) N\y(0) = 0,

» og indsaettes denne Veardi i ovenstaaende Udtryk

hvilket giver £ = — 1237

for u,, er Formlen fardig.

Efter at vi i det foregaaende har set, hvorledes det opstillede Princip
forer til velkendte Resultater i det specielle Tilfeelde, hvor Iagttagelserne er
frie, kan vi med stgrre Tryghed anvende Principet, hvor Iagttagelserne er
bundet til hverandre. Imidlertid har vi ogsaa de Vanskeligheder at kaempe
med, som felger af, at Udjevningsfunktionen er ubekendt. Saadanne Op-
gaver lgses i Almindelighed ved Hjzlp af Udjevningsrakker, og vi skal
derfor nzrmere betragte den Fremgangsmaade, som (skulde) anvendes ved
Bestemmelsen af hvilke Led, der under givne Omstendigheder skal tages
med i en saadan Rekke.

§ 5
Om Valg af Leddene til Udjevningsrakker.

Som Udgangspunkt for Betragtningen af Valg af Leddene til Udjev-
ningsraekker tager vi det forste Stykke af § 56 i »Elementar Iagttagelses-
leere«, der lyder saaledes:

»Ved Udjevningsreekker, det vil sige, hvor Theorien fremstiller Iagt-
tagelserne i Form af en Rakke af additiv Form med Led i ubestemt (uen-
deligt) Antal, hvert Led multipliceret med en ubekendt Faktor, et Element,
og hvor altsaa Elementudjevning maa anvendes, faar Fejlkritiken den serlige
Opgave at angive, hvormange (eller hvilke) Led af Rakken der skal med-
tages i Udjevningen. Hertil haves det selvskrevne Middel i Formlen (79)

— = n—m + '|/2(72 —m)

De m Led i Rekken, der her er betegnet med X, svare nemlig hvert for
sig til et Element, altsaa til et af Udjevningsrakkens Led. For hvert Led,
man optager i denne, formindskes altsaa Kritikligningens hejre Side med
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omtrent en Enhed, Kritikens Udfald bliver altsaa gunstigere, dersom man

e B L i o1
udskyder alle saadanne Led, for hvilke {r_}\g] . {7):’] < 1. Beholder man

Led, der i vasentlig Grad falde ind under denne Regel, da begaar Udjev-
ningen den Fejl at vare for »svagc; udskyder man derimod Led, for hvilke

[ v 2 Y o4V | —
[”\EJ : {7 ;} 1, saa gor man sig skyldig i for »sterk« Udjevning.

Her betegner o ligesom for lagttagelserne, x de udjevnede Verdier,
7 Antallet af Ligninger og 7z Antallet af Elementer; \ er en forkortet Be-
tegnelse for \,(0). Det er endvidere forudsat, at Elementerne er transformerede
saaledes, at man for Eksempel har

740, AL
S5 {J\ ] '[‘,\J
M= |50

man har derfor ogsaa

Dersom man forelgbig ser bort fra den Usikkerhed, som indfores med

Leddet + J2(z—mm), kan man altsaa give Kritikligningen Formen

Iy 3 5y

og Opgaven er da ved Hjelp af denne Ligning at bestemme, hvilke Led af
Rakken der skal tages med i Udjevningen.

For at gore Sagen saa simpel som mulig betragter vi kun saadanne
Tilfelde, hvor Elementerne kan bestemmes uafheengig af hverandre, saaledes
som det finder Sted ved Udjevning efter den foran omtalte trigonometriske
Rakke., Da der er z Ligninger, kan der bestemmes ialt » Elementer, og
vi kan da gaa ud fra, at man har bestemt alle disse Elementer og deres
Middelfejl. Vi ordner Elementerne efter deres »Godhed¢, det vil sige efter

2

aftagende Stgrrelse af Forholdene K%’ og benytter dem i denne Rakkefglge,

saaledes at der til et vist Udjevningsforsgg forudszttes at vaere anvendt de
m Elementer, der svarer til de sz stgrste af disse Forhold.




Vi setter nu

rim =[5 = 2 - 3 &

£y (m) = n—m,

og
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} og man skulde herefter betragte Fejlkritikens Udfald som desto gunstigere,
|

, jo bedre Ligningen
| F\(m) = Fy(m)

var tilfredsstillet.
Hertil maa dog forst bemaerkes, at denne Ligning altid er tilfredsstillet
for m2 = n, da man i dette Tilfelde har ikke blot

/) = e}

men ogsaa
i /) = ey,

thi er Elementernes Antal lige saa stort som Ligningernes, bliver #; = o;;
men det er selvfglgelig ikke denne Lgsning, som man spger eller gnsker at

nerme sig til. Endvidere bemarkes, at #,(0) = », medens /,(0) = [%\EJ i Al-
mindelighed er mange Gange stgrre end 7. Endelig, at de sidste af Forhol-

2

dene )%Z)i den ordnede Rakke i Almindelighed narmer sig staerkt til Nul.
25

Fig. 2.

I Skematisk kan man derfor fremstille Sagen saaledes, at Vardierne af 7)(m)
t ligger paa Kurven PORQ, Fig. 2, medens Vardier af F,(m) ligger paa den
’ rette Linie SO, og det er da Skeringspunktet O, eller rettere den dertil
‘ svarende Abscisse 72, som man vil opsege.




OM VALG AF LEDDENE TIL UDJEVNINGSRAKKER. 23

Fglger man nu den ene af de givne Anvisninger, nemlig bestemmer
Elementernes Antal ved Hjalp af Ligningen F(m) = Fy(m), saa vil man
kun kunne vare i Tvivl om, hvorvidt der skal tages et Element mere eller
mindre med. Lad os da antage, at Leddenes Antal bestemt paa denne
Maade er #,; der udskydes altsaa 7z — »z, Elementer. Det er nu let at se,

at naar
00 z2
F(omey) = [T] — E @) = 1 — my,

saa bliver for de udskudte Elementers Vedkommende Summen af For-
holdene Z2:\,(¢) ogsaa lig med #-—m,, eftersom vi har 7(n) = o.
Gennemsnitsvaerdien af Z2:)\(¢) for disse Elementer bliver altsaa lig
med 1, men dette staar i Strid med den anden af de givne Anvisninger,
ifolge hvilken man kun skulde udskyde de Elementer, hviorsdzen\S (A)i=in=s
Dersom 7 — m, er stor, og dersom der tillige udkraves mange smaa Led
til at fremstille den teoretisk rigtige Funktion med tilstreekkelig Nojagtighed,
kan Forskellen blive stor mellem de Resultater, som man kommer til ved
enten at folge den ene eller den anden af de to Fremgangsmaader. I foran-
staaende Figur er der til Kurven trukket en Tangent 7= SQ; Kurvestykket
RQ vil da svare til de Elementer, for hvilke man har Z2:)\,({) < I, og den
til R svarende Abscisse angiver altsaa Antallet af Elementer bestemt ved
den sidste af de to Fremgangsmaader, medens de omtvistede Elementer
reprasenteres af Kurvestykket RO.

Der er bragt en Slags indre Overensstemmelse til Veje mellem de to
Anvisninger derved, at der til Kritikligningens hojre Side er fgjet Leddet
+ V2 (n—m). Der indfores imidlertid herved saa stor en Usikkerhed, at
denne ikke blot kan strekke sig over de omtvistede Elementer, men den
vil ogsaa kunne tillade, at man for m valger en Veardi, der er mindre
end den, der ovenfor betegnedes ved 7z, men herved fjerner vi os endnu
mere fra Anvisningen om, at man skal beholde de Elementer, for hvilke
(G2 M) =t

Under visse simple Forhold er det igvrigt let at se, hvorledes det for-
holder sig med denne Sag. Har vi z— rene Fejlelementer, der er ind-
byrdes frie og lige gode, skal vi for disse Elementers Vedkommende til-

naermelsesvis have

> Z_2 = (72 = WZ) )\2(1,)1

og ligeledes tilnermelsesvis

DO,

Og her maa man vente, at omtrent en Trediedel af Elementerne er nu-
2

merisk stgrre end VXQ(Z_), altsaa at man faar )\-Z(—C)> 1 for omtrent en Tredie-
2

del af det hele Antal, som skal udskydes.
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S6
Fejlen paa den udjevnede og forbedrede Vzrdi.

De-almindeligt benyttede Udtryk for Fejlen paa den udjevnede Vaerdi
gelder kun for frie Jagttagelser, og naar der er udjevnet efter den teoretisk
rigtige Funktion. Har man saaledes fundet den udjevnede Vaerdi, #;, ved
Hjelp af de # transformerede Elementer £, n-...¢

)

wy =piE +gn +- - A A

kan X i
o U, s e i
(10) f\z(uf)—?qu[_Tg» Iy le}
Az (0) As(0) Ay(0)

under almindelige Omstandigheder betragtes som et legitimt Udtryk for
Fejlen paa #;1). Men dersom man har fundet #; ved Hjalp af # Led af
en Udjevningsraekke, maa man forvente, at Fejlen paa u; er storre, end
Udtrykket (10) for #; angiver, idet Usikkerheden i Bestemmelsen af #; er
foraget ved Spgrgsmaalet om, hvormange Led der skulde tages med af den
benyttede Reakke.

For vore Opgavers Vedkommende kommer hertil, at Iagttagelserne er
bundet til hverandre, og Vanskelighederne forpges derved saa meget, at
det neppe lgnner sig at forsgge paa at beregne Fejlene for de enkelte ud-
jevnede Verdier. Men da det maa betragtes som en meget vasentlig Del
af en Udjevningsopgave at vurdere det opnaaede Resultats Godhed, vil vi
forspge at udarbejde en Metode, der kan tjene til at give i alt Fald et Skgn
over Fejlenes Stgrrelse.

Vi kan da gaa ud fra de = Ligninger, der reprasenteres af ovenstaaende
Ligning (10). Naar man dividerer paa begge Sider af Lighedstegnet med
A;(0:) og derpaa adderer, faar man, idet Antallet af Elementer er ,

)\Z(Zl,')

1) e,

(11) Z <1—-;\\z(%%)) —n— .

Ligning (11) er en Identitet, og A\,(#;) betegner her kun et vist mate-
matisk Udtryk. Men dersom der er udjevnet efter den teoretisk rigtige
Funktion, og dersom Iagttagelserne er frie af hverandre, kan dette Udtryk
for Ay(u;), nemlig (10), betragtes som det legitime Udtryk for Fejlen paa
#;, og under disse Omstandigheder maa det tillige forventes, at Kritik-
ligningen under Formen

!) »Elementar Iagttagelseslere«, Side 72.




(12) E (ﬁi)\—q—(;j;‘i:n——m,

er tilfredsstillet med god Tilnaermelse. Af (11) og (12) faar vi den bekendte
Ligning 1)

(13) 2?%@?229@—§3%

og dersom de ovenfor nzvnte Betingelser er tilfredsstillet, kan vi derfor
betragte det \,(x), der indgaar i (13), som et Udtryk for Fejlen paa #.
Naar \y(0) desuden kan betragtes som konstant, faar man af (13):

I 1 9
(14) —Z (M) = Nfo) — - (o — #P),
og det er dette sidste Udtryk, som vi vil benytte til Bestemmelsen af Gen-
nemsnitsfejlen for de udjevnede Vardier.

Det skal forst bemaerkes, at Ligning (14) ogsaa galder under visse
andre Omstendigheder end de ovenfor nzvnte. Dersom de forelagte Veer-
dier aldeles ikke paavirkes af »Udjevningenc, har man saaledes almindeligt
u; = o0;, og Ligningen reduceres derved til

I
= 2 Ny (2) = Ny(0).

Ligningen galder altsaa i dette Tilfeelde, selv om Iagttagelserne er bundet
til hverandre. — Til dette Grensetilfelde skulde vore Opgaver ifglge For-
udsztningerne, der udelukker mulige sekulere Forandringer, narme sig,
efterhaanden som lagttagelserne udstraekkes over bestandig leengere Tidsrum,
og man vil senere faa at se, at vi allerede nu kan komme temmelig naer
til denne Graense.

De to omtalte Tilfelde, hvor Ligning (14) gaelder, kan betragtes som
Yderpunkter, imellem hvilke alle vore Opgaver ligger, men Spergsmaalet
er nu om, hvorvidt man i Almindelighed kan benytte (14) til Bestem-
melse af Fejlen paa den udjevnede Veerdi.

For at undersgge denne Sag nzrmere kan vi gaa ud fra Veardisettet
vi, 0; og u; — den sande, den givne og den udjevnede Veardi — og for
Differenserne mellem to og to af disse Verdier satte

di = 0 — u;,
i = Ui — Vi,
Ji = 0i — ui;

!) »Elementer Iagttagelseslere«. Side 62.
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/i er altsaa den sande Fejl paa lagttagelsen o;, og ¢; den sande Fejl paa
den udjevnede Veardi #;. Definitionsmessigt har vi

¢i + di =15
ved at kvadrere og addere faar vi heraf
(15) et =212— 242 — 2% ed

gxldende for et hvilketsomhelst Interval.

Vi har nu
&7 = Xs(w1),

der blot kan tages som en Definition af, hvad vi her forstaar ved N\,(u).
Derimod har vi ikke f? = \y(o1), eftersom \,(0;)) forudszttes fundet ved Be-
regning og reprasenterer en Fejllov, men \,(0) svarer ikke i det enkelte
Tilfelde til Sterrelsen af den sande Fejl. For vort Formaal er det imidler-
tid ogsaa tilstraeekkeligt, at man har

2/ = Z)0)

med en Ngjagtighed, der svarer til den Sikkerhed, hvormed \,(0) er bestemt.
Vi faar altsaa af Ligning (15):

(16) Eh(#) = EN(0) — =((0 — 0)?) — 25ed,

der kun adskiller sig fra (14) ved det sidste Led i Ligningens hgjre Side.

Differenserne mellem de givne og de udjevnede Verdier, 0 —# = 4,
kender vi paa dette Trin af Beregningerne. Naar man har udjevnet efter
mindste Kvadraters Metode, bliver Summen af alle disse Differenser Nul,
dersom Ny (0) er konstant, og det vil senere blive vist, at det samme er
Tilfeeldet ved Udjevning af Perioder efter den mekaniske Metode. Men
desuden vil man altid kunne finde Intervaller, indenfor hvilke man har
>d =0 med god Tilnermelse. Satter vi endvidere for Vardierne af ¢ i
et saadant Interval

er = Wy(e) + &,
hvor w,(¢) er Middeltallet af de betragtede Verdier af ¢, faar vi
(17) Zed = () Zd + Zed = Zed.

Om Ligning (14) geelder eller ej for det betragtede Interval, beror altsaa
kun paa Variationerne i den udjevnede Veardis sande Fejl.

Vi kan drage visse Slutninger angaaende Xed. Figurerne 3 og 4 frem-
stiller skematisk to af de Situationer, som kan forekomme i de betragtede
Intervaller, idet Kurverne reprasenterer Vardierne v, o og #. 1 Overens-
stemmelse med vore Forudsetninger er Kurvernes gensidige Beliggenhed
valgt saaledes, at man tilneermelsesvis har 2d—=o0. Endvidere har vi Ze=o0,
idet vi har sat ¢; = u,(¢) + &;. Ifelge Definitionen af Differenserne gaar &
fra u til 0 og € fra v til .
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I Fig. 3 har de udjevnede Vardier nermet sig noget, men ikke til-
streekkeligt til de sande; Udjevningen er for svag. Differenserne € og &

R iar

faar overvejende samme Fortegn, og Produkterne bliver altsaa overvejende
positive. Figuren fremstiller den for Anvendelsen af Ligning (14) ugunstigste
Situation ved en for svag Udjevning, thi Skaeringspunkterne mellem to og
to af Kurverne kan vare mere forskudt i Forhold til hverandre, saaledes
at flere af Produkterne ed bliver negative. Men dersom Udjevningen er for
svag, maa der vare en vis Overvaegt af saadanne Situationer som den
fremstillede, og det maa derfor antages, at Produktsummen Xed faar en vis
positiv Verdi.

Dersom Udjevningen derimod er for sterk, maa der vare en vis Over-
veegt af Tilfeelde, hvor # ikke blot har nzrmet sig til , men ogsaa har
passeret denne Verdi, saaledes som det er skematisk fremstillet i Fig. 4.

e

Fig. 4.

Vi faar da en Overvaegt af Tilfzelde, hvor sammenhgrende Verdier af &
og € har modsatte Fortegn, og det maa derfor antages, at Xed faar en vis
negativ Vaerdi.

Vi kommer herefter til det Resultat, at naar Udjevningen hverken er
for svag eller for sterk, altsaa naar den er »rigtige eller legitim, er der
overvejende Sandsynlighed for, at Produktsummen Zed bliver Nul (eller en
lille Stgrrelse), saaledes at Ligning (14) geelder i dette Tilfelde — selv om
Iagttagelsesvaerdierne er bundet til hverandre. Men i Almindelighed gelder
Ligningen kun med en vis Tilnermelse, fordi vi har kastet Leddet — 22 ed
bort, altsaa foreget Ligningens hgjre Side med 2Xed; der er altsaa over-
vejende Sandsynlighed for, at Ligningens hgjre Side har for stor en Vardi,
naar Udjevningen er for svag, og for lille en Veerdi, naar Udjevningen er
for steerk. Naar man vil benytte Ligningen

(14 bis) %z@sz@“%zW_w)

som et Udtryk for Gennemsnitsfejlen paa de udjevnede Verdier, maa det
derfor erindres, at:
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Hvis Udjevningen er for svag, maa det antages, at den sande Fejl er
mindre end den beregnede.

Hvis Udjevningen er for staerk, maa det antages, at den sande
Fejl er stgrre end den beregnede.

Dersom man vil beregne Fejlen paa denne Maade, galder det derfor
navnlig om, at Udjevningen ikke er for sterk, thi ellers vil man overvurdere
Resultatets Godhed. Derimod er det i denne Henseende ikke nar saa
uheldigt, hvis Udjevningen er for svag, eftersom man ved Anvendelsen af
Resultatet ikke let kommer til at drage gale Slutninger, naar de udjevnede
Veardier er bedre, end man antager.
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DE ALMINDELIGT ANVENDTE UDJEVNINGS-
METODER.

§ 7.

Materialets forberedende Behandling.

Forend man begynder paa selve Udjevningen af de meteorologiske
Elementers daglige og aarlige Perioder, maa man underkaste Materialet en
forberedende Behandling.

Lad os for Eksempel antage, at vi skal beregne Temperaturens dag-
lige Periode af visse foreliggende timevise lagttagelser. Udtager man fra
et enkelt Dggn 25 saadanne lagttagelser:

05 015 O3 ° 039y 9935 Oo45

hvor o, og 0,, er Verdierne for Kl. 12 Nat henholdsvis ved Dggnets Be-
gyndelse og Slutning, saa skal disse to Vardier veere lige store, hvis man
skal kunne betragte Iagttagelserne som alene repraesenterende en Periode.
Imidlertid er disse Vardier i Reglen ikke lige store; her spiller Temperatu-
rens aarlige Periode en vis Rolle, saaledes at 0,, efter Aarstiden gennemgaaende
er enten lidt storre eller lidt mindre end o,, men langt sterre Differenser
fremkommer dog som Folge af forskellige Forstyrrelser i de atmosferiske
Forhold. Man har nu opstillet den Hypotese, at saadanne aperiodiske Be-
standdele kan fremstilles med tilstreekkelig Ngjagtighed ved Hjalp af en
lineer Funktion; man fordeler da Forskellen mellem o, og o0,, ligeligt over
hele Dggnet, saaledes at man erstatter Veardien o; med o/, idet
Sy Ll (s ) (B=—"12),
24

og man har da for de nye Veardier o'y,= 0,'.

Vil man behandle Temperaturens daglige Periode for et leengere Tids-
rum, for Eksempel for en Maaned, under eet, bliver der kun Mening i Op-
gaven, naar man af hvert enkelt Doggn tager Temperaturens Svingning om-
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kring dette Dggns Middeltemperatur. Sztter vi for det enkelte Degns Middel-

temperatur
i=24

I § L
legi 45

g1t
og endvidere ¢
0'= 0{— [y = 0; — p; — Rilrtlo (f— 12),
24
er o/ altsaa Reprasentant for de Veardier, som vi skal betragte i det en-
kelte Dggn. Vi behgver heldigvis ikke at beregne disse enkelte Vzrdier,
og det volder ikke stort Besveer at finde Middeltallene af dem for vedkom-
mende Maaned: med let forstaaelige Betegnelser for Middeltallene har man
nemlig
M, (0f') = My (0) — M () — D% (5 _ 1),
24p
naar O,, er Temperaturen ved Midnat i Maanedens Slutning, og o, Tempe-
raturen ved Midnat i Maanedens Begyndelse, og p er Antallet af Dagene.
Ved at betragte det sidste Led i denne Reduktionsformel kan man indse,
at den Rettelse, der skal fgjes til Middeltallene, ofte bliver meget ringe,
men man maa vaere paa det rene med, at Fremgangsmaaden kun er beret-
tiget i samme Grad som den opstillede Hypotese; de ganske smaa Rettelser,
man i Reglen faar, giver intet Begreb om Stgrrelsen af de Fejl, der kan
begaas her, eftersom det er de ofte store aperiodiske Forstyrrelser i de en-
kelte Dogn, som det kommer an paa En narmere Undersggelse af den
opstillede Hypoteses Berettigelse kan imidlertid betragtes som hgrende til
vedkommende Opgaves specielle Del.

Hvad der ovenfor er sagt med Hensyn til Temperaturen, galder ogsaa
for den forberedende Behandling af Materialet til Lufttrykkets daglige Pe-
riode. '

Medens vi for at kunne behandle den daglige Periode eliminerede Be-
standdelene af den aarlige Periode og visse aperiodiske Forstyrrelser, skal
vi for at behandle den aarlige Periode kun eliminere den daglige Periode;
de aperiodiske Forstyrrelser elimineres ikke!) her, men udjevnes. Elimina-
tionen foregaar paa den Maade, at der af de enkelte Tagttagelser dannes een
Middelvaerdi for hvert Dogn; disse Middelverdier danner her Grundlaget,
idet man til Udjevning af den aarlige Periode for en lengere Aarrakke
atter danner Middeltal af de Middelvaerdier, som hgrer til samme Datum. —

!) Der tmnkes her kun paa de foran omtalte i Reglen temmelig kortvarige Forstyrrelser.
Men hvis et Aar ikke slutter med samme Temperatur eller samme Barometerstand, som
det begyndte med, bor der ogsaa ved de aarlige Perioder foretages en Korrektion, analog
med den, som blev anvendt ved de daglige Perioder; for mangeaarige og sammenhen-
gende Iagttagelsesrekker vil Korrektionen imidlertid i Almindelighed blive saa ringe, at

man kan se bort fra den.
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Der kan dog ogsaa forekomme Opgaver, hvor der ikke bliver Tale om en
saadan Elimination, for Eksempel hvis det drejer sig om at bestemme den
aarlige Periode for Temperaturen Kl. 8 Morgen.

Angaaende den Maade, hvorpaa man skaffer sig selve de omtalte Mid-
delveerdier for de enkelte Dage, bgr der geres nogle Bemarkninger. For
Lufttrykkets Vedkommende danner man i Reglen et Middeltal af timevise
Iagttagelser, og imod denne Fremgangsmaade kan der neppe ggres alvor-
lige Indvendinger. Anderledes forholder det sig med Beregningen af Dog-
nets Middeltemperatur, thi her har man lettet sig Arbejdet mere end tilla-
deligt ved at bruge en eller anden Kombination af nogle faa Iagttagelser
som for Eksempel (05 + 014 + 05,). Der er hertil at bemaerke, at en Ud-
jevning af Temperaturens aarlige Periode kraever mange Aars lagttagelser,
og fra =ldre Tid foreligger der kun faa Iagttagelser fra de enkelte Dggn,
hvorfor man indtil videre maa hjalpe sig med dem; men derved faar man
ogsaa Lejlighed til at begaa forskellige Slags Fejl. Det kan bedre forsvares
at benytte en saadan Fremgangsmaade som Udgangspunkt til Bestemmelse
af den enkelte Maaneds Middeltemperatur, naar man paa de fundne Veer-
dier anbringer en ad anden Vej bestemt mindre Korrektion. Men overfor
de enkelte Dggn har Fremgangsmaaden den Ulempe — foruden Usikker-
heden ved Korrektionen — at den allerede er en Slags Udjevning, og man
faar derfor for smaa Veardier for Middelafvigelserne.

Yderligere skal det med Hensyn til den forberedende Behandling af
Materialet kun bemarkes, at man ved de aarlige Perioder betragter det som
uoverkommeligt at benytte de 365 Vardier, som de daglige Iagttagelser
giver, og man danner derfor i Almindelighed Normalpladser for 5 paa hin-
anden folgende Dage (»Femdegn«, »Pentader«). Man forudsztter her, at den
teoretisk rigtige Funktion kan betragtes som lineaer i de tilsvarende Inter-
valler. Nu viser Middeltallene selv for mange Aar enkelte paafaldende kolde
eller varme Dage, og for at forklare dette »Faenomen« har man endog hen-
vist til mulige kosmiske Aarsager. Dersom der var noget rigtigt i saadanne
Anskuelser, vilde det ikke veere tilladeligt at benytte Normalpladser, men
man maatte ngdvendigvis udjevne Vardierne for de enkelte Dage. En Un-
dersogelse viser imidlertid, at man kun behever at betragte de faktiske Af-
vigelser fra Middeltallene for at faa en »Forklaring«. Denne Sag behandles
senere for sig.

§ 8.
Anvendelse af mindste Kvadraters Metode.
Den almindeligst anvendte Fremgangsmaade til Udjevning af periodiske

meteorologiske lagttagelser er den, at man ved Hjalp af mindste Kvadra-
ters Metode bestemmer et vist Antal Konstanter i Rakken
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% = @y a; cos 0z + 4, sin 6z + a, cos 20z | 4, sin 207 L. . . .,
27 e ,
hvor 6 =—, naar » er Antallet af Iagttagelsesvardier i Perioden.
7

Dersom de » lagttagelser, o,, 0,,----0,, er xkvidistante og betragtes
som lige gode, faar man ved Hjelp.af Normalligningerne som bekendt

I
doe= (01+ 02+' o x '+0n—1 + 011)’;‘
og for de gvrige Konstanter:

aq = (01 cos 90 + 0, cos 2¢0 + - -+ -0, cos (2 — 1)g0 + 0n>.727’
O — (ol sin g6 + o, sin 290 + ... 0, sin(z — 1)99). _7’;.

Man kan bestemme ialt 2 Konstanter, og hvis 2 er ulige, sker dette ved
Hjalp af ovenstaaende Formler. Men naar 7 er lige, bliver det sidste Led
af den periodiske Rakke a, cosnz, og her har man
2
I
a%:(_ 01+02_03+...._gll_1+0”).7.

Til Udjevning bruger man i Almindelighed kun et ringe Antal af disse
Led; jo flere L.ed man tager med, desto mere narmer man sig gennem-
snitsvis til de givne Verdier, og den fuldsteendige Rakke med 7~ Konstanter
giver #; = 0;. Dersom man fra anden Side véd, at man ved Hjzlp af en
saadan Rakke med 7 Konstanter kan udtrykke 7 givne Vardier, behgves
der intet Bevis for, at de ovenfor fundne Konstanter netop giver Rakken
denne Egenskab, thi naar alle Differenserne o0; — #; kan blive Nul, saa er
de ogsaa Nul her, hvor Summen af disse Differensers Kvadrater er et Mi-
nimum. Man kan imidlertid ogsaa direkte vise, at naar man satter

0; = 2 (aq cos 07 -+ 44 sin ¢67),

og heri indfgrer de fundne Udtryk for a, og &,, vil Ligningen veare tilfreds-
stillet, saasnart man tilleegger z Vardien af et helt Tal fra 1 til 7.

Denne Udjevningsraekke har blandt andet den gode Egenskab, at Kon-
stanterne til de enkelte Led bestemmes uafhaengig af hverandre. Man kan
derfor, hvor man finder det formaalstjenligt, betragte for Eksempel v=A,cos ¢07
som Udjevningsfunktion og # =a,cos¢0: som Resultatet af en Udjevning
efter denne Funktion. Paa samme Maade kan man betragte en Sum af
hvilke som helst af Leddene som Resultatet af en selvsteendig Udjevning, og
navnlig betragter man Dobbeltled,

Ly = a4 cos 907 | b4 sin 907,

paa denne Maade. De enkelte Led faar paa Grund af den nzvnte Egen-
skab ved Rakken en vis selvsteendig Betydning i Modsatning til, hvad der
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er Tilfeldet, naar man for Eksempel udjevner efter en Potensraekke, hvor
Konstanterne danner et sammenhangende System, saaledes at de faar andre
Vardier, naar Antallet af dem forandres.

Leddene i denne Reakke har endvidere den Egenskab, at de er frie af
hverandre (»Elementaer lagttagelseslere«, Side 76), saa at man har

My(1) = My{ap) -+ cos? 0z « Ny(ay) + sin? 87 Ay(by) 4+ - - -

— naturligvis under Forudsatning af at selve Iagttagelserne er indbyrdes frie.
Vi har nu

) = (1 + cos?¢0 + cos?2¢0 - - - . | cos?(n — 1)46) % ()
= é—(n 41 - cos 290 + cos 490 - - - - 4 cos 2(z — 1)96) % As(0).

DasOli=— 2:, bliver
2(n —1)90 = 497 — 299,
og altsaa
1 -+ cos 290 -+ cos 490 + - - - -+ cos 2(z —1)90 = o,

saa at 2
Ny(aq) = T Ay(0).

Paa lignende Maade faar man

For et Dobbeltled
Ly = aycos 907 + 4, sin 96z
har man altsaa
2

ML) = 2 Mfo),
medens man for det konstante Led Z, = a, og, naar = er lige, for det sidste

Fed s — @ lcosimzs, nar
o ot I

ML) = s (£n) = — X50).

2
Dersom man véd, at den teoretisk rigtige Funktion bestaar af for Eks-

empel det konstante Led og ¢ Dobbeltled, skal man altsaa bestemme
1 4 2¢ = m »Elementer«, og for den udjevnede Verdi, #, har man altsaa

(o) .

Dette Udtryk gelder imidlertid kun, naar man har udjevnet efter den teo-
retisk rigtige Funktion, og naar lagttagelserne er frie af hverandre. Man
vilde derfor kunne begaa store Fejl, dersom man vilde anvende det ved Ud-
jevning af de meteorologiske Elementers Perioder.

For vore Opgavers Vedkommende tor man ikke forudsatte, at den
teoretisk rigtige Funktion i Almirdelighed skulde kunne fremstilles med til-
straekkelig Ngjagtighed ved Hjelp af nogle faa Led af den navnte Raekke.
Det Resultat, man faar under disse Omstendigheder, maa derfor betragtes

o

o)

VA
W

\y(2)
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som en Udjevning efter en Interpolationsformel, hvilket er karakteriseret
paa fglgende Maade af 7. P. Gram?):

» . . . de ngjagtige Veerdier kunne vi under ingen Omstendigheder be-
stemme ved Erfaring alene, og vi kunne derfor, selv om der paa denne
Maade er fundet en hel Raekke Funktionsvaerdier svarende til forskjellige
Argumenter, aldrig vente, at disse ville kunne tjene til en fuldsteendig Be-
stemmelse af den ubekjendte Funktion; alt hvad man kan vente at faa ud
af dem, vil vaere en Tilnzermelsesformel, som indenfor visse Grzenser med
en given Middelafvigelse kan bruges til Fremstilling af denne Funktion«.
Og endvidere kan man herpaa tildels anvende, hvad der sammesteds (Side 26)
siges om Udvikling af Funktioner efter Interpolationsrakker :

»Det man altsaa opnaar ved at udvikle en Funktion efter en Interpola-
tionsreekke er, at man erholder en Tilnzrmelsesformel, som fremstiller den
givne Funktion med en vis i Forvejen bestemt gjennemsnitlic Tilnermelse
for de forskjellige Argumenter; den vil i Reglen kun i enkelte Punkter
ngjagtig falde sammen med denne, men ellers give Verdier, der snart er
storre, snart mindre end de tilsvarende givne, .. .«

sMen af dette saregne Forhold, som gjalder for alle Interpolations-
rekker, folger, at selv om Raekken fremstiller en given Funktion med for-
holdsvis stor, Nojagtighed, saa vil man dog ikke kunne vente, at Differen-
tiation af Rackken med tilsvarende Ngjagtighed skal give Funktionens virke-
lige Differentialkoefficienter. Her er et Punkt, hvor man maa vaere meget
forsigtig, da man ellers udsetter sig for at begaa meget grove Fejltagelserc.

Det er navnlig den sidst omtalte Omsteendighed, der forringer Vardien
af Udjevningsregningen, naar den skal benyttes til at finde den teoretisk
rigtige Funktion eller til at opspore Aarsagsforholdet ved det iagttagne Fee-
nomen. Den naturligste Maade at undersgge en Funktion paa, naar den
som her er reprasenteret ved en Raekke Veardier, vilde veaere at underspge
disse Vardiers Differenser af fgrste, anden, tredie ... Orden, men dette la-
der sig ikke gore, fordi Iagttagelserne er behaftet med Fejl, og Fejlene paa
Differenserne vokser steerkt med disses Orden. Og med de udjevnede Veer-
dier kan Undersggelsen heller ikke foretages af den ovenfor anfgrte Grund,
thi det, som er sagt om Usikkerheden ved de afledede Funktioner, galder
naturligvis ogsaa for de hele Differenser.

Vi skal anfore et lille Eksempel, der kan tjene til at belyse, hvad der
ovenfor er sagt om Manglerne ved Anvendelsen af Udjevningsrakker. Lad
os antage, at der til Udjevning er forelagt 12 Verdier, af hvilke de 11 med
overlegen Ngjagtighed kan fremstilles ved

27T s :
0,~:Slnl—z: sin 0z,

Y 7. P. Gram: »Om Rakkeudviklinger«. Kjebenhavn 1879, (Side 96).
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medens Maximumsverdien, o,, afviger betydelig herfra, saaledes at vi for
Eksempel kan satte 0, = sin 30 4- d.
De 12 Veardier gengives da ved Rakken

0; = sin 07 + % (% + sin 8z — cos 267 — sin 307 4 cos 407 4 sin 507 — 1 cos 7i7) .

Ved en Udjevning vilde man i dette Tilfelde ganske sikkert som udjevnet

og forbedret Vardi faa S
Ui — <1 -+ ~) sin 67,
6
men der er da forsvundet en Ejendommelighed, som maaske netop var ka-
rakteristisk for det iagttagne Fenomen. — Naar den sande Funktion ikke

er af szrlig simpel Natur, vil Funktionens Ejendommeligheder overhovedet
udviskes 1 sterre eller mindre Grad. Denne Sag kommer vi senere tilbage til.

Det bgr imidlertid fremhaeves, at der i Meteorologien er et enkelt, men
vigtigt, Omraade, hvor man anvender de Resultater, man faar ved Hj=lp af
mindste Kvadraters Metode, og hvor de omtalte Ufuldkommenheder ikke
faar megen Betydning. Der sigtes her til Metodens Anvendelse til Regi-
strering af de periodiske Fenomener. Dersom man vil undersgge, hvor-
ledes et periodisk Faenomen varierer fra Sted til Sted over et stgrre Om-
raade, vil man hverken ved Hjalp af Tabeller over lagttagelsesvaerdierne
eller grafiske Fremstillinger af dem faa et overskueligt Billede af Forhol-
dene. Derimod faar man et godt Overblik, naar man betragter et vist Antal
Led i den trigonometriske Raekke, idet man giver dem Formen

L, = Cpcos (p6i + ),

thi da kan man nemt undersgge Variationen i hver enkelt Amplitude og
hver enkelt Fase. En saadan Undersegelse kan undertiden ogsaa give vigtige
Oplysninger om Fanomenets Aarsagsforhold, nemlig naar det viser sig, at
visse Led gjensynligt varierer efter en simpel Lov fra Sted til Sted; saa-
ledes viser for Eksempel Leddet Z, ved Lufttrykkets daglige Periode en
markelig Regelmaessighed baade med Hensyn til Amplitude og Fase, medens
Leddet Z, viser sig at vaere afhaengigt af Aarstiden og lokale Forhold.

Ved en saadan Undersggelse vil nogle faa Led vere tilstreekkelige, naar
det kun drejer sig om at faa Overblik over Faenomenets Hovedtraek, thi
disse vil altid gengives ved Hjalp af de 2 eller 3 forste Dobbeltled. End-
videre har det ikke megen Betydning, at Beregningen udfgres som om Iagt-
tagelserne var frie og lige gode, thi ganske vist er disse Betingelser ikke
opfyldt, men paa dette Sted er det tilstrakkeligt, at man faar Oplysninger
om, hvorledes visse paa ensartet Maade beregnede Stgrrelser varierer fra
Sted til Sted.

Ved alle andre Anvendelser af saadanne Udjevninger vil Resultatet der-
imod lide under de omtalte Mangler, som Metoden er behaftet med. En-

hver Art af Udjevning kan ganske vist siges at veere ufuldkommen, men
ik
o)
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hvad det her drejer sig om, er de samrlige Mangler, der gor sig geldende,
naar den teoretisk rigtige Funktion er ubekendt. Der er en Kvalitetsforskel
paa Resultaterne af Udjevninger, hvor Funktionen er bekendt, og hvor den
er ubekendt. Dersom Funktionen er bekendt, vil nemlig de udjevnede Veer-
dier narme sig desto mere til de sande Funktionsvaerdier, jo mindre de
Fejl er, som Jagttagelsesvaerdierne er behaftet med, og Fejlen paa den ud-
jevnede Verdi kan derfor siges at hidrere fra det ufuldkomne Materiale,
men ikke fra Metoden. Er den teoretisk rigtige Funktion derimod ubekendt,
kan selve Metoden indfgre Fejl, saaledes at selv om de Verdier, man gaar
ud fra, er fejlfrie, vil de »udjevnede og forbedrede« Veardier i Almindelig-
hed vare behaftet med Fejl.

Naar man vil forsgge paa at lgse Opgaven ved at gaa ad andre Veje, har
det Interesse at undersgge, om de Ufuldkommenheder, der kleber ved Ud-
jevning efter mindste Kvadraters Metode, naar den teoretisk rigtige Funk-
tion er ubekendt, skulde vare begrundede i selve Opgavens Natur, eller om
de kan have deres Udspring i Metodens egne Forudsatninger. For at se
dette kan man holde sig til de Forudsatninger, hvorpaa Metoden ifolge
»Elementer Jagttagelseslere« bygger, og vi kan da antage, at Opgaven on-
skes lgst paa den Maade, som blev omtalt i Slutningen af § 2. Vi gaar alt-
saa ud fra, at der er opstillet en Teori for det betragtede Fanomen, og at
man ved Hjzlp af Fejlkritiken skal afgore, om denne Teori kan antages
eller ber forkastes. Ved vore Opgaver vil der i en saadan Teori kunne
indgaa et ikke ringe Antal af ubekendte eller kun tilnsermelsesvis bekendte
Sterrelser, der altsaa bliver de »Elementer«, som skal findes ved Udjevnin-

gen. Naar da Ligningerne mellem de udjevnede Veardier og Elementerne

ifolge Teorien er af Formen
=8 0 0oy

og man ved en Tilnzrmelsesmetode har bragt dem paa linezr Form, (»Ele-
menteer lagttagelseslere«, Side 81), for Eksempel

dF dF
Ui—V; = (Zz’;cf)o(x_x") dhonoodt (E)O(Z S

vil Stillingen til Slut blive den samme som ved Udjevningsrakker, nemlig
at man tildels kun har usikre Anvisninger at folge med Hensyn til, hvilke
Elementer man skal tage med, og hvilke man skal udskyde. Og saaledes
maa Resultatet blive som Fglge af Forudsztningerne. Har man blot op-
stillet en nogenlunde antagelig Teori og indfgrt tilstreekkelig mange Ele-
menter, vil man altid kunne tilfredsstille Kritikligningen1). Under disse
Omstaendigheder vil Fejlkritiken imidlertid ikke kunne afgore,

!) Umiddelbart kan man indse, at der for Eksempel kan gives Tilfeelde, hvor en mindre god
Teori, der fordrer Bestemmelsen af 6 Elementer, tilfredsstiller Kritikligningen netop lige
saa godt som en noget bedre Teori med 5 Elementer.
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om den hele Teori bor antages eller forkastes, men Afgorelsen
kan kun gaa ud paa, om dette eller hint Element bor tages med
eller ej, naar man vil holde fast paa den opstillede Teori.

Da Manglerne bunder i Metodens egne Forudsatninger, kan der vere
Haab om, at man ad andre Veje kan naa til et mere tilfredsstillende Re-
sultat. Vi vender os derfor til en anden Metode, nemlig »den mekaniskec,
hvis stgrste Fortrin netop turde vaere det, at den ikke gaar ud fra specielle
Forudsatninger om den ubekendte Funktions Natur.

Det er igvrigt interessant at se, hvorledes man kan faa disse to — til-
syneladende grundforskellige — Metoder til saa at sige at gaa op i en
hojere Enhed.

§ 9.
Anvendelse af »mekaniske Metoder«.

Foruden mindste Kvadraters Metode anvendes ogsaa de saakaldte »me-
kaniske Udjevningsmetoder« i ret stor Udstraekning til Udjevning af meteoro-

logiske Iagttagelser. Disse Metoder eller — hvad jeg vil foretraekke at
sige — denne Metode har temmelig store Mangler i den Skikkelse, hvori

den hidtil er anvendt, men da den i visse Retninger har Fortrin fremfor
mindste Kvadraters Metode, turde det vare Umagen veerd at forsoge, om
man kan afhjelpe Manglerne.

Denne Metode fordrer — i alt Fald i sin almindelige Skikkelse — at
lagttagelsesvaerdierne er wkvidistante; denne Fordring er opfyldt eller kan
blive opfyldt af vort Materiale. Til Udjevning af Temperaturens aarlige
Perioder foreligger det lettest tilgaengelige Materiale ganske vist som oftest
i Form af Middeltal for de enkelte Maaneder — altsaa ikke som skvidistante
Vardier — men man kan da gaa tilbage til Iagttagelserne for de enkelte
Dage og heraf danne akvidistante Normalpladser.

Udjevningen sker efter denne Metode analog med Bestemmelsen af det
felles Tyngdepunkt for flere Vagte, idet man af de givne Iagttagelsesvaer-

(1)
dier, o, beregner en Rakke af udjevnede Verdier, 0’, ved Hjalp af Formlen

v=m

(@ 011v)

Saaledes udjevner man ofte meteorologiske Iagttagelser ved at tage
Middeltallet af 3 paa hinanden folgende Verdier, altsaa efter Formlen

(1)

01 = % (or1 - 0 o+ 0ia)
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Hvis en enkelt Udjevning ikke er tilstrekkelig, gentages Operationen, idet
(1) (@)
man af o danner en ny Rakke Vardier, o, paa samme Maade, som man

dannede (ol) af o, altsaa
(2) (1) (1) (1)
0= % (0i+1 + 0 - 0i_1),
eller almindeligt for den v Gange gentagne Operation:
(v) (=1 (v—1) (v—1)
0= % ( DL R O 01—1>-

Det indses umiddelbart, at man kan udjevne paa denne Maade, men
kun under visse Omstandigheder kan man betragte de beregnede Verdier
som forbedrede lagttagelser. 1 den kritiske Omtale af den mekaniske
Metode, som findes i Afhandlingen »Om Reakkeudviklinger« af 7. P. Gram,
bemzrkes det (Side 114—122), at naar man anvender en mekanisk Udjev-
ningsformel, udjevner man i Virkeligheden efter en vis hel algebraisk Funk-
tion, saaledes at selve Metoden indferer Fejl i Resultatet, saafremt den teoretisk
rigtige Funktion i det givne Tilfeelde ikke er en hel algebraisk Funktion
af samme eller lavere Grad. At denne Indvending er berettiget, kan man
indse blot ved at betragte den ovenstaaende Udjevningsformel; dersom en
saadan Formel ikke skal kunne indfgre Fejl, maa den fore til Identitet,
naar den tenkes anvendt til at »udjevne« en Rakke Vardier af den teore-

tisk rigtige Funktion; vi skal altsaa i et saadant Tilfelde have

&
vi= ¢ (@1 + v+ vin) = v + 3020, = v,

og man vil derfor kun undgaa at indfore Fejl, naar A2 =0, altsaa naar den
teoretisk rigtige Funktion er linezr.

Ved vore Opgaver maa den antydede Fordring formuleres saaledes, at
de sande Veardier, som svarer til de lagttagelsesverdier, der indgaar i Ud-
jevningsformlen, skal kunne fremstilles med overlegen eller dog med til-
streekkelig Ngjagtighed ved Hjelp af en hel algebraisk Funktion af samme
Grad som den Funktion, man i Virkeligheden udjevner efter.

Selv. om den navnte Fordring er opfyldt, kan der dog blive Sporgs-
maal om, hvorvidt Resultatet er det bedst mulige, som kunde opnaas, eller
blot om, hvorvidt de beregnede Verdier har de Egenskaber, som den paa-
teenkte Anvendelse af dem fordrer. Saaledes navnes det i den foran omtalte
Afhandling som en Betingelse for, at man skal kunne anse de nye Vardier
for at veere bedre end de oprindelige, at Middelfejlen for de forelagte Veerdier
skal vere konstant eller dog skal kunne betragtes som varende konstant
for saa mange paa hinanden folgende Verdier, som indgaar i Udjevnings-
formlen. Desuden ggres der opmerksom paa en Ufuldkommenhed ved Me-
toden, nemlig at de udjevnede Verdiers Differenser ikke vil variere regel-
maessigt. ‘
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Naar der derimod samme Sted geres opmerksom paa endnu en Ufuld-
kommenhed ved Metoden, nemlig at man ikke kan benytte Formlen til de
yderste af en Rakkes Veardier, saa har dette ingen Betydning for vore Op-
gaver; vi har kun med periodiske Iagttagelsesrekker at gore, og Vardierne
kan derfor teenkes ordnede i en Kreds, og der bliver saaledes ikke Tale om
Ydervardier.

Man kunde maaske ogsaa betragte det som en Ufuldkommenhed ved
Metoden, at den ikke giver den sggte Funktions analytiske Udtryk, men
kun en Rakke Vardier. Det bedste vilde naturligvis vaere at faa et analytisk
Udtryk, om hvilket man vidste, at den anvendte Metode ikke havde indfert
Fejl deri, men da dette synes at vare uopnaaeligt overfor ubekendte Funk-
tioner af indviklet Beskaffenhed, saa turde det nastbedste vaere at faa en
Rakke Vzrdier, der kan betragtes som udjevnede og forbedrede Iagttagelser,
og som ikke er behaftet med andre Fejl end de, der hidrgrer fra selve
Tagttagelserne. Dersom man naar dette Maal, vil det ikke'foles som en stor
Ulempe, at Metoden ikke giver Funktionens analytiske Udtryk. For det
forste kan Resultatet direkte anvendes til en hyppig forekommende Art af
Opgaver, nemlig til Bestemmelse af sNormalvaerdier« for de meteorologiske
Elementer, hvor det netop er selve denne Reekke af forbedrede Verdier,
man har Brug for. For det andet vil denne Rakke af akvidistante Vardier
vere let anvendelig til Interpolation. Og for det tredie vil man have et
godt Grundlag for Studiet af den ubekendte Funktions Natur, naar man er
i Stand til at undersgge Differenserne af forste, anden, tredie. ... Orden. —
Skal man til et eller andet Formaal netop bruge et analytisk Udtryk, vil
man efter en saadan Undersggelse let kunne opstille en passende Tilnar-
melsesformel.

Resultatet bliver, at der for vore Opgavers Vedkommende kan ggres
folgende Indvendinger imod den mekaniske Metode i dens hidtil anvendte
Skikkelse :

1. Selve Metoden indforer i Almindelighed Fejl i Resultatet.

2. Metoden kan kun give rigtige Resultater, naar Iagttagelsernes Middelfejl
er konstant.

3. Differenserne mellem de udjevnede Verdier varierer ikke regelmassigt.

Med Hensyn til den sidste Indvending skal det bemarkes, at naar den
overhovedet kan gores geldende, kan den lige saa vel rettes imod selve de
beregnede Vardier; men dersom disse ikke er tilstreekkeligt udjevnede, vil
dette ganske vist traede starkere frem i Differenserne. Imidlertid vil Differen-
serne af en tilstrekkelig hgj Orden naerme sig til Skemaet: 4d,—0, +0,—0d- -,
selv om Uregelmassighederne kun skyldes Afrundingen til sidste Ciffer, men
tager man for Eksempel en grafisk Udjevning til Hjalp, vil man kunne skenne,
om Uregelmaessighederne er for store til alene at stamme fra Afrundingen.
Skal vi betragte de beregnede Verdier som fuldsteendig udjevnede, vil vi
da fordre, at de ikke maa fremvise andre Uregelmassigheder end de, der
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kan skyldes Afrunding. Det vil vise sig, at det ikke er vanskeligt at op-
fylde denne Fordring.

Med Hensyn til den Indvending, at Metoden kun kan give rigtige Re-
sultater, naar Iagttagelsernes Middelfejl er konstant, skal det bemzrkes, at
dette refererer sig til Opgaver, hvor Udjevningsfunktionen er bekendt, men
i dette Tilfelde kan der nappe vare Tvivl om, at man bor foretrackke
mindste Kvadraters Metode. Naar den sande Funktion derimod er ubekendt,
stiller Sagen sig anderledes, thi da kommer det forst og fremmest an paa,
at man ikke indferer Fejl derved, at man udjevner efter en urigtig Funktion,
medens det i Sammenligning hermed bliver af underordnet Betydning, om
der tages Hensyn til Iagttagelsesveerdiernes Vagte. Dette synes i alt Fald
at kunne siges om vore Opgaver, hvor man tor antage, at de sande Veagte
ikke springer fra Verdi til Veerdi.

Om den Indvending, der sikkert kan betragtes som den vasentligste i
mange Tilfelde, hvor man har anvendt mekanisk Udjevning, nemlig at selve
Metoden indfgrer Fejl i Resultatet, kan det ogsaa siges, at den refererer sig
til Udjevning efter bekendt Funktion, thi har man tilstreekkeligt Kendskab
til den sande Funktion, vil man ogsaa kunne indrette sine Formler saaledes,
at der ikke indferes Fejl i Resultatet.

For os synes Sagen at ligge saaledes, at for nogle af vore Opgavers
Vedkommende faar man det bedste Resultat ved at anvende mindste Kva-
draters Metode til Bestemmelsen af et vist Antal Led af den trigonometriske
Rakke, medens man i andre Tilfelde kan opnaa et bedre Resultat ved
Hjelp af den mekaniske Metode. Der skal derfor gores et Forsgg paa at
give den sidstnzvnte Metode et rationelt Grundlag, idet den specielt legges
til Rette for vore Opgaver. Men da vi skal anvende Metoden til Udjevning
af Jagttagelser, som er bundet til hverandre, er det ngdvendigt, at vi fgrst
undersgger »Bindingensc¢ Betydning.

|



IV.
BINDING.

S o),

Baandene og Bindingens Karakter.

Det er tidligere omtalt, hvorledes lagttagelserne bindes til hverandre af
de veasentlige og varierende Omstandigheder, der ledsager det iagttagne
Fznomen. Det vil nu vere heldigt at have en Definition, ifelge hvilken
man kan afggre, om et foreliggende Talmateriale representerer frie eller
bundne lagttagelser. Da man for frie lagttagelser har den simple Sztning,
at Middelfejlskvadratet for en Sum af to Iagttagelsesvaerdier er lig med
Summen af de to Veardiers Middelfejlskvadrater, er det naturligt at bruge
denne Satning som Kriterium, saaledes at lagttagelserne siges at vaere
bundet til hverandre, hvor denne Satning ikke gaelder?).

Det er ligeledes tidligere omtalt, og det vil yderligere fremgaa af det
folgende, at Materialet kan foreligge i en saadan Form, at de specielt fra
Bindingen stammende Fejl forbliver skjulte. Dersom man udjevner saadanne
Iagttagelsesvaerdier, vil man ikke vare i Stand til at bestemme Fejlen paa
de udjevnede Vardier, og vore Bestraebelser skal derfor gaa ud paa at
legge Materialet saaledes til Rette, at Iagttagelsesveerdierne tildels bliver
frie af hverandre. Det ber dog fremhaves, at der ikke er noget kunstigt
ved denne Tilrettelegning; vi benytter netop den almindeligt anvendte
Gruppering af Iagttagelserne, og den frembyder sig som den eneste naturlige
— selv om der ikke tages Hensyn til lagttagelsernes Frigorelse — naar
man har fleraarige Tagttagelsesraekker til Bestemmelse af de daglige Perioder.

Vore lagttagelser kan altid opstilles efter dette Skema:

01, 02, 03 ............ 0i ........... On
01 5 02 . g; ............ oi ........... A
v) ) AN)EGEeilelie olter or oicarteite (V)RR e e e Rrem e e v)
(Z%0) 058 @ 01 0”
o‘i\‘ﬂl 5 0‘:0" 0‘;"1 ........... 0‘!3«1) ......... 0;?0)
M (o), My(03), My(05) -+ = -+ =+ + Zf{eastegan M(0x),

1) Nojogtigere udtrykt skulde det hedde, at Tagttagelserne betragtes som frie, naar Setningen
gzlder med en vis nermere bestemt Tilnermelse, og som bundne, naar man kommer
udenfor denne Granse.
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hvor hver af de vandrette Rzkker danner en Periode, medens Vardierne i
de lodrette Rakker alle har samme Fase; det er altid Middeltal af saadanne
lodrette Raekker, som vi benytter til Udjevning. Verdierne i de vandrette
Rakker er altid bundet til hverandre. Derimod er Verdierne i de lodrette
Raekker frie af hverandre for de aarlige Perioders Vedkommende, og for
de daglige Perioders Vedkommende bliver de frie af hverandre, naar man
lader hver af de vandrette Raekker bestaa af Middeltal af Vardier med samme
Fase for f. Eks. en Maaned, saaledes at de Verdier, der skal benyttes
til Udjevning, herer til samme Kalendermaaned i en Raekke paa hinanden
folgende Aar.

For de daglige Perioders Vedkommende har man tillige, at naar
Vardierne i de lodrette Raekker er frie af hverandre, saa er ogsaa hver
enkelt Vaerdi fri af alle de andre med Undtagelse af dem, der findes i dens
egen vandrette Raekke; dersom for Eksempel Iagttagelsesveerdien o, iJanuar
i Aar ikke er bundet til o; i Januar i Fjor, er der heller ikke Grund til at
antage, at o, i Aar skulde vare bundet til o, i Fjor; men igvrigt ber de
forskellige Spgrgsmaal vedrgrende Bindingen nzrmere undersgges ved de
forekommende Opgaver.

Lad os imidlertid forelgbig gaa ud fra, at hver Verdi i vort Skema er
fri af alle de andre med Undtagelse .af dem, som findes i samme vandrette
Rakke, samt at Vardierne i samme lodrette Raekke har samme Vagt. Vi
kan da beregne ikke blot Middelfejlene for de enkelte Vardier, men ogsaa
Middelfejl for enhver Funktion af Iagttagelser i samme vandrette Raekke.
Har vi saaledes

fm — al ollw _l_ 42 0‘(2\') _[_ ..... ._}_ LZ“ 0:;'»,

kan /" betragtes som en enkelt Iagttagelse, og da /. /" ..... S ifglge

vore Forudsztninger er frie af hverandre, kan man paa almindelig Maade
beregne Middelfejlen for / og ligeledes for Middeltallet af f:

Mf)=a, M (o) & a, M (o;) 1 <« -+ - a, M, (o

Her kraeves der Udregning af de enkelte Funktioner /, og er der Brug

for Funktioner med andre Verdier af Faktorerne 2, maa denne Udregning

gentages. Men man kan ogsaa gaa frem paa en anden Maade. Indfgrer
vi for Afvigelserne Betegnelsen

£ = o) — I, (o),

i i
har vi forst

f(\'! TR F = al ‘Ejl“J + d2 Ef_’w + """ + an 82/J
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og faar dernzst Middelfejlskvadratet for / af

(so—1) N(/) = [ —F)]
= a; [e]] + a3 [€]] eyl v el i
A 2a, a, [81 82] S 2a,a, [8283] 7k 2a;a, [83 84} —[— FE

+2(Zlas [8183] +2a,a, [8284] it

Beregner man samtlige Kvadrat- og Produktsummer af Afvigelserne, kan
man altsaa finde Middelfejlen for forskellige Funktioner ved at indsatte
Vardierne af Faktorerne ¢ i ovenstaaende Formel. Denne Beregningsmaade
vil dog i de fleste Tilfeelde blive mere omstendelig end den forste.

Den forste Linie af Formlen svarer til den sadvanlige Fejllov for frie
Tagttagelser, idet man har [€?]:(s,— 1) = )\, (¢;); den simple Form, som Fejl-
loven i dette Tilfelde antager, beror netop paa, at man ter betragte Pro-
duktsummerne som smaa Storrelser. Naar dette ikke er Tilfeldet, er Iagt-
tagelserne ifslge vor Definition bundet til hverandre. Det er nu enskeligt
at have et Udtryk, der kan benyttes som et Maal for eller en Karakte-
ristik -af Bindingen, og hertil vil det vare naturligt at bruge Produktsum-
merne eller Udtryk, hvori disse Summer indgaar som Faktor. Her bruger vi

[e: &)

+ Ve [
som et Udtryk for den Binding, der bestaar mellem Iagttagelserne o; og o;.
Vardien af dette Udtryk forbliver uforandret, naar vedkommende Iagt-
tagelsesreekker gentages; den forbliver ogsaa uforandret, naar Afvigelserne
i en af Raekkerne multipliceres med en Konstant. I det folgende kaldes det
med B betegnede Udtryk ligefrem for Baandet!) mellem Iagttagelserne
9; 0g 0.

Man kan nu vise, at

) [65) — lev el = [ ) — e ]

hvor Meningen med de benyttede Marker i Ligningens hgjre Side er den,
at man skal tage alle de Kombinationer af den angivne Form, hvor v og u

2

er forskellige. Da vi herefter ikke kan have [e7]-[e] < [e: ]*, er Granserne

for Verdien af 2 1 og —1. For at B skal kunne faa en af disse
Graensevardier, maa man almindeligt have

) el
£ i
—— = ——
gW gl
J J
1) Et hertil svarende Udiryk benyttes ogsaa under Navn af »Korrelationsfaktor« eller >Korre-
lationskoefficient« til at undersgge, om der er en Sammenhzng imellem to forskellige
iagttagne Fzenomener.
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altsaa et konstant Forhold mellem Afvigelserne fra de lagttagelser, der er
bundet sammen. — For to identiske Iagttagelsesreekker har man altid B = 1.

Vi skal nu vise ved nogle Eksempler, hvorledes Iagttagelserne kan
stilles op i Overensstemmelse med Skemaet Side 41, og derefter ved Hjzlp
af vort Udtryk for Baandet anskueliggere Bindingens Karakter i forskellige
Tilfeelde.

Forst tager vi Temperaturens daglige Periode i Juli Maaned i Kgben-
havn, bestemt ved timevise Iagttagelser.
Jagttagelser for en Maaned op efter Skemaet, kom hver af de vandrette
Rakker til at indeholde Iagttagelserne for et Dggn, men under disse Om-
stendigheder vilde ikke blot Vardierne i de vandrette, men ogsaa Verdi-
erne i de lodrette Reekker veere bundet til hverandre,
der betinger Bindingen, virker i Almindelighed i leengere Tidsrum ad Gan-
gen. Vort Materiale indeholder imidlertid Iagttagelser for 23 Aar, nemlig
fra 1887 til 1909, og nu lader vi hver af de vandrette Rekker bestaa
af Middeltallene af de til samme Klokkeslet anstillede Tagtta-

Dersom vi vilde stille samtlige

thi de Aarsager,

Gt 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12
1887 —24 —48 —33 —37 —I1 12 9 13 —14 —2 + O 3
1888 61 52 54 77 C0 95 59 12 —36 —66 —go —8I
1889 29 5 7 IS 7 20 45 29 21 —I0 —25 —33
1890 53 45 50 50 55 58 22 — 1 —28 —62 —87 —67
ISOIPSRIC2 SRR 28t 305 & Sog S ERdoii (0708 Sh30n Bl Te e 10l = 3aee g
1802 — 6 —40 —48 —40 —30 —17 — 1 — § 2 — §5 —I4 —28
OO e il W el (ol e TR S Sl S GRS VS B SR
1894 —43 —II —II —20 —IQ 9 — 5§ 2 13 19 SISERE2 S
1895 33 69 66 56 42 47 I —I0 —41 —68 —49 —48
1896 —23 —37 —42 —41 —68 —37 —65 —43 —I19 —I8 —II 2
1897 25 30 38 44 41 20 15 2 19 13 5 —IO
IS E g e e o T e e R e e e
leooi e d s uiae A e 858 =528 =60 "= 50 - 301200 32 e 03
U090 Sl e i i RS I eV e R e OISR SO A e 1)
OO e b e T S e Sl e s L S R B IR B
1902 20 13 10 17 19 5 8§ —10 12 16 15 2
1003 16 15 I1 12 5 —22 — I 2 13 25 18 5
1004 96 —098 —113 —79 —III —82 —4I 4 30 82 99 109
1905 I 17 i 4 8 + o 4 9 —13 17 228 0>
LOGOHE= 40833020200 19 =168 — 31 17 I3 44 S Y
EOO7RSI A4S A0 S O30S 42 A G 02 19 LI 30Me=—= 5208 i =T
1908 —32 —28 —37 —51 —45 —§2 —I3 23 — 5§ 6 CSo 2>
19009 28 41 40 30 35 27 30 23 —20 —38 —48 —52




—104

106

10
—16
IT1
— 2
26

=3

33
—60
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gelser i en Maaned,; vi faar saaledes 23 vandrette Raeekker. Herefter bli-
ver for Eksempel o, Middeltallet af ITagttagelserne for KI. 1 om Morgenen
i Juli 1887, medens A7 (o;) bliver det hertil svarende Middeltal for samtlige
23 Aar., For at lette Oversigten benytter vi i Stedet for selve Veardierne
o de tilsvarende Afvigelser, altsaa &) = of) — M;(0;), og vort Skema bli-

ver herefter

S g, €5 oo € e €q4

81”! 82,,, 53” ........ S 000001000 E’L”

eV | g““, e;\’) ........ gi" ........ 852\;'

£(23) c@3)  e@3). .. ..o 23} SRS R 8(.,23’
i 24

I nedenstaaende Opstilling af disse Afvigelser er Enheden 134°C. Da
de enkelte Vardier, som findes i enhver af de 24 lodrette Raekker, svarer

til Tagttagelser, som er anstillet i hvert sit Aar, tor man vente, at der ikke

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

28 44 36 3 36 4 —20 —27 —10 — 5 —16 1887
—97 —86 —69 —38 —33 —I15 — I 38 46 43 72 1888
—46 —40 —28 —23 5 —I2 — 2 Il 18 8 20 1899
—54 —50 —52 —28 — 8 2 6 27O 36 38 1890
—61 —76 —82 —65 —60 —36 —I5 AN 22 29 1891

— I 12 35 61 62 58 46 135 —8 —17 —36 1892
22 14 — 3 —I2 23 6 I — 2 —I5 —24 —29 1893

22 — I —I2 — O 23S 7 —I11 —I9 —I2 —25 1894
R e e I, 20 ¢ 520524 328 GH28IIe0s
53 1939 7 5 85 - 3L USRS HRRSE USRI e 3 9 — 3 —28 1896
s e e K e U I R S R 1 5231897

—72 —y1 —30 —22 —I0 — 7 5 12 8 26 37 1898
56 61 69 50 31 12 2 —I13 —20 —24 —40 1899
14 17 23 25 28 10 7 — 8 —19 —2I — 7 1900
1O/7AN T TORSTITC) 85 51 16 —69 —65 —62 —47 —46 190I

5 — 3 —28 — 4 —24 —24 —39 — 6 —I1I — 8 9 1902
—21 —23 —16 —32 —35 — 6 — 3 — 6 20 19 19 1903
TOAS 23 e 38 70 20 29 —I19 —37 —60 —79 —102 1904
L0 s 25— b S R S T et 20 S 7 9 9 1905
3ESNSTEL N 13" =529 Sz S10M =27 ~ 42 0= RRIGO0
—14 —41 —62 —55 —42 —28 —I3 16 31 37 48 1907
40 57 41 38 8 5 8 2 —§5 — 3 —I5 1908
AT TR A ORISR ST 2R S S 2L S SRR OB L 000
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er Baand mellem disse Vardier; men Sagen ber dog undersgges naermere.
Dersom Baandene er saa sterke, at vi behgver at tage Hensyn til dem, vil
dette allerede give sig til Kende ved, at Fortegnene udviser flere Permanen-
ser end Variationer. En Optalling af Permanenserne giver her

9’ 9’ 9’ 9’ 9) IO) IO’ 141 IO’ 14? 13’ 13! 93 9’ 9) 9’ 9) 9) 7’ 13) IS’ 97 93 9'

Naar man har ialt » Permanenser og Variationer, er det forventede Antal

af hver Art 1z 4 1) n, saafremt Vardierne er frie af hverandre. Da det
forventede Antal her er 11 + 2.3, vil man derfor ikke betenke sig paa at
betragte Verdierne i de lodrette Rakker som frie af hverandre.

Omvendt giver Mangelen paa hyppige Fortegnsvariationer i de vand-
rette Raekker tydeligt nok til Kende, at Iagttagelserne i disse Rakker er
bundet til hverandre.

Narmere Oplysninger om Bindingens Karakter faar vi ved at beregne
Baandene mellem en vis lodret Rekke og den nzste, den nastnaste o.s.v.;
denne Beregning udfgres nemmest ved at benytte vor Opstilling af Afvigel-
serne. — Gaar vi ud fra Iagttagelserne for Midnat ( = o eller 7 = 24) og
kalder Baandet mellem to Rakker, der er adskilt ved et Interval paa ¢ Ti-
mer, for Z,, faar vi

B, B, B, B, B, B, B, B,
95 94 04 92 <94 -83 73 -26
BS) BIO Bll Bl? Bl3 BM 815 BlG

=66 _.84 *.87 —= ol —:93 —:9I —-O1 —-.93

‘Bl'i BIS BIO BZO B?l BQ? 823 B"-L

B 000 o SOl B os L.
I den grafiske Fremstilling heraf, Fig.s5, er Vardien af B, taget med. I
Overensstemmelse med Definitionen af 7,, maa 25, eller B,, vere Baan-
det mellem to identiske Iagttagelsesraekker, og man har derfor altid B,=1.

Endvidere er Baandene mellem lagttagelserne Kl. 3 Eftermiddag og de
andre lagttagelsesraekker beregnet. Resultatet, der er gengivet i Fig. 6,
bliver:

By By By B, By By B By
O+ e R O e o b e o

BQ BIO Bll Bl‘z BIS BM 315 BIG
e 05 502 504 O G 82

Bl? BIS Blf) B‘_’O B?l B22 B‘Zf& Z924
S 5 0 i8N S SBORE g0t 5 HoBl S T

Naar man erindrer, at ved frie lagttagelser skal Vaerdierne af Baandene
vaere Nul eller nerme sig staerkt til Nul (naturligvis gzelder dette ikke for By),
vil man se, at Bindingen ved Temperaturens daglige Gang er meget staerk.
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s

Det merkeligste er imidlertid, at Baandene i omtrent en Trediedel af Peri-
odens Lzngde er ganske nar ved Graensen — I. Aarsagen til den nega-
tive Binding er, at den vasentligste Omstendighed, der binder lagttagel-
serne til hverandre, nemlig Skydakkets storre eller mindre Taethed, giver
modsatte Afvigelser om Dagen og om Natten; Middeltallene svarer til en
vis gennemsnitlig Teethed af Skydaekket; er Tatheden sterre, vil Stigningen
i Temperaturen om Dagen blive mindre, men Afkelingen om Natten paa
Grund af Udstraalingen vil ogsaa blive mindre — vi faar altsaa en negativ
Afvigelse om Dagen og en positiv Afvigelse om Natten; omvendt, naar
Himlen er klar, thi da vil vi faa positiv Afvigelse om Dagen og negativ om
Natten, men i begge Tilfeelde bliver Produktet af Afvigelserne negativt.
Vi ser, hvorledes »Aarsager« kan aabenbare sig ved Undersggelsen af
Bindingen. De Oplysninger, som Materialet indeholdt om de Omstandig-
heder, der ledsagede det iagttagne Faenomen, gik ikke tabt derved, at vi
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behandlede disse Omstaendigheder som uvasentlige; vil man opsege »Aar-
sager«, giver en Undersogelse af Bindingen god Vejledning.

Det skal dog straks bemarkes, at man ogsaa paa andre og i1 Alminde-
lighed mindre besvarlige Maader kan komme »Aarsagerne« paa Sporet. I
Fig. 7 er der saaledes givet en Fremstilling af den udjevnede Kurve for

1904

4
L1 |ieee
L=
3 LT
L 18%
T 18 o5
2 /1 == \
V

N 1898 |

e
ek ]/

I 189

-4
Fig. 7.
Temperaturens daglige Gang og desuden nogle Iagttagelsesraekker for en-
kelte Aar; man ser straks heraf, at der til positive Afvigelser i Nzrheden
af Maximet svarer negative Afvigelser ved Minimet og omvendt.

Som det naste Eksempel paa Iagttagelsesveerdiernes delvise Frigorelse
og paa Bindingens Karakter tager vi Lufttrykkets daglige Periode i Batavia
i Januar Maaned. Der er benyttet Iagttagelser for 30 Aar, og vort Skema
for Iagttagelsesvaerdierne oY), eller for Afvigelserne &) = o) — M(0;), faar
altsaa 30 vandrette Raekker, medens vi ligesom foran ved Temperaturens
daglige Periode har 24 lodrette Rakker, idet der ogsaa i dette Tilfelde
foreligger Tagttagelser for hver Time. I nedenstaaende Opstilling (Side 50
og 51) af Afvigelserne € er Enheden 1§z mm. :

Vi skal forst underspge, om lagttagelserne i de lodrette Raekker er frie
af hverandre. En Optelling af Fortegnspermanenserne giver som Resultat:

RIS T TE S O MRS 1/ S SRR TR S T 7Tl ST 6 T S SO AT O MR TR T 3 S T3 RIS (TS R TAT ST O
IO ST O TR

Da der ialt er 29 Permanenser og Variationer i hver Rakke, bliver det

forventede Antal Permanenser 14.5 + 2.7, og man ter derfor betragte de

undersggte lagttagelser som frie af hverandre.
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el
Der er dernmst beregnet to Serier af Baand med Udgangspunkter fra

Iagttagelserne Kl. 6 Formiddag (Fig.8) og Kl. 3 Eftermiddag (Fig.9). Re-

sultatet er:
B 35 /8
6 a.m. -84 -63 .28 —.06
3 pim: -84 45 .06 —-2I
B‘) BIO Bll ‘BI‘Z
——5 1[0 ol 02
.07

6 am —- i6
—— G0 .08

3 p-m. —-49

. Bl7 BlS Blt) B’ZO

6 am —5 —-54 —:58 —-45
—.62 —.36 —.02

3 pm —-57
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A== i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 2
1876 5 6 Lo —2 2 —0 —3 — 2 5 6 9 8
1877 — 9 — 1 I ) 5 5 6 10 10 16 12 13
1878 — 4 — 6 — 2 2 3 — 2 o0 —2 —2 —5 — 8 —7
1879 9 14 II S TR T SO e s o E g
1880 9 15 23 15 4 — 4 —18 —28 —23 —I3 —I10 — 3
ittt e (00 = My e e G B e A e, IR S R R s
1882 4 I 2 4 8 I —2 —§5 —4 —3 —2 — 2
183 — 0 — 6 — 1 2 2 5 9 6 9 9 8 5
1884 a0 5 5 6 — I 2 7 5 2 — 1
1885 — 2 —4 —II —I5 —I4 —II —Q — 3 3 8 8 4
1886 14 10 I —9 —20 —20 —I17 —16 — 1 4 10 13
FEG7ANS T 5§ —2 —4 —6 —7 —7 —4 T 5 I1 3
1888 —10 — 3 — 2 5 6 6 —1 —6 —7 —I12 — 4 I
1889 — 3 — 4 5 6 12 14 20 13 6 —2 —10 —I6
1890 9 8 I3 15 10 7 4 II 9 O —5 —7
1891 O —I1 — 1 —1I I 8 12 12 II 8 2 4
1892 —10 —i14 —16 —I17 —I18 — 8 — 4 2 3 6 7 — 1
IR = e e e e 5 i s e e SR 2 2
1894 — I I —3 —4 —6 —1 —1 0O —a0 — 2 5 6
1895 —I1 —I2 — Q I 5 2 4 5 —2 — 4 2 4
1806 4 6 3 3 5 3 I 5 O SCET 7 4
1897 — 2 — 4 7 13 17 13 23 12 3 —4 —II —Ij
1898 — 4 — 3 -+ o 8 12 6 + o =2 USRS =
1899 —I1 — § 2 13 I3 6 4 0O —7 —&5 — 2
1900 3 e G et P e R R e R I 5 4 9 3 5
1901 4 —4 —6 — 5 o —6 — 5 —II — 0§ — | 5
1902 —2 — 8 —II —9g — 7 2 4 —4 —I10 — 6 — I
100555 <7 7 - e o e 3 S s
1904 — 8 —2 —1 — 3 — 4 4 10 7 4 I — 2 4
LOOEENT6 I (=M e (0 e A e RSN e e R

Bindingen er i dette Tilfeelde ikke saa sterk som i det forrige, hvilket
ses ved at sammenligne Verdierne for Baandene. Endvidere ser man af
Fig. 8 og 9, at Bindingen her har en temmelig sammensat Karakter, men
dette staar i naturlig Forbindelse med selve det iagttagne Fanomen, som
er af en ret indviklet Beskaffenhed. Der er nemlig ogsaa i dette Tilfaelde —
omend ikke i saa hgj en Grad som i det foregaaende — en vis Sammen-
haeng imellem Gangen i Afvigelserne og selve det iagttagne Feanomen;
saaledes ser man, at for Eksempel Afvigelserne for 1880 og 1889 viser 2
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13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

6 —2 —3 —4 —5 —2 —1 —§5 —7 —6 —5 1 1876

7 I3 14 7 o — 7 —I7 —13 —I4 —I14 —2I —2I 1877
—17 —17 —I2 6 12 19 17 14 6 7 I BIS7S

o] 9 15 7 7 —6 — 35 — 8 o — 2 (¢) 5 1879
10 19 26 24 Il 2 —6 —10 —16 —I13 — 9 — 3 1880
5 12 12 8 I 4 7 I +0 —1 — 2 — 4 1881
— 3 I —§5 — I I 4 3 — 1 — I I — 1 3 1882
8 1 —7 —§y —9g —I10 —I0 — 7 —5 —3 —2 — 2 1883
—5 —8 —7 —I2 —II — 9 3 2 — 1 2 9 11 1884
7 5 2 2 I 5 — 4 2 7 8 9 1 1885
10 6 O —1 —8 —7 — 2 2 7 7 5 7R850
— 5 — 8 —12 —I12 —I3 — 3 (o) 3 5 9 12 10 1887
I1 11 14 + 0 — 3 4 5 8 6 — 3 —10 —I14 1888
—21 —27 —30 —IQ 4 7 15 11 9 6 2 o 1889
— 5 — 9 —I0 —I2 —I18 —I4 —II —IO (¢} 2 II 8 1890
— 1 — 5§ —II —I0 —II —4 — 5 —8 —1 — 3 4+ 0 — 4 1891
= 7 =0 = Z 5 L1 15 17 17 15 (o] AN RO S )P
5 9 16 15 6 o 7 I —3 —9 —II —I2 1893
7 12 5 Rl ey e T i 3 3 I 1394
6 9 8 3 8 6 2 —3 —§5 —4 — 8 < 1895
4 —3 — 8 —I11 —I13.—12 — 7 —7 — 7 — 1 3 7 1896
—20 —1I17 —I3 — I 0O —3 — 1 2 4 2 —3 — 4 1897
7 7 9 12 9 9 25 o8 I e TAN = O s RS O Sl
— 2 I 8 8 15 8 —0 —4 — 8 —i10 —I12 —13 1899
4 e Ui e O el (O W SEERC 2 e Semte /Aoy bt 4 1900
2 5 o —1.—y7 —8 —1 4 — 1 8 9 8 1901
I o} 2 2 10 II I5 9 9 2 I I 1G02
—5 —2 —5§5 —4 —8 — 8 —I13 2 11 15 13 I0 1903
= .0 4 3 9 6 2 I —2 —8 —I11 — 8 — 7 1904
—II —I10 —I0 — 9 — 2 —O0 —+ O 12 20 22 22 21 190§

Maxima og 2 Minima, der findes i Naerheden af de Steder, hvor Lufttrykkets
daglige Periode har enten Maximum eller Minimum. Der maa altsaa findes
Aarsager, der virker paa en lignende Maade, som Skyetheden ved Tempe-
raturens daglige Periode. Imidlertid vil det ses, at Gangen i Afvigelserne
for adskillige Aars Vedkommende er vasentlig anderledes.

Ved de undersggte daglige Perioder for Temperatur og Lufttryk viste
Bindingen nogle karakteristiske Traek, der neppe vil findes i de aarlige Pe-
rioder, nemlig at Bindingen straeekker sig over hele Perioden, og at der fore-

£

4
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kommer negative Baand. Ved Undersggelsen af Temperaturens aarlige Pe-
riode for Kgbenhavn viser det sig saaledes, at der ganske vist kan paavises
Baand mellem Iagttagelser, som er adskilt ved et Interval af flere Maane-
der, men ikke mellem Iagttagelser, som er adskilt ved et Interval af et
halvt Aar, og endvidere har jeg ikke kunnet paavise negative Baand med
nogenlunde store numeriske Verdier.

Til et lignende Resultat kommer V. Willaume-Fantzen?), der gaar frem
paa folgende Maade. Aaret inddeles i de almindelige fire meteorologiske
Aarstider, og det undersoges derpaa, om der for Eksempel efter en varm
Vinter er fulgt et varmt eller et koldt Foraar o.s.v. Til Udgangspunkt
tages kun de Aarstider, der har varet mindst 1° for varme eller for kolde,
medens den fplgende Aarstid kaldes varm eller kold uden Hensyn til, hvor
lille Afvigelsen har vaeret.

Resultatet gives i folgende Tabel:

“\ St i Neeste Aarstid
| | Tifelde ‘ B A
L = £ Y e | [P ST R R = - ks s
| | |
Efte sl nitvanmVAn e pEE e SR e | 33 | 70 O/ B 910/
B Lvan (W o rad B S R J‘ 2 7 27 U
R IRV NS © 1) C LAl S TSI 7 310/ B0 D0 S
— i vRE IBREBER . s b0 aen 6000 20 !‘ 60 9/, } 40 %/,
7 | | : SR
B te cie niik OlARMVAN T iR SR S S ! 30 ;! 279 = S 73%o
— ot 1ol TPOMEELR 4o bo o aiod d oo e bt ‘\ A R 7Y S ORRY
el <oldES onme RS 26 } 27:90 3 o
SCC oldtP B fetaars 4 ol by, T f 22| 4 e el

Man ser heraf, at der overalt er en tydelig positiv Binding, men igvrigt er
Antallet af Tilfelde for lille til, at der kan drages videre Slutninger om
Baandenes Styrke. — Willaume-Fantzen undersoger dernast, om der for
Eksempel efter en varm Vinter folger en varm eller en kold Sommer o.s.v.
Resultatet er:

Varm Vinter efterfulgt af varm Sommer; 45 %/, af 33 Tilfelde.

— Sommer — o — Whmeeg o 5394 o BB —
Kold Vinter efterfulgt af kold Sommer; 60°, - 30 —
— Sommer — -  — Vinter; 509%, - 26(3) —

1) » Meteorologiske Observationer i Kjobenhavne, Kbh, 1896. (Side 22).
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Dette Resultat er omtrent saaledes, som man maatte vente, det vilde blive,
naar de undersegte lagttagelsesveaerdier var frie af hverandre. Baandene kan
herefter ikke have en kendelig Styrke, naar Afstanden mellem Iagttagelserne
er stgrre end tre Maaneder.

Vi skal nu undersgge disse Forhold lidt naermere og benytter atter en
Opstilling af Materialet efter vort Skema, der imidlertid viser en anden
Sammenhang mellem lagttagelserne end ved de daglige Perioder. Tager vi
saaledes de 1 § 7 omtalte Jagttagelser for Temperaturens aarlige Periode i
Kgbenhavn, faar vi 365 lodrette og 124 vandrette Raekker:

(1) (1 (60 o 606 .00 (LR S S (1)
01 U 02 )’ 03 oi 0365
(2) (2) @) %ol oe'a 2 T e e el (2)
dty G5 2 @ 365
) ) 6 5 oo 0.0 () a2 )
Gt G 2 9 365
(124) (124) (E2L) S (124 RIS (124)
Vi @ O3 2 365 >

men i Modsatning til, hvad der fandt Sted ved de daglige Perioder, folger
alle disse Vardier umiddelbart efter hverandre (bortset fra nogle Spring i
dc eldste Iagttagelser), idet for Eksempel o) svarer til 1. Jannar i et vist
Aar, og o= til 31. December i det foregaaende Aar.

Vi undersgger forst det for Beregningen af Middelfejlene vigtige Sporgs-
maal, om Vardierne i de enkelte lodrette Rakker er frie af hverandre.
Der er dog kun foretaget en Optelling af Fortegnspermanenserne for Afvi-
gelserne i hver femte Rakke, altsaa ialt 73 Optellinger jevnt fordelt over
hele Perioden. Middeltallet af Permanenserne bliver 61.47 og Middelfejlen
for den enkelte Rekke + 6.3; da der er ialt 123 Permanenser og Variationer,
er det forventede Antal 61.5 + 5.5, og vi er derfor berettiget til at be-
tragte de undersogte lagttagelser som frie af hverandre?).

I de lodrette Rackker har altsaa Verdierne de samme Egenskaber (med
Hensyn til Bindingen) som i de daglige Perioder. Derimod gzlder det ikke
om Skemaet for de aarlige Perioder, at hver enkelt Vardi er fri af alle de
andre med Undtagelse af dem, der findes i samme vandrette Raekke, thi
her er i alt Fald nogle af Verdierne i det ene Aars December Maaned
bundet til nogle af Verdierne i det naste Aars Januar. Vil vi nu af alle
Tagttagelserne i de enkelte vandrette Raekker danne lineere Udtryk, bliver
Verdierne af disse Udtryk ikke frie af hverandre. At der her dog kun er
Tale om en svag Binding, kan man se af de enkelte Aars Middeltemperaturer,
der faaes ved at danne Middeltal af alle Veardier i hver enkelt vandret Raekke ;
Afvigelserne for de paa hianden folgende Aar danner nemlig 69 Fortegns-

! Det ber dog bemarkes, at Fejlkurven ojensynlig ikke er af typisk Form, idet den har
tydeligt Minimum for Antallet 62 og udpreegede Maxima for 58 og 65.
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permanenser og 54 Fortegnsvariationer, medens det forventede Antal af
Permanenser eller Variationer som tidligere naevnt er 61%+5%, naar Veerdi-
erne er frie af hverandre.

Til Oplysning om Bindingens Karakter er der beregnet en Serie Baand
med lagttagelserne for den 2. Februar som Udgangspunkt. Resultatet er:

BniSE I Sl SR p s p S E T e

265 E 1 RO AN O SINNL T TS RO S 02
BlO Bls BZO B‘l:’) BSO 835 Z340 345
oAl -07 -08 <09 - 20 -05 -03.
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// \\
[y A
S| e
I \
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\
‘\
q
\
\\
\\
o‘i\o
G i 5 X
TG 0_ ——————— S G e o —————--S-_
0
Fig, 10,

I Overensstemmelse med Definitionen af B, er B_; her Baandet mellem 2.
og 1. Februar. — Af ovenstaaende Vardier eller af Fremstillingen Fig. 10
ser man, at Bindingen her nermest kan siges at vaere af asymptotisk
Karakter.

Til selve den Udjevning af de periodiske Iagttagelsesrackker, der senere
skal foretages, vil der ikke fordres nogen Beregning af Baandene, men det
er beldigt, at man har Kendskab til Bindingens Karakter, naar man skal
kritisere de opnaaede Resultater. Overhovedet gaar denne Del af vor Un-
dersagelse kun ud paa at finde, hvilken Betydning Bindingen har for vore
Opgaver, idet vi navnlig har Opmarksomheden henvendt paa, hvilke Fejl
man kan begaa, naar man ikke tager Hensyn til den, og i hvilke Ret-
ninger Resultatet af vore Opgaver vil adskille sig fra Resultatet af Opgaver
med indbyrdes frie Verdier. Men dern=mst serges der for, at Opgaverne
legges til Rette saaledes, at der ikke under selve Udjevningsregningen bli-
ver Anvendelse for Regneregler, som specielt gelder for bundne Vardier.
— Det samme kan siges om Indholdet af den fglgende Paragraf.
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S

Regning med bundne Iagttagelser og nogle Fglger af Bindingen.

Vi havde foran (Side 43), at naar

S = a,0 + a0l + a0 + @00 + -+,
blev

(se—1No(F)= a; [e]] + a; [¢3] + 2;[€3] R e
T2a,a, {8182] -+ 2a,a, [8283} + 2a.a, {8354J S
+2a, a,leg,] + 2a,a, [e,,] + -+ -

SR RGeS i 0 B o )

Denne Formel kan simplificeres meget, naar man ter betragte lagt-
tagelserne som lige gode, og navnlig, naar tillige Baandene mellem Iagt-
tagelser, der er adskilt ved lige store Intervaller, tegr betragtes som ens.
Disse Betingelser vil i Almindelighed veare opfyldt med god Tilnarmelse
for- vort Materiales Vedkommende, naar Funktionen kun straekker sig over
nogle faa Iagttagelser. Vi sztter da

e =[el=[) = - = )
Aol o
Eo
= ,
?[8_ - = \,00).
faar vi

2 2 2 2 4
a: SN = 2 e

5= 281 (a1a2 + a,a, i a;a, Sl )
A (f)z _I_ 25 (ﬂlﬂs -+ Tl + ............ ) \2(0)
+ 233 ([zlﬂJ D LRI R )

Med denne Fejllov som Udgangspunkt skal vi nu betragte nogle
Folger af Bindingen og fremdrage nogle af de Fejl, som begaas, naar man
behandler bundne Iagttagelser, som om de var frie.

Forst kan vi ved et simpelt Eksempel vise, at Elementudjevning ved
Hjxlp af Normalligningerne ikke ter anses for at vaere rigtig, naar lagt-
tagelserne er bundet til hverandre. Lad os antage, at der er forelagt Iagt-
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tagelserne o;, 0, og 0;, og at de udjevnede Veardier ifglge Teorien skal
tilfredsstille Ligningerne

Uy =x—9,
W) =155,
Us = ¥ + 9.

Vi bestemmer forst x ved Hjelp af mindste Middelfejls Princip, idet vi
ligesom tidligere i § 4 satter

X = 040y + 0305 + 0305,
og faar da de to Betingelsesligninger

(0% SOl s (Ol = 1)
~0L1—|—OL3:O,
eller

@y = M= 2eh,  ©g @l = G

idet vi betragter o, som uafhangig variabel.
Vi har nu under de givne Forudsatninger

A@) = (0 4 af + af + 28,(a,0, + a,a,) + 25,0,a,)\,(0)
og finder heraf ved Hjxlp af Minimumsbetingelsen for \,(x), at

I Bl (2E e (I_Bl)aj_
3i==145, -1 B;

N—

Setter man her B, = B, =0, faar man den Vardi af x, der svarer til
frie lagttagelser, nemlig x =} (0, + 0, + 0,); den samme Veardi faar man
igvrigt ogsaa, naar blot B, — B,.

Vi kan paa samme Maade finde Elementet y, og det viser sig da, at
dette er det samme for bundne som for frie Iagttagelser, nemlig

o= 1
T B0 O,

Benytter vi eksempelvis de Verdier for Baandene, som vi fandt ved
Temperaturens aarlige Periode (Side 54), og stter med en lille Afrunding
SIN— 3R ocRs i — R 265 Ebliver

# = 15 (1loy — 20, +  05); Ny(#y) = - 995X,(0);
sy = {5 ( 60y — 20, + 605); Ny(#,) = - 820\,(0);
us = 7o ( 0y — 20, + 110y); Ny(u3) = - 995X,(0).
Havde vi derimod benyttet Normalligningernes Lgsning, vilde Resul-
tatet i dette Tilfeelde veere blevet
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#y = §(501+ 20, — 03);  Ny(y) =1.0310,(0);
Uy =% (01 + 03+ 05); No(up) = -85605(0);
ty = 3(—0,-+20,+503); Ny(z5) = 1.0310,(0).

Da Middelfejlene for alle de udjevnede Verdier i det sidste Tilfeelde er
storre end i det ferste, tor man herefter ikke betragte Udjevning ved Hjaelp
af Normalligningerne som berettiget, naar Iagttagelserne er bundet til hver-
andre.

Vi skal dernast betragte Bindingens Betydning for Fejllove for Summer
og Differenser af to paa hinanden fglgende Iagttagelser, altsaa for

S0 =0 & o,

hvor man — fremdeles under Forudsatning af, at man kan betragte Iagt-
tagelserne som lige gode — har

N(f) = (2 £ 28;) X5(0).

Baandene mellem nzrliggende lagttagelser er i Reglen positive (der
maa undtages ganske enkelte Tilfeelde, som for Eksempel Baandene i Neer-
heden af Vendepunkterne ved Temperaturens daglige Periode, men der
er Baandene svage). Middelfejlen for en Sum af saaledes bundne Iagt-
tagelser bliver derfor stgrre og for en Differens mindre end ved frie Iagt-
tagelser. Benytter vi saaledes Vardien B, = -85, faar vi henholdsvis
3.70(0) og 0.3\y(0), medens frie Iagttagelser i begge Tilfelde giver
2\, (0).

Hvad der her galder for en Sum af 2 Addender, galder ogsaa for en
Sum af flere. Lad os saaledes betragte Middeltallet

ty = % (01 1 0 + 03),
der ovenfor haves som Udtryk for den udjevnede Verdi af o,. Her er
No(2y) = § (3 + 481 + 258,)\5(0),

der med de benyttede Vardier af Baandene gav M\y(#,) = -86)\,(0), medens
frie Tagttagelser giver A\ (#,) = +X\y(0); endnu mere ugunstigt bliver Resul-
tatet, naar man tager et Veaerdiset som B; = -96, B, = -91 (Side 46), idet
man faar A\(u,) = -96\,(0). Allerede heraf kan man skgnne, at den For-
bedring, som Vardierne kan faa ved en Udjevning, er mindre, naar Iagt-
tagelserne er bundne, end naar de er frie.

Med Hensyn til Middelfejlen for en Differens saa vi, at Sagen stiller
sig gunstigere for bundne end for frie Iagttagelser. Lad os gaa et Skridt
videre og betragte anden Differens:

A? 0, = 0y — 20, + 05,
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hvoraf man faar
N(A20,) = (6 — 8B, + 25,) \,(0).
Med de benyttede Veardiset faar vi

By B, Ay (A2 05)

o} o 6 \y(0)
-85 -65 -5 \y(0)
.96 91 - 14 Xs(0).

Denne Egenskab hos Differenserne af bundne Iagttagelser, nemlig at
de har forholdsvis smaa Middelfejl, belyser et Omraade, hvor der idelig
gores Fejlslutninger. Fremstiller man en Rakke frie eller bundne Iagt-
tagelser grafisk og forbinder Punkterne med en Kurve, der er saa jevn som
mulig, vil Middelfejlen paa 2den Differens veere en Art Maal for denne
Kurves Mangel paa Jevnhed. En saadan Kurve vil derfor blive meget
jevnere for bundne end for frie Iagttagelser, naar Middelfejlen paa selve
Iagttagelserne er den samme i begge Tilfelde. Omvendt vil man ved
Betragtning af saadanne grafiske Fremstillinger af bundne Iagttagelser komme
til den Antagelse, at Middelfejlene for lagttagelserne er meget mindre, end
de i Virkeligheden er, saafremt man uden tilstreekkelig Kritik benytter sin
Erfaring fra Fremstillinger af frie Iagttagelser. Naar nu tilmed en saadan
Betragtning ikke kan stettes eller ikke bliver stottet af en Beregning af
Iagttagelsernes Middelfejl, kan dette give — og har givet — Anledning til
mange lidet nyttige Spekulationer over den teoretisk rigtige Kurves Form,
I den fplgende Paragraf, der handler om sekundere Minima og Maxima i
Temperaturens aarlige Periode, vil denne Sag blive nzrmere omtalt.

Af det foregaaende vil man kunne indse for det forste, at det er
ngdvendigt at tage Hensyn til Bindingen, og for det andet, at det vil blive
besverligt (ved vore Opgaver uoverkommeligt) at foretage Udjevning paa
Grundlag af en direkte Anvendelse af de bundne Iagttagelsers Fejllove.
Vore Bestraebelser gaar derfor ud paa at omgaa Vanskelighederne. Og det
viser sig da, at vi kan ngjes med at beregne dels Middelfejlene for de
forelagte Vaerdier og dels et vist Antal af Konstanterne i den trigonometriske
Udjevningsraekke, a, og 6,, samt deres Middelfejl.

Beregningen af Middelfejlene for de forelagte Veardier kan som omtalt
udfgres ganske som ved frie lagttagelser, naar vi opstiller vort Materiale
efter det i § 10 meddelte Skema, hvor enhver Verdi er fri af alle de andre
Vardier i samme lodrette Linie.

Angaaende Beregningen af M\y(a,) og \y(6,) er der derimod noget at
bemarke. Lad os forst betragte de daglige Perioder, hvor Veardierne i
enhver af de vandrette Raekker er frie af Verdierne i de andre vandrette
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Razkker. Vi kunde da beregne for Eksempel @, for hver af de vandrette
Rakker efter Formlen

2
2y =(01 cos g8 + 0, cos 290 4« -+ 0p (n—l)p9)~ i
og da de saaledes beregnede Vardier, a,,a;----a%, i Overensstemmelse

med vore Forudsztninger er frie af hverandre, kunde vi dernast paa
almindelig Maade beregne \,(2p). Men denne Fremgangsmaade vil blive
meget besverlig, naar Materialet omfatter mange Aar, og da det i Almin-
delighed er tilstreekkeligt at finde \,(@,) med to gode Cifre, kan man dele
Materialet i Grupper af passende Storrelse og blot beregne a, af Middel
tallene for hver af disse Grupper. Saaledes deler vi det i § 9 omtalte
Materiale til Bestemmelse af Lufttrykkets daglige Periode i 6 Grupper og
faar for Eksempel

a, b,
1876—1880 -0317 -0213
1881—1885 -0438 -0294
1886— 1890 -0380 -0393
1891—1895 <0430 -0323
1896—1900 -0518 -02094
190I—1Q05 -0358 0429
Middel -0407 -0324.
Herat faar man M\(e,) = 0,835 og M\, (4,) = -0;325. (Til Kontrol kan man
beregne Konstanterne af det samlede Materiale; her faas @, = -0406 og
b, = -0325).

For de aarlige Perioders Vedkommende saa vi, at de forste og de
sidste Vardier i hver af de vandrette Raekker var bundet til henholdsvis
den foregaaende og den efterfglgende Rakke, og som Fglge deraf kunde
der paavises nogen Binding imellem Middeltallene «, ;- - - -a{®. Men deler

vi ogsaa her Materialet i Grupper, opnaar vi foruden Lettelse i Beregningen
af Elementernes Middelfejl desuden nasten fuldstendig Frigerelse, thi det
er indlysende, at den Binding, der bestaar for Eksempel mellem de sidste
Veardier fra Aaret 1900 og de forste fra 1901, kun vil ggre sig meget svagt
gzldende imellem Middeltallene for Grupper som 1896—1900 0g IQOI—
1905.

Naar vi ved disse Middelfejlsberegninger tager forngdent Hensyn til
Bindingen, vil det vise sig, at vi kan udfere selve Udjevningsregningen efter
de samme Regneregler, som vi vilde benytte, hvis Iagttagelserne var frie.
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ShIzt

Sekundere Minima og Maxima i Temperaturens aarlige Periode.

Som foran navnt benytter man altid ved Udjevning af aarlige Perioder
Normalpladser, der mindst straekker sig over fem Dggn. Denne Fremgangs-
maade vil kun vaere berettiget, dersom den sande Funktion kan betragtes
som linezr i de benyttede Intervaller. Dersom de sekundere Minima og
Maxima, der treeder frem i Iagttagelsesvaerdierne, skulde betyde, at den
sande Funktion besad tilsvarende Ejendommeligheder, turde man derfor
ikke anvende Normalpladsmetoden, men man maatte foretage Udjevningen
med Verdierne for de enkelte Dage. Det er derfor ngdvendigt, at vi
nermere undersgger denne Sag, der desuden har direkte meteorologisk
Interesse.

I Meteorologiens Historie spiller navnlig Spergsmaalet om »Kulde-
tilbagefald« i Maj Maaned en stor Rolle. Det er sikkert Sagens gkonomiske
Betydning, der har bevirket, at »Fenomenet¢ har vakt Opmaerksomhed.
Saaledes siger wan Bebber'): »Schon von Alters her hat man den Kilteriick-
fallen im Mai eine besondere Aufmerksamkeit zugewandt, viel mehr als der
weit grosseren Temperaturerniedrigung, welche um Mitte Juni stattzufinden
pflegt. Diese Thatsache hat hauptsichlich darin ihren Grund, dass die
Kilteriickfille im Mai nicht selten fiir die in der ersten Entwicklung befind-
liche Vegetation, zumal wenn diese durch eine warme Zeitepoche geférdert
wurde, hochst verderblich sind, wihrend dagegen die Riickfille im Juni fast
stets sich iiber dem Gefrierpunkte vollziehen und weit seltener fiir die
Pflanzenwelt schlimme Folgen haben. Ganz besonders aber sind es die
Tage zu Anfang der zweiten Decade des Mai, denen der Landmann mit
banger Sorge entgegensieht, und welche der Volksmund im Norden an die
»Eisheiligen« oder »gestrengen Herren« Mamertus, Pancratius und Servatius
(ro., 11, 12. Mai) und im Siiden an Pancratius, Servatius und Bonifacius
(r1., 12, 13.) gekniipft hat. In Frankreich sind diese Tage unter der
Bezeichnung »les trois saints de glace« bekanntc.

I gvrigt underseger van Bebber ikke, om det omtalte Fenomen virkelig
eksisterer — han forsgger at forklare det — men henviser til, at Dove har
vist, at Kuldetilbagefaldene i Maj gennemsnitlig falder paa de angivne Dage.
Wilhelm von Bezold?), der ogsaa forspger at forklare Faenomenet, henviser
ligeledes til Dove og siger, at han har eftervist, at disse Kuldetilbagefald i
Middel virkelig indtraeffer paa de Dage, som Folketroen har anvist dem.
Da Dove er den forste, som har givet Folketroen Stotte ved en Under-
sggelse i videnskabelig Form, og da mangfoldige Forfattere efter ham lige
op til vore Dage har accepteret hans Resultater eller hans Fremgangsmaade,

') Dr. van Bebber: »Die gestrengen Herren«. Meteorologische Zeitschrift 1883. S. 143.
%) W. won Bezold: »Die Kailteriickfille im Mai«. Abh.d.II. CL d. k. Ak, d. Wiss. XIV. Bd.
II. Abth.
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vil det veere naturligt, at vi undersgger, hvorledes Dove er kommet til det
Resultat, at det omtalte sekundare Minimum paa Temperaturkurven virkelig
eksisterer.

Her maa der imidlertid indskydes en Bemarkning. I ethvert fore-
liggende Materiale til Bestemmelse af meteorologiske Elementers Perioder
kan der paavises Ejendommeligheder, og man kan naturligvis godt sige, at
disse Ejendommeligheder eksisterer i det Tidsrum, som det paagaldende
Materiale omfatter. Men Spegrgsmaalet er her, om der er Grund til at
antage, at Ejendommelighederne kun skyldes »tilfeeldige« Afvigelser, eller
om det maa antages, at de ogsaa vil fremtreede i Middeltallene for meget
lange Iagttagelsesreekker. Kun hvis dette sidste maa antages at vaere
Tilfeldet, siger vi her, at den paagzldende Ejendommelighed virkelig
eksisterer.

Vi gaar derefter over til Doves Afhandling!). Efter at have meddelt
og diskuteret et omfattende Talmateriale siger Dove heri (S. 140): »Aus
der oben mitgetheilten Tafel der fiinftigigen Mittel geht deutlich hervor,
dass in Rusland vom 8 zum 13. Mai kein Riickfall sich zeigt, dass dieser
erst in Curland hervortritt, sich aber vorzugsweise deutlich im nérdlichen
Deutschland zeigt und dann iiber Belgien nach Frankreich und Siid-England
hintibergreift. Wir wollen daher zunichst die Erscheinung beobachten, wo
sie am entschiedensten sich geltend macht«. Dove finder derefter (S. 145),
at Faenomenet fremtraeder fuldstaendig regelnnaeséigt i Midttyskland.

Da der til Doves Disposition kun stod faa Iagttagelsesrekker, der var
tilstreekkelig lange til, at han kunde bruge Middeltallene for de enkelte
Dage, benyttede han for en stor Del Femdegn til sine Undersogelser. For
hvert enkelt Aars Maj Maaned er der beregnet Middeltallet for Femdggnet
fra den 1. til den 5, fra den 6. til den 10. 0.s.v. Der er altsaa oprettet
Normalpladser den 3., 8., 13, 18, 23. og 28. Maj. Lad os kalde disse
Verdier o;, og+«+-055. Dove danner derefter Differenserne oy —0;, 05— 05,
015 — 013, 0.8.V., og naar disse Differenser faar negative Veardier, noteres
det som et Tilbagefald. Dersom den sande Temperaturkurve er glat, vil
der for Maj Maaneds Vedkommende, hvor Temperaturen i Hovedsagen er
stigende, veare storre Sandsynlighed for, at disse Differenser bliver positive
end for, at de bliver negative. Da Undersggelsen drejer sig om Dagene
den 11., 12. og 13. Maj, er det Differenserne o0;; — 04 det kommer an paa,
og naar Dove for Eksempel finder, at disse Differenser for Breslaus Ved-
kommende bliver negative 30 Gange i 66 Aar, saa tages dette som et
Bevis for Kuldetilbagefaldets Eksistens.

Denne Bevisforelse, som mange efter Dove har benyttet, er om just
ikke urigtig saa dog utilstreekkelig. Et sekundeert Minimum i Middeltallene

!) »Abhandlungen der Kéniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berline, Aus dem Jahre
1856. Berlin 1857. S. 121—192,
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fremkommer nemlig ved, at der i de enkelte Aar er en vis Overvaegt —
enten med Hensyn til Antal eller med Hensyn til Amplitude — af sekun-
dere Minimer, og en almindelig Paavisning af, at Minimet findes i et vist
Antal af de enkelte Aar, bhar derfor ikke mere Beviskraft end en Betragtning
af Middeltallene. Vil man fere et Bevis, maa man undersgge, om Sand-
synligheden for, at den sande Temperaturkurve skulde vaere glat, er saa
ringe, at man maa antage, at det sekundare Minimum virkelig eksisterer.

Til en saadan Undersggelse vil vi benytte Doves Materiale for Breslau;
som naevnt omfatter det 66 Aar (1791—1856). Vi anfgrer fgrst Summerne
for Differenserne mellem de benyttede Normalpladser i Maj Maaned :

9879 913 = % Uy ==Y = Y Oys — Osg

5] 2

56.90 i 53.74 59.69 10.51

Summen af Differenserne o, — 03 viser her ganske vist en paafaldende
Vardi, men det maa dog bemarkes, at hvis man udskyder blot et enkelt
Aar, nemlig 1825, der viser folgende Differenser:

1.60 — 8.42 -36 5.34 — .58,
bliver Resultatet

55.30 -98 53.38 54.35 11.09,

saaledes at Summerne for de resterende Aar ikke udviser noget Tilbagefald.
Naar et enkelt Aar kan have en saadan Indflydelse paa Resultatet, synes
det at veere umiddelbart indlysende, at selv Iagttagelser fra 66 Aar er
utilstraekkelige til at paavise, at det omspurgte Faznomen virkelig eksisterer.
Lad os dernast sammenligne Middeltallene af ovenstaaende Differenser for
de 66 Aar med tilsvarende Vardier taget fra en udjevnet lagttagelsesraekke.
Vi faar:

Middeltal for 66 Aar . . -86 — .11 -81 -QO - 16,
Udjevnede Verdier . .. -84 ol agte) - ol - 70,
jfferensernt SRS .02 — .93 02 .15 — .54,

Nu giver en Beregning, at Middelfejlen for Middeltallet — -11 er 4 -36,
og Differensen — -93 er altsaa mellem 2 og 3 Gange saa stor som Middel-
fejlen. Dette er imidlertid ikke tilstraekkelig Grund til at forkaste en
Hypotese om, at den sande Temperaturkurve skulde vare jevn, isaer da
Perioden indeholder 73 Vardier af den betragtede Art, hvorfor man paa
Forhaand maa antage, at der vil.forekomme Afvigelser som de fundne.
Dersom man vil opstille den Hypotese, at den sande Temperaturkurve
muligvis i det vaesentlige er glat, men at den netop paa det betragtede
Sted har et sekundert Minimum, kan man ikke herimod ggre en Be-
tragtning som den ovenstaaende gzldende, eftersom Middelfejlen kun har
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Betydning som et Udtryk for Fejlloven for mange Verdier, men aldeles
intet udsiger om Fejlen paa den enkelte Vardi. Berettigelsen af en Hypo-
tese som den sidst opstillede vil maaske derfor ikke kunne undersgges paa
et givet Tidspunkt, men dette vil kunne ske senere, thi hvis den sande
Temperaturkurve ikke har et saadant sekundeert Minimum, maa det gennem-
gaaende udviskes mer og mer i Middeltallene, efterhaanden som Iagttagelses-
materialet forgges. Til Undersggelse af det foran betragtede »Fanomenc
har vi saaledes nu et storre lagttagelsesmateriale, end Dove var i Besiddelse
af, og vi kan da afslutte Omtalen af denne Sag med nogle Udtalelser af
Hann'), der refererer sig til hundredaarige Iagttagelsesraekker for Wien,
Breslau og Paris: »Der Kilteriickfall zu Anfang Mai (Eismanner 10. 1I. 12.)
tritt in den Tagesmitteln nicht auffallend hervor«, medens det med Hensyn
til disse Temperaturkurvers almindelige Udseende bemarkes, at: »Manche
dieser Kilteriickfille und Wairmeperioden treten zu gewissen Jahreszeiten
so hdufig und kriftig auf, dass sie selbst in hundertjahrigen Tagesmitteln
sich als scheinbar feststehende Eigentiimlichkeiten des jahrlichen Warme-
ganges geltend machen, wihrend im {ibrigen die Linie des jdhrlichen
Temperaturverlaufes namentlich im aufsteigenden Aste wie mit Sdgezahnen
besetzt erscheint, so unruhig bewegt sich die Temperatur auf und abx.
Medens vi i det foregaaende blot undersggte et enkelt Sted i Tempe-
raturkurven, maa vi, naar der bliver Spegrgsmaal om Normalpladsernes
Tilladelighed, undersgge Forholdene i hele Periodens Langde. Vi anvender
hertil Resultatet af en Udjevning af Temperaturens aarlige Gang i Keben-
havn, hvortil der er benyttet en tidligere omtalt Iagttagelsesraekke. Fig. 12
fremstiller Partiet omkring Maximet af den udjevnede Kurve og af de
forelagte Vardier for hver enkelt Dag. Betegner vi Iagttagelsesverdierne
for de enkelte Dage med o og de udjevnede Vardier med #, faar vi i
Gennemsnit for hele Aaret M\(0o) = -076 og (¢ — #)? = -055. Inddeler vi
Aaret i de sedvanlige meteorologiske Aarstider, faar vi i Gennemsnit

Vinter. Foraar. Sommer, Efteraar.
Xy(0) - 109 -075 -060 - 060,
(0 — 2)? -074 -054 -050 -043.

Betegner vi de ubekendte Vardier af den sande Funktion med o, skal man

i Gennemsnit have
M(0) = (0 —v)%;

dersom denne Ligning ikke er rigtig, kan dette nemlig kun skyldes Usikker-
heden i Bestemmelsen af M\,(¢), og denne Usikkerhed er i dette Tilfeelde
forholdsvis ringe, da der til Beregningen af de enkelte Veardier af \,(o) er
benyttet 124 Iagttagelser?).

) yLehrbuch der Meteorologie«, Leipzig 1906. S. 84—85.
%) Det ber dog bemerkes, at },(0) kun er bereguet for hver femte Dag.
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Da vi nu i Gennemsnit har

og altsaa

(0=

(0 —u)2 < (0 —v)?

Fig. 12,

#)? < Ny(0),

maa den udjevnede Kurve gennemgaaende ligge nzrmere ved Iagttagelses-
Men naar den udjevnede Kurve, som er

verdierne end den sande Kurve.
glat, allerede har nzrmet sig for meget til Iagttagelserne, er det indlysende,
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at den sande Kurve ogsaa (gennemgaaende) maa vare glat, eftersom det
vilde vaere urimeligt at antage, at den skulde bugte sig ud og ind bort
fra de sekundeere Minima og Maxima,

Der er herefter ikke Grund til at nere Betenkeligheder ved at benytte
Normalpladser, uagtet man, som foran omtalt, ikke kan levere et afgorende
Bevis for, at der ikke et enkelt Sted i Temperaturkurven skulde eksistere
en eller anden Ejendommelighed. Men saaleenge man ikke har paavist
Forhold i Naturen, der kunde foraarsage Afvigelser paa bestemte Dage af
Aaret, er der ingen Grund til at opstille saadanne Hypoteser. Den hele
Diskussion er rejst paa Grundlag af de sekundzre Minima og Maxima,
der viser sig i Middeltallene af selv mangeaarige lagttagelsesraekker, men
til at forklare disse Ejendommeligheder er de enkelte Aars Afvigelser fra
Middeltallene tilstraekkelige. Og den psykologiske Forklaring af, at man
overhovedet har fundet et Problem paa dette Sted, turde vare den simple,
at man ikke har varet opmarksom paa den tilstedevaerende Binding, der
bevirker, at Iagttagelsesraekkerne viser et andet Forlgb end det, man kender
fra frie Iagttagelser.

Sluttelig skal vi blot henvise til Fig. 11, hvor Vardierne for de enkelte
Dage er Middeltallene for kun 25 Aar (1861—1885) af den lange Ilagt-
tagelsesreekke, der er fremstillet i Fig. 12. Nogle af Ejendommelighederne
i Fig. 11 genfindes i Fig. 12, men i formindsket Maalestok, medens andre
Ejendommeligheder ikke genfindes eller synes forskudte. Men Hoved-
resultatet af en Sammenligning mellem de to Figurer bliver, at Ujevnhederne
gennemgaaende- er mindre for den lange Iagttagelsesrekke, og det samme
Resultat kommer man til, naar man foretager tilsvarende Sammenligninger
indenfor andre Iagttagelsesraekker.
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MEKANISK METODE
MED GENTAGNE UDJEVNINGER.

8 13:
Metodens Hovedtrzk.

Efter at der i det foregaaende er givet en Oversigt over Ejendommelig-
hederne ved det Materiale, som skal behandles, og Manglerne ved de al-
mindeligt anvendte Udjevningsmetoder, skal der nu geres et Forsgg paa at
legge den mekaniske Metode til Rette for Bestemmelsen af de meteorolo-
giske Elementers daglige og aarlige Perioder, hvor der til Udjevning er
forelagt et vist Antal axkvidistante Verdier.

Det falder naturligt at benytte de allerede anvendte Fremgangsmaader
som Udgangspunkt. Vi tenker os.da, at vi udjevner de forelagte Veardier
efter et eller andet simpelt Regneskema, for Eksempel

(1)

0 = % (op1 + 0i £ Gt
herved opnaar vi imidlertid ikke at faa en Rakke af jevne Veardier, og vi
gentager derfor Regningen efter det samme Skema, saaledes som det alle-

rede er omtalt Side 38, og faar derved en ny Rakke af Verdier, der kan

(2)
betegnes med o. Saaledes fortsmtter vi et vist Antal, v, Gange, indtil
(v)
vi har faaet et Sat af Veardier, o, der paa en eller anden Maade ses at

vare fuldkommen eller dog tilstraekkelig jevne.

Vi maa nu fordre, at der ikke ved selve Fremgangsmaaden indfgres
Fejl i Resultatet. Denne Fordring kan ogsaa udtrykkes saaledes: dersom
de forelagte Verdier er fejlfrie, skal Regneoperationerne lade dem forblive
uforandrede, eller: Regneoperationerne maa ikke forandre de til de forelagte
Vardier svarende sande Vardier.

Betegner vi de sande Vardier med v, er den ferste Betingelse for, at

)
man skal kunne bruge o som forbedret Verdi altsaa, at man almindeligt

(v)
har 7; = ;. Holder vi os til det anforte Regneskema,
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(1)
0i = %(011 + 0: + 0i1) = 0. + 3 A% gy,
har man

2) (1) [V ICY:
£ s — 2A2 1A4
G “%(01+1+01 '{_01—1)—%<0i+2+20i+1+30i+20i—1+0i—2)_oi+§A 0i+§A %

og almindeligt

v iy I viv—1) Tiogis

0, :oi—l—?. 7{A2oi—|—?- 7";*2*A4”i+ +?A3‘ 0,.
Teanker vi os de samme Regninger udfgrt med de sande Verdier, faar vi
det tilsvarende Udtryk i », nemlig

) 16570 Ry I viv—r1) I

v, = 271—{—7737‘ TA27}i_{____. —_ A47}i+. ...+~3_VA2V7/P

(v)
og man ser da heraf, at naar man skal have v; = v;, maa v vare en linezr
Funktion, thi hvis o for Eksempel er af anden eller tredie Grad, vil man
ikke almindeligt have A27; = o.
Dersom 7z er en hel algebraisk Funktion af anden eller tredie Grad,

kunde man bruge

SRR e il(j__ﬂ 4 g 2\
u, = o, 3A0i_0i+32 5 AN s i | 3‘,A 0,
som udjevnet Veardi, naar det blot drejede sig om at opfylde den stillede
Fordring, thi man vilde da have

)

v
v, —— A2y — v, ;
1A L s

men det benyttede Korrektionsled, —%A2 o;, er uheldigt, fordi Raekken
af Veardierne A?o; er ujevn. Det er bedre at benytte Differenserne af de

)
udjevnede Veaerdier, altsaa A2¢;, til Korrektionen, men vi gaar endnu et

) : : R
Skridt videre. Hvis nemlig o netop er tilstrackkelig udjevnet, vil A?o ikke

)
vere det; man kunde udjevne Veardierne o endnu en Gang, altsaa danne
(v+1)
0, og derefter satte

(D) oy (el
i — 2 AANEE
: 3

13

) (v+1)
men der kan spares Regning ved at kombinere 0 og A2 o saaledes, at

vort Udtryk faar Formen
S*
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) (v-+1)
= 2
u, =0, +¢A42 0,

idet vi samtidig sgrger for at bestemme ¢, saaledes, at man har

) (v+1)
@y S A2 @ =,

Dersom v er af fjerde eller femte Grad, faar vort Udtryk Formen

v) (1) (v+2)
Up— 0 A2 g i Eig Nt
og saaledes fremdeles. — Det bgr bemarkes, at Forudsztningen om, at v
er en hel, algebraisk Funktion, kan erstattes med, at et vist Interval af v
kan fremstilles med overlegen eller dog med tilstreekkelig Ngjagtiched ved
Hjeelp af en saadan Funktion.

Saafremt man kender den sande Funktion, er der ingen Vanskeligheder
forbundet med at opstille saadanne Udjevningsformler, der opfylder For-
dringen om ikke at indfere Fejl i Resultatet. Vanskelighederne viser sig
forst, naar den sande Udjevningsfunktion er ubekendt, saaledes som det er
Tilfeeldet ved vore Opgaver, og en meget vigtig Del af Arbejdet kommer
da til at dreje sig om at benytte Materialet til at skaffe sig de bedst mulige
Oplysninger om den sande Funktions Natur. Da vore Funktioner er perio-
diske, giver den trigonometriske Raekke os det naturlige Hjzlpemiddel til
en saadan Undersggelse, og det er tidligere omtalt, hvorledes vi kan be-
regne Middelfejlene for de i denne Raekke optredende Konstanter. Imidlertid
danner Potensraekken den naturlige Baggrund for den mekaniske Metode,
og vi udvikler derfor fogrst vore Formler, idet vi tenker os den sande
Funktion udtrykt ved Hjzlp af en saadan Rakke. Men dernast udvikler
vi de samme Formler, idet vi tenker os de forelagte Vardier fremstillet
ved Hjelp af den trigonometriske Rakke, og derved tilvejebringer vi en
Forbindelse mellem Underseggelserne om den sande Funktions Natur og
Udjevningsformlerne.

Ved denne dobbelte Udledelse af Formlerne opnaas der flere Fordele.
Saaledes ses det umiddelbart, at vore Udjevningsformler ikke afhaenger at
en bestemt Hypotese angaaende den sande Funktion, og endvidere kan
man ud fra to forskellige Synspunkter undersgge Spgrgsmaalene om, hvor-
vidt de tidligere omtalte Mangler ved de almindeligt anvendte Fremgangs-
maader er afhjulpet.

Det viser sig, at i samme Grad som Undersggelsen af den ubekendte
Funktion ferer til sikre Resultater, i samme Grad er det afgjort, hvilke
Egenskaber Udjevningsformlen bgr have, medens vi er forholdsvis frit stillet
med Hensyn til den Maade, som vi vil udfgre Udjevningen paa, idet der
kan valges mellem flere forskellige Formler, som giver meget nar det
samme Resultat. . Det bliver derfor et Spergsmaal af udelukkende praktisk
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Natur, hvilket Regneskema vi vil valge som Grundlag for vore Formler:
naar den endelige Udjevningsforrhel er i Overensstemmelse med den sande
Funktion, drejer Sagen sig igvrigt kun om at fremstille de udjevnede Ver-
dier med det mindst mulige Regnearbejde.

Der er ovenfor kun talt om den ene Fordring, som vi maa stille til
vort Udtryk for den udjevnede og forbedrede Vardi, nemlig at det ikke
maa indfere Fejl i Resultatet, medens der ikke er talt om den anden For-
dring, nemlig at Fejlen, der stammer fra selve Iagttagelserne, skal gores
saa lille som mulig. Sagen er, at vore Bestraebelser for at bringe Udjev-
ningsformlen i Overensstemmelse med den sande Funktion i Virkeligheden
gaar ‘'ud paa at opfylde begge Fordringer, idet vor Fremgangsmaade i
Hovedsagen er den samme som den, der anvendes ved Valget af Leddene
til en Udjevningsraekke. Og vi settes i Stand til at gaa frem paa denne
Maade ved at tilvejebringe den tidligere omtalte Forbindelse mellem den
trigonometriske Udjevningsraekke og vore Udjevningsformler.

Da enhver af de omtalte Formler

(v) (v+1) (v42)

ke A 2 . L
V=0, A BN @ A NS g e cooa
kan bringes paa Formen

Uy = to 0; + @y (0111 +- 01—1) + @5(0142 + 0i2) + -+ -+,

vil Udjevningen ogsaa kunne udfgres i eet Szt som ved den almindelige
mekaniske Metode, medens de ovenfor omtalte Formler fordrer gentagne
Regninger efter et vist Skema og Tilfgjelse af Korrektionsled. Saadanne
Formler til direkte Udjevning vil ogsaa her blive omtalt til Slut.

§ 14.
Udjevningsformlens Udledelse ved Hjzelp af en algebraisk
Funktion.

Grundlaget for de Udjevningsformler, som vi forelgbig skal beskaftige
os med, dannes af et forholdsvis simpelt Skema, medens selve Formlerne
dels bestaar af et Led, der angiver, hvor mange Gange Regningen efter
det benyttede Skema skal gentages, og dels af et vist Antal Korrektionsled.

Det erindres, at de 2 =kvidistante Verdier, for hvilke disse Formler
legges til Rette, danner Perioder, saaledes at de kan ordnes i sluttede
Kredse. Vi ter derfor opstille Formler, der krever udfert Regninger med
et hvilket som helst Antal af Verdier, idet vi hat 0.1 = 0;, naar £ er et
positivt eller negativt helt Tal.
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Som Udjevningsskema kan man benytte enhver af de almindelige me-
kaniske Formler eller almindeligt et Udtryk af Formen
(1)

(18) 01t = 0i+a,(0i41+0i1)+ 2y(0i o+ 0i9)+ + - - - F Q04+ 0i—my).

(1)
Dette kan omskrives saaledes, at den udjevnede Vardi, o;, bliver line-
zrt udtrykt ved den tilsvarende Iagttagelse, o;, og dennes lige Differenser,
altsaa

(1)
(19) O = }6’0 0; —i—- ’{’IA2 0; + /\«’2A4 0; + + -+ + /L’mA2m 0; ;

vi har nemlig

Afgr=— 20, -+ (0i1 + 01-1),
NS — 60; — 4(0i+1 aF 0i—1) -+ (01+2 -+ 0:'72)\
A2m o — (—I )m 2‘77?(37}? I—;I) ,ﬂ(z”i :l-i) 0; + A0 +(0i+m _|_ 0[—:11);

indfgrer man disse Udtryk i (19), skal Faktoren til 0;+, veere lig med Koef-

ficienten @4 i (18), og man har saaledes det tilstreekkelige Antal Ligninger

_ til Bestemmelsen af de 2 4 1 Koefflcienter i (19). — I Praksis vil man vel

i Reglen benytte den forste Form for Skemaet, medens vi til Udledelsen af
den endelige Udjevningsformel maa benytte den anden Form.

I alle de almindelige mekaniske Formler er £, = 1, og det samme er
Tilfeldet ved de Udjevningsskemaer, som her senere virkelig finder An-
vendelse. Vi indferer nu Betegnelsen R for en vis Operator, nemlig

R — R AR BN A
og det almindelige Udjevningsskema bliver da
(1)
(20) @ =0k “l— ,élAQ 0; + k2A4 0 - + /émAEm 0; == (I e ]\)) L

Gentagef man Udjevningsregningen efter det samme Skema, har man som
Udtryk for den nye Rakke af Verdier

(2) )

0= (1 4+ R)o;= (1 +R)(2J0iy

I

)

og almindeligt for den v Gange gentagne Regning
(v) )
0oi = (1 4+ R) 0.

Under visse Omstendigheder kan man benytte (;’ som udjevnet og
forbedret Veaerdi, men som den forste Betingelse for, at dette skal kunne
finde Sted, seetter vi, at naar Udjevningsregningen tenkes udfert med de
sande Veardier, skal man have
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thi det vilde vaere i Strid med mindste Middelfejls Princip, hvis saadanne
fejlfrie Veardier blev paavirkede af »>Udjevningen«. I Almindelighed vil

)
Udtrykkene for o ikke opfylde denne Betingelse, og vi vil derfor foje visse

)
Korrektionsled til 0 og saaledes sgge at danne et nyt Udtryk, der opfylder

vor Betingelse.
Vi tenker os da forst, at de teoretisk rigtige — eller, hvad vi her vil

foretrekke at sige, de sande — Vardier er fremstillet med overlegen
eller dog med tilstrekkelig Nojagtighed ved Hjalp af en vis hel, algebraisk
Funktion, og dernzst, at vi med de sande Vardier har foretaget de samme
Regninger, som vi foran foretog med lagttagelsesvardierne. Vi har i Over-

ensstemmelse med (20) 0
v; = v; + Ru;,

men gnsker nu at udtrykke z; ved Hjxlp af (;/)i. Vi giver den sidste Lig-
ning Formen 4

v — vi — Ro;
og faar heraf efterhaanden

(1) (1) G
U — U R R,
(1) (1)

(1)
(2 3
= 7, — Ro, - R%,— R”y;

(1) (1) 1) (1) (1)
2 3 z, —_— (z41
= g B Ry p Bl Rt SR R

1)
Da vi onsker z; udtrykt ved Hjelp af z;, maa vi undersoge, under hvilke
Omstendigheder det sidste Led i Ligningernes hgjre Side falder bort.
Vi har for Eksempel

> \ z4-1 9 1 z-41 2m(z-1
REH, — (/Z]+ NG = £ AR & ))’I/i;

dette Led falder altsaa bort, naar » er en hel, algebraisk Funktion, der
hojest er af Graden 22 -+ 1, eller naar I + 2(z+41) paa hinanden folgende
Vardier af v kan fremstilles med tilstrakkelig Ngjagtighed ved Hjzlp af
en saadan Funktion. Naar denne sidste Betingelse er opfyldt, kan vi altsaa

skrive
(1)
(21) — (I _|_]€)<—ljvi’

e
idet Udviklingen forudsattes at standse ved Leddet R* v;.
Vi har nu endvidere definitionsmaessigt

(2) (1)

v = (I + R)v;

og faar heraf under lignende Forudsatninger som ovenfor
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(1)

1
Vi = (I + R) Ui,

der sammen med (21) giver

=
T — (I8 7
almindeligt faar man
(v)
g— (1 = RS,
eller

() (v) Sy A¥ (v)
(2) . m=p— - Ry Y gy M Dt 2) el
I o2 159 c 4

i i SR A

Vi undersgger ikke naermere Betingelserne for, at et vist Antal Led
af den sidste Lignings hgjre Side kan betragtes som et Udtryk for »;, men
giver straks det fundne Udtryk en Form, der, som omtalt Side 68, viser
sig at vaere heldigere ved den senere Anvendelse. Den gnskede Form er

(v) (v+1

)
=0 + R v + x2]€(2)

(v+2) 5 {(v+3)

(
Vi +-x3R ) (4 +"")
der ogsaa kan skrives
()

. (2 @ 6 (35
(23) vi=vi+ [ R(1 + R)vi+ (R (14+R) v+ %R (1 + R)¥y+. . . ..

Af (22) og (23) faar vi til Bestemmelse af Koefficienterne x:

—v=ux
Ly s
T s A
I)(v + 2
= V(V%Z)(Lsﬁl = % + 2%,,
2)(v +
V(V+I)I(V:3)(: 3):x4+3x3 S

Ok & W DG @ivEt

Y=,
v(v41) _ v(v+3)
e
D _\L(vj—'lz(.\/jz) L B ﬁvI%—.42)(-Vj5_),
E ek ek ) e gl Pl VS e sl (v Sl (e R 7).
v 1-2-3:4 RS SRR 60 50

Det er ikke nedvendigt at undersgge, om den antydede Lov geelder
almindeligt, eftersom vi hgjest faar Brug for 4 Led.
Det: gnskede Udtryk er altsaa
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R s e T

n=v——Rov +° i :
o I a0 52 =23
(24 2 (v+5)(v+6)(\’+73[€ n;rlu_

sp2iedieid

De numeriske Verdier af Koefficienterne findes ordnede efter Skraalinier i

nedenstaaende Tabel:

I I I I I I I I I I () A o S (13) B (1

)

L 42 e 5 O 8 Sigor sinen ) B(2) - (¥3)
2i 5 E5 g LM 20 oy N s s BRI B e 65 (N (o)

5 14 28 48 75 110 154 208 273 350 (440)

T4 A28 0o 65 2 s R0 0 L6378 OTORI2 60N 700

Vi betragter forelgbig kun det simple Tilfeelde, hvor vi har R = £ZA%,
og hvor vi altsaa faar

et —{QL—/& A (v+3)/u4p 0 vva) (vt ;( j ) pon™d
(25)
e (\+5)(V+6)(V+7 BA gul¥ )
2-3:4

v) ‘
I det folgende betegnes 7/2 med Tilfgjelse af de ¢ forste Korrektionsled
ordnede efter stigende Differenser med Fy(v;), altsaa her:

A )
/4()(7/1') = Yy

) v (el L)
Fl(’lji) = Vi — k [4 ._\H‘u Yis)

)

’u. 9 4 u("+2)
Bl e e N Sl e

10923

og saaledes videre.

Betragter vi nu Jagttagelsesveerdierne o;, kan vi antage, at vi med
dem har udfert de Regninger, som svarer til Udtrykket F(z;). Disse Ud-
tryk er lineere med Hensyn til #;, og ligesom man kan skrive

0i:7}i+ﬂ,

hvor #; er den sande Fejl paa Iagttagelsen o;, vil Resultatet af Regningerne
med lagttagelsesveerdierne derfor kunne skrives

Fio) = Fw) + Filf).
Vor Opgave er da, at vi skal sgge at tilfredsstille Betingelsen

Fi(v) = v
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og samtidig at gere Fejlen, der stammer fra Jagttagelserne og her repra-
senteres af Fy( /), saa lille som mulig, hvorefter vi kan tage Z,(0) som ud-
jevnet og forbedret Verdi.

I (25) har vi formelt et identisk Udtryk for #;, og naar vi til Fremstilling
af v; vil ngjes med det afkortede Udtryk Fy(v;), saa bortkaster vi Differenser

af (z(g -+ I)p)"e (og hgjere) Orden. Betingelsen for, at vi kan betragte Lig-

ningen /y(v;) = v; som tilfredsstillet, er da, at et vist Antal af paa hinanden
folgende Veardier af ; skal kunne fremstilles med tilstreekkelig Ngjagtig-
hed ved Hj=lp af en hel algebraisk Funktion, der hgjest er af Graden
2(g + 1)u — 1. Det vil imidlertid vistnok vaere meget vanskeligt at finde
passende Midler til direkte at afgere, om denne Betingelse er opfyldt i de
enkelte Tilfeelde. Dersom Metoden anvendes til Udjevning af frie Iagttagelser,
eller dersom man blot véd — eller fordrer — at der ikke skal vaere »Gangc
i Differenserne mellem de givne og de udjevnede Vardier, behgver man
dog neppe at underspge, om den omtalte Betingelse er opfyldt, thi hvis
den sande Funktion overhovedet kan fremstilles ved Hjzlp af den anvendte
Formel, maa Udjevningen under disse Omstendigheder betragtes som
legitim, naar man har tilfgjet netop saa mange Korrektionsled, at der ikke
mere er Gang i Differenserne. Og Paavisningen af, om der findes en saa-
dan Gang eller ej, behgver ikke at ske ved et overfladisk Sken, men
Undersggelsen kan sattes i System, idet man i Tvivlstilfaelde ser, hvorledes
de enkelte Korrektionsled paavirker Summen af Differenserne 7, (o) — o;
indenfor de Intervaller, hvor Korrektionen er positiv, og hvor den er negativ.

Ved vore Opgaver er lagttagelserne bundet til hverandre, men det
synes ikke desto mindre, at der kan vare Tilfelde, for Eksempel ved
Temperaturens daglige Periode, hvor der ikke skal vaere Gang i Differen-
serne mellem de forelagte og de udjevnede Vardier. Hvis dette virkelig
skulde vise sig at vere Tilfeldet ved nogle Arter af vore Opgaver, vilde
det betyde en stor Lettelse i Arbejdet, eftersom man da ikke behgvede at
beregne Konstanterne i den trigonometriske Rakke og deres Middelfejl.
Men dette ter man ikke slaa fast, for der er foretaget omfattende Under-
spgelser, og indtil videre maa vi derfor benytte de Midler, som staar til
vor Raadighed, til at vaelge saadanne Udjevningsformler, som er i Overens-
stemmelse med den sande Funktions Natur. Vi skal derfor i den naeste
Paragraf fremstille de samme Foimler som ovenfor, men ved Hj=lp af den
trigonometriske Raekke, idet vi derved bringer en Forbindelse i Stand
mellem disse Formler og vore Undersggelser angaaende den sande Funktion.

(09
Det er ikke uden Interesse at se, hvorledes Middelfejlen for o aftager.
Vi skal her blot betragte det simple Regneskema:
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(
] 00 = (01 + 09 + 0-1),
der giver

0y = &(0s + 20y + 305 + 20 + 0 9),

(v) )
o. s. v. Vi beregner nu Veardierne af \y(0), idet vi kun betragter o som
(49}
en vis Funktion af Jagttagelserne, medens det henstaar uafgjort, om o kan
benyttes som forbedret Vardi. Dersom Iagttagelserne er frie og lige gode,
faar man, naar man satter \o) = 1,

% I 2 3 4 5 6 7 8
9

Xy(0) S22 R TR ORI 6 8 S5 2 BT O BB AT 2O T2
A 2333 4200, 143, “ILL. <001 . -077 i +067 §050:
Mi:

5d

Man ser heraf, at Middelfejlen kun reduceres lidt ved de senere Gen-
v)

tagelser af Regningen. Det ber dog bemarkes, at da der i o indgaar

2v 4+ 1 Veardier, er z—v%—*f \;(0) den mindste Vaerdi, som Middelfejlskvadratet
kan have ved nogen Art af Udjevning (lineeer Udjevning til Midten efter

mindste Kvadraters Metode); disse Veardier er opfert udfor )\, for at tjene
Min.

(v)
til Sammenligning med \,(0).
Det har endvidere Interesse at betragte Middelfejlene for forskellige
) (1)
Differenser af o¢;. Af Udtrykket for o faar man

{1)
A2gy = {0, — 0y — 01 + 0-3),
At gy = 3(0y — 30y + 30, — 20, + 30-1— 302 + 0-3),

(2)
o. s. v., og af o:

A2 gy = } (05 — 204 + 0_3),

og saaledes fremdeles. Under samme Forudsztninger som ovenfor faar man
heraf ‘

Ve o 1 2 3 4 5
)
\(A20) 6 444 074 -025  .0I2  -008 ‘(
() |
A (Ato) 70 4.67 <444 {OSEREEO T 002 ”
i

)
A (A 0) 924 66.00 5.975 -500 064  -009

)\Q(ASo/) 123760 g85.I'T G020 S7OAR IS RS O 62
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Det falder straks i @jnene, at Differensernes Middelfejl aftager steerkt,
ogsaa ved de senere Gentagelser af Regningen, saaledes at man kan be-
tragte selv hgje Differenser som neesten fejlfrie, naar v er tilstraekkelig stor.
Man ser heraf, hvorledes Gentagelsen af Regneoperationen bidrager til at
frembringe jevne Veardier. Ved Hjalp af en almindelig mekanisk Udjev-
ningsformel, der for Eksempel omfatter 5 eller 7 Vardier, kan man vel
opnaa en betydelig Reduktion af Middelfejlen for selve de beregnede Vaer-
dier, naar lagttagelserne er frie, men Rakken af Vardier bliver ikke jevn,
hvilket kan ses af Middelfejlene for Differenserne. Gentager man derimod
Regningen flere Gange, kan disse Middelfejl blive saa smaa — og derfor
Verdierne saa jevne — som man gnsker. En tilfredsstillende Grad af
Jevnhed kan imidlertid ogsaa opnaas ved Hjzlp af en enkelt Udjevning,
men Formlen maa da omfatte et forholdsvis stort Antal Vardier.

Vi har tidligere set, at i Sammenligning med frie Iagttagelser giver
bundne, men igvrigt lige saa gode, lagttagelser storre Middelfejl for Summer
og mindre for Differenser. Naar Iagttagelserne er bundet til hverandre, vil

)
Reduktionen af Middelfejlene derfor blive endnu mindre for ¢ og endnu
storre for Differenserne, end ovenstaaende Tabeller angiver.

§ 15.
Udjevningsformlens Udledelse ved Hjeelp af en trigonometrisk
RaekKke.

Naar vi skal udlede vor Udjevningsformel ved Hjalp af den trigono-
metriske Raekke, turde det vaere simplest at gaa ud fra selve de foreliggende
n lagttagelsesvaerdier og tenke os dem fremstillet ved Hjzlp af den
nevnte Raekke, saaledes at Konstanterne, hvis Antal i Almindelighed bliver
7, er bestemt ved Formlerne Side 32. Konstanterne bliver altsaa netop
de samme som de »Elementer«, der bestemmes ved mindste Kvadraters
Metode, naar Iagttagelserne er frie og lige gode. Vi har altsaa

0i=ay+a, cos 0744, sin 07+a, cos 207-1-6, sin 2074--.. =3 ((L,,)l-)’

hvor 7 kan have Veardierne af 7 paa hinanden fglgende hele Tal, og hvor
27

0==—".
7

Naar man har beregnet Konstanterne til et Dobbeltled

(L) = ap cos pbi + b, sin poz,
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kan man her videre beregne de 7 forskellige Verdier, der reprasenteres af
(Ly)i. Med disse » Veaerdier, der kan opfattes som Partialverdier af o;,

kan vi nu foretage Regninger efter det samme Skema!l), som
(1)

tidligere benyttedes overfor Vardierne o;; vi danner altsaa (Ly);
) . (1) (v)

eller almindeligt (Z,); paa samme Maade, som vi fer dannede o; og o;.

Men her har man
A2 (cos p07) = cos(pb7 + pB) — 2 cos pb7 + cos(p0i — £6)

n2gQ cos p0z,

= —4si
& 2

og
Az (sin p07) = sin(p07 + p0) — 2 sin p07 + sin(p07 — p6)
= — sin#i;e sin p0¢,
hvoraf
A2 <(L,,)[) = — 4 sin? Ee (ap cos pOZ + b, sin pO7) = — 4 sitﬂp?9 S
Seatter vi
B e A o
4sin?— = —4sin?=- = g,

har man altsaa almindeligt
A ((Lp)i) = Cz‘ (Lp):-

Vi har endvidere definitionsmaessigt
(1)
(Lol = (1 4 BA? 4 Bl 4 - -« £nh) (L)),
og faar altsaa deraf
(1) 1
(Lo = (1 + g + oy +- - + femtp): (L)
(1)
(Lp)i — (I ’{—' rp)'(Lp)iy

idet vi saetter

eller

m

o = kycp + ,é.ch, ek lmep .
Paa den Plads, hvor vi for havde Operatoren 1 4 R, har vi nu
Faktoren 1 4 7,, og vi faar derfor uden videre saavel

V)

(Lp)i = (I St V{))\"(Lp)i

(v)

(Lp) = (1 + 7p) ¥+ (Lp)i-

som

(1)
1) oi:0i+k1A20i+k2A40i+' "'—{—kmAm"Oi:([—}—R)Oi.
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Ferst naar vi vil udvikle (1 4 7,)=¥, kan der her blive Spergsmaal om,
hvorvidt vore Udtryk har mere end formel Betydning; en Undersggelse
heraf opseaettes imidlertid til senere, og vi udvikler

(Lp)i:<[_’v‘rp+\iv——tﬂri— ifag )(v+ 2) ;‘i‘)(gl)z

I 1-2 2

Dette Udtryk enskes bragt paa Formen

)
(Lp)i = (I + 2751 + 7p) + 2?7 5(1 -+ 7p)? - 2731 + Tolt e )( p)is

her faar vi de samme Ligninger som tidligere (Side 72) til Bestemmelse af
Koefficienterne x, og Resultatet bliver da

(v) (v+1) (v+2)
(Lp)i=( p)i—%’p (Lp)i + (T_{;é) ”p (Lp)i

(v+3)
__V(V—l—4)(v7:k 5> i e e
1'2‘3

(26)

Vi gaar nu tilbage til Iagttagelsesveerdierne, og af

0r = Z (L))
faar vi
A G=EZ (B, ),
og
Roi= 2 (r,-(L,)y),
og almindeligt
(v-+q) (v+q)

R =2 (L))

Ved Addition af de Ligninger, der -reprasenteres af (26), faar vi da et
Udtryk for o;, nemlig

o S LTS bl

der ganske svarer til det ad anden Vej fundne Udtryk (24) for v;.

Vi kan nu undersege Betydningen af vore Udtryk for de udjevnede
og forbedrede Iagttagelser, idet vi holder Regnskab med, hvorledes de
enkelte Led, Z,, paavirkes af Regneoperationerne. Vi har tidligere indfort

)
Betegnelsen #y(0;) for Summen af o; og de ¢ forste Korrektionsled; i Over-
ensstemmelse hermed faar vi nu af (26) felgende Udtryk for de Partial-
vardier af o;, der representeres af (Z,);:
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)
Fo ((Lp)i> = (Lp)is

) vt
£y ((Lp)i> = (Lp)i— T (Lp)t

0 S
F2 ((Lp)i) = (Lp)i o 71" 7p (Lﬂ)i + Lr-?:*3> 7’; (Lp)i ’

<

og saaledes videre. Enhver af disse Ligningers hgjre Side kan skrives
som et Produkt af (Z,); og en vis Faktor. Betragter vi forelgbig kun det

simple Tilfzlde, hvor R = ZA%, og hvor vi altsaa kun har 7, = 4d,, faar
vi, idet Indexet z udelades,

Fo(Lp)=(1+key) - Ly="Vp,0: Ly,

(28) F1(Lp)=(l+,{vcz)v[1 — ,é\;, C;(I—i—ké‘;) VB = g
Fo(Lp)=(1 +/ff;)\[l—/er cg(lﬂ—Kfc‘,L?)'Jr-/E‘-’v»(Yi—?’) ML+ A |- Ly= "V, 2+ Ly,
og saaledes videre. — Faktorerne V, 4 viser, hvorledes Leddene L, varierer

under de Regninger, som vi foretager med o, og vi vil i det folgende kalde
dem for Variationsfaktorer.

Variationsfaktorerne afhenger ikke af Iagttagelsesveerdierne -men kun
af Udjevningsformlens Konstanter, nemlig 2, u og v, samt af Forholdet
mellem p og Antallet af Vaerdier i Perioden, idet vi har

o (2
cp:—4sm2(A;7r .

Da vi nu kan udtrykke de udjevnede Verdier ved Hjalp af de op-
rindelige Led i den trigonometriske Reaekke, idet vi har

Fio) = Z(Vp.q (Lp)),

kan vi foretage en Underspgelse af enhver af vore Udjevningsformler ved
at beregne de til Formlen svarende Variationsfaktorer, V, ,. Ved en saa-
dan Undersggelse kan vi skaffe os tilstreekkelige Oplysninger om den virke-
lige Betydning af vore Udtryk for de udjevnede og forbedrede Vardier, og
det har herefter mindre at sige, at der kan geres visse Indvendinger imod
de Fremgangsmaader, som er benyttet til Udledelsen af disse Udtryk ?).

1) Det ber bemerkes, at uagtet vi her er blevet staaende ved Formen

(v+1 (v+2)

(v) )
(ot = os e e e R

q'\7i

vil andre Former maaske vere at foretreekke i visse Tilfeelde. Imidlertid maa det vist
betragtes som heldigst, at man kun har at gore med en enkelt Grundform, og gennem adskillige
Udjevningsforseg er jeg kommet til det Resultat, at den benyttede Form er meget brugbar.
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§ 16.

Variationsfaktorer.

Til Beregning af Variationsfaktorernes Vardier i det simple Tilfzelde,
hvor R = 2A*, og altsaa 7, = kc,, har man ifglge Ligningerne (28):

Vo.a=(14kcp)" I—fé% o (1Hhcp) A2 = (VH) 1+ kch)?

(29)
k (V+4)(V+5) p (l_]_/écl}ﬁ)g,_i_ ...... ;
1-2-3
hvor
Cp = —4 sin2p—ﬁ—'

Til det konstante Led, Z,, svarer Variationsfaktoren V, ,= I, eftersom
man altid har ¢ =o0. Det konstante Led forbliver altsaa upaavirket af
saavel selve Udjevningen som af Korrektionen, hvilket Skema man end be-
nytter; dette ses igvrigt ogsaa let direkte.

Alle de andre Variationsfaktorer er derimod afhzngige af de enkelte
Udjevningsformler. Lad os eksempelvis danne en Tabel for 7 = A =
og = I, altsaa for 24 lagttagelsesvaerdier, der udjevnes efter Skemaet

8
01 = 0; + $A% 0y = (0111 4 0 + 0i1).

Vardierne for Variationsfaktorerne faar man da af

VP»‘IZ(I"{"?I{CP)Y I_%Q}(I"{‘%Cp)”i“ V(\’ +i) 2

_vEa)(ts)

27-6 :’([—I—%CP)ST"" :

hvor

S
= —4 st%.
Resultatet findes i omstaaende Tabel 1.
Man kan her forst leegge Maerke til, at man overalt har V; , = o, fordi

LT
L= S = i —-%sm??:o;

Leddet Z; forsvinder altsaa helt under Udjevningen. For Leddene mellem
L, og Lg ligger Variationsfaktorerne mellem 1 og o; disse Faktorer
aftager med voksende v (Antallet af Gentagelser af den egentlige Udjev-

" ningsregning) og tiltager med voksende ¢ (Antallet af Korrektionsled).

I Faktoren til det sidste Led, Z,,, indgaar
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Tabel 1.

Variationsfaktorer.

78— R =R

=" 2 3 4 5 6 8 12
v=4. Vpo -9122 -.6878 -4194 -1975 -0655 :0I23 -0000 -0OI23
Vo1 +9932 -9116 .6830 -3731 -1310 -0233 -0000 — -0096
Vp,e  -9995 -9753 -8280 -.5097 -1882 -0319 -0000 -0245
Vp,s 1.0000 -:9931 -9061I -6137 -2373 -0384 -0000 —-0275
Vps 1.0000 9980 -9483 -6932 -2795 -0433 -0000  -0520
v=6. Vpo -8712 .5704 -.2716 -.0878 .0168 -.0014 -0000  -00I4
Vo1 9873  -8488 -5277° -2048 -041Q -0032 -0000 —-0023
Voo 9989 -9507 -7087 -3219 -0702 -0050 -0000  -0050
Vo,s 9999 -9845 -8246 -4279 -0990 -0067 -0000 — 0082
Voa 1.0000 -0g52  -89E7 "isfgz’ -1270" -008I . -0000 0147
v=8.. Vpo  :8321 .:4731 -.1759 0300 -0043 :-0002 -0000  -0002
Voo 9799 -7809 -3970 -1084 -0I29 -0004 -0O000 — -0004
Vp,a 9979 -9187 -5881 -1932 -.0247 -0008 -.0000 0009
Vs +9998 -9716 -7300 -2822 -0386 .00II -0000 —-00I1Q
Vyo 1.0000 -9905 -8276 -3688 -0538 -00I4 -0000 -0036
V==110), o -7947 -3924 -1139 -OI73 -0OOLI -0000 0000 - -0000

S O7T T SR 0 2 gl 05 ORI 003 S 00O S 0000 — OO
-0966 -8802 -4757 -11I5 .0083 -000I -0000  -0002
0996  -9541 -6304 -1782 -0I43 -0002 -0000 — -0004
1.0000 -9833 -7484 -250I -0216 -0002 -0000 -0008

59

SN

=~

og vi faar altsaa

Visa = (—1)“[1 o R

3 9 2 9 6

der divergerer med voksende ¢. Imidlertid ser man af vor Tabel, at de

numeriske Verdier af 77, 4 kun er smaa. Dersom Antallet af Iagttagelses-

vardier er taget tilstraekkelig stort, burde det sidste Led, den typiske Re-

presentant for det ujevne, ganske vist forsvinde, men dette Led vil i Al-

mindelighed vare saa lille, at det ikke faar nogen Betydning, om der ind-

gaar en lille Brokdel (med positivt eller negativt Fortegn) deraf i Resul-
6
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1 tatet. — I neerveerende Tilfeelde vil V7, , naesten altid veare tilstreekkelig
\ k \ lille, naar v = 61).
] Det er ikke nedvendigt at beregne Faktorerne til Z,, L,, og L,,; det
er tilstreekkeligt, at man véd, at deres Verdier er beliggende mellem Nul
og Vazrdierne for de tilsvarende Faktorer til Z,,.

Eksempel. For at belyse de foranstaaende Setninger vil vi udjevne

de 24 Verdier af
0y = cos(15%-z 4 79)

givet med 1 Decimal. Da den teoretisk rigtige Funktion her er bekendt,
lgses denne Opgave igvrigt bedst ved mindste Kvadraters Metode, men for
‘ os drejer det sig kun om at stille et Taleksempel ved Siden af den ud-
viklede Teori.
Vi vil udjevne efter Skemaet

(1)

Oii= %(0i+1 Sl C 0i—1)
og bestemmer, at Resultatet skal gives med 3 Decimaler. Vi kan nu ved
Hjeelp af Tabeilen over Variationsfaktorerne opsgge en passende Udjevnings-
formel. Den teoretisk rigtige Funktion bestaar kun af eet Led af samme
Form som Z,, og den stgrste numeriske Verdi er 1; tager vi v = 4, har
vi-her V1, =-9995, og benytter vi det tilsvarende Udtryk, F,(o;), som
udjevnet Veardi, kan Fejlen, der hidrerer fra, at V4 ,<C 1, ikke belgbe sig
til en Enhed i 3die Decimal. Vi tager da

4)
Fylo)) = o1 —

(5) B : (6)
G A e B TN
1 GD

w‘v—'

til Udjevningsformel. I omstaaende Opstilling finder man de forelagte Vaer-
dier og Resultatet samt de fleste Mellemregninger; endvidere findes der til
Sammenligning opfert Resultatet af en Udjevning efter mindste Kvadraters

Metode, der giver
#; =+ 9962 cos(15°-7 +- 7°30),

') Naar vi foran dannede den udjevnede Verdi af (24) i Stedet for af det forst fundne Udtryk
(22), Side 72, var Grunden den, at vi ellers vilde have faaet Divergens af en langt mere
ondartet Karakter. I Overensstemmelse med (22) vilde Variationsfaktoren blive

S rlet1) -

bty ol 0et)
I« 2 P 1] 07 0

. 7 % 3
Vp‘q:(l—rkcﬁ)vll—/c I*cf;—i-/e cpp—iL""l,

og altsaa her

TR\Y 4 v 4 ?1‘(1'-{'-1) 4 & l'{7'+1)(|v+2) 1

Dette vilde med Hensyn til den hertil svarende Regning sige, at selv om man havde

)
sorget for, at o var tilstrekkelig jevn, kunde # (o) blive ujevn derved, at der indfertes
Ujevnhed sammen med Korrektionsleddene,

=
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og endelig finder man under v Reprasentanterne for de sande Funktions-

vaerdier.
(2) ) () (6)

z o 1z 0 A?o Ato Fyo) u v
I o) -878 -8396 —-0560 -0036 920 -920 1927
2 TR I R O -0033 ©790 -791 “799
3 -6 578 -5533 —:0371 0022 -606 -607 616
4 S = 367 348 30 e 023 -0019 -382 ESSTRAE IO
5 -1 -122 -1186 — -0082 -0003 -130 130 139
6 — oI —-122 —-1186 .0082 —.0003 —-I130 —-130 —-122
P e AT e L0230 = S00Ig LR 8o e s SILIES L 375
8§ — 6 —-578 —-5533 .0371 —-0022 —-606 —-607 —- 602
gy Sl 7O i -04781 = 0033 = - 700 = JOI =788
10 — -9 —-878 —-8396 .0560 —-0036 —-:920 —-:020 —-0Q2I

II — 1.0 —-044 —-QOILI .0600 —-0041 —-988 —-988 —-990
12 — 1.0 —-944 —-9QO0I1L .0600 —-0041 —-988 —-088 —-993
13 — -9 —-878 —-8396 .0560 —-0036 —-920 —-920 —-Q27

Da man har

cos(ls"(z‘a}— 12) —i—a):— cos(15%-2 4+ a),

bliver Vaerdierne i den sidste Halvdel af Tabellen de samme som Vardierne
i den forste Halvdel med modsat Fortegn, og dette gaelder ikke blot for
v, 0 og u, men ogsaa for alle de andre Kolonner.

Vi skal derefter ved Hjzlp af Variationsfaktorerne undersgge nogle
flere af de Udjevningsformler, der senere kommer til Anvendelse. De Ud-
jevningsskemaer, der danner Grundlaget for disse Formler, horer enten
til den foran betragtede Type

1)
01 = o0 + £A* 0y,

eller ogsaa er de dannet som Middeltallet af et ulige Antal Tagttagelses-
vaerdier; for Oversigtens Skyld stiller vi dem sammen?):

(1)

(A) 00="1(03+ 0501 0y +0_1+0_s+t0_s5)=0,+2A0% o)+ At 0,-+1A% 0y,
(B) \;z):%(og—}—ol—{—oo—}—o_l—l—o_g) —=0,-+A2%0,+1A% 0,

(©) e R —oy+1A20,,

(D) [olz):ilz(— 0540, +80y+40_1—0_s) =0y— 1A% 0y,

(E) (;)02130 (014200401 — £5(0 +0_9) 45505 +-0—3) =09+ g5 A% 0.

) Det burde maaske allerede paa dette Sted veere omtalt, hvorfor netop disse Skemaer er
valgt, men dette er dog ikke strengt nodvendigt, og for ikke at afbryde Fremstillingen
opsattes det til en senere Lejlighed.

6%
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Skemaet (C), hvortil vi allerede har beregnet Variationsfaktorer, danner en
naturlig Overgang fra den ene Type til den anden.
Til Skemaet (D), hvor-vi har R = — LAt og altsaa 7», = — {4 ¢3,
svarer ifslge (27) Udjevningsformlen
(v+1) N(V"l_S) s(\'—:—.:z)

) v
N = o; A : il B L
Fq(@) %i + 14A o1 + 1472 AN i Js

og de ‘hertil herende Variationsfaktorer er ifolge (29)

2\y Ay 2 > VV+3
st Qe o)A 14 (1 — fg cp)+ %2‘2)

Gl == e R }

Formlen skal benyttes i et Tilfeelde, hvor Antallet af Veardier i Perioden er
24, og hvor man altsaa har

2 . T
G5 = 11O sm4p =
P 24

Lad os forst se, om et af Leddene ogsaa her gaar helt bort. Vi
satter da

der giver p = 10.04, hvilket vil sige, at Leddet Z,, praktisk talt for-
svinder.
For Faktoren til det sidste Led, L, faar vi her, idet ¢, =16,

Vie,q = (—%)"[I o +(f§)?v‘(%—*> IR '}»
hvoraf man indser, at Vis L., vil blive en forsvindende lille Stgrrelse —
i alt Fald, naar v = 4.

For Leddene mellem Z, og ZL,, ligger Faktorerne mellem 1 og o.
Igvrigt henvises til omstaaende Tabel.

Variationsfaktorerne kan fremstilles som kontinuerte Funktioner af p eller !
¢p. L Fig. 13 giver den fuldt optrukne Kurve saaledes en Fremstilling af 7/,

(v==8)

som Funktion af #, medens den punkterede Kurve fremstiller 7/, 5 hgrende
(v=1)

til Skema (C) og Tabel 1 (Side 81); Tabelverdierne af Variationsfaktorerne

svarer til de hele Verdier af p. — Til Sammenligning kan vi tage en Ud-

jevning efter mindste Kvadraters Metode, hvor man til Udjevningsfunktion
har for Eksempel det konstante Led og de tre forste Dobbeltled, altsaa

dy — Ly (L) ()1 (Zs):.

!) Det bemarkes, at man her sjzldent kommer til at bruge mere end eet Korrektionsled og
neppe nogensinde mere end to.
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85
Tabel 2.
Variationsfaktorer. Skema (D). » = 24.
D= 2 3 4 5 6 8 12
v=4. Voo 9987 -9797 -9055 -7435 -5051 2603 -0I63 -0004
V,,1 1.0000 -9996 -QQ92I -9407 -7725 -4728 -03I12 -000I
v=6. Vpo -9980 -9696 -8616 -6411 -3590 ~-I1328 -002I -000O
_V;l 1.0000 9993 -9853 -8962 -6440 -2954 -0059 -0000
VSN 073 .9597 -8199 -5527 -2251 -0678 -0003 0000
Vo1 1.0000 9989 9769 -8460 -5252 1784 -0007 -0000
Vp2 1.0000 1.0000 -9975 -9530 -7218 -2926 -00I4 -0000
v=10. Vp0 9967, -0499 -7802 -4766 -1813 -0346 -0000 -000O
V,1 1.0000 -9983 9668 -7927 -4213 -IO5I -000I 0000
Vp,2

1.0000 1.0000 . -9958 -9290 -6277 -1987 -0002 -0000
Man kan da sige, at man har multipliceret disse Led med Faktoren En og
de bortkastede med Faktoren Nul, og denne Udjevning vil derfor vere
repraesenteret i Fig. 13 af den brudte Linie, der gaar gennem Punkterne

1 e iy
<9 \\\ \
S 1\ \
.8 “\
2 SRR
\\\ \

6 \ N

\

n (¥4) L) o
e
e
L7

7 8 9 10 11 12

Fig. 13.

(0,1), (3,1), (4,0) og (12,0). I Sammenligning med denne Udjevning tager

man altsaa ved vor Metode noget mindre med af de forste Led og noget
“mere med af de folgende Led.

Vi kommer dernast til Skema (E). Hertil svarer Udjevningsformlen

(v) v .((\'+1) v \.+ ” (v-+2)
FQ(O,') = 0;i— AS 0 + <_ = J) Al12 0; LS
50 5@=212

med Variationsfaktorerne
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& (14 5% ,’,)—[—VS(Z__};})Q,( + o cp)®—

Ogsaa denne Formel vil senere blive benyttet i et Tilfeelde, hvor n=24.

I—"'

Vlh (T 50

(14 55 o)

Saetter vi her

DT

3 3 1 o
I+g5cp=1— & sm"; = (o)

faar man p=9.82. Leddet Z,, forsvinder altsaa paa det narmeste, saaledes
som det ogsaa ses af Tabel 3, til hvilken der igvrigt henvises.

Tabel 3.
Viariationsfaktorer, Skema (E): 7 —24.
=10 2 3 4 5 6 8 10 12
Vpo 99999 99923 9920 9604 -8740 -7056 -2116  -0016  -0784
V,1 1.00000 100000 -9999 -9981 -9804 -8953 3167 -0015 -0222
V, 5 1.00000 1.00000 1.0000 -9999 -9967 -9590 -3820  -00Ij5 -0726
Voo +99998 -99884 9880 -9412 -8171 -5927 -0974 —-000I —-0220
Vp,1 1.00000 1.00000 -9999 -9966 -9663 -8317 -1799 — -000I -0016
V, s 1.00000 1.00000 1.0000 -9998 -9936 9281 -2339 —-000L —-0237

Det staar tilbage at betragte de paa Skema (A) og (B) byggede Ud-

jevningsformler. Vi maa her gaa ud fra det almindelige Udtryk o, (Side 78),
LW v bg) e v Eal e s) pe
(27 Gos) - G= = : R o; + o R o e I—é— : R™ o +----,

fordi Operatoren R bestaar af mere end eet Led. Det vil ogsaa i dette
Tilfzelde vaere naturligt at ordne Korrektionsleddene efter stigende Differenser,

og desuden er det af Hensyn til Regnearbejdet enskeligt, at man ligesom i
(v-1) (v+2) (v+3)

det simple Tilfelde kun har Led, der indeholder A? o, Ato, AS o
En saadan Ordning lader sig let udfgre. Har vi saaledes

R = A2 4 B AL L A

og onsker i det hojeste at benytte 3 Korrektionsled, faar vi forst af (27),

idet Leddene med hgjere Differens end sjette altsaa ikke har Interesse for os,

(v+2)

4 (‘I’“)(/zWJrzk y ) o,

(v) (v+1)

Gi=p— (/e1A°+L,A 1A 0;

L ekaets) e
- NG A

For v = 1 giver dette

(1)
Qi = 0;

(2)
: ;}glAQ()i_F-....‘
hvoraf man faar
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{(v+1) (v+2) |—23)
A*o*Ala,héA“ s e

(v+1) (v+2)

Ab OI_A’J Of —— v oo o oo A

(v+2) (v+3)
A6 O = A6 Op — v oronnn "

v)
Indsaettes disse Veerdier i Udtrykket for o;, og tager man o; med tilfgjede
3 Korrektionsled til udjevnet og forbedret Vardi, faar man

[ ao)i— (c;,’ — VA2 Hz;l’#— ( I REY (V+3)) A4(\;‘
(30) - 7 v(v-44) (v+ (v-+3;

l e (('él'éz_k:z)v‘{‘/ﬂ/"zv( 3)—#: otah e ") Aston
der ogsaa giver F(0;) og F,(0;), naar man kun tager henholdsvis 1 og 2
Korrektionsled.

Ved en saadan Ordning af Leddene vil man kunne komme paa Afveje,
men hvis noget saadant har fundet Sted, vil man blive opmarksom derpaa,
naar man ved Hjaelp af Variationsfaktorerne ligesom tidligere undersgger
Betydningen af de Udjevningsformler, som man agter at benytte.

Den ene af de Formler, som vi skal anvende, gaar ud fra Skema (A),
har v=6 og g=2, og idet (se Side 83) £, =2 og A,=1, faar vi ifelge (30)

(6) (7) (8)
Fy(0;) = 0; — 12A2 0; + 102A% 0;.

Variationsfaktorerne findes ved ligesom for at betragte o; som en Sum

af Leddene (Z,);; her har vi

(v+u)

(Lp)i = (1 + 7’1}){"+M)‘<L1l\i\

hvor
rp o ~(:p + 5]) [L' %L‘[i»
og
WP ]
Cp = — 4 sin?—,
P
73

idet man i det betragtede Tilfeelde har » = 73. Faktoren til Z, bliver da

(= (L 7)) ‘ I — 126,(14-7p)+ 10265 (1 +7,)2 ],
hvoraf man ogsaa faar V), o og V,.1. — I omstaaende Tabel (Side 88) er

desuden opfert Variationsfaktorerne for v = 4. Ifglge (30) svarer hertil Ud-
jevningsformlen

(4) (5) (6)
B on) 03 e D N S

og Variationsfaktorerne
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Vog=(1+ 7'1))4[' — 86p(1 +7p) + 5265 (1 + )2 —- - -

Tabel 4.
Variationsfaktorer. Skema (A). = 73.
=T 2 3 4 5 6 8 16 26 36
Voo 19423 -7866 -5776 3679 -1987 -0875 -0064 0024 -0006  -0004
Vo1 9973 9617 -8446 6369 -3923 -1868 -013I —-0045 -0033 —-0015
Vp2 :9999 9934 -9450 -7967 -5455 -2783 -0186  -0I17 0121  -0056
Vpo 9147 -6977 -4389 -2231 -0886 -0238 -0005 -000I -0000  -0000
Vp1 -9948 -9307 7434 -4679 2180 -0699 :00I3 —-0004 0001 — -000T
Vps <0998 -9859 -9317 -6581 -3520 -1230 0022 -0012 -0006  -0002

Man ser af denne Tabel, at for v =6 er Z; og L, af forsvindende
Betydning, og med Hensyn til de mellemliggende Led bemarkes folgende.
Da (1+7,)¢ er Faktor i V, 4, vil V, , — betragtet som kontinuert Funktion
af ¢, eller » — have Roring af femte Orden' med Abscisseaxen for de

Verdier af ¢,, der er Rgdder i Ligningen
I+7p=14 26,4 ¢}

eller for de tilsvarende Veardier af p; her faaes?)

6 =0,

_.. (@) <

753 7

2n

€p =3 — 2.4451, eller = -
3n

— 3.8 -
3.0019 7

I dette Tilfeelde, hvor 7 = 73, bliver disse Vardier af p 10.4, 20.9 og 31.3.
Da V), ¢ her har Roring af hgj Orden med Abscisseaxen, kan man indse, at
de mellemliggende Vardier af Variationsfaktorerne bliver meget smaa. [
Tabellen er der desuden opfert nogle af disse Vardier, nemlig Vig q og Vg, q.

Resultatet af Undersogelsen er altsaa, at naar man benytter den be-
tragtede Udjevningsformel, vil Leddene, der folger efter Z,, praktisk talt
forsvinde.

De andre af denne Art Formler, som senere finder Anvendelse, har
Skema (B) til Grundlag. Idet vi her har £, = 1 og %k =1 (se Side 83),
faar vi ifelge (30) for v = 6 Udjevningsformlen

!) Man faar almindeligt, at for et Skema, der er dannet som Middeltallet af 272 - 1 paa
hinanden folgende Iagttagelser, og som anvendes til Udjevning af en Periode med 7
Veardier, bliver Faktoren Nul for

ken

= /28— Oy )8
2m -+ 1 : 3
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(6) (7 (8) 9)
Fq(oi) == 6A2 0; +— 25. SA4 Ot 98A6 0; + """

med Variationsfaktorerne

Vig—(a +r,,)“[1——6cp(1+rp)+25.85}2,(1 72— 08¢ (147p)3 v v ],

og for v=8 Udjevningsformlen

8) 9) (10) (11)
Fylo)=0i—8A%0;+42.4A% 0;— 188.8A8 04+ - - - - -

med Variationsfaktorerne

Vi, a=(147p)8 [1—8c,,<1+r,,)+4z.4c;-,(1+}p)2_188.sc;(1+r,,)3+ ----- I

hvor

1+r,=1+c6+3c,

og
S Lo PT
G A ST =y
3

idet vi ligesom i det foregaaende Tilfelde har n=73.

Tabel 5.
Variationsfaktorer. Skema (B). 7 =73.

= 2 2 4 5 6 8 10 22 36

Voo +95646 -8361 -6663 -4817 3137 1820 -0404 -0041 0002 0001
Vp1 +99863 -9801 -9141 -7821 50966 -3964 -1052 -OIIL —-0007 -0004
Vs 99996 0978 -9801 -9163 7794 -5774 1799 0194  -00I8 -0014
V, s 1.00000 -9998 -9956 -9693 -8838 7123 -2553 0282 —-0042 -0038

Voo -94237 -7877 -5820 3776 -2131 -1032 -0I39 0007  -0000 -0000
Vo1 +99777 -9685 -8705 -6916 -4694 -2652 0435 -0022 — -000I -0000
V2 +99993 -9960 -9653 -8645 -6736 -4337 -0855 -0043  -0002 -000I
V, 3 1.00000 -9905 -9914 -9445 -8103 -5811 -1342 -0071 —-0005 -0003

Af
I1-+t7p,=1-+cp+2 ;=0
faar vi
2
6 3 5
G 5;———1/75 clley— 2“71,

og for n=173 har V, , derfor Rering af (v—1)** Orden med Abscisseaxen
for p lig med 14.6 og 29.2. Variationsfaktoren V), 3 har Minimum i Neer-

heden af p = 22, og man kan derfor af Tabellen, hvor Vi , er taget med,

se. at Leddene efter Z,, kan betragtes som bortskaffede.
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Undersggelsen af vore Udjevningsformler ved Hjelp af Variationsfak-
torerne kan opfattes som en Sammenligning mellem Resultaterne af vor
Metode og en Udjevning efter mindste Kvadraters Metode ved Hjzlp af
den trigonometriske Rakke. I det foregaaende har vi set, at ved vor
Metode bortskaffer Regningen (i det veasentlige) et vist Antal af de sidste
Led, og for disse Leds Vedkommende bliver Resultatet altsaa meget neer
det samme som ved mindste Kvadraters Metode, naar man der undlader at
tage disse Led med.

Da vi nu for de betragtede Udjevningsformlers Vedkommende har be-
regnet Variationsfaktorer til de fgrste Led -og skaffet os Klarhed over hvilke
Led, der helt eller dog praktisk talt forsvinder, maa vore Formlers Indhold
eller Betydning kunne betragtes som tilstraekkelig belyst. Det staar da til-
bage at vise Brugbarheden af Formlerne og hvilken Fremgangsmaade, man
skal anvende for at valge den, som i hvert enkelt Tilfelde maa anses for
at vare den bedste, eller som i alt Fald kan betragtes som tilfredsstillende.

§ 17.
Valg af Udjevningsformel. |

Ifslge det foregaaende bliver Resultatet af en Udjevning efter denne
Metode det samme, som det vilde blive, naar vi ved Hjalp af mindste
Kvadraters Metode fandt alle Leddene Z,, derefter multiplicerede hvert Led
med en vis Faktor, V, ,, og endelig som udjevnet og forbedret Vaerdi

satte
wi— 2l ()

Vi har her et Grundlag for en Sammenligning mellem Resultaterne af
de to Metoder, og gaar man ud fra, at mindste Kvadraters Metode er »rigtig,
ser det ud, som om vor Metode har en Fejl, idet alle Leddene (med Und-
tagelse af det konstante Led) er multipliceret med en Faktor, som er mindre
end 1. Der kan imidlertid neppe med Rette tales om en Fejl ved nogen |
af Metoderne; det kan i alt Fald ved et Eksempel vises, at den navnte
Forskel ikke nedvendigvis betyder, at der er en Fejl i vor Metode.
Lad os nemlig forudsztte, at der er forelagt en Rakke akvidistante,
lige gode og indbyrdes frie Vardier, som danner en Periode. Der opgives, l
_at 2z -1 paa hinanden fglgende af de tilsvarende sande Verdier kan ‘
fremstilles” med overlegen Ngjagtiched ved Hjzlp af en hel algebraisk
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Funktion af en vis (ulige) Grad, medens de samme Vardier ikke kan
fremstilles med tilfredsstillende Ngjagtighed ved en Funktion af lavere Grad.
Danner vi da en Udjevningsformel i Overensstemmelse med det opgivne og
med Benyttelse af mindste Middelfejls Princip, vil vi kunne foretage en
Udjevning, der under de givne Omstendigheder maa betragtes som fuld-
stendig legitim; Resultatet bliver nejagtig det samme, som naar man be-
nytter det opgivne til en Udjevning til Midten efter mindste Kvadraters
Metode. Men da Vzardierne danner en Periode, kan Resultatet ogsaa frem-
stilles under den neevnte Form,

U = 2.‘,<V,) q° (Lp)i),

hvor Leddene Z, er multipliceret med Faktorer, der er mindre end I. —
Man bor legge Marke til, at det opgivne ikke indeholder Oplysninger om
Betingelserne for en tilfredsstillende Fremstilling af de sande Verdier ved
Hjeelp af den trigonometriske Raekke.

Det kan overhovedet neppe i Almindelighed siges med Rette, at den
ene Metode er rigtigere end den anden. Der er nemlig Grund til at antage,
at naar Intervaller af en vis Sterrelse af den sande Funktion kan frem-
stilles med tilfredsstillende Ngjagtighed ved en Potensraekke af forholdsvis
lav Grad, vil man kunne opnaa de bedste Resultater ved Anvendelsen af
den mekaniske Metode, medens mindste Kvadraters Metode maa antages
at kunne give de bedste Resultater, naar hele den sande Funktion kan
fremstilles med tilfredsstillende Ngjagtighed ved Hjelp af forholdsvis faa
Led af den trigonometriske Raekke. Dersom den sapde Funktion for Eksempel

har Formen
Ve — ([q)x il (LS)x S (La)xx

vil den mekaniske Metode ikke kunne give et godt Resultat, medens dette
tor antages at vare Tilfeldet, naar Amplituderne aftager jevnt lige ned til
de umiskendelige Fejlled. Saafremt en Opgave ikke skulde egne sig til
Behandling efter den mekaniske Metode, vil dette igvrigt vise sig, naar man
ved Valget af Udjevningsformlen gaar frem paa den Maade, som nu skal
omtales.

Ved Valget af en Udjevningsformel kan vi stette os til Elementerne i
den trigonometriske Rakke. Thi selv om vi paa Forhaand ikke véd, om
den sande Funktion kan fremstilles ved et begrenset Antal Led af denne
Rakke, maa vi dog betragte det enkelte Led, hvori Elementet Z indgaar,
som en vasentlic Bestanddel af denne Funktion, saafremt 22 er stor i For-
hold til A (¢). Vi maa derfor seorge for, at ethvert saadant Led i det
vaesentlige kan genfindes i de udjevnede Verdier. Men nu véd vi, at naar
vi udjevner efter den mekaniske Metode, vil Vardierne

(Lp)[ =ap COS/JOZ' “i“ [7,) sin j)e?
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repraesenteres 1 de udjevnede Vardier ved V), o-(L,), og vi kan derfor
ogsaa opfatte Sagen saaledes, at det er Elementerne a, og b,, der er multi-
pliceret med Variationsfaktoren 17, ,. Forend vi nzrmere omtaler selve
Valget af Udjevningsformlen, vil vi derfor foretage en Undersggelse for at
se, om det under visse Omstazndigheder kan veare tilladt at foretage en
saadan Zndring med de ved mindste Kvadraters Metode fundne Elementer.

Det skal fgrst- bemaerkes, at man umiddelbart kan indse, at naar man
1 et vist Tilfelde har fundet Elementet Z, men (for Eksempel for Afrundin-
gens Skyld) i Stedet for £ benytter Veardien ¢ + &, saa er der omtrent
lige saa stor Sandsynlighed for, at Elementet er forbedret, som for, at det
er forverret, saafremt e er lille i Forhold til Middelfejlen paa Z. Dette
ses ogsaa af Udtrykket for Fejlen, thi dersom & ikke afhanger af )\, (Z),
bliver

A€ 4-2) = A(2) +-e2,

og under den navnte Forudsztning afviger denne Vzrdi kun lidt fra A (D).

Vi betragter dernzst det Tilfelde, hvor et vist Element Z bliver multi-
pliceret med en Faktor J/, der er uafhangig af Z. Vi kan selvfolgelig
ikke faa at vide, om 7 forbedres eller forvaerres i et enkelt, bestemt Til-
flde, men vi kan se, hvorledes Udfaldet gennemgaaende vil blive, idet vi
beregner Fejlen for VC benyttet som Element i Stedet for Z.

Kalder vi Elementets sande Veardi for Z, er den sande Fejl paa ¢
lig med

L—Z=/
Men benytter vi Vardien IC, bliver den sande Fejl
Ve—Z=(V—1)Z+Vf=F.

Forudsztter man, at den almindelige Fordelingslov ‘gzlder for , og at
Antallet af Tilfelde med Fejl, der ligger mellem f og /4 df, er ndf, bliver
Gennemsnitsvaerdien af /2 lig med

©

J e ndf

—x

= = (1— V22 + V2A(0).

Jndf

—o

Dette galder for vilkaarlige Veardier af /7. Vi kan derfor bestemme den
Veardi, som gor /2 til et Minimum. Vi faar

732

e ek

der giver
2
2== - =
F”_Z‘)—-—/\_,(C)\‘)(Z)

~

Ao(2).
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Vil vi dernaest finde Granserne for de Verdier af I/, der giver #2 < \,(Z),
saetter vi

Fr = (1— VP24 V) = M)

Heraf faar vi Verdierne V=1 og V:é—;;iz»%y og man har altsaa
B (d) Y inanr y

22 —N(%) o

AESN

Det, vi har Brug for, er en Angivelse af den lavere Graense for Fak-
toren V/, men det fundne Udtryk kan ikke benyttes, fordi den ubekendte
Veardi Z indgaar deri. Derimod ter vi benytte Z—Z—_EZ)TZ@ som lavere Greuse,
thi for det forste fandt vi ovenfor, at det hertil svarende Udtryk, nemlig

72
Z240(0)
alt Fald naar ¢2 er stor i Forhold til \(Z) — ikke Grund til at frygte
for, at

» .gav den mindste Vardi for /?

0

og for det andet er der — 1

5 22 —\(0)

2+ \,(0)

N0 T 2N

thi da skulde man have
2054 Mfl) < 22

Resultatet er altsaa, at naar

72

atema
ter man antage, at Elementverdien /' gennemgaaende er lige saa god som
Vardien C.

I det foregaaeude har vi sammenlignet Udfaldet, naar vi i det ene Til-
felde beholdt Elementet uforandret og i det andet multiplicerede
det med en vis Faktor. For de tvivlsomme Elementers Vedkommende maa
vi imidlertid i Henhold til Fremgangsmaaden ved Valg af Leddene til Ud-
jevningsraekker sammenligne Udfaldet, naar vi i det ene Tilfeelde kaster
Elementet bort og i det andet multiplicerer det med en vis Faktor. Da
den sande Fejl er {—Z=/, begaar man Fejlen — Z, naar man kaster
Elementet ¢ bort; benytter man derimod Vardien I/C, bliver Gennemsnits-
verdien af Kvadratet af den sande Fejl ligesom for

F2= (1—=V)222+ V2\(0).
Vi satter forst
(1—=V)Z2 + V2N = 22,
7 7222
Zh0)

I 55,

finder deraf '—o0 og V= og ser endvidere, at

naar
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272 e
ZEEBY

2 L
27 4)(2) 2+ N(0)
V; for de tvivlsomme Elementers Vedkommende tor vi da antage, at saa-
fremt vi har i

I Stedet for tager vi som den hgjere Graense for

begaar vi gennemgaaende en mindre Fejl, naar vi benytter Veardien V¢ 1
Stedet for ¢, end naar vi kaster Elementet Z helt bort.

Tilbage staar Spergsmaalet om, hvor man skal sztte Skellet mellem
de gode og de tvivlsomme Elementer. Det er givet, at et Element maa

2
betragtes som hgrende til de tvivlsomme, naar A—< I, men vi har tid-

A(9)
ligere set, at Skellet maa szttes hojere end ved \—(HZ) —ns Ndett fgloende
er Skellet sat ved }\Z)(‘Z) = g—; min Begrundelse for netop at valge denne

Veardi er ikke tilfredsstillende, og man kan derfor betragte Vardien som
vilkaarlig valgt. Ved Anvendelsen af denne Grenseveaerdi synes det imidler-
tid ikke at have videre Betydning, om den rettelig burde tages lidt sterre
eller lidt mindre.

Vi satter i det folgende

72
g

og kalder G for Faktorgransen.
Resultatet af vor Undersogelse anvendt paa den mekaniske Udjevnings-
metode bliver da, at der med Hensyn til de gode Elementer ikke kan gores
Indsigelse mod at benytte -en vis Udjevningsformel, naar vi har de til
Elementerne svarende Variationsfaktorer liggende mellem 1 og G. Anvender
vi derimod en Formel, hvor vi for de gode Elementer har /< G, maa
Udjevningen paa dette Punkt betragtes som varende for staerk, idet der
kastes for meget bort af vedkommende LL.ed. Da Elementet £ er Amplituden

for en Sinusoide, kan vi tage Maximalafvigelserne,

som et Maal for den Fejl, der her begaas i Retning af for steerk Udjevning.
Dersom denne Fejl er saa stor, at den ikke kan taales, maa den paagzl-
dende Udjevningsformel forkastes.

For de numerisk smaa Elementers Vedkommende betragter vi Udjev-
ningsformlen som god, naar I ligger mellem Grenserne G og Nul. Hvis
vi for disse Elementer derimod faar V> G, betragtes Udjevningen paa
dette Punkt som varende for svag, og vi kan tage
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som et Maal for den Fejl, der her begaas i Retning af for svag Udjevning.

Dersom vi tenker os et Tilfelde, hvor Udjevningsformlen ifglge de
ovenstaaende Regler hverken er for sterk eller for svag, synes der ikke
at kunne veaere Tvivl om, at den til Formlen svarende Udjevning maa be-
tragtes som legitim, hvilket skal sige, at vi opnaar den Forbedring af Veer-
dierne, som overhovedet kan opnaas ved Hjxlp af det forelagte Materiale.
Der maa naturligvis altid blive stgrre Usikkerhed i Resultatet, naar Udjev-
ningsfunktionen er ubekendt, end naar den er bekendt, men Kilden til
denne stgrre Usikkerhed maa i det navnte Tilfeelde, der igvrigt kan ind-
traeffe, ikke seoges hos Udjevningsformlen, men hos Resultaterne af vor
Undersggelse af den ubekendte Funktion, altsaa hos de fundne Elementer
og deres Middelfejl.

Medens vi altid kan valge Formlen saaledes, at Udjevningen (ifglge
de opstillede Regler) ikke bliver for steaerk, vil Forholdene imidlertid i Reg-
len vare saaledes, at der ikke kan opstilles en Formel, der hverkeu giver
for sterk eller for svag Udjevning. Det maa erindres, at Udtrykkene for
sterk og for svag Udjevning svarer til to kvalitetsforskellige Begreber.
Der er her Tale om to forskellige Arter af Fejl; de kan ikke afbalancere
hinanden saaledes, at man kan begaa begge Slags Fejl og som Resultat
faa en legitim Udjevning. En vis Udjevning kan derfor vaere baade for
sterk og for svag. Dersom man saaledes i et givet Tilfelde anvender

u=1L,+L,+ L,
som Udjevningsfunktion, medens den teoretisk rigtige Funktion har Formen
v=L+L,+L,,

er den foretagne Udjevning for staerk, fordi Leddet Z, er kastet bort, og
den er for svag, fordi Z,, der kun indeholder Fejl, ikke er kastet bort.

I Overensstemmelse med det udviklede bliver Fremgangsmaaden ved
Valget af en Udjevningsformel da folgende:

Man opseger i Tabellerne et Szt Variationsfaktorer, der gennemgaaende
falder sammen med de tilsvarende Faktorgranser. Derpaa foretager man
en narmere Undersggelse og betragter da forst de numerisk store Ele-
menter for at se, om Udjevningen bliver for stark, idet der maaske kastes
for meget bort af disse Elementer. Dersom dette ikke er Tilfeldet, be-
tragter man de numerisk smaa Elementer for at se, om Udjevningen bliver
for svag, idet der maaske tages for meget med af disse Elementer,

For de store Elementers Vedkommende betragter vi det som tilfreds-
stillende, naar V"> G. Og dersom V< G, benyttes + (G — V) som Maal
for Fejlen i Retning af for steerk Udjevning.

For de smaa Elementers Vedkommende betragter vi det som tilfreds-
stillende, naar V"< G. Og dersom V> G, benyttes + (¥ — G){ som Maal
for Fejlen i Retning af for svag Udjevning.
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Gransen mellem de store og de smaa Elementer szttes som omtalt
ved ¢2: )\Q(Z):g;:, hvortil svarer G =§.

Dette skal nu anvendes paa nogle Talveerdier, der er hentet fra den
tidligere omtalte Opgave angaaende Temperaturens daglige Periode. I
Tabel 6 findes opfert Elementerne @, og b, til de 6 forste Dobbeltled samt
de tilsvarende Faktorgrenser G. :

Tabel 6.
a; 0, a, by ‘ a, by
—2.129 —2.029 -103 —-0I§ | -088 -205
G ‘9999  -9998| -94  -26 92 .97
(C) re=dis Vsan 1.0000 -998 -948
D)k =8 I.0000 999 7
a, b, a; b a; b
—.045 -025% -002 — -006 —.006 —-012
G S8 560 o -1 -18 42
(©)) sr=r e 26935 -280 -043
D) =80 7 -846 [ - 525 178

Antallet af Jagttagelser i Perioden, 7, er her 24. Vi undersgger forst
Tabellen til Skema (C), Side 81. Laegger vi sarlig Marke til det for-
holdsvis store Element 4; med Faktorgrensen .97, viser det sig, at naar
Udjevningen ikke skal blive meget for sterk, maa vi have mindst 4 Kor-
rektionsled. Men under disse Omstaendigheder maa vi gentage den egent-
lige Udjevning mindst 4 Gange, thi man ser, at for v=4 er I 4="- 052,
og man tager altsaa i dette Tilfeelde endnu over 59 med af det udpregede
Eieylled@/zs:

Vi har altsaa til nermere Undersggelse den Udjevning, der svarer til
Skema (C) og v=4 og g=4. Forst undersgger vi de store Elementer for
at se, hvor denne Udjevning virker for sterkt. Vi har her V, < G for
b3 og ay, og Fejlen i Retning af for steerk Udjevning er henholdsvis

+(-97 —-95)x -205= 4 -004
og

+ (-81—-69)x -045= + -005.
Der vil herefter kunne forekomme saadanne Fejl paa omtrent en Enhed i
anden Decimal, men det vil vise sig, at dette ikke betyder meget i Forhold
til den Ngjagtighed, som overhovedet kan opnaas. Lad os i alt Fald fore-
lgbig antage, at vi ikke behgver at forkaste Udjevningen, fordi den er for
steerk; vi skal da betragte de smaa Led for at se, om Udjevningen skulde
vere for svag.

For a; og &, er Resultatet tilfredsstillende, eftersom man her har

Vs« < G. Derimod er Udjevningen for svag med Hensyn til 4,, a, og é;.
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For 4, er Fejlen i Retning af for svag Udjevning + 011, men da der efter
dette Element kommer a; og 4,, som kraver store Variationsfaktorer, vil
der vise sig en saadan Fejl ved hvilken Udjevningsformel, vi end valger.
For &5 bliver Fejlen +-001 og for @; endnu mindre. Denne Udjevning kan
herefter ikke forkastes som vaerende for svag, medens det erindres, at den
er noget, men ikke meget, for sterk.

Vi vil dernast gaa ud fra Skema (D), hvorved vi kan opnaa at faa en
Udjevning, der paa intet Punkt er for steerk. Af Tabel 2, Side 83, ser vi
straks, at det er nedvendigt at tage et Korrektionsled med, og legger vi
ogsaa her sarlig Maerke til 4, med G=-97, vil det ses, at der kan blive
Tale om at tage v lig med 8 eller maaske 9 eller 10. Vi gnsker imidlertid
denne Gang at vaere paa den sikre Side, og vi tager derfor v=28. Af Tabel 6
ses det da, at vi for de store Elementers Vedkommende overalt har Vo1 >G,
og den hertil svarende Udjevning er altsaa ikke for sterk. Vi skal derefter
se, om den skulde vaere for svag. Elementet 4, og dets szrlige Stilling har
vi tidligere omtalt, og med Hensyn til a5 og 4, er Udjevningsformlen ogsaa
tilfredsstillende, eftersom vi har Vs, < G. Tilbage staar @, og &, hvor Fej-
lene i Retning af for svag Udjevning bliver henholdsvis +-oor og + - 003,
hvilket senere viser sig at vare smaa Sterrelser i Forhold til Fejlen paa den
udjevnede Vardi. Og ved at betragte Rakken af Variationsfaktorer vil man
kunne indse, at naar man vil have en Formel, der paa intet Punkt giver for
steerk Udjevning, vil man ikke kunne finde nogen, der overfor de smaa Led
giver en vasentlig stazrkere Udjevning end den, vi kan opnaa med den
undersggte Udjevningsformel.

Elementet 4,, der har G=-6 og altsaa tilfeldigvis ligger paa Gransen
mellem de store og de smaa Elementer, er ikke hidtil omtalt. Vil man hen-
regne det til de store Elementer, er Resultatet tilfredsstillende for begge de
undersggte Formlers Vedkommende, og vil man henregne det til de smaa
Elementer, bliver Fejlene i Retning af for svag Udjevning henholdsvis + - 002
og + . 006.

Vi har kun betragtet 12 af de 23 Elementer, som kan beregnes, men
man tgr forudsatte, at de gvrige alle er smaa, og at det derfor er rigtigt
at kaste dem bort. Skulde denne Forudsatning imidlertid veaere urigtig, vil
man blive gjort opmarksom herpaa, naar man efter Regningens Udforelse
undersgger Differenserne mellem de givne og de udjevnede Vardier. Vi har
nemlig almindeligt

o—Ffo)=Z((1— V3,0 (L))

og alt, hvad der kastes bort af de enkelte Led, genfindes derfor i disse
Differenser, hvor en Fejl af Betydning i den antydede Retning vil gore sig
bemarket som en paafaldende »Gang«.
I Fig. 14 er de to undersggte Udjevningsformler repraesenteret ved
deres Variationsfaktorer, der er fremstillet som kontinuerte Funktioner af p.
7
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De afsatte Punkter reprassenterer de beregnede Faktorgraenser; der er altsaa
2 af dem for hver hel Verdi af p. Dersom en Udjevning i Overensstemmelse
med de opstillede Regler hverken skulde vare for sterk eller for svag,
maatte den tilsvarende Kurve i den gverste Del af Diagrammet, nemlig for
G> .6, ligge over Punkterne og i den underste Del ligge under Punkterne.
Da Kurvens Hovedform er givet, vil det i et Tilfzelde som det foreliggende
vere umuligt at opfylde disse Fordringer fuldtud, hvorfor man kan betragte
Valget af en passende Formel som en Art Udjevningsopgave. Dersom man

—e— —

D ] @0 D
:
o
‘
|

e
T

-4
-3 \
® \S
.2 \\ N
N
: K ;
\ \\\ .(/"
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fig. 14.

vil bedgmme de opnaaede Resultater ud fra dette Synspunkt, maa man
erindre, at der skal tillegges de forskellige Verdier af G meget forskellige
Veaegte. — Dersom man ikke er tilfreds med nogen af de undersggte Udjev-
ningsformler, staar der flere Udveje aabne. Saaledes kommer man ved at
sette £#=1 1 Stedet for 2=} i Skema (C) til den Udjevningsformel, som
svarer til (C,) i Fig. 14. Dette Skema vil blive nermere omtalt i § 18.
Naar man for enhver Pris vil undgaa at udjevne for steerkt, er det kun
med Hensyn til de smaa Led, at selve Valget af Udjevningsformlen faar
Lighed med en Udjevningsopgave. Men Ligheden kan ogsaa straeekke sig
til Behandlingen af de store Led, nemlig naar den Anvendelse, man vil ggre
af Resultatet, tillader eller endog gor det gnskeligt, at der benyttes en noget
»for staerk« Udjevning. Men under alle Omstendigheder kommer Valget af
Udjevningsformlen til at afhange af en Raekke ‘af Overvejelser, og Usikker-
heden i Bestemmelsen af de enkelte Elementer og af deres Godhed faar
derfor her mindre Betydning for det endelige Resultat end ved mindste
Kvadraters Metode, hvor man paa det samme Grundlag skal antage eller
forkaste de enkelte Elementer. Der er herefter nogen Grund til at antage,
at man kan opnaa bedre Resultater med den mekaniske Metode end med
mindste Kvadraters Metode; det vil maaske vare vanskeligt at bevise, at
dette i Almindelighed virkelig bliver Tilfeldet, men det kan i alt Fald vises
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ved Eksempler, hvorledes vor Metode bedst formaar at bevare en Funk-
tions Ejendommelighed mod Udviskning.

For at faa et Holdepunkt vil vi opstille en Slags Skema for en Funk-
tions Ejendommeligheder. Vi kan da feorst tenke os den sande Funktion
spaltet i to Dele, for Eksempel v og w, saaledes at z bliver af simpel
Beskaffenhed, hvilket her betyder, at oz kan fremstilles med tilstreekkelig
Ngjagtighed ved Hjelp af et ringe Antal Led af den trigonometriske Rakke;
Resultaterne af de to Udjevningsmetoder vil, som vi har set, for denne Del
af Funktionen blive meget ner det samme. Vi betragter derfor kun den
anden Del, =, der indeholder det, som vi her skal forstaa ved Ejendomme-
ligheder.

Under Omtalen af Manglerne ved en Udjevning efter mindste Kvadraters
Metode bergrte vi det samme Emne, og der benyttede vi til Fremstilling af
en Afvigelse fra en simpel Funktion et Skema, der kan fremstilles som en
Verdiraekke

dette er dog snarere et Skema for Fejlen, eller rettere for den Del af
Fejlen, som overhovedet kan reduceres ved en Udjevning (naar den sande
Funktion er ubekendt). Indeholder Funktionen en saadan Ejendommelighed
af virkelig Betydning, er Intervallerne taget for store, saaledes at der ikke
bliver et passende Forhold mellem Funktionens Mangel paa Simpelhed og
Antallet af Tagttagelser. Skal Ejendommeligheden set fra Udjevningens
Synspunkt ikke tage sig ud som en Fejl, maa den streekke sig over flere
Intervaller, og vi kan derfor som Skema benytte for Eksempel Veardirekken

E A e (@), ' (©); %b, o, %6, O, O¢eveoene ;
eller simplere

hvilket svarer til, at der i Funktionen findes en Szregenhed, der maa frem-
stilles omtrent som antydet i Fig. 161). Er der for Eksempel 24 Vardier i
Perioden, og satter vi w,—1, w;=w_1=4%, udtrykkes de 24 Verdier af w
da ved

Wi=15115 E ((1+COSISO'Q)C05150'95)-

g=1

Antager vi, at de 7 forste Elementer er store, hvilket er i Overensstem-
melse med den Udjevning, der almindeligst anvendes ved meteorologiske

1) Dersom man skulde mene, at en saadan Sezeregenhed er for paafaldende til, at man kan vente
at treeffe den hos vore dog nogenlunde simple Funktioner, skal det bemarkes, at det paa-
faldende hidrerer fra de benyttede Enheder for Abscisser og Ordinater; der er saaledes |
intet paafaldende ved Fig. 15, der bestaar af en Sinusoide og den samme Swregenhed,
men fremstillet med et andet Maalestoksforhold.
7*
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Iagttagelser, vil den betragtede Ejendommelighed give som sit Bidrag til
Udjevningen:
ui:-o83+~164c05150-z'+-156cosgo°-z’+-142cos450-z';

Resultatet er fremstillet i Fig. 17.

Fig. 15.

Fig. 16

Fig. 17.

Fig. 18.

Tenker vi os nu, at vi behandler den samme Opgave, hvor den be-
tragtede Ejendommelighed forekommer, efter vor Metode og for Eksempel

udjevner de forelagte Veerdier efter Skema (D) og tager v =4, kan vi ikke

@
ngjes med o; som forbedret Veardi; Tabel 2 over de hertil hgrende Varia-

tionsfaktorer giver nemlig
=i 2 3 4 5 6

Vg ait ou87 sagopii - RRo0iE e 743+ 505 £ 260
Vip 10000 :9996  -992  :941  -772 473,
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hvoraf man ser, at der ved en saadan Udjevning vilde kastes henholdsvis
mere end 29, og 9% bort af Z, og L;, hvilket ikke vilde vaere tilladeligt,
da disse Led er forudsat at vaere store. Vi maa derfor tage mindst eet
Korrektionsled med, og Udjevningsformlen bliver altsaa
(4) (5)
Fi(o) = 0i 4 15 At o;.

Den betragtede Ejendommelighed vil derfor som sit Bidrag give de til
denne Formel svarende Vardier, #(w), der er opfert i nedenstaaende Op-
stilling. Resultatet er grafisk fremstillet i Fig. 18.

o 1.0 702 -093 80
I 0.5 523 029 55
2 (¢) 182 —-.0358 12
3 o —-018 —:049 —-07
4 o —.036 -009 —-03
5 (o) — 006 022 02
6 (¢) 002 005 oI

Man ser heraf, at ved den sidste Udjevning er i alt Fald de karak-
teristiske Traek bevaret, hvilket knap nok kan siges om Resultatet, der er frem-
stillet i Fig. 17. Men man ser desuden, at ved mindste Kvadraters Metode
vil en saadan lokal Ejendommelighed paavirke Resultatet over hele Perioden,
hvilket vil sige, at der indferes Fejl i alle de andre Verdier. Den meka-
niske Metode indfgrer derimod kun i ringe Grad saadanne Fejl, hvilket
ogsaa kan indses deraf, at ved Beregningen af den udjevnede Vardi ind-
gaar de nzrmest staaende Verdier med de stgrste Vagte, medens de fjer-
nere staaende Verdier kun faar ringe eller slet ingen Betydning.

Man kunde paa samme Maade undersgge ogsaa andre Arter af Ejen-
dommeligheder, men det har i denne Sammenhaeng ikke stort at betyde,
hvilke Typer man vil opstille. Det kommer nemlig blot an paa at betragte
saadanne karakteristiske Traek hos den sande Funktion, som kun kan frem-
stilles tilfredsstillende ved Hjelp af mange smaa Led, thi saafremt der
overhovedet bliver en Forskel af Betydning imellem Resultaterne, maa en
saadan Forskel hidrgre fra disse Led. Og nu véd vi, at det svage Punkt
ved mindste Kvadraters Metode netop er Behandlingen af de smaa Led,
medens Vanskeligheden paa dette Sted for den mekaniske Metodes Ved- .
kommende er reduceret fra at vaere et Valg imellem alt eller intet i saa
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og saa mange enkelte Tilfelde til at blive en Art Udjevning af samtlige
Tilfelde. Man maa derfor vaere berettiget til at antage, at man ved An-
vendelsen af den sidste Metode er i Stand til at opnaa bedre Resultater
end ved mindste Kvadraters Metode — i alt Fald for nogle Opgavers
Vedkommende.

§ 18.

Skemaet for selve Udjevningen.

I det foregaaende gik vi ud fra, at man havde et tilstreekkeligt Forraad
af Udjevningsformler at velge imellem, saaledes at man altid kunde finde
ecen, der var tilfredsstillende. Paa Forhaand kan man naturligvis ikke opstille
alle de Formler, der kan blive Brug for, men Udvalget behgver ikke at
vare serlig stort, for at man i alt Fald kan faa tilstreekkelige Oplysninger
om, hvorledes man skal @ndre Formlerne, hvis der imellem de opstillede
ikke findes nogen, som er fuldt tilfredsstillende.

For at man skal kunne traeffe et Valg mellem Udjevningsformlerne, maa
der foreligge Tabeller over de tilsvarende Variationsfaktorer. Det drejer sig
derfor om at opstille et tilstreekkeligt Udvalg af Udjevningsskemaer -og at
beregne Tabeller i et passende Omfang. Under Omtalen af Variationsfak-
torerne er der allerede meddelt nogle Udjevningsskemaer, men det blev ikke
navnt, efter hvilke Principer de var opstillet, og det var heller ikke ngd-
vendigt at give en Begrundelse paa det paagsldende Sted, fordi denne Sag
ikke vedrerer Teorien; dersom man blot finder en Udjevningsformel, som
er fuldt tilfredsstillende, kan det fra Teoriens Side set veare ligegyldigt,
hvorledes man er kommet til den, eller hvilke Regninger den kraever udfort.
Derimod er det af Hensyn til Regnearbejdets Omfang ikke ligegyldigt,
hvorledes vi naar Maalet, men det er altsaa kun praktiske Hensyn, der skal
tages ved Opstillingen af Udjevningsskemaerne.

De 5 Skemaer, der tidligere er omtalt, nemlig

(1)

(A) \0/0: 1 (0540, 40, +04+0_1+0_s+0_5)=0,+2A% 0y + At 0, ++A° 0y,
1
(B) (oi): 3 (02+01—1—00—{—0__1—{—0*2)-——‘00%—A2 0, +§A% 0y,

(1

©) \”)0: % (0, +0pF0-1)=0,+3A% 0y,
1
(D) (”)0:'f11(4(01+200+0—1)—(02+0f2)):00'— T2A% 0,

(1)
0= 15((01+2000-1)— (0 +0_3)) +5'5(03 F-0—3) =09+ 55 A% 20,

o
S
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er opstillet til Brug for de enkelte Opgaver, som senere skal behandles,
men tilfeeldigvis danner de et Udvalg, som kan vare tilstraekkeligt til et
forste Overblik. Fig. 19, der er en Fremstilling af de til selve Skemaerne
hgrende Variationsfaktorer — altsaa en Fremstilling af 17, o for v=1 — an-
skueliggor Betydningen af de forskellige Skemaer. De afsatte Abscisser er
Verdier af p for =73 og n=24. Endvidere giver Fig. 20 en Fremstilling

5 (2)
svarende til en gentaget Regning efter disse Skemaer, altsaa til 0. — Laeg-
-9 _As

8 Xﬁ

.
(=2]

(B)

=
/.

=5
wi—Q=

\(A) (B) ©)

T ST -
=

L1

-
(X
—f
=
(5]
N—R
Col— O
o
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ger man Merke til, hvorledes de forskellige Skemaer angriber de enkelte
Led, vil man heraf kunne skegnne, at naar =73, er man veasenligst henvist
til at benytte (A) og (B), og naar z=24, vasentligst til (D) og (E) eller
dog til Skemaer, der staar disse Typer ner.

Dersom man uden at have bestemte Opgaver for @je vil opstille et
Udvalg af Skemaer, vil det vere naturligt, at man ferst udvalger de For-
mer, hvor allerede den enkelte Udjevning reducerer Fejlen paa de forelagte
Veardier saa meget som muligt i Forhold til det paakreevede Regnearbejde.
For et Skema, hvori der indgaar 22 -1 Verdier, bliver det Middeltallet af
disse Verdier, der giver den mindste Middelfejl, nemlig 277;_—}:7)\2(0), naar
Tagttagelserne er frie og lige gode. Og disse Middeltalsskemaer er saa nemme
at anvende saavel under selve Udjevningen som ved Beregningen af Korrek-
tionsled, at der ikke kan vare Tvivl om, at man ber benytte dem overalt,
hvor det lader sig gere. Vi kommer saaledes til (A), (B) og (C). — Ved
en direkte Udjevning af foreliggende Vaerdier vil man neppe faa Brug for
Middeltalsskemaer med flere end 7 Vardier, men hvis man beregner Ver-
dier for en Funktion, £(z), der slutter sig nzer til lagttagelserne, og dernest
udjevner Differenserne o;—f(7), vil man undertiden kunne anvende saadanne
Skemaer med et stgrre Antal Verdier.

Af Figurerne 19 og 20 kan man se, at naar Antallet af Iagttagelses-
verdier 1 Perioden aftager til en vis Graense, eller naar Antallet af Led, der
udfordres til at fremstille den sande Funktion, overskrider en vis Grense,
vil man ikke lengere kunne benytte disse Middeltalsskemaer., Man naar
leengst i denne Retning med (C):

(x)
oi:0i+%‘A2 Oi.

Da vi her erstatter o; med (10),~, vil de tilsvarende sande Vardier lide en
Variation, hvis Sterrelse er

(1)

v, —Ui=302 ;5
naar man gentager Udjevningsregningen, foreges denne Variation, og der-
som man ikke kan foretage en tilstreekkelig stor Variation i modsat Retning
ved Hjzlp af et rimeligt Antal Korrektionsled, maa man anvende et Udjev-
ningsskema, der giver en mindre Variation. Dette kan ske for Eksempel
derved, at man benytter et Skema af samme Form som (C), nemlig

(1)
0;=0;+kA2 0;,

men tager £ mindre end %, eller ved at man gaar over til Formen

1)
Oi”——Oi—!-kA‘i Oi.
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Benytter man den forste af disse Fremgangsmaader, faar man for Eks-
empel med £=1 det ret nemme Regneskema

(1)

(Cy) 0i=}% (0i41+20:4-0i1)

med Udjevningsformel

)L
V= 0, — — A2 B N O D e e e
Fq(al)_ 4 4 A 0i + 01 64 6 0; +
og Variationsfaktorer
v v+3
Voa=(1+16)" I_ZCP(I‘JF%Q’H’ 56 > ) ep(1+46p)?
b (V_‘;‘Air)(g_‘*‘5) ety RS .
iabelt!
Variationsfaktorer. Skema (C). 7=24.
p=1 2 3 4 5 6 8
v=4 Vpo 9336 -7578 .5308 -3164 -1569 -0625 -0039
Vo™ H9061 " 0473 67662 L5537 3084, 12504 {3008
Vo2 -9998 -9887 -9123  -7094  -4229 -1797  -0088
Vps 1.0000 -9976  -9621 -8095 -5185  -2266  -0100
V—0 Vp,o G020 650 7ZE a6 7ER AT 78 ORI 06228 EE OIS 6 000 2
Vo 29927, Q071 w0767 i 378200 1402 N 030INE 0005
Vp2 9995 -9766  -8399 5472  -2405  -0654  -0007
Vp,s  1.0000 -0043 {92304 1 167625 Bizori3 -0923 -0009
Vo L.OOGO! 9087 S 06358 S/ 06 S 4063 IS R OB I

Af Figurerne 19 og 20 ser man, hvorledes dette Skema, der er betegnet
med (C,), er beliggende i Forhold til (C) og (D). Skemaet er igvrigt omtalt
tidligere (Side 98). Den Udjevningsformel, der er reprasenteret i Fig. 14 ved
den punkterede Kurve, er dannet heraf ved at satte v=6 og g=4, altsaa

(6) ) (®) ) _(10)
Fi(0)= 0;—8A2 0; + 3FA% 0; — LA 0; - 423AS o, .

Vi skal derefter betragte den anden af de navnte Fremgangsmaader,
hvorved man kan formindske Variationen, nemlig ved at benytte Skemaer
af Formen

(1)
0i=0;+FEA% 0;.
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)
For frie og lige gode lagttagelser giver A=—-% her Minimum af \,(0),

hvorefter Udjevningsskemaet skulde vaere

(1)
0r=gls (— 30it2+ 1201114 170i+120i_1— 30;3).

Betragtet som Skema for en Regning, der skal gentages flere Gange, er
dette temmelig ubekvemt. Det bliver betydelig bedre, naar man satter
k=—F5, der giver

0i= T"g (— Oiro+ 40141 +60; +4011 -—‘0i_2) 5

eller £=—, der giver

(D) 0 =14 (4(0i+1+20i‘|‘0i-1) —'<0i+2+0i——2)>~

Det sidste Skema har jeg foretrukket som det nemmeste. Men i Tilfelde,
hvor man maa szndre Formlerne for at faa et tilfredsstillende Resultat, kan
man for Eksempel sztte £=—4, hvorved Skemaet nermer sig til (C),
eller 2=—{%, hvorved det nermer sig til (E). Af nedenstaaende Opstilling

(1)
kan man se, hvor lidt Middelfejlen paa o forandrer sig med de forskellige

(2
Veardier af 4. Tillige er der opfert Verdierne for \(0). (o) er her sat
lig med 1.

k= —5% —% =15 Tk =75
(1)

Ay(0) 50 *49 49 50 52
(2)

Ay(0) *39 *40 40 -42 ‘43

De sidst omtalte Former kan betegnes som »Trediegradskemaer«, fordi
de kan benyttes, uden at der tilfpjes Korrektionsled, naar den sande Funk-
tion er af hgjest tredie Grad. Dersom ogsaa disse Skemaer varierer Funk-
tionen for sterkt, kan man gaa over til »Femtegradsskemaet« :

()
0[:01'—[—/%AG O; .

(1)
Man faar her Minimum af \,(0) for Z=33;; vil man have et nogenlunde
simpelt Regneskema, kan man satte £=g3\;, og saaledes faar man Skemaet

1)
9i=+g (300i +15(0i41+0i 1) —6(0ip2+0is) +(01+3+01-3)) .

Ved Anvendelsen er det maaske bekvemmest at benytte Formen

(1)
(E) %=1% ((01 + 20+ 0_1)— i (02+ 0—2)) +5o(03+0-s).

; (
Her er )\.2(;)):-57}\2(0).
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tilstreekkelige til de fleste af vore Opgaver. Men det er muligt, at der i
visse Tilfeelde kan anvendes andre Skemaer med Fordel. Enhver »mekanisi
Udjevningsformel« kan som navnt benyttes som Skema (eller eventuelt som
ferdig Udjevningsformel); en stgrre Samling af saadanne Formler findes i
I P. Gram’s Afhandling: »Om Udjevningsrakker«. De af disse Formler,
der er fundet paa Grundlag af en Udjevning til Midten efter mindste Kva- r ',
draters Metode, kommer frem hos os som Udjevningsskemaer, naar det
opgives, hvor mange lagttagelsesvaerdier der skal indgaa deri, og hvilken ‘
»Grad« Skemaet skal have.
Eksempelvis kan vi gennemgaa Skemaet med 7 Veardier. Den alminde- ’
\‘
|

lige Form for dette er
(1)
oi:0i+k1 A2 g; +k2 A4 01'—!—k3 ASg;.

(1)
Bestemmes Koefficienterne saaledes, at \,(o) bliver et Minimum, idet Iagt-
tagelserne antages at vere frie og lige gode, kommer vi til Middeltals-

skemaet (A):

De 5. Hovedformer, som her er opstillet, vil antagelig vise sig at vere
4
I
|
|
i
|
|
|
|

1

)
00=3(03 0y +0; F0,F0_140_s+F0_35)=0,+2A2 05+ At 0y +1 A5 0, .
Dette er et »Forstegradsskemac, thi de sande Verdier vil lide Variationen

(1)
v —vi=202 9;+ At v+ 1AS vy,

og denne Variation forsvinder kun, hvis Funktionen er af forste Grad.
Vil vi dernzest danne et »Trediegradsskema« med 7 Verdier, satter vi
k=0 og bestemmer %, oz k; ved Hjzlp af mindste Middelfejls Princip.

Derved faar vi £,=—2 0og A3=—:4% 0g

)

00:§1T <700+6(01 +0 i 1)+3(02 +0_2) —2(03 +0_3)) 3

(1)
her er \,(0)=1)\(0).
1 Vil vi endelig danne et »Femtegradsskemac, satter vi £;=4,=0 og

‘ kommer saaledes til Formen

(1) : |
0=k N\ 01 ‘l

der er behandlet foran.

Der er i det foregaaende ved Bestemmelsen af Skemaets Koefficienter \
stadig benyttet Antagelsen om, at lagttagelserne. var frie og lige gode. !
Dette er imidlertid ikke Tilfeldet med vore Ilagttagelser, men det er et rent !
praktisk Spergsmaal, om der paa dette Sted skal tages Hensyn hertil, lige- ‘ '
som det overhovedet er et Sporgsmaal af praktisk Natur, hvilken Udjevnings- |

formel man skal anvende, saafremt man kan finde flere, som maa antages ;
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at give lige gode Resulter. Den Omstendighed, at vore Iagttagelser er
steerkt bundet til hverandre, skal der vere taget tilberligt Hensyn til ved
Bestemmelsen af de enkelte Elementers Godhed, altsaa ved Bestemmel-
sen af Faktorgrenserne, men har man gjort dette og dernzst fundet en
Udjevningsformel, der viser en tilfredsstillende Overensstemmelse mellem
Variationsfaktorer og Faktorgranser, er Sagen hermed afgjort for Teoriens
Vedkommende. Det samme gwlder med Hensyn til den Omstaendighed,
at Jagttagelsesvaerdierne ikke er lige gode. Men der kunde blive Tale om,
at Regnearbejdet bliver storre end ngdvendigt, naar man ikke tager Hensyn
til de neevnte Omstaendigheder.

Lad os da se, hvorledes Sagen stiller sig, naar vi for Eksempel skal

bestemme £ i

(1)
0 :0i+/ﬁA2 0;

og tage Hensyn til Bindingen. Vi kan da gaa ud fra den tidligere op-
stillede Seetning, at for en Funktion

f:ﬂl ()i+1+(12 Oi—i—dsa,'__]
er

N(f)= (af+a?;+a§ +2B)(a; ay+ay a5)+ 25, “1“3))\2(”)v

naar lagttagelserne er lige gode, og naar Baandet mellem o,.; og o; er lig

med Baandet mellem o; og 0;.,; disse Fordringer vil nemlig ved vore Op-

gaver vere tilfredsstillet med god Tilnaermelse. Benytter man dette til
1)

at udtrykke \,(o) for

(1)
0; :éﬂ,‘_;_l —+ (I— 2&)0,’ -+ kOi__l s

giver Minimumsbetingelsen os
I— 5

2 3_481‘{‘[))2'

I et af de tidligere anferte Eksempler paa Bindingen saa vi, at Baandene
B, og B, kan vare meget nar lige store; naar dette er Tilfzldet, bliver
altsaa £=4% ligesom ved frie Iagttagelser. Men i Almindelighed er 3
mindre end 5;, og % skulde herefter tages storre end . Forholdet er

(1)
imidlertid det samme som foran, nemlig at \(o) betragtet som Funktion
af %# kun varierer langsomt i Nearheden af sit Minimum, saaledes at selv
temmelig store Andringer i 2 kun har ringe Betydning for Sterrelsen af
Middelfejlen. Tager vi saaledes et Eksempel fra Maanedernes Middel-
temperatur, hvor jeg har fundet B,=:6 og B,=-4, faar man heraf £=2
(1)
og \y(0)=-68\,(0), medens de samme Verdier for Baandene, men £=1%,
)
giver A\y(0)=-:60\(0) — altsaa praktisk talt det samme.
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Selv. om Forskellen mellem Skemaernes Evne til at reducere Fejlen
var betydelig sterre, kunde det dog nappe betale sig at anvende en paa
denne Maade fundet Verdi for £#; man maa hellere benytte et bekvemt
Regneskema og eventuelt gentage selve Udjevningen nogle flere Gange,
end det ellers vilde have vaeret nedvendigt.

Angaaende den Omstaendighed, at lagttagelsesveerdiernes Middelfejl ikke
er konstant, stiller Sagen sig saaledes, at vi overhovedet ikke kan tage
Hensyn hertil ved Bestemmelsen af Skemaets Koefficienter. Det skal fgrst
bemarkes, at der her ikke er Tale om saadanne Spring i \y(0), som kan
forekomme, hvor der er benyttet ulige mange Iagttagelser til at danne de
forskellige Veaerdier af 0. Dersom \,(0) i det betragtede Interval kan frem-
stilles ved en linezer Funktion, vil man komme til de samme Vardier for
Koefficienterne, hvad enten der tages Hensyn til Vagtene eller ej. Vi har
nemlig

(1)

01 =Ag0i+a,(0it1 +0i-1)+a5(0i1 2 F-0i2) oo - )

og naar man endvidere har
As(0i4-u)=(1 +ap)y(0:),

(1) : : ; :
vil N\y(0;), der tjener til Bestemmelse af Koefficienterne @, vere uafhengig
af a. Hvis man derimod maa sztte

Ay(024) = (T + ot 4By (0),

vil )\2(((11)1') ganske vist afhange af 3, men da A\j(0) lige saa vel som o herer
til en periodisk Funktion, vil B veaere positiv i visse Dele af Perioden og
negativ i andre; vi kan. derfor ikke tage Hensyn til § ved Opstillingen af
et Skema, der skal bruges over hele Perioden.

Alle de omtalte Skemaer og Udjevningsformler har det falles, at de
giver en legitim Udjevning, naar den sande Funktion er hel og algebraisk
og af indtil en vis Grad. Man kan imidlertid ogsaa danne Formler med
tilsvarende Egenskaber, naar den sande Funktion bestaar af et vist Antal
Dobbeltled af den trigonometriske Rakke. Er der m Dobbeltled, ’kan man
for Eksempel af 2m+1 lagttagelsesvaerdier danne en Formel, hvis alminde-
lige Udtryk bliver

1) ;
01 =0tk (0i+ oy (0ip1 +0i1)+g(0ir2 F0i o) 4 - - - + (0i+m+0i—m)) 3

Betragter vi ligesom tidligere ‘o; som en Sum af Leddene
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(Lp)i=ay cos pBi—+0, sin pBz,
bliver Resultatet af en Udjevning for Verdierne af (L,);:

(El)i =(Lp)i+ % (Iﬂ—zoc1 cos pO+2a, cos 204 - - - - +20, COS mp@)-([,p)i.

Saetter man nu

1--2a, cos pO+2a, cos 290+ - - - - .- +2a,, cos mp8=o0,

kan man bestemme oy, Oy« .- am, idet de z Vardier af p, som findes i
den sande Funktion, giver » saadanne Ligninger; sluttelig bestemmes
Koefficienten %4 ved Hjzlp af mindste Middelfejls Princip. Beregner man

(v)

o med det saaledes dannede Skema har man altsaa

v)
(Lp)i=(Lp)i
for de benyttede » Vardier af .

Disse Formler har en vis teoretisk Interesse, men de er neppe i Be-
siddelse af sarlige Fordele. Bestemmer man Koefficienterne til dem paa
den angivne Maade, faar man alt andet end simple Tal at regne med, og
hvis man afrunder Koefficienterne, bliver man maaske ngdt til at tage
Korrektionsled til Hjelp, og i saa Tilfelde kan man lige saa gerne bruge
de andre Regneskemaer. Vi skal derfor blot beregne Koefficienterne til
Formlen med 3 Verdier, altsaa til

m :
o =0+ (Oi + (0111 +0z—1)) g

I dette Tilfzelde maa den sande Funktion kun bestaa af eet Dobbeltled, og
er denne Funktion af samme Form som Z,, findes a af Ligningen

I14+2acosf=o0.

Betragter man lagttagelserne som frie og lige gode, har man endvidere

(1

M(0)= ({1 +A12+ 287020, (0)

og Minimumsbetingelsen giver heraf

VRN L
1+202

Dette vil vi anvende paa et lille Taleksempel, nemlig Udjevning af de

8 Tabelveerdier for

v;=c0s(45°-2+7°) |
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afrundede til forste Decimal. Vi har her 6:%73:450, hvilket giver a=—}%
og £=—1%. Indsexttes disse Vardier i vor Formel, faar vi
(1) I
01 = 401 -+ —=(0i41--011).
22

(1)
Her tager vi o; til udjevnet og forbedret Vardi og kommer saa til fol-

gende Resultat:
(1) (1)

z v 0 0 0—u
I -093 1.0 <095 -002
2 -616 -6 -618 -002
3 —-122 — .1 —-I2I 001
4 —-788 — .8 —.789 —-.001
5 o093 S EesIR ORS00 5N SO0 2
6 —.616 — .6 —.618 —.002
7 -122 I -12I —-00I
8 - 788 -8 -789 -001.

Denne Art Formler afviger paa en ejendommelig Maade fra vistnok
alle de Formler, der hidtil er opstillet til Brug ved mekanisk Udjevning,
idet Summen af Koefficienterne ikke er lig med 1, og dersom de Vardier,
der indgaar i Formlen, ligger paa en ret Linie, vil den udjevnede Veaerdi
derfor komme udenfor denne Linie. Hvis vi saaledes ovenfor havde o; i,

: by g : Wy S o
0; og 01 liggende paa en ret Linie, vilde vi faa 0; = 2 — . B GEgy
dant Resultat vilde veere meningslgst, naar man ikke kendte den sande
Funktion, men i narvarende Tilfelde kan man direkte indse, at den saa-
ledes beregnede Verdi i Almindelighed vil vere bedre end den givne. —

I det folgende er denne Art Formler ikke benyttet.

§ 10.

Udjevningen foretaget med de givne Vardiers Differenser.

Beregningen af(g kan blive temmelig besverlig, navnlig naar de fore-
lagte Veardier er mangecifrede. Er dette Tilfeeldet, kan man imidlertid an-
vende en Fremgangsmaade, hvorved den stgrste Del af Regningen i Al-
mindelighed bliver paa det narmeste trecifret, idet man i Stedet for at
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udjevne selve de forelagte Verdier udjevner deres forste Differenser. Vi
udjevner da Vardierne af Ao; med Benyttelse af det samme Skema, som

")
vi ellers vilde have brugt til 0;, og faar Ao efter en v Gange gentaget
Regning. Der maa derefter foretages en Summation, ved Hjalp af hvilken

v
vi finder en Summationskonstant, der giver os Vardirekken o;, hvorefter
Regningen fortsettes paa szdvanlig Maade.

I Praksis er dette saare simpelt, men vi maa dog undersgge, om de

)
saaledes bestemte Verdier af o er identiske med dem, som en direkte Be-
regning vilde give.

)

Lad os antage. at vi fgrst beregner o direkte og saaledes, at vi ikke
afrunder noget Sted. Under disse Omstendigheder kan Resultatet udtrykkes
ved den identiske Ligning

™)
0; :0i+a1A2 0i+a2A405+ ........ 5
Foretager vi her en Addition fra 7=1 til 7=, forsvinder alle Differens-

leddene, eftersom Veardierne af o; kan ordnes i en sluttet Kreds; vi har
for Eksempel

i—=n =11, i=n

D0ty = (ow—zotai= D (o)~ Z (00 + Z: (09=o,

= = = ==

og saaledes fremdeles. Vi har altsaa

)
Vi udferer derefter den til Udtrykket for o svarende Regning med

Differenserne
Aoi=0i1—0i;

som Fglge af Regneoperationernes Beskaffenhed kan Resultatet skrives

saaledes:
) ) (v) ™)
0,‘)2 Oi+1—- 0; =A 0;.

Udfgrer vi nu Summationerne
i=q
(v)
Sq p— (A 0,'),

=l

kan Resultaterne heraf skrives saaledes:
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v) ) ™) )
S = U0 = 0 =)

Ved Addition af Summerne .S, faar vi derpaa

qQ=n =0 i=n

Z(Sq) —:Z(;')) ——7p ((:) :Z(Oi)_ 7 (o\l i

=1 i=1 i=1
idet vi ifplge det foregaaende skal have

i=n =1

=l =0

)
og ved derefter at addere o; til S;, S,------ Sp—1 faar vi de ovrige sogte

v ™ )
WVEDRalEs, By @hpow 0090 on. — De paa den sidste Maade beregnede Veardier

er herefter identiske med de direkte fundne. '

Imidlertid vil man altid afrunde, og vil man holde de Fejl, som ind-
fores herved, indenfor passende Greenser, maa man gaa frem med storre
Forsigtighed, naar man udjevner Differenserne, end naar man beregner

)

o direkte. Lad os for at holde os til noget bestemt for Eksempel forud-
sette, at o er givet med 3 Decimaler, at vi udjevner efter Skema (C), og
at vi skal have v=8, samt at vi vil give det endelige Resultat med 3 Deci-

1) Vi har altsaa almindeligt
i )
[ 0] =0
-og faar derfor, naar vi betegner de udjevnede Vzardier med #,

)
[«] = [o] =[],

[o—u]=[d] = o,

eller

hvilket er omtalt Side 26.

o]
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maler. Vi vil forst betragte Afrundingsfejlene ved en direkte Udjevning af

(1)
de forelagte Veardier. Kvadratet af Afrundingsfejlen for o, som vi her vil

1) e (2)
betegne med N,(0), kan sattes til T under Beregningen af ¢ formind-

108’
skes disse Fejl ved Udjevning, men samtidig kommer der nye Fejl til, og

vi kan satte
o) et
% 12-10°
og for (;) faar vi (se Side 75)
() :

Ny(0)=(: 129+ 139+ 152+ - 168+ - 193+ - 235+ - 3334-1) ———-

Fejlen vil dog blive betydelig mindre, naar vi i Stedet for (C) som Skema

(2)
bruger ( C) : 3
0=} (0320, +30y+20_140_,),

idet Afrundingernes Antal derved indskrankes til det halve, saa at vi faar

(8)
Ny(0)=(-139+ - 168 -235-1) RTIL

Der kommer imidlertid flere Afrundingsfejl til sammen med Korrektions-
(8)
leddene. Vi kan da tage fjerde Decimal med i o, hvorved vi faar

(8)

’ I
)\2(0):(-139—{—-168+~235+~01)§T06,

og naar Korrektionsleddene derefter ligeledes beregnes med fire Decimaler,
hvilket i Reglen vil sige Regning med 2 a 3 Cifre, bliver Kvadratet af

Afrundingsfejlen for disse Leds Vedkommende af Storrelsesordenen 1—2—»[—'—1-

Lad os derpaa tenke os, at vi udjevner de forelagte Verdiers Diffe-
renser. Her maa man sgrge for, at Fejlene ikke hober sig saaledes op, at
der ved Summationen kommer Spring i de udjevnede Vardier. Man kan
da gaa saaledes frem: det oprindelige Antal Decimaler beholdes kun til den

trediesidste Udjevning (i ovenstaaende Eksempel med Skema (8) til AS)),
og her sorger man for, at Summen af de udjevnede Differenser er Nul.
De Afvigelser, der kan fremkomme, belgber sig i Reglen ikke til mere end
en eller to Enheder af sidste Decimal; dersom Divisoren i det benyttede
Skema er et lige Tal, vil der i Almindelighed findes nogle Divisionsrester,
som er halv saa store som Divisor, og man kan da naa det enskede Re-
sultat ved efter Omstendighederne at forhgje eller undlade at forhgje. Er
Divisor et ulige Tal, kan man, hvis der for Eksempel er Brug for en For-
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hgjelse, oplede et lille Interval, hvor Summen af Divisionsresterne er om-
trent lig med Divisor, og her forhgje den mellemste af Vardierne. Naar
dette udfgres med en vis Takt, er Skaden ikke stor, navnlig fordi den be-
gaaede Fejl fordeles ved den fortsatte Udjevning. Idet vi holder os til

(1) )

Eksemplet, har vi altsaa Ao beregnet med 3 Decimaler og Si(Ao)=o0. Vi
(6) (8)

beregner derpaa Ao med 4 Decimaler og Ao med 5 Decimaler, men uden

at foretage noget serligt for at gere Summerne af disse Verdier til Nul.

SH(A(Z)) vil da hgjest afvige fra Nul med et Par Enheder i fjerde Decimal.
Vi foretager derpaa Summationen, og efter at Summationskonstanten er
fojet til, bortkastes femte Decimal. Derefter fortsattes lige som for. — Af
de folgende Eksempler vil man se, at Sagen selv er ganske simpel.




Vil
BESTEMMELSER AF METEOROLOGISKE ELEMEN-
TERS PERIODISKE V/ZRDIER.

§ z0.
Temperaturens daglige Periode.

Naar Materialet til Bestemmelse af Temperaturens daglige Periode bestaar
af lagttagelser, der streekker sig over adskillige Aar, vil man, dersom man
behandler Opgaven med Omhu, i Almindelighed foretage en Beregning for
hver enkelt Kalendermaaned. Ganske vist bestemmes den daglige Periode
undertiden for hele Aaret under eet, men der er saa stor Forskel paa
Amplituden om Sommeren og om Vinteren, at Opgaven i denne Form ikke
kan siges at vere veldefineret, og en Beregning, der foretages paa den
nevnte Maade, vil derfor indbefatte en Udjevning af selve de sande
Funktioner. Hyppigere ser man dog de enkelte Aarstider behand-
let, og dette lader sig forsvare, naar Hensigten kun er at give et Overblik
over Fenomenet. Det mest korrekte vilde vaere at bestemme Perioden for
den enkelte Datum, men Variationerne i den sande Funktion er dog ikke
saa store, at der kan rejses alvorlige Indvendinger imod at foretage Bereg-
ningen paa den almindelige Maade, nemlig for de enkelte Kalendermaaneder.

En Undersggelse af Temperaturens daglige Periode vil altsaa i Almin-
delighed dele sig i 12 Opgaver for hver Station. Da det ikke her er For-
maalet at foretage meteorologiske Undersggelser, men kun at belyse en til
saadanne Undersggelser tjenlig Regnemetode, vil vi ngjes med at bestemme
Perioden for Juli Maaned i Kegbenhavn; Materialet er allerede omtalt under
»Baandene og Bindingens Karakter«, og Opgaven er benyttet som Eksempel
under »Valg af Udjevningsformelc. Det er derfor kun negdvendigt at tilfgje
nogle faa Bemarkninger, forend vi begynder paa selve Udjevningsregningen.

Iagttagelserne, der omfatter 23 Aar, er forst befriet for aperiodiske
Bestanddele, saaledes som omtalt under »Materialets forberedende Behand-
ling«. Af de 23 Veardier for hver fuld Time i Dggnet, som saaledes frem-
kommer, er Middelvaerdierne, o0;, samt de tilsvarende A\y(0;) beregnet; disse
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Vardier findes opfort i Tabel 9, Side 121. Materialet er dernaest delt i
4 Grupper, 6 Aar i hver af de 3 forste og 5 Aar i den sidste. Af Middel-
tallene for hver af disse Grupper er der beregnet Konstanterne til Leddene
L,, L, og L; af den trigonometriske Rakke. Denne Beregning er foretaget
udelukkende for at bestemme de til Konstanterne svarende Vardier af Faktor-
grenserne, (. Resultatet er:

a b4 e 0, @ b
- 143 - I41 015 .061  —.026 019
020 -233 —-049 -032 —-.020 —-020
-098 286 —.072 —-03I .005 —--005
.090 SLEa . SRy .050 S O2ZE e AT
Middel .088 2205  —-045 -025 —-006 —-0I2
A .00065  -00118  -00049 -00043 +000I4  -000191)
G .92 .97 -81 -60 <18 42 .

De gvrige i nedenstaaende Tabel 8 opferte Veardier for \, er ikke be-
stemt direkte. Til a,, &,, @, og b4, er benyttet Gennemsnitsvaerdien af Iagt-
tagelsesveerdiernes Middelfejlskvadrat, nemlig -00778. Dersom lagttagelserne
var frie og lige gode, skulde man have (Side 33)

Ny (@p) =5 (6p) =g N\y(0) = - 00065 ;

nu er lagttagelserne bundet til hverandre, og som Fglge deraf vil Fejlen
gennemgaaende vaere storre end den saaledes fundne Verdi for de forste af
Konstanterne og mindre for de sidste?). Benytter vi derfor den fundne
Verdi til dermed at bestemme for Eksempel

i i i Y8

a;+XN(a)  4.53+-05

maa det antages, at G er for stor, og vi tgr derfor gaa ud fra, at vi er
paa den sikre Side med Hensyn til ikke at udjevne for sterkt, naar blot
den tilsvarende Variationsfaktor er stgrre end G. — Igvrigt vil man efter-
haanden se, at de forste Konstanter er af underordnet Betydning ved Valget
af Udjevningsformlen, idet de i Almindelighed vil faa tilstraekkelig store

!) Til Beregningen af 2, og G er der flere Steder brugt et Ciffer udover de angivne.

%) Det erindres, at naar Iagttagelserne er bundet til hverandre, bliver Middelfejlen for en Sum
forholdsvis stor og Middelfejlen for en Differens forholdsvis lille. Og her er den forste og
den sidste Konstant dannet henholdsvis af en Sum, nemlig

ag=lo-kos - o e +o,): 7,

og saaledes
@) =0 S0, e R R0 77

medens Udtrykkene for de mellemliggende Konstanter med Hensyn til Fordelingen af For-
tegn danner en jevn Overgang fra det ene til det andet af de ovenstaaende Udtryk.
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Variationsfaktorer alene paa Grund af de Hensyn, som skal tages til de
andre Konstanter.

Endelig skal Beregningen af \,(@;) og \,(¢5) omtales. Z, er aabenbart
et udpraeget »Fejlled«, og det burde derfor kastes helt bort; dette sker
imidlertid ikke, og det kan da have nogen Interesse at se, hvor meget for
svag Udjevningen er paa dette Punkt. Paa den anden Side er der ikke til-
straekkelig Grund til at foretage en direkte Beregning af Middelfejlen, og vi
har da benyttet Middeltallet af \j(@,), N(0,), Ms(ag) 0og Ny(G6)-

Tabel 8.
a 0y a, b, a by
—2.129 —2.029 - 103 —-0I§ -088 | 205,
A, (-0565)  (-0505) | (-0565)  (-0465) -0;65 0118
G 9999 +9998 | 94 -26 "92 *97
(O Vi=dl 1754 1.0000 -998 -048
(CL =6 V7n 1.0000 -999 -963
(D) Sv=—8Rl7 " 1.0000 i -999 -977
ay o, 5 b5 ‘! g bg
—- -045 -025 -002 — 006 : —.006 —-0I2
A 0349 10343 (-053) (-033) 10314 0319
G -81 -60 -0 B 18 42
(O 693 -280 i .043
(@) =62 <771 - 406 i -118
0D =% 1o - 846 -525 ‘ -178.

I Tabel 8 er der endvidere opfert 3 Rakker af Variationsfaktorer.
Ifolge tidligere Undersggelser (Side 97) maa den Udjevning, der svarer til
den forste af disse Rakker, betragtes som varende noget for staerk, og
den, der svarer til den sidste, som noget for svag. Den mellemste Rakke
hgrer til Formlen

(6) 6

B —y SEOR

+ i e e 429A8

der er omtalt Side 105. Denne Formel maa ifglge vore Regler betragtes
som nasten helt tilfredsstillende; da Verdierne af Variationsfaktorerne ligger
omtrent midt imellem de to andre Rakker af Vardier, kan man paa For-
haand vide, at en Udjevning efter denne Formel giver Resultater, der lige-
ledes ligger omtrent midt imellem de andre Formlers Resultater. Det kan
imidlertid have sin Interesse at se, hvor meget Resultaterne afviger frea hin-




anden for en Udjevning, der er lidt for sterk, og en, som ikke er for
steerk, og vi vil derfor foretrzkke at udfsre de to andre Udjevninger.

Den forste Rakke af Variationsfaktorer er taget fra Tabel 1, Side 81,
hvor man ser, at man her skal bruge Skema (C):

1)
0o=4(0; +0p+0—1)=00+FA% 0y,

samt at v=4, og ¢=4. Udjevningsformlen bliver derfor b(se (27) Side 78)

@ ) (©) () ®)
F,(0)=0i— 402 0;+ 12 AL 0,— 4806 0,415 AS0;

(2)
som kan betegnes med (C), nemlig

(2)
0o="4(0y 20, +30+20_ +0_,).

Udjevningen er foretaget med forste Differens af Iagttagelsesveerdierne, og

e e eI |
!
| [
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|
|
@ @
det er altsaa Ao og Ao, der er beregnet (se Tabel 9). ; ‘
\

(4)
Det neste Skridt, der skal foretages, er Summation af A o, hvorved vi
(49 &) (4)
faar Kolonnen o; — o, ; heraf bestemmes o;, idet vi har

24

@ @ )
2 (0i—01>:52‘4563:—24”1v

1

eftersom vi skal have (Side 112)

)

S = =0

\
Beregningen er dog ikke udfert efter selve Skema (C), men efter det,
|
\
@ @ (4) ‘i‘
|

(4)
Vi faar da o,= — 2.1857, hvorefter denne Vardi adderet til 0;—o; giver o;.
Beregningen af Korrektionsleddene kan foretages paa en temmelig nem

4 (1) ()
Maade. Man skal nemlig danne A? ¢; af 0;, og man har

(v+1) .M () () (v) ) () () )
A o = %A "( Oit1 +0i+ 0[-1) — ?1,( O Ot e O +0i—2) = %(A Ot A 01’——2) -

Divisionen med 3 ber ikke foretages straks, men man beregner forst

(5) (®) [ ®)
3A20, 9Ato, 27A%0, 81AS0,
og derefter
(%) (®) e
iAo, 14ALo, 18AS0, §RA80;

rundingen, med Faktorer, der er storre end I.

|
i modsat Tilfelde multiplicerer man nemlig de Fejl, der er indfert ved Af-
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Tabel o.

: @) ) @ © @) ()
2 0 Ao Ao Ao 01—0y 0 —4A20
I —2.273 —-276 —.293 —.2849 -:0000 —2.1857 —-1282
2 —2.549 —-258 —.216 —.1770 —-2849 —2.4706 —.1563
3 —2807 —:193 —:079 —-0216 —-4619 —2.6476 —.2116
4  —3.000 - 101 - 160 <1911 —-4835 —2.6692 —-.2703
5 —2.899 “457 *448 430200 —:2024  ——2.4781 " -——-2062
6 —2.442 -867 718 16448 -1388 —2.0469 —.2593

7 —I1.575 <922 -860 - 7746 7836 —I1.4021 —-1635
i FREEER Gl S 15004 -873 S7OCORNIEERD i ep s it to38
ﬂ SR g e e s o
10 1.126 585 -612 -6132 3.0883 -9026 <1413
11 711 <421 - 467 -’4812 3.7015 I.5158 - 1680
12 2.132 357 354 3530 4.1827 1.9970 -1743
13 2.489 -283 -237 <2211 4.5357 2.3500 <1811
14 28772 120 -C95 0738 4.7568 2570 - 1991
15 2892 —-095 —:086 —-0950 4.8306 2.6449 - 2205
16 279 == 2408 =27 == RS I N7 356 L s T205400) ©2320
17 2557 5= =s5300 = —edjo s iAd85n S ATA605R e 222748 ©2197
18 2,021 —-631 —.628 —.5804 4.0122 1.8265 <1781
19 1.300 —-789 —-.729 —-.6759 3.4228 1.2371 - 1094
20 -601 —-865 —:746 —-6044 2.7469 5612 -0268
2t — 264 —.663 —-678 —.6496 2.0525 — :1332 —-.0497
22 —.927 —-581 —-570 —.564I 1.4029 — -7828 —.1018
23 —I1.508 —:434 —-452 —-4654 -8388 -—1.3469 —-1228
24 —1.942 —-330 —-361 —.3732 +3734 —I1.8123 — 1241
Sum -000 -000 000 :0002  52.4563 —-.0005 —-0002

Ved at addere Korrektionsleddene til (;) (med Bortkastelse af fjerde
Decimal) faar vi de udjevnede og forbedrede Verdier, og sluttelig faar vi
Differenserne mellem de givne og de fundne Veardier, o—F, (o).

Til Sammenligning er der under # opfort Resultaterne af en Udjevning
efter mindste Kvadraters Metode ved Hjlp af de 3 farste Dobbeltled, altsaa

= (Ly)i+ (L) (Ls):.

Vil man efter Saedvane anvende den summariske Fejlkritik her, faar man

e el .
[ )\2(0)7 =9, medens man skulde have e 18 + 6, idet man har =24
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Tabel 9.
—194—/_\4(2) — 18AS 0(7) oA ;8) Fy (o) o—F, N0 u o—u
27 4 4 2

0210 -0166 -0091 —2.267 —-0006 -0078 —2.293 020
.0213 .0203 OIS 23 024 -0088 —2615 066
— -0008 -0092 -0075  —2.843 -036 -0100 —2.872 065
—-0358 —.0090 —-0045 —2.989 —:OIl -009I —2.974 026
—.0601 —-0248 —-0123 —2.872 —-027 -0123 - 2.815 034
—.0587 —-.0240 —-0I40 —2.403 —-039 -0106 —2.337 - 105
—.0284 —-010I —-0036 —1.608 -033 -0068 —I.574 001
-0102 -0107 .0061 — -639 —-014 -0026 — -643 -010
0382 -0208 0134 -316 -035 -0028 -203 -058

- 0404 -0186 -0085 LT -015 -0070 1.099 -027
-0244 0044 0013 1.714° —-003 -0104 702 -001
-0034 —-0076 —-0073 2.160 —-028 -0095 2 144 012
—-0059 —-0I32 —-0074 2.505 —-016 -0116 2.456 -033
—-0018 —-0083 —-0050 2.75'5 017 -0Ol2I 2.691 -081
-0118 —-0010 -0005 2.877 -015 -OI4I 2.842 050
0245 -0066 -0028 2.816 —-.019 -0152 2.845 -048
-0312 -010I -0048 2.541 -016 -0078 2.621 -064
-0273 -0102 -0045 2.047 —-026 -0052 28131 -110
0135 -0052 -0032 1.368 -022 -0022 I.411 021
—.0065 —-0032 —-0008 577 -024 -0028 - 567 -034
——.0239 —-OIl7 —-0054 —:224 —-040 -0028  — -263 001
—.0292 —-0I48 —-008t — -937 .0l0 -0037 — -970 -043
—.0187 —.0089 —-0060 —I1.503 -—-005 :0044 —I1.518 -010
-0027 -0039 .0008 —I1.929 —-0I3 -0072 —I1.938 -004
-000I —-000I — -0002 -000 -000 - 1868 -000 -000

og m=6. Dersom

(1

og Formel

Iagttagelserne var frie, vilde denne Udjevning altsaa
vaere for svag. Men sammenligner man Differenserne o—# med 0o—F,, ser
man, at den sidste Udjevning er betydelig svagere, og selv denne Udjevning
maa ifelge de tidligere Undersogelser betragtes som varende lidt for steerk. '
Vi skal derefter gaa over til den Udjevning, der svarer til den sidste
Rakke af Variationsfaktorer i Tabel 8; hertil horer Skema (D),

Filo)=0i + 1%

(8)

(9
A4 Oj.

)

0i=11 (4(0i+1+ 20401 1) — (0i+2+0i—2)> = LA
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Tabel 10.
) ® @ (8) (9)

Z Ao 0;i— 0, 7z £HAY0 Filo) o—F F—F, u—F,
—2.273 — -3086 -0000 —2.2926 0275 —2.265 —.008 —.002° — .028
—2.549 — -2514 —-3086 —2.6012 -0391 —2.,562 013 —-0Il —-053
—2.807 —-1147 —-5600 —2.8526 o197 —2.833 :026 —-.010 ---039
—3.000 -1397 - 6747 — 2.9673 —-:0234 —2.99I —-009 -002 017
—2.899 ‘4702 —-5350 —2.8276 —-0585 —-2.886 —.013 014 071
=2 Al 7704 —-00648 —2.3574 —-0572 —2.415 —-027 012 -078
—1.575 9369 7056 —1.5870 —-.0213 —1.608 -033 - 000 034
— -653 ‘9324  1.6425 — -6501 0227 — 627 —.026 —.012 —-016

-351 -7987  2.5749 -2823 0467 -329 -022 —-013° —-036

1.126 620280 3 3736 O3 0386 1.120 -:006 —-009 © —.02I
1570 4666  3.9938 1.7012 0090 O -001 -004 -002
25132 3528  4.4604 2.1678 —-0170 2,151 —-01Q :009 —-007
2.489 24550 FAS IR It06 —. 0210 2,500 —-OII ‘005 — -044
207072 <1073 50591  2.7665 —-0072 2.759 -013 —-004 — -068
22 8ol 07 AN 66 A D1 8723 0079 2.882 -0I0 —-005 —-040
257971262 SEUREI00 2380 7 6 6 7 o157 2815 —-018 -001 -030
2.557 —-4916 4.8095 2.5169 0194 2.536 -021 - 005 -085
2102186678 A slTgr S Dlo2isa 0206 2.046 —-025 001 085
1.3900 —.7750  3.6501 1.3575 0141 [(537:2 018 —.004 -039

-601° —-7868  2.8751 -5825 —-0028 580 -021 —-003 —-0I3
— 264 —-7076 © 2.0883 -— -2043 —-0217 — 226 —-.038 :002  —-037
— 927 —-5763  1.3807 — ‘QlIg —-0301 — :042 -015 -005 —.028
—I1.508 —-4467 -8044 —1.4882 —-0218 —1.510 002 -007 —-008
0 = unn6 3577 —1.9349 -0010 —1.934 —-008 -005 —-004

-000 -0001 55.0224 - 0000 - 0000 -00I —:00I —-00lI . —.00I

Sum

Resultatet og nogle Mellemregninger findes i Tabel 10. Der er ikke
Grund til atter at omtale Enkeltheder ved Regningens Udforelse — kun
skal det bemerkes, at vi her til Summationskonstantens Bestemmelse faar

@ ®

(8)

2 (01—0;) =55.0224=— 240,

(8)
hvilket giver o;==-— 2.2926.
Saavel #(0) som F,(0) kan betragtes som fremstillet ved den kontinuerte

Kurve i Fig. 7 (Side 48); ganske vist er det ikke noget af disse Udjevnings-
forsog, som er benyttet til demne Tegning, men Afvigelserne er alle mindre
end {;mm. Differenserne mellem de givne og de udjevnede Veardier og




Afvigelserne mellem de forskellige Udjevningsforseg er fremstillet i Fig. 21,
hvor 1cm svarer til #;°C. Her er Vardierne, som er beregnet efter mindste
Kvadraters Metode, nemlig z;=(Z,)i-(Ls)i+(Ls):, subtraheret saavel fra o;
som fra Fy(0) og Fy(o;). De afsatte Punkter representerer her Differenserne
o—u, den fuldt optrukne Kurve #,(0)—u« og den punkterede Kurve #,(0)—u,
medens Abscisseaxen reprasenterer selve Udjevningen z. Man ser, at Udjev-

0.1 | Sident i S
' l TN
| = o
ol L TIN ‘ e N ]
5] \ 6 | v 9 4 15 K 185 // 21
N l/ \ N \y
—0.1 l “‘
Fig. 21.
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ningen (o) gennemgaaende er ganske lidt sterkere end #(o), medens  er
betydelig sterkere end baade /£, og 7.

Vi skal nu beregne Gennemsnits-Middelfejlen for Fi(0;), og da vi har
overbevist os om, at denne Udjevning ikke er for stark, kan vi anvende
det i § 6 omtalte Udtryk for denne Fejl:

Ml F)=—2 (As{o)) — 7‘[23 ((0—7)2).

Her er 2)\,(0)=-1868 og X(0—F)*=-0088, saa at

VA (7,)=1-00778—-00037 = + -086.

Da Middelfejlen for de forelagte Verdier i Gennemsnit bliver +-088, er
den opnaaede Forbedring for selve disse Vardier altsaa ganske ubetydelig.
Maaske er Udjevningen lidt for svag, men der kan dog ikke opnaas yder-
ligere Forbedring af nogen Betydning ved en anden Udjevning. Det er let
nok at udjevne staerkere, men vi saa, at allerede Z(0;) var lidt for steerk, 1

og der har vi 542(0— F,)?=-00053, hvilket giver VA (F,) =+ -08s.

Fejlene paa de udjevnede Vardiers Differenser. Man kan Hi
betragte Udjevningen af Ao som en selvstendig Opgave med Resultatet ‘
A(Fl(o)); Verdierne findes i Tabel 11, og desuden er Resultatet fremstillet \ '
i Fig. 22. Beregner vi \,(Ao) direkte af Vardierne for de 23 Aar, kan vi i
til Bestemmelsen af A\(AZ;) anvende den samme Fremgangsmaade, som
vi for benyttede overfor \,(/). Ifslge Tabel 11 har vi i Gennemsnit
Ay(Ao)=-00163 og (Ao— AF;)?=-00107, hvoraf vi faar

A (AF) =17 -00163—-00107 = + -024. ‘
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i
4}? Tabel 11.
l z Ao  AF(0) MN(Ao) (Ao-AF,)? Ao A2F (o) A(A20) (A20-A2F,)2
: , I —.276 —-297 -0013 -0004 -055 -034 0034 - 0004
% 5 2 —-258 —.271 -0004 -0002 -018 -026 0015 0001
IL\ 3 —-193 —-I158 .0006 -00I2 065 113 0013 0023
1If”¢ 4 - 101 -105  -00I0  -0000 204 -263 -0018 -0010
Ely'f 5 457 471 -0019  -0002 -356 366  -0029 000l
]f 6 - 867 -807  -.0023  -0036 410 -336 0042 -005§
j | 7 '922’ 981 .0036  -0035 -055 <174 -0035 0142
‘ 8 1.004 -956  -0050 0023 -082 —-.025% -0050 0114
i | 9 775 VO 0020003 —.229 —-165 -004 1 004 1
il | 10 .585 ‘590 -00IT  -0000 ST — el .0017 -0001
i II 421 441 -0006  -0004 —-164 —-149 -0018 0002
;i 12 -357 349  -0018  .000I —-004 —-092 -0020 -0008
"I 13 -283 -259  -0008 - 0006 —:.074 —-090 0033 -0003
“; 14 - 120 SO 00078 0000 —-.163 —-136 0017 - 0007
l E I5 = —-095 —-.067 -0013  -0008 —-:2I5 —-190 -0016 - 0006
16— .240... —i27¢9 -0023 - -00I5 —-145 —-212 0044 -0045
| 17 —-536 —-.490 -002j 0021 —-206 —-211 -0022 0072
j j 18 —-631 —-.674 -00l9 -0018 —-095 —-184 0052 -0079
0 19 —.789 —-7092  .0028  -0000 —-158 —.118 -0027 -0016
1 ? | 20 —-865 —-806 -0016 -0035 —.076 —.0I4 0038 -0038
, “ 21 —.663 —-716 .0012 .0028 -202 -0GO 0016 0125
| E 22 —-581 —.568 .0004 -0002 .082 148 .0010 -0044
| i ‘ 23 —-434 —-424 -0009 = -000I 147 144 -0008 - 0000 |
i | ‘ 24 —-:331 —-331 -0009 ° -000O0 103 003 0017 -0001
1 Sum  -000 :000  -0390  -0256 -000 -000 ‘ -00632 -0838
il

|
l v o
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Imidlertid er vor Bestemmelse af \,(AZ;) temmelig usikker. Dersom
vor Fremgangsmaade igvrigt er rigtig, skulde man nemlig lige saa vel kunne
bestemme N\, (A2 ;) som A\, (AZ;), men ifglge Tabel 11 faar vi

2N(A20)— X (A20—A2F)2 = .063—-084 < O.
Dette Resultat maa enten fremkomme ved Usikkerheden i Bestemmelsen af

A, (A20) eller derved, at Udjevningen er for steerk. Det er imidlertid ikke
let at se, hvorfor Udjevningen af A2 skulde vare for sterk, og Frem-

0.4
1T
02
e
2 ) 6 9 1 15 18 21
2|
e /‘/ B 50y L
~0.4 i
Fig. 23.

stillingen af Resultatet i Fig. 23 giver heller ikke noget umiddelbart Indtryk
af, at dette er Tilfeldet. Derimod er der en temmlig steerk Antydning af,
at Usikkerheden i Bestemmelsen af A, vokser, naar vi gaar fra o over Ao
til A20. Da disse Fejl vaesentlig skyldes Forhold i Naturen, ter vi gaa ud
fra, at de sande Fejl danner jevne Rakker af Vardier, hvorfor Ujevnheden
i Verdierne kan tages som en Art Maal for Usikkerheden i vor Be-
stemmelse. Og en Sammenligning mellem Kolonnerne A\, (0), A(Ao) og
X\,(A20) viser, at Ujevnheden efterhaanden tiltager.

Uagtet vi ikke kunde bestemme \,(A%/) og derfor heller ikke ter
legge sarlig stor Vegt paa den fundne Veardi for \(AZF;), bliver der dog
som det forholdsvis sikre Resultat tilbage, at Fejlene paa Differenserne af
de forelagte Vardier allerede er smaa i Forhold til Fejlene paa selve
Veardierne, idet vi i Gennemsnit har

0 Ao A2 o
™, +.088 +.040 +.0581.

Og dernzst véd vi, at medens den Omstandighed, at Iagttagelserne er
bundet til hverandre, er uheldig for Reduktionen af Fejlene paa selve de
forelagte Verdier, saa er den heldig for Reduktionen af Fejlene paa disse
Verdiers Differenser.

Vi tor derfor gaa ud fra, at vi er gunstigt stillet, naar vi vil benytte
det opnaaede Resultat til Undersggelse af Funktionens Egenskaber ved
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Hjelp af de udjevnede Verdiers forste, anden og maaske hgjere Diffe-
renser.

Ingen »Gang« i Differenserne o—/Fi(0). Da vi ved Valget af
Udjevningsformler sammenlignede Faktorgreenserne med de tilsvarende
Variationsfaktorer, undersggte vi ikke Leddene fra Z; til Z,,. Disse Led
er ved denne Udjevning praktisk talt kastet bort, og det er derfor muligt,
at Udjevningen overfor disse Led har vearet for sterk, Denne Sag kan
nu undersgges, idet vi ser, om der er en paafaldende Gang i Differenserne
mellem de givne og de udjevnede Vardier, saaledes som det tidligere er
omtalt (Side 97). Imidlertid udviser Differenserne o—#, kun 10 Fortegns-
permanenser mod 14 Variationer, og der kunde derfor snarere veere Grund
til at antage, at der var for lidt Gang end for megen. Denne summariske
Fremgangsmaade er dog ikke tilstreekkelig, thi Funktionen kunde paa et
enkelt Sted have haft en Ejendommelighed, som var gaaet tabt ved
Bortkastelsen af de mange smaa Led; i saa Tilfeelde maatte Differenserne
imidlertid i et vist Interval veere paafaldende store og have samme Fortegn.
Men Differenserne o— #; synes heller ikke at antyde noget saadant. — Som
Modstykke hertil kan man tage Udjevningen #, der er for sterk; her ud-
viser Differenserne o —# 14 Fortegnspermanenser mod kun 10 Variationer,
ligesom Fig. 22 viser en tydelig Gang for disse Differensers Vedkommende.

Naar Iagttagelserne er bundné, vil man paa Forhaand veare tilbgjelig
til at antage, at saafremt Udjevningen ikke er for svag, vil der vere Gang
i Differenserne mellem de givne og de udjevnede Veardier; dette finder
ogsaa Sted, hvor Bindingen har en asymptotisk Karakter, saaledes som det
er Tilfeeldet ved Temperaturens aarlige Periode. Men det er let at vise, at
naar Bindingen har en saadan Karakter som ved Temperaturens daglige
Periode, behover der ikke at vaere Gang i de nzvnte Differenser.

Lad os for Eksempel antage, at den sande Funktion er

vi=X-/(d),
og at lagttagelserne fra de enkelte Aar kan gengives ved
oi=x-/(2);

de Vardier, som vi skal benytte til Udjevning, kan da gengives ved
M (o) =M(x) -/ 2).

Vi kan her forudsaette, at vi kender f(z), saa at vi kan foretage en legitim
Udjevning; i dette Tilfeelde vil »Udjevningen« imidlertid ikke forandre de fore-
lagte Vaerdier, og der kommer altsaa ikke Gang i Differenserne M (0;) —F(0:),
eftersom de alle bliver lig med Nul.

De Foruds=ztninger, vi her har benyttet, gelder naturligvis kun med
en vis Tilnermelse, men vi kan som galdende for de virkelige Forhold
satte
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oi=xf(7)+0.

Differenserne mellem de givne og de udjevnede Veardier skyldes da ved en
legitim Udjevning alene Afvigelserne ©, men disse Afvigelser, hvis Egen-
skaber vi ikke har undersggt, kan vaere uregelmessigt fordelt ligesom
Fejlene paa frie lagttagelser, og det er derfor ikke ngdvendigt, at der viser
sic Gang i de n=zvnte Differenser. — Man kunde nu undersgge disse Af-
vigelsers Natur narmere, men dette skal dog ikke ske her. Det har kun
vaeret Hensigten at paavise, at selv om Iagttagelserne er bundne, kan man
ikke vente, at der altid skal vere Gang i Differenserne.

Antallet af Vardier, der benyttes til at danne #,(0). Til at

danne (08) bruges der 1-4-8.4=33 Vardier, og til Korrektionsleddet — og
derfor- ogsaa til #j(o) -— bruges der 1-+(8+4-2)4=41 Vardier. Idet #(0)
valgtes til Udjevningsformel, bortkastedes der Led, som indeholdt ottende
Differens, og man skulde herefter kunne udtrykke 41 paa hinanden fglgende
Vardier af den sande Funktion ved Hjelp af en algebraisk Funktion, der
hojest var af syvende Grad. Dette kan man ganske sikkert ikke i dette
Tilfelde, men heraf kan man dog ikke slutte, at vi har benyttet en urigtig
Udjevningsfunktion. Sagen er, at Yderveerdierne i Virkeligheden ikke ind-

gaar i Resultaltet. Beregner vi Koefficienterne til de yderste af de 33 Vaer-
)
dier, der indgaar i o, faar vi

(8)
00= '0517(01(;—|-0—1(;) — - 072(015 +0—1:>) + - 063(01a+0—11) — '052(013—1-0_13)

== -O(;6(0]2+0-12)+ '0.12(0114‘011)— -042(0]0—I—0_10)+ ........ 3

Man ser, at Antallet af de Vardier, som i Virkeligheden indgaar i\:;), er
mindre end 20, og det samme bliver Tilfeeldet med A4g) og derfor ogsaa
med F,(0). Man skal altsaa blot kunne fremstille omtrent Trefjerdedel af
Perioden af den sande Funktion ved Hjelp af en Interpolationsformel af
syvende Grad, og dette maa i nervarende Tilfeelde kunne gores med over-
legen eller dog med tilstreekkelig Nejagtighed. — Ved denne Undersogelse
har vi blottet en Fejl af praktisk Natur ved Fremgangsmaaden, thi naar vi
i Regningen tager mange Vardier med, som ikke faar Indflydelse paa
Resultatet, betyder dette et Spild af Arbejde. Denne Sag skal vi senere
komme tilbage til.

Opgaven vil som navnt i Almindelighed omfatte Bestemmelsen af den
daglige Periode for alle Aarets 12 Maaneder. Man vil i saa Tilfelde ikke
behove at foretage den temmelig besverlige Beregning af Fejlene paa
Konstanterne for hver enkelt Maaned i samme Omfang som ovenfor. Af
Tabel 8 ser man, at forholdsvis smaa Variationer i Faktorgranserne til
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b;, ay og b; vil kunne paavirke Valget af Udjevningsformlen, og det vilde
derfor vaere naturligt, at man begyndte med at bestemme Middelfejlen for
disse Konstanter for Eksempel for hver tredie Maaned. Hvor der viste sig
storre Afvigelser mellem Resultalterne, kunde man derefter undersoge de
mellemliggende Maaneder i forngdent Omfang; det kunde ogsaa tenkes, at
nogle af de navnte Konstanter viste sig at vare forholdsvis smaa paa visse
Aarstider, og der kunde da blive Anledning til ogsaa at undersgge andre
Konstanter, for Eksempel @, og 4,. Derimod vil man sikkert kunne lade
Leddet Z, og sandsynligvis ogsaa L, og L, helt ude af Betragtning.

Ved en' saadan sammenhangende Undersggelse vil man altsaa paa den
ene Side spare Arbejde, og paa den anden Side vil man kunne opnaa
betydelig storre Sikkerhed, end naar man behandler en enkelt Maaned,
med Hensyn til de Konstanter, paa hvilke det netop kommer an ved
Valget af Udjevningsformlen. Der er en saadan Sammenhang mellem disse
Opgaver — en lovmessig og ringe Forandring fra Maaned til Maaned —

. at Resultatet kan og ber blive bedre, naar man samtidig behandler alle

Aarets Maaneder, medens Arbejdet ikke behgver at vokse i samme Forhold
som Opgavernes Antal.

SEo
Lufttrykkets daglige Periode.

-

Det Materiale, som skal benyttes til et Eksempel paa Bestemmelsen
af Lufttrykkets daglige Periode, er allerede omtalt under »Baandene og
Bindingens Karakter«. Ligesom ved Temperaturens daglige Periode ngjes
vi ogsaa her med at behandle en enkelt Maaned — i dette Tilfelde Januar.

Som tidligere omtalt stammer vort Materiale fra Batavia; det bestaar
af timevise Iagttagelser, og det omfatter 30 Aar, nemlig 1876 til 1905. I
Batavia er Lufttrykket saa lidt paavirket af aperiodiske Forstyrrelser, at
den hgjeste Barometerstand, som man iagttog fra 1866 til 1905, wvar
764.4mm og den laveste 752.4mm, medens Barometret med stor Regel-
messighed foretager sine karakteristiske to Svingninger i Dggnet. Under
disse Omstendigheder er det indlysende, at Fejlen paa de Verdier, der
benyttes til Udjevning, bliver smaa, og Beregningen giver ogsaa i Gennem-
snit kun 4 -016 mm,

Vi har tidligere ofte benyttet Begrebet »den sande Funktion« og som
Definition sagt, at det er denne Funktions Vardier, som vore lagttagelses-
vaerdier efterhaanden narmer sig til. Der bliver naturligvis altid kun Tale
om en vis Tilnermelse, men hvis man vil ngjes med at angive Lufttrykkets
daglige Periode med kun een Decimal, kan man i nzrvarende Tilfeelde
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betragte selve de foreliggende Middeltal som den sande Funktions Veardier. :
Vil man derimod angive Vardierne med flere Decimaler, bliver der An-
vendelse for en Udjevning.

Da Funktionsformen er alt andet end simpel, er det indlysende, at der
vil kreeves mange Led af den trigonometriske Raekke til at fremstille den
sande Funktion med overlegen Ngjagtighed, og da Fejlene er smaa, er der
Udsigt til, at vi kan bestemme adskillige af disse smaa Led. Der er derfor
foretagét en direkte Beregning af Middelfejl og Faktorgrenser til Leddene
Ly, Ly, Ly og Lg; af Hensyn til disse Beregninger er Materialet delt i
6 Grupper, saaledes at hver Gruppe omfatter Iagttagelserne for 5 paa hin-
anden folgende Aar. De fgrste Led i Rakken behgver man ikke at skeaenke
videre Opmzrksomhed; i nedenstaaende Tabel 12 er dog Leddene L, og L,
taget med, men den benyttede Verdi for Middelfejlskvadratet, -0oooz0, er
beregnet af Gennemsnitsmiddelfejlen for de forelagte Verdier efter Reglen
for frie Iagttagelser.

Tabel 12.

a, b, i a; bs, e b,

3875 —-Q024 | —-0038 —-0105 .0406  -0325
S (-0,20)  (-0420) | 0420 (-0,20) 0,835  -0;097
G -99987 99998 +85. 0 | 10g8s 001
Vot 1.00000 ‘ 1.000 “ -098

a; i/ 2 b4 - b

—.0140 —-0387 | —.0056 -0023 -000I —-0036

A 05522 -0;235 *05083 05177 -0;093 —-0;046
G o7t 998 7 0 ‘97
Vo -980 -90 ; *32

Da man i Almindelighed ikke tager Hensyn til de sidste af de opferte
Konstanter, bgr det fremhaves, hvor sikre a;, &5, a; og &3 i Virkeligheden
er. Man ser det allerede af de smaa Verdier for Middelfejlskvadraterne og
af de beregnede Faktorgrenser, men til yderligere Belysning af Sagen skal
Veardierne for de enkelte Grupper af Jagttagelser anfores:

a; b5 a b
1876—1880 —-012 -—:035 —-006 —-003
1881—1885 —.006 -—-:043 —-009 —-002
1886—18g0 —-013 —:042 —-007 —-00I
1891—1895 —-.017 —-036 —:006 —.00§
1896—1900 —:0I2 —:042 —-002 —-005
1901—1905 .036 —.006 —-005.
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Det ses let, at man paa Grund af denne Omstendighed, nemlig at der
langt henne i Rakken findes gode Elementer, ikke kan undgaa at udjevne
for staerkt, naar man overhovedet vil opnaa et kendeligt Resultat; men
man kan begrense Fejlene saaledes, at Skaden ikke bliver stor. Benytter
vi saaledes den Udjevning, der svarer til de i Tabel 12 opferte Variations-
faktorer, bliver Fejlene i Retning af for steerk Udjevning:

+(-998 —-980)f; =+ 0007, +(-97 —-90)a;= = -0004,
+(-97 —-32)b3=* -0023.

Der bliver altsaa kun Tale om nogle faa Enheder af tredie Decimal. Det
vil derfor vaere naturligt at give Resultatet med 3 Decimaler, hvilket ogsaa
passer godt med Sterrelsen af Fejlen paa de udjevnede Verdier; Fejlen
paa de givne Verdier er nemlig som nevnt +.016, og vi kan paa For-
haand vide, at denne Fejl ikke bliver reduceret ret meget ved den fore-
staaende Udjevning.

Til de i Tabel 12 opferte Variationsfaktorer svarer Udjevningsskema (E),

(1)

%=1% <2‘70+(01 +o1)— 15 (0 +0—2)> +35% (95 +0—s)=0)+5'5A°% 0y,

og Udjevningsformlen
(2) (3)

Fi(0:) = 01— %A% 0;.
Man ser af de givne Vardier o, der findes opfert i Tabel 13, at det i dette
Tilfelde ikke vilde vere fordelagtigt at udjevne forste Differens, eftersom
man ikke derved fik ferre Cifre at regne med; vi udjevner derfor selve
de givne Veardier. Med Hensyn til Enkeltheder ved Regningen henvises
der til Tabellen; Resultatet er desuden fremstillet i Fig. 24.

1.5

1 A1 \\
TN
0.5
! \
q 25 6 [S9 12 15 18 21

-0.5 \‘

t-

N

Fig, 24.
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Tabel 13.
(1) (2) (3)
z 0 0 0 —%5A%  Fi(0) o—F;, \o) Ao—AF;,  N\(Ao)
I <145 152 -1551 —-0026 -152 —+007 -0,1QO0 -0I12 0,054
2 —.226 —.229 — .2304 —-0003 — -23I  -00§ 191 —-003 100
3 —+470 —+473 — 4730  -00I4 — -472  -002 204 — ooy 037
4 —+509 —:50I — -50I2 —-0005 — 502 —-od7 201 017 092
5§ —.271 —.280 — -2781 —.0032 — -281 -010 204 —-020 075
6 141 -152 -1530 —-0020 -I51 —-0I0 235 -017 092
7 -660 -652 -6511 -0023 -653  .007 287 —-008 078
8 L@ LERIL IR -0042  1.033 —-00I 254 —.002 084
9 I.I59 1.162 1.1612 -0009  I.162 —-003 180 -008 079
I0 1.049 1.044 1.0471 —-0035 1.044  -005 ‘162 —.013 050
11 -728 <739 -7385 —-0029 -736 —-008 160 -018 058
12 -282 -269 -2706  -0015 272 8 O1E 164 —-021 100
I3 — 343 — -333 — -3383 -0064 — 332 —-OII 248 -024 081
I4 ~ 9301 g05 = 005 3G 200 SO 350 —- 021 074
I5 —I.510 —I1.497 —1.494G —-0067 —I1.502 —-008 443 -008 141
16 —1.626 —1.625 —1.6186 —-0075 —1.626  -000 204 -001 158
17 —1.337 —I1.338 —I1.3413  -0030 —I1.338  -00I 268 - 000 100
18 — -828 — -832 — -8357 .0065 — -829  -00I 218 — 001 098
19 — -285 — -286 — .2831 .0001 — -285  -000 240 — 004 109
20 -222 -228 2302 —-0042 .226 —-004 196 -009 082
21 -655 651 -6513 —-0015 -650  -005 251 —-009 062
22 -884 -886 -8851 -0027 -888 —-004 249 - 004 054
23 -85z . =855 & =8E3IEEL0034 S5 ZEEE 000 273 - 004 043
24 <572 - 569 -5682  -0000 -568 004 263 —-0I1 093
Sum -00I 001 -00I1 —-0001I -00I  -000 -005815 -000 -002044

Til at danne et Skon over Fejlene paa de udjevnede Verdier har vi
Z()\g(o)>:-00582 og faar endvidere Z((()—FI)?):-OOIOO; herefter bliver

Fejlen i Gennemsnit

]/)\2 (Fl(o)) :]/.00024 —-00004 = +-014.

Reduktionen af Fejlen er altsaa ikke stor, men den er dog heller ikke paa-

faldende ringe i Sammenligning med Udfaldet ved en Udjevning efter

mindste Kvadraters Metode, hvor lagttagelserne er frie. Vi skulde nemlig
o*
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i dette Tilfelde benytte 12 Elementer, og Fejlen paa den udjevnede Verdi

kunde da sattes til +-016) 2=+ -o11.

Differenserne o— /(o) viser kun 6 Fortegnspermanenser mod 18 Varia-
tioner, og man skulde herefter antage, at Udjevningen var for svag. Vi
saa ganske vist for, at Udjevningen paa enkelte Punkter er lidt for staerk,
men paa andre Punkter er den ganske sikkert for svag, og det er derfor
muligt, at Overvaegten er paa denne Side. Men betragter vi Udjevningen
af Ao, kommer vi ikke til dette Resultat. Vi faar nemlig til Bestemmelsen
af \(AF):

= (\(A0) — = (Ao — AF)?)=-0020—-0037,

altsaa en negativ Verdi, hvilket tyder paa, at Udjevningen er for steerk.
Usikkerheden paa Bestemmelsen af A\,(Ao) er i dette Tilfeelde forholdsvis
ringe, hvilket man allerede kan se af den ret jevne Gang i disse Verdier,

i A JERN
i Caaen
R \

| LY \ / \
i //‘ |

Fig. 25.

der findes opfert i Tabel 13, og skulde Udjevningen ikke veere for staerk,

maatte den sande Verdi af Z((}\Q(Ao» vare omtrent dobbelt saa stor som
den beregnede. — Udjevningen AF (o) og Vardierne af Ao er fremstillet i

Pig.: 25.

S22
Lufttrykkets aarlige Periode.
Det folgende Eksempel er en Udjevning af Lufttrykkets aarlige Pe-

riode. Der er hertil benyttet lagttagelser fra Batavia fra 1876 til 1905.
Materialet foreligger beregnet for Femaar og Femdegn, saaledes at der for
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Eksempel findes eet Middeltal for Barometerstanden fra den forste til den
femte Januar for Aarene 1876 til 1880. Vi har altsaa straks lagttagelserne
for de 30 Aar delt i 6 lige store Grupper. — Det er smaa Stgtrelser, vi
her har at gere med. Den stgrste Vardi af de Middeltal, der skal ud-
jevnes, er -67 Millimeter. Gennemsnitsfejlen paa disse Vardier er forholds-
vis stor, nemlig + 15 Millimeter.

Da Antallet af Tagttagelser i den aarlige Periode her bliver 73, vilde
en direkte Beregning af Konstanterne til' den trigonometriske Rakke og
navnlig af deres Middelfejl kraeve et urimeligt stort Arbejde, og da Resul-
tatet kun skal bruges ved Valget af Udjevningsformlen, vil det kunne for-
svares, at der anvendes en Tilnzrmelsesmetode, som ggr det indledende
Arbejde mere overkommeligt. Her er denne Del af Regningen udfert saa-
ledes, at der iStedet for de 73 Normalpladser er oprettet 24 Normalpladser,
idet der er dannet et Middeltal af 3 og 3 Verdier undtagen tilsidst, hvor
der er benyttet 4 Verdier. — Betragter man den grafiske Fremstilling, Fig.
26 (Side 135), vil man kunne indse, at den Vilkaarlighed, der er begaaet,
faar saare lidt at sige.

Middelfejlene for Elementerne til Leddene Z, til Z; er beregnet direkte,
medens der til L, er benyttet Gennemsnitsveerdien for Middelfejlskvadraterne
af de 24 Normalpladser efter Reglen for frie lagttagelser. Vi faar da som
Resultat : ;

Tabel 14.
2 by ) by i a3 by
—.025 —-3I4 —.142 -265 | —-125 .005%
A, (-oor1) (-oorr) -0002 -0024 ' -0012 -0012
G -36 -989 ‘991 © -967 |  -930 .78
(A) Vp,». *9998 -986 1 "932
(B). Vo1 -9986 -980 I ‘914
a, 0, a; o R b
-051 —-008 -007 = —-051 ‘ Q7 037
Ao .0023  -0016 -0006 _ -0013 | -0004 -0015
G -53 <04 -07 66 } 10 <47
(A). Pps. -66 .35 J 12
(), o -78 -60 | -40

Med de 73 Iagttagelsesvaerdier er der foretaget 2 forskellige Udjevnings-
forspg. Til det forste af disse er. benyttet Skema (A),

(1)

00=3(05 0201 +0p+0-140-2403),

og Udjevningsformlen
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© ) ®)
Fy(0) = 0;— 12A2 0;-}102A% 0;,
som findes nermere omtalt foran (Side 87).

Vi undersgger forst ved Hjalp af de hertil hgrende Variationsfaktorer,
Vy,2, om denne Udjevning skulde vaere for steerk. Dette viser sig at vere
Tilfeldet for @, og &;, hvor Fejlene henholdsvis bliver +-.0007 og + -016.
Den forste Vaerdi er ganske betydningslgs, men dette kan ikke siges om
den anden. Ganske vist viser det sig senere, at Gennemsnitsfejlen for den
udjevnede Vaerdi bliver omtrent 4 .08, og ved Anvendelsen af selve de
udjevnede Verdier kan man altsaa alligevel ikke tilleegge anden Decimal
nogen Betydning. Men Usikkerheden med Hensyn til Funktionens Form
eller Fejlen for de udjevnede Verdiers Differenser bliver mindre, og der
kan det faa Betydning, hvis vi har taget for lidt Hensyn til 4;. Paa den
anden Side er dog kun 62:\,(0;)=2, og Elementet hgrer derfor til de
noget usikre; man skal derfor ikke legge saa megen Veagt paa, at der her
kastes 016 for meget bort, som man for Eksempel maatte, hvis det samme
var kastet bort af a,, hvor a2 :)\,(a,) = 100. — Gaar vi da forelgbig ud fra,
at Udjevningen ikke er for staerk, skal vi derefter se, om den maaske er
for svag. Konstanten 2, maa vi ligesom tidligere i lignende Tilfzelde se
bort fra, og der bliver da kun tilbage @,, &, og @;. Disse Elementer er
imidlertid alle numerisk smaa, og desuden kan vi ikke gere Udjevningen
steerkere paa disse Punkter, uden at der tages endnu mindre Hensyn til by,
end det allerede nu er Tilfeeldet, og dette kunde neppe forsvares.

Vi kan da acceptere den foreslaaede Udjevning, dog med det For-
behold, at den maaske paa et enkelt Punkt er lidt for staerk.

Med Hensyn til selve Udjevningsregningen er der kun lidt at bemarke.
Udjevningen er ligesom i det foregaaende Eksempel foretaget med selve
de givne Vardier. Igvrigt henvises til Tabel 15, hvoraf man blandt andet

. ser, hvor mange Decimaler der er taget med paa de forskellige Trin af

Regningen, — Da man har

M
7 00 =03+0y40,+00+0_+o_,+o_4

1) 3
7 01 =0,~+03+40y -0, +0y+0_+0_s,
har man ogsaa
(1) (1)

701=701+04— 03,
(1) 1)
hvilket man kan bruge enten til at beregne o, af o, eller til Kontrol.

Kombinerer man de 2 ovenstaaende Ligninger med

@
i 7 9—1 =050, +04-F0_ -0 +0_s+4-0_,,
faar man
m
78%0y =0,—03—0_g+0_ =00y —No_,;

©) @) ®)
ved Hjaelp af dette Skema danner man af o let 7A%0 og heraf igen 49A%0.
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(o]

-
o O

II
12
13
4
I5
16
17
18
19
20
i
22
23
24
25
26
27
28
29
30
g
32
33
34
35

36
37

39
40

o

.IS
.10
- 10
.03
.07
-23
- 10
‘14
2305
<18

235
-09
-09
<13
-+ 14

233
-32
12
-32

.52

-61
.63

39
.27
-40
-32
435

237
§515
.29
.09
&33
.26
.19
.3I
.07
.IS

(3)

.13
.10
<07
+04
o)
-02
<04
.06
-08
-08

.07
-0I
<04
.09
.XS
022
.28
*34

~42
45
47
47
47

45
‘43
-39
235
.30
.24
.18
-12
.OS
.01
.07
‘12
-16

- 19
:22

BESTEMMELSER
(4) (5)
o %
127 — 1227 —
QLIG) ==<QLIT =
070 —-0704 —
041 —-0439 —
ol4 —-0187 —
OII -0036 —
033 -0216
049  -0337
057  +0390
056  -0360
044  -0237
023  -0020 —
010 —:0289 —
053 =00 /1=
103 —-1121 —
159 —- 1611 —
214 —-2120 —
269 —.2617 —
320 —-3083 —
366, —-3490 —
-401 —-3829 —.
429 —-4083 —-
444 —+4244 —-
“ABI == 4300 =
‘447 —-4270 —-
‘433 —+4134 —-
4O =301 O
28701 ~=3589, =
334 =2 32T
2878 2SOl
(233 =225
176 — 1716 —.
-116 —-1161 — -
-056 —.0604 — -
-00I —-0063 —
054 0450
-103  -00924
146 1353
183 1739
-216 2090

AF PERIODISKE VAERDIER.

Tabel 15.

(6) (7) (8)

0 —12A%0 102A%0  F,o)
-1182 —-0252 —-0077 —-1§I
:0950 —:OII0 —:0052 —-III
:0707  -004I —-0010 —-068
-0468  .0194 -0027 —-025
0245 -0346  -0069 -017
:0050  -0495  -OI3I 058
-0102  -0629 -0189 -092
-0198 -0739  -0250 <119
-0228  -0825 -0310 -136
-0182 -0867  -0346 - 140
:0054 = -0864  -0358 -128
-0154  -08I1 -0365 - 102
*0440  -0705  -0325 *059
0794  -0554  -0269 +003

-1202  -0369 .0187 —-.065%

- 1645 0154 -0087 —-140
<2102 — 0070 —-0002 —-217
2553 —-0296 —-C092 —-294
2976 —.0502 —-.0177 — -

366

+3352 —-0681 —-0235 —-427

3665 —-.0830 —-0283 —-.478
3901 —-0939 —-0308 —-5I5
4051 —:1008 —-0302 —-536
4111 —-1039 —-0308 —-.546
4078 —-1030 —-0287 —-540

39531~ 0084 ==02 531 = =520
3741 —-0914 —-0229 — -488
3448 —-0809 —-0183 —-444
3083 —-0682 —-.0129 —-389
2659 —-0538 —.0085 —.328

2186 —-0381 —-0010 —-258
1681 —.0221 -0050 —-185%
1158 —-0069 ‘0112 —-112
0632 -0072 - -0173 —-039
‘OIT7 " -O185 ' -0206 -027
-0377  -0271 0221 -087
-0841 -0322  -02I§ -138
S1272 8033 S O 117 -179
-1669  -0327  -0I2I 2212
-2034  -0208  -0030 -238

o—F,
+ 00
o1

_.03

.06

_.09

— .29
—-19

:02
21

-04

- 22

—-0I

.03
.13

—.07

._._.19
—- 10

.I7
- 00
«II

—-04
—-13
—.07
= 5(0%e)
(o)

13
<22
04
-07

— 02
o i1
e TS

.13

.30\

.17
.05

.13

—-14
— .09

=

£(0)
<131
-098
-069
041
-0IO

-026
067
- 107
iy
154
<127
.079.
013
-064

5 146
=227
5 306,
S
-440

-489
523
* 540
539
524
499
468
432
- 391
341
-280
- 205
-121
‘034
-048

117
-168
. 201

-219
Rl
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Tabel 15 (fortsat).

; (3) (4) (5) (6) ; (1) (8) '
z 0 0 0 0 o —12A%0 102A%0 Fyo) o—F, Fio)
41 2 710l 244  -2413  -2372  -0262 —-0042 -259 -0l -241
42 27 oAl -271 2714  -2600  -0231 —-OII2 -281 —-06 -256

43 -25 - 30 -300  -3006 2993 -0218 —-0162 -305 —-06 = -280
44 -25 -32 -329  -3291 -3283 -0228 —-0198 -331 —-08 311
457 437 235 357 - 30T S R0 B0276 = 0100 B0 B O SEE

46 A3 387 3860 -3823 .0360 —-0163 - 402 -03 -302
47 -35 42 -416  -4123 - 4061 -0465 —-0102 -442 —-09 -436
ASHESS A2 444  -4357 4266  -0591 —-0002 480N ey -480
49 62 -48 -469  -4547 -4422  -0722 -0098 524 - 10 522
50 54 +50 484  -4674  -4515 -0842  -0187 REEAL o 51577

51 50 .52 ‘493 -4721 4534 -0936  -0279 DR 08 -582
2RO 490  -4671  -4467  -0987  -0337 *579 <06 594

53 - 55 507" A76. S MBTAT | 308 0080 £SO S50 S=Sn GTE R b 80
BASSSG7 S 449  -4253  -4055 0939  -0364 ©536 213 -558
55 =O5f L =43 460 3887 LR TIAN S G837 i O30 -487 16 - 506
56 49 =380 350 L3434 o0 008010250 424 -07 -435
57 250 Rl -301  -2907 -2810 -0504 -0I69 ©348 04 - 349
58 - 15 -24 - DR ORI -2281 -0298 0077 -266 —-12 -256
59 -11 17 S17s -1731 -1726  -0087 —-00I0 -180 —-07 - 164
60 —-03 - 10 -107  -1129 -1163 —-0122 — -0098 -095 —-13 078
61 —-07 -03 -046 0546  -0618 —-0310 —-0164 -014 —-08 -003
62 -04 —-02 —-OII -0003 .0103 —-0477 —-0204 —-058 -10 —-062
63 —-15 —.-08 —.063 —-0491 — -0368 —-0616 —-0248 —-123 —-03 —-I16
64 —-25 —-12 —-107 —-0920 —-0781 —-0720 —-0250 —-175 —:07 —-164
65 —-04 —-16 —-.143 —-1280 —-1129 —-0790 —-0256 —-218 -18  —-207
66 —-14 —-19 —-173 —-1563 —-1406 —-0833 —:0256 —-250 SIT  —-243
67 —-.25 —.21 —-193 —-1764 —-1608 —-0838 —-.0235 —-268 -02 —-271
68 —-37 —-22 —.206 —-1887 —-1735 —-0821 —-0214 —-277 —-09 —-286
69 47 —+23" " — 200~ TORN==S1780 &ar N7 G208 i s TS AONE S o8
70 —-40 —-22 —:204 —-1906 —:1774 —-0705 —-0167 —-265 —-13 —-272
71 —-16 —-21 —-193 —- 1811 —-1698 — .0616 —-0152 —-247 -00 —-244
72 —-17 —-18 —-176 —.1659 —-1567 —-0509 — 0129 —-221 -05 —-208

73 —-12 —-16 —.153 —-1460 —-1391 —-0384 —-0098 —-137 .07 —-169

Sum —.03 —-05 —-0§5I —:0508 —-0512 —-0004  -0004 —-054 -06 —-035

Angaaende Fejlen paa den udjevnede Veardi bemzrkes det forst, at
det i 6 Grupper delte Materiale giver i Gennemsnit \,(0)=-0214. Af Diffe-
renserne 0—£#,(0) faar vi dernaest
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7132((0—172)2):'0155,

og vi skulde derefter for den udjevnede Vardi have i Gennemsnit

1) = 077

Imidlertid maa det erindres, at denne Udjevning maaske er lidt for steerk,
og hvis dette er Tilfeeldet, vil den virkelige Gennemsnitsfejl vaere noget
storre end den fundne.

Vi skal herefter ganske kort omtale den anden Udjevning af de samme
lagttagelsesvaerdier; hertil er benyttet Skema (B),

a

)
09 =} (001 +0yF0-1+0-,),
og Udjevningsformlen

(6) (7)
Fl(Oi) = 0; — 6A2 Oi,

hvortil svarer de anferte Variationsfaktorer 77,,;. Denne Udjevning kan
praktisk talt ikke siges at vaere for staerk, thi ganske vist har man G > V1
for a,, a; og &;, men det, som herefter kastes for meget bort, er overalt
kun nogle ganske faa Enheder af tredie Decimal. Igvrigt bliver Forskellen
mellem de to Resultater ikke stor, hvilket dels ses af Tabel 15 og dels af
Fig. 26, hvor den sidste Udjevning er gengivet ved en punkteret Kurve og
den fgrste Udjevning ved en fuldt optrukket Kurve.

Da den sidste Udjevning ikke kan betragtes som verende for sterk,
kan vi her med stgrre Tryghed end for beregne Gennemsnitsfejlen for den
udjevnede Veardi. Vi faar forst

75 Z((0— F,)?)= o137,

og dette giver

PAe(#y) == -088.

Fejlen er herefter noget stgrre end den skulde vaere ifglge den forste Bereg-
ning, men igvrigt er Forskellen mellem de to Resultater heller ikke i denne
Henseende paafaldende stor.
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§ 23.

Temperaturens aarlige Periode.

Det Materiale, der skal benyttes som et Eksempel paa Bestemmelsen
af, Temperaturens aarlige Periode, er ikke omtalt tidligere. Iagttagelserne
omfatter kun 36 Aar, fra 1875 til 1910, men i Modsatning til den tidligere
omtalte Iagttagelsesrakkc paa 124 Aar er dette Materiale homogent; i alt
Fald er Iagttagelserne foretaget paa de samme Tider og paa samme Sted,
nemlig Meteorologisk Institut i Kebenhavn.

Grundlaget for de Verdier, der skal udjevnes, dannes af Middeltallene
af Temperaturerne for Klokken 8 Formiddag, 2 Eftermiddag og 9 Aften.
Disse Middeltal kan kun betragtes som nogenlunde gode Reprasentanter
for Dognets Middeltemperatur, og vil man bestemme selve Middeltempera-
turens aarlige Periode paa dette Grundlag, maa man tilfeje en ad anden Vej
fundet mindre Korrektion. I narvaerende Tilfelde er Opgaven imidlertid
at danne en Tabel, hvoraf man kan se, hvormeget Gennemsnitstemperaturen
for et vist Dogn afviger fra det normale, og hertil kan man ret godt be-
nytte de nzvnte Middeltal. — Til Brug for Udjevningen danner vi ligesom
i det foregaaende Eksempel Normalpladser for Femdegn; disse Veardier er
opfert i Tabel 17 (Side 142).

Af szrlige Grunde, som ikke skal omtales nermere, er der ved denne
Opgave stillet den bestemte Fordring, at Udjevningen ikke maa vare for
staerk.

Til Beregningen af Faktorgraenserne er Materialet inddelt i 6 Grupper,
som altsaa hver indeholder 6 Aars lagttagelser, og ligesom i det foregaaende
Eksempel er der alene til Brug for denne Beregning dannet 24 Normal-
pladser; i dette Tilfelde bestaar den fjortende Normalplads, som findes ved
Maximet, af 20 Degn, medens de andre hver indeholder 15 Dggn. Resul-
tatet af Beregningerne findes i i

iRabelliie:

a, by | a, by i a, Oy

-617 o | == 505! -193 -024 —-0I2
A .0021  -0O152 \ -0061 -0108 ‘ -0035  -0060
G -994 927N ST -78 el <02
Vo2 998 | 98 92

a; g ‘ ag s
—.053 —-063 ‘ —.016 -024

s -0041 0031

G 41 56

Vp, o -58 ' 18
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Der kan nappe vare Tvivl om, at man i dette Tilfzlde ber anvende
Udjevningsskema (B). Af Tabel 5 (Side 89) ser man, at der af Hensyn
til Elementet @,, der har Faktorgraensen G=.994, maa tages 2 Korrektions-
led med. Tager vi endvidere v=6, ser man af Tabel 16, hvor de til v=6
og g=2 svarende Variationsfaktorer er opfert, at Udjevningen ikke bliver
for sterk, saaledes som det er fordret. Men der kunde stilles det Sporgs-
maal, om den maaske var ungdvendig svag. Faktorgrenserne til Leddene
Ls og L, viser, at vi kunde anvende en Udjevning, der var betydelig
sterkere end den foreslaaede, uden at den blev for staerk for disse Leds
Vedkommende, Det kommer da til at dreje sig om, hvor megen Betydning
vi skal tillegge Elementet ;= —-063 med G=-56. Dersom vi uden videre
vilde folge de opstillede Regler, skulde 4, betragtes som et lille Element,
og vi skulde da have Lov til eventuelt at kaste det helt bort. Men det
maa erindres, at da vi opstillede den navnte Regel, havde vi kun som
Rettesnor, at Resultatet ikke maatte blive ringere end det, som mindste
Kvadraters Metode vilde give, medens der i nervaerende Tilfelde er op-
stillet den Fordring, at vi skal vaere ‘paa den sikre Side med Hensyn til
ikke at udjevne for sterkt. Desuden er vi nar ved Gransen mellem de
smaa og de store Elementer, og vi har &2 :)\,(4;)=1.3.

Det kan maaske vere os til nogen Stette at undersgge, hvilke Vardier
bs har i den omtalte Iagttagelsesrakke paa 124 Aar. Inddeler vi dette
Materiale i nedenstaaende 4 Grupper, giver

B ardral RN d ctagrni e e SRS S bg=—"-153,
4 i e camm el fibotanislciETave S R ERE bg=—-267,
25 — - (1861—188s5) fra Landbohgjskolen. ... .. bg=—-029,
23 — - (1886—1907) - e W o T by=—"-009.

Her er ganske vist megen Vaklen, men det er dog gjensynligt, at 4, ikke
kan henregnes til de rene »Fejlelementer.

Da vi ifelge de anforte Grunde maa tage Hensyn til Elementet &, kan
det ikke antages, at den foreslaaede Udjevning er unedvendig svag, og
vi benytter altsaa den til Skema (B) og til v=6 og ¢=2 svarende Formel,
nemlig (se Side 89)

(6) (7)

(8)
F2(0i) = 01—6A2 0; +258 At 0; .

Selve Udjevningen er foretaget med ferste Differens, hvilket i dette
Tilfelde giver en stor Lettelse, idet en vasentlig Del af Regningen derved
bliver tocifret. Veardierne o er givet med to Decimaler, og dette Antal er

(4)
beholdt indtil Ao, hvor tredie Decimal er taget med; af Hensyn til den
Summation, som skal foretages, er yderligere den fjerde Decimal taget

Ty
med i Ao.
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ON O Vi A W o = N

—
(@ el

11
12
I3
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

29
30
31
32
33
34
35

36
5

59
40

142

$20
-44

.17

53
- 40
—-04

.05

*49
259
253
i)
1.14

2.07
2.26
3.35
3-89
4.90
5.07
5.86
6.76
7.60
8.54
9-45
10.52
it
12.04
13.10

14.42
14.71
14 97
15.27
15.65
16.64
16.90
16.60
17.18
17.34

As(0,)
. 19
.25
- 30
221
-28

.23
-13
<07
-09
15
222
<15
-23
13
.25

.27
4305
-04
.02
.08

-05
-03
-IX
N (@)
.:[3
.15
0 1(0)
-09
-09
-07

- 10
.21
-06
.07
.13
.13
.09
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(6)
Ao

—-1506
—. 1106
_.0396

— 0056

0300
-0608
-1156
- 1674
-2248
- 2864
- 3500
4134
“4748
5324
©5852
-6330
-6760
7150
- 75006
7826
-8102
-8312
-8432

8432
-8204
-8010
7590
- 7054

-6440
"5782
<5108
-4440
-3784
-3136
-2482
-1816
1134
-0438

Tabel 17.

(6 (8 (6)

0i— 04 0
- 0000 -757
—-1924 504
430 ‘414
#4580 2393
— 5272 -229
—-5668 - 190
e 184
—+5424 214
— 4726 -284
S SD7.O 400
—-1896 - 567
10352 792
-3216 1.078
-6716 1.428
1.0850 1.842
L5508 2.316
2.0022  2.849
2.6774  3.434
3.3104  4.007
3.9864  4.743
4.7014  5.458
5.4520  6.209
6.2346  6.991
7.0448 7.801
78760 8633
871028 0476
0.5624 10.319
10.3918 11.148
11.1928 11.949
11.9518 12.708
12.6572 13.414
13.3012 14.058
13.8704 14.636
14.3002 15.147
14.8342 15.50I
15.2126 15.969
TI5 02020233
15.7744 16.531
15.9560 16.713
16.0694 16.826

() )
—6A20 258Ato
-C09
-0I0
004
+OII
-026

— 245
— 242
iz
_-224_
__.217

—-216
—.227
— 248
_.276
— 307
_.368
s
G315
—-340
_316
— 288
—.262
_236

e NP
— . 136
==l
— o 1117

__.056

011
-086
- 166
©239
- 301

-348
-378
-392
-396
-366

- 395
=397
-402
408
412

-032
1033
-026
009
-009

-023
-036
041
G50
033
-024
012
- 004
-002
- 004

013
-026
1037
1042
-040

027
-006
-018
*039
-056
-060
054
-041
-024
-008

-002
-003
-002
-006
-012

£5(0)
458
312
-176
-090
-038

-006

—.0I0
—.008

-017
-084
-208
+398
-669
1.019
1.450
1.952
2.521
3.142
3.803
4.503

5-233
5.997
6.800
7.647
8.537

0.460
10.399
11.332
[2:227

13.065
13.822
14.490
15.069
15.567
15.995
16.362
16.677
16.931
178127
7250

o—F,

- 303
-128
- 366
-080
-158

+524
<410
-032
-697
034
-282
<132
- 139
- 101
-310

-118
201
-208
-087
-397
- 163
L3
-040
1047
-003
-0I0
S121
- 192
-187
035
+598
220
-099
1297
- 345
-278
-223
331
053
-090
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Tabel 17 (fortsat).

; (6) 6 (6) (6) (1) 8)

z 0 Xy(0) Ao 0i— 0, o —6A%20 258ALo  Fyo) o—F,
41 17.19 -09 —-0262 16.1132 16870 413 -018 17.301  —-III
42 1762 .26 —-0952 16.0870 16.844 -408 -019 72274 - 349
43 1708 .02 —-1622 159918 16.748 -398 -017 17.163 —-083
44 16.78 .05 —-2266 15.8206 16.586 -384 ° -0I2 16.982 —-202
45 16,65 .12 —.2878 15.6030 16.360 - 366 -008 16.734 —-084
46 16.52 .15 —-3458 15.3152 16.072 - 348 - 004 16.424 -096
47 16.24  -1I —-4006 14.9694 15.726 - 329 -002 16.057 -183
48 15.44 05 —-4522 14.5688 15.325% -310 002 15.637 —-197
49 14.98 :03 —-5006 14.1166 14.873 260 - 004 15.167 —-187
50 14.80 05 —-.5456 13.6160 14.373 - 270 - 006 14.649 -I51
51 14.16 .10 —-5874 13.0704 13.827 -250 010 14.087 073
52 13.66 .15 —.6256 12.4830 13.240 -226 -013 13.479 <181
53 12.58 .03 —:6508 11.8574 12.614 - 199 -0IQ 12:83218 0 —— =252
54 11.65 .07 —-6888 11.1976 11.954 - 168 -017 12.139 —-489
55 11.86 .06 -—-7118 10.5088 11.265 <132 -017 I11.414 - 446
56 10.73 .07 —:7276 97070 10:554 . - -0QO0L & “GOQ" . 10.653 <077
57 10.36  -09 —-7354 10,0004\ 5 10.820 1 047 " H-004 9.877 483
58 9.00 10 —-7350 8.3340 Q.09I -00I — -005 9.087 —-087
50 7.70 .21 —-7274  7.5000 8.356 — -.041 —-007 8.308 —-.608
60 7.34 .14 —-7130 68716  7.628 —-.082 —.0I2 7.534 —-104
61 6.0 .20 —-60934 6.1586 6.915 —-118 —-OII 6.786 —-114
62 6.22 .22 —.6676 54652 6.222 —.152 —:0I7 6.053 -167
63 5:630 LI ==-63065 8 47068 GE 6= 13d =0T 5.351 *279
64 4.72° 10 —+:6004 4.1610 4.918 —.212 —-.026 4.680 040
65 3,90, 25 ——- 5600 SR 3EO00EMNASS S st g Al = 0RO OSSR ==l
66 3.29 02 —-.5160 @ 3.0006  3.757 —-248 —.03I 3.478 —.188
67 3.04 16 —-4724  2.4846  3.241 —:253 —-024 2.964 -076
68 2.03 23 —-4300 2.0122 2.769 —-250 —-0OI3 2.506 —-.476
69 2.10 -25 —-3808 1.5822  2.339 —-242 —:003 2.0094 -006
70 2.11 .25 —-3516 1.1024 1.949 —-236 -007 1.720 - 300
71 L7713 == ST e S A0 SIS OB 22 -009 1.371 ©399
72 I.14 -30 —:2754 - 5266 1.283 —-236 003 1.050 -0Q0
73 51 <42 —-2342 <2512 1.00§ —-241 —.0006 -761  —.25I
Sum 586.51 10.21 -0170 531.2826 586.516 -003 -003 586.522 —-012

Ved Bestemmelsen af Summationskonstanten traeffer vi for forste Gang
paa det Tilfelde, at Summen af de givne Verdier ikke er Nul. Ifglge
Tabel 17 har vi
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i=173 =73

2 (253—(061):2((31)—73(3)1:53r.28;

i=l1 i=1

©)
da vi desuden skal have ¥ 0 = X0, bliver

©)
0y =(586.51—531.28): 73 =-7505.
© ©® ®

Efter at o, er lagt til 0;—o,, er den fjerde Decimal kastet bort, og
Resten af den Del af Regningen, som har serlig Interesse for os, er udfert
med 3 Decimaler. Den udjevnede Kurve og de forelagte Verdier er frem-
stillet i Fig. 27.

Vi skal derefter gaa over til Beregningen af Middelfejlen for den ud-
jevnede Verdi. Tager vi hele Aaret under eet, har vi X\, (0)=10.21 og

,E((o—F2)2>:5.o6; vi faar altsaa
Mo (Fy) =75 (10.21 — 5.06)= 0706,

hvorefter Middelfejlen bliver +.27. Der er imidlertid en temmelig stor
Variation i \y(0) i Aarets Lgb, og inddeler vi Aaret for Eksempel i de
seedvanlige meteorologiske Aarstider, viser der sig ogsaa en nogenlunde til-
svarende Gang i \(#,). Vi faar nemlig i Gennemsnit

: Vinter Foraar Sommer Efteraar
A, (0) 214 127 - 107 113
(0—F,)2  -106 031 -062 079
W)  *-33 +-31 + .21 +18.

Differenserne o— F, udviser 35 Fortegnspermanenser og 38 Variationer.
Dette tyder paa, at Udjevningen er for svag, thi naar der i de enkelte Aar
kan forekomme positive eller negative Afvigelser, som streekker sig over
flere Maaneder, maa man antage, at der ogsaa i de Middeltal, som benyttes
til Udjevningen, findes en vis Overvagt af saadanne Afvigelser, om end af
mindre Udstreekning. Dette stemmer ogsaa paa en vis Maade med, at vi
bestrzbte os for, at Udjevningen ikke skulde blive for sterk, thi i saa Til
felde vil man neppe undgaa at udjevne for svagt. y




VII.
AFSLUTNING.

§ 24.
Direkte anvendelige Formler.

Saafremt man ikke kan ngjes med at gentage Udjevningen efter det
benyttede Skema nogle faa Gange, bliver den anvendte Fremgangsmaade
besverlig, og vi skal derfor opstille nogle direkte anvendelige Formler, som
for de fleste Opgavers Vedkommende er lettere at anvende. Der tages
serlig Sigte paa at fremstille Formler for de hyppigst behandlede Opgaver,
nemlig Udjevning af Temperaturens daglige og aarlige Perioder.

Vi gaar her ud fra, at en foreliggende Opgave er fort saa vidt, at man
ved Hjelp af de beregnede Faktorgrenser kan bestemme, hvorledes man
gnsker, at den sggte Udjevningsformels Variationsfaktorer skal forlgbe. Det
kommer da blot an paa, om den Formel, man opstiller, i denne Henseende
er efter @nske, og om den er forholdsvis nem at anvende, medens det er
ligegyldigt, efter hvilke Principer den er udledet.

De direkte anvendelige mekaniske Formler skal have Formen

@

99 :d000+al(01+0—1)+a2(02 +0-—2)'+' S ' i) _*"am(om_i_o—m))

men vi kan ligesom tidligere gaa ud fra Formen

1)
0y = ky0y+71 A2 0g+ ey AL og - - - - - +EmA2m g,

og derefter beregne Faktorerne @ ved Hj=lp af Faktorerne 4. Det be-
bemarkes, at vi her altid har £,=1, idet vi som Udgangspunkt tager Op-
stilling af en Formel, der svarer til Udjevning efter en hel algebraisk
Funktion.

Vi beskaftiger os forst med saadanne Formler, som kan finde An-
vendelse ved Temperaturens daglige Periode, naar der foreligger Iagttagelser
for hver Time. I § 20 anvendtes dels den til Skema (D) svarende Udjev-
ning (o), hvorved der bortkastedes Led med ottende Differens, og dels
den til Skema (C) svarende Udjevning F,(0), hvorved der bortkastedes Led

med tiende Differens; disse Udjevninger er derfor i Virkeligheden foretaget
10
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efter Funktioner af henholdsvis syvende og niende Grad. Der forekommer
imidlertid ved Temperaturens daglige Periode foruden ved andre Opgaver
Tilfelde, hvor man kan benytte simplere Funktioner, og vi vil derfor be-
gynde med at opstille et Szt Femtegradsformler.

For en Femtegradsformel maa man have £ =#4,=0, og den mindste
Verdi, som » kan have, er altsaa 3. De simpleste af disse Formler om-
fatter altsaa 7 Verdier, og de kan skrives

(1)

0; — 0i+k3Aﬁ Oi.

M

Bestemmer man # saaledes, at o; faar den mindst mulige Middelfejl, idet de
7 Veardier forudswttes at vaere frie og lige gode, faar man ky=5%7. De
til denne Verdi svarende Variationsfaktorer,

o 3
Ve=1+g81 s

findes opfert i Tabel 18, og endvidere er de fremstillet paa sedvanlig Maade
som en kontinuert Funktion af p (for =24) i Fig. 28. Kurven skearer
Abscisseaxen i p=0.505, og den tilsvarende Vardi af ¢ er lig med —3.5882.
Tabellen eller Figuren siger os, at den tilsvarende Formel ikke herer til dem,
som vi kan gnske at benytte, thi her tager vi naesten 409/, med af den
trigonometriske Rakkes sidste Led (med modsat Fortegn), og de beregnede
Verdier vil derfor i Almindelighed ikke blive jevne. Ved de tidligere op-
stillede Formler opnaaede vi Jevnhed ved at gentage Regningen et vist
Antal Gange, Derved bortskar vi de sidste Led af den trigonometriske
Rakke; med Hensyn til Variationsfaktorerne, betragtet som en kontinuert
Funktion af p, beted denne Regning, at Kurven fik et vist Antal sammen-
faldende Punkter falles med Abscisseaxen. Nu gaar vi den modsatte Vej,
idet vi forst serger for at give Variationsfaktorernes Kurve Rering af hojest
mulig Orden med Abscisseaxen, og derefter beregner vi Udjevningsformlens
- Koefficienter.

Naar man vil fremstille et Sat af Formler til almindelig Anvendelse,
er det naturligt at tage til Reringspunkt det Punkt, der er Skeaeringspunkt
ved den simplest mulige Femtegradsformel, beregnet ved Hjlp af mindste
Middelfejls Princip. Imidlertid kan det teenkes, at der vil forekomme Op-
gaver, hvor et andet Valg af Reringspunktet vilde vaere mere fordelagtigt,
og vi giver derfor forelgbig vore Formler en almindelig Form, saaledes at
Roringspunktet bliver vilkaarligt. Vi udtrykker derfor alle Koefficienterne
% ved Hjelp af en enkelt og vlilkaarlig Verdi af ¢,; denne Vardi betegnes
i det folgende med C.

Til den almindelige Femtegradsformel med 2m-41 Verdier,

)

0i =01+~ A 0+ A8 0o v v - - I AT

svarer Variationsfaktorerne, betragtet som kontinuerte Funktioner af ¢,
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V: 1 +k3€3“{—‘k464+ """ +km(;
idet vi har
. DT
—_— DAL T 2
c=—4 sin -
Vi satter nu
a") dmfli
= V 7 e = i—io),

og vi har altsaa det tilstreekkelige Antal Ligninger til at bestemme de
m—2 Verdier af £ som afhangige af en vis Verdi af ¢. Denne Bestem-
melse er let at foretage, thi de afledede Funktioner af ¢ med Hensyn til p
bliver ikke Nul for Vardier af » mellem Nul og 17, og vi kan derfor i
Stedet for de ovenstaaende Ligninger benytte Ligningerne

a a2 dm—:}
V= d—gV a’c?V_ ...... _ﬁ—_s V=o0
Man faar da
V=% VP:I—?I—?,C;;
7}1————4. Vp:I C43€p+ C‘?‘i Cp-
15
m—5. Vo—1— Cd p+c4c,, Yo (3
s AT
m=0. V!’:I_EECP—I"ﬁCP (/.,Cp‘i‘z-_(;cp
105 _ 126 o L5

Cp .

— e e p—i- C“ G

= e Cg p + C-4

Vi kan nu veelge Roringspunktet eller den dertil svarende Veaerdi af C
og derefter beregne Variationsfaktorer i passende Omfang til de forskellige
Formler. Vealger vi den ovenfor fundne Verdi, nemlig C=— 3.58821),
faar vi saaledes nedenstaaende Tabel.

Tabel 18.
Variationsfaktorer til Femtegradsformler.
C= —3.5882. n=24.
= I 2 3 4 5 6 8 10 12
m=3. -99999 -9996  -996  -978  .930  -827 416 —-130 —-38;
m=4. -99997 - -9984 -088 -032 - 805 - 597 -128 010 -092
m=5. -99993 -9962 -966 - 864 -660 303 -:034 —-00I —-018
m=6. -99987  -9930 <041 -783 517 - 243 -008 -000 -003
m=y. -99977 -9884 - 909 -695 392 - 144 -002 —-000 —-00I

) Vi faar log (— C)= - 5548807, medens der ved Bcreﬂmngen af Tabel 18 er benyttet den

afrundede Verdi - 5548800.
i 10%
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Fig. 28. m =3

Af denne Tabel eller af Fig. 28 ser vi, at det heller ikke vil veare
heldigt at benytte den Formel, der svarer til m=4, idet denne endnu tager
0 % med af det sidste Led. Derimod vil de Formler, der svarer til =5 og
m=6, sikkert kunne finde Anvendelse, medens det er noget tvivlsomt, om
der bliver Brug for Formlen, der svarer til m=7, idet der her allerede
bortkastes over 1% af Leddet Z, og 9% af L.

Vi skal derefter omtale Omformningen af Formlerne til Brug ved Ud-

jevningen. Da vi almindeligt skal have

ay="%,

\ — 4kyt+ 15k— 56kt 210k— 792/ 3003/%;—11440ks+43758%,

¢Z1:/€

(63}

09 = @40 4= 41(01 -+ 0—1) + a2(02 —+ 0#2) e HE ﬂm(0m - 0~——m)
= k000 —+ /%IA2 0y +- k2A4 7 L G0 n 6o + /emA‘zmoo :
faar man &’erne udtrykt som en Sum af Z'erne multipliceret med visse

Binomialtal. Nedenstaaende Tabel indeholder disse Udtryk galdende for
Formler, der omfatter indtil 19 Veerdier.

Tabel 10.

ay=ry, — Oky+ 28k, — 120k;+ 495/ — 2002/, + 8008/%s—318244,

ay=ry — 8kt 45k— 220/ 1001/%;—4368%; + 185644,
a,=hk, — 10k;-+ 66k;— 364%; -+ 1820k;—8568%,

ay=hy — 12ks+ Qlh;— 560k;—-3060%,

ag="ry — 14k;+ 120k;— 816/,

ay=Fh; — 16ks+153%,

as=rky — 18k,

ay ="k,

1) Som foran bemerket, skal vi her altid have £,=TI.

1)— 2k + 6ky— 20k;+ 7Ok — 252K+ 924k— 3432k, +12870k—48620%,
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Til Kontrol eller til Efterberegning af visse Veerdier af 2 kan man

benytte

Tabel 20.1)
ko=ay+ 2a,+ 20,2+ 203+ 24,4+ 2a5 205+ 247+ 2a3+-24
bi=a,+ 4a,+ 9as+ 16a,+ 2545+  36a;+ 494, + 64a5+-81a,
ky=a,+ 6a,+ 20a,+ 50a;+ 105a;-+ 196a;+ 336a5-+5404,
By=a,+ 8a,+ 35a;-F112a5+ 294a;+ 672a5-+1386a,
ky=ua,+10a;+ 5444+ 210a;+ 660a5--1782a,
ki=ay+12a5+ 772, 352a5+ 12874,
ks=a;~+14a; + 10405+ 5464,
ky=a; +16a5+1354,
ks =ag-+18a,

ky=ay

Naar man har truffet sit Valg med Hensyn til Reringspunktet eller
Veardien af €, maa Beregningen af Z'erne udfgres med tildels pinlig Negj-
agtighed. Hvad en Afrunding af % kan betyde, ser vi af Variationsfakto-
rerne. Vi har nemlig

ar, .
T Aky=c3- Nk

x

og for Eksempel for p—=12 og x=7 faar vi heraf (naar »=24)

‘i,’;f Aky=— 163841k, .
Ved den foregaaende Udledelse af Formlerne sgrgede vi for, at V;, naermede
sig sterkt til Nul, men hvis vi her blot som Afrunding tager A% = + -000061,
bliver V;,=F 1, og Leddet L, vil derfor genfindes i de udjevnede Verdier
med den samme Aplitude, som det havde i de forelagte Vaerdier. Man
maa derfor sgrge for, at Afrundingsfejlene paa det nermeste ophaever hver-
andre, men, som det vil ses af det folgende, det er lettere at foretage en
formaalstjenlig Afrunding af z’erne end af Z'erne.
Dersom den Udjevningsformel, som vi vil fremstille, skal vere let an-
vendelig, maa Faktorerne @ kun have to eller hgjest tre betydende Cifre.

!) Det almindelige Udtryk er

1 2glg +x—1)lg+x—2) - - - - - 2x 1) |
by = a,+ E < P .aq),

ky = H0—|—22(zq,

eller

og for x > o0:
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Det har veret betragtet som en vanskelig Opgave at se, hvilken Betydning
Afrundingen af Faktorerne a vil faa for det endelige Resultat. Saaledes
. siger §. Altenburgert) herom blot: »Es ist allerdings anzunehmen, dass auf
eine Serie von Werten angewendet eine teilweise Kompensation dieser Fehler
eintreten wird, so dass bei einer effektiven Ausgleichungs-Rechnung dieselben
nicht derart ins Gewicht fallen werden, wie bei der Berechnung von Operations-
Koeffizienten«. Vi behgver imidlertid ikke at ngjes med saadanne vage An-
tagelser, thi vi kan let se Betydningen af de foretagne Afrundinger ved Hjlp
af Variationsfaktorerne, som vi kan udtrykke direkte ved Hjzelp af a'erne.
Teanker vi os nemlig, at vi anvender Udjevningsformlen

(1)
Oi — a00i+al(0i+l+oi—l)+ """ ’Jl_am(oi-{-m+0i—m)

paa Veardier, der hegrer til en Sinusoide,

v, =(Lp)i=0, cos pBzi+ B, sin 01,

har vi
Vitq + Viq=2 cos gp0-(Ly):
og altsaa
(1) (1)
v =(Lp)i=(ay+2a, cos pO+2a, cos 2p0+- - .- .. +2am, cos mp0)-(Lp): ;

Variationsfaktoren til Leddet Z, bliver da

(31) Vy=a,+2a, cos pO+2a, cos 2p04- - - - - - +2a, cos 70
Afrunder vi Faktorerne ved at tilfoje Ay, Aay,------ Aa,,, faar vi altsaa
AVpy=~Aay+2 cos pb-Aa;+2 cos 290 - Aay 4« - - - - - 12 cos mp0 - Adpm ,

og af AV kan vi se, hvilken Betydning de foretagne Afrundinger har for -
vor Formel.

27
7

’ . 7 .
Da vi her har n=24, bliver 6 = =i aos det er derfor serlig nemt

at bruge V,, V;, Vi og V;, til en forelgbig Undersggelse ; vi faar nemlig

V, =a,+ a— ay—2a,— a,+ a;+2a;+ a;— a3 —2ay—"----- ;
ey =0 —2a, + +2a —2a, +2ay — e :
Ve =ay— ay— ay+285— ay— a;+205— &— a5+ 28— -+ )
Vie=a,— 2a,+2a, — 2a;+2a, — 2a5+-2a; — 2a;+2a5 — 20 :

Vi skal nu bestemme Faktorerne @ til Femtegradsformler, der om-
fatter 11, 13 og 15 Vardier. Det viser sig at vare mere end tilstraekkeligt,
naar a’erne bestemmes med 4 Decimaler; af Tabel 19 ser man da, med
hvilken Ngjagtighed man skal bestemme £'erne.

1) »Versicherungswissenschaftliche Mitteilungen«. 3. Band. S. 76.
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For m=g faar vi

By=-216451, /k,= 0004839, #k;= 0100868,

foruden k,=1 og A,=k,=o0. Lad os betegne de ved Hjzlp af Tabel 19
bestemte Verdier med &, den tilfejede Afrunding med Az’ og de endelige
Veardier med a, saaledes at vi har a,4-Aa,=a,. Vi faar da ved at benytte
ganske simple Afrundinger

a,= 4630, Aa,=—:0030, @= -46;

a,= ' +2079," “Ad=1 0021 "ig,=" =30,

a.— -0244; Aa,=—-0004 = a,=" 024,

a,=—-0535, Ag,=—:0005, a;=—-054,

a,=—-0104, Aa,= .0004, a;=—:0I,

@ — COTOI NS == QCOIS s — S O
|
l

De nye Veardier af a giver ifglge Tabel 20

f»’O: - 460 - 600} - 048—- [0 —NOZ0 = ©20—18 i
k= - 300} -096— - 486— 160+ - 250=0, |
ky=-024— - 324— - 200+ 500=0;

vi har altsaa tilfzeldigvis opnaaet at faa en virkelig Femtegradsformel. Hvor-
ledes den oprindelige Formel i Hovedsagen er andret, ser vi ved at be-
nytte ovenstaaende Aa’ til Beregning af AV, ; vi faar saaledes

AV,=-000, AV;=—-001, AV,=—-:006, Al;;=-—-006.

For m=6 er der fundet fglgende Vaerdier

a, 4214, Aa,=—:0014, ay= -42,

a,= +2008, Aa =—-0008, a;= -29,

a,= .060o, Aa,= -:0000, a= 06,

a,=—-0460, Aa,= -0010, az=—'045,

a,=—-.0245, Aa,= -0005, a;=—:024,

@, — 200435 G —=+0003 S as =004y
6

Ved Afrundingen er der forst og fremmest sorget for,trat =1 S Derimod
faar vi dette Tilfelde ikke & =#k,=0, men £ =-021 og k,=-035. Dette
vilde vaere feldende for vort Resultat, dersom det virkelig drejede sig om
at fremstille en Femtegradsformell), men for os kommer det blot an paa ‘

a.— -0047, - Aa,= -0003, = -005. ’

fremstille et Szt Formler, der paa det nermeste giver det samme Udjevnings-
resultat, som de Formler, der er reprasenteret ved deres Variationsfaktorer

1) Navnet kan det dog vere tilladt at beholde, da Tilnzrmelsen er god.
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i Tabel 18. Og uagtet vi ikke har £, =#4,—o0, bliver Afvigelserne i Variations-
faktorerne heller ikke i dette Tilfelde store; vi faar saaledes

AV,=—-004, AVi=—-001, AVz=-.002, AV;,="-000.

Da man skal have Z,=1, kan man i Almindelighed ikke ngjes med
simpel Afrunding til sidste Decimal overalt, men ved Beregningen af Af-
vigelserne i Variationsfaktorerne ved Hjaelp af Aa’ ser man let, hvilke Kom-
binationer der giver brugbare Resultater.

Igvrigt skal det med Hensyn til disse Formler kun bemarkes, at der
sluttelig bgr foretages en Beregning af Variationsfaktorer i passende Omfang
med de valgte Vardier af Faktorerne . I nedenstaaende Tabel 21 er der
sammenstillet Faktorerne til de direkte anvendelige Femtegradsformler, som
ifelge de foregaaende Undersggelser kan anses for brugbare, samt de til-
hgrende Variationsfaktorer.

Tabel 21.
Direkte anvendelige Femtegradsformler.
@ (31 g a3 4z s g a;
M=5. -46 - 30 -024 —-054 —-OI -0I
m=06. 42 -29 06 —-045 —-024 - 004 005
W=7 -39 -28 -085 —.032 —:033 —-003 006 -002

Variationsfaktorer. z=24.

[— 2 3 4 5 6 8 10 12
m=5. 99993 :9963 -.966 -864 -659 -392 028 —.008 —.024
m=6. -99859 -0894 936 -778 -514 .242 -0I0 —-00I  -004
m=y7. 99719 9850 -.g04 -693 -390 -142 007 -007  -OI2

Vi skal derefter betragte nogle Syvendegradsformler, der er fremstillet
efter de samme Principer. Den simpleste af disse Formler er

(1)
0; = 0; + k£, A8 0;
med Variationsfaktorerne
Vo — =

Mindste Middelfejls Princip giver her £,= — -757-3.7, hvorefter Skaeringspunktet
mellem J/, og Abscisseaxen bestemmes ved
O=1— 1957 C*,
der giver
Y220
= . 1).
G 4 sin 5 3.6823 1)

og »=9.82. For enhver Vardi af C har vi her:

!) Til Beregning af Tabel 22 er benyttet Vardien log (— C) = - 5661200.
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w4 =i —CIT £
m=35 Z’:I_(%Cﬁ"f“‘gg%

I : I
m=0. VP:I 654 Ep + (/4‘; C; s Z:g Cf, s

V=i 35 G5 £ 6— S

m=y7 == *Ci‘( e ¢y + C’ 5

W= V= 4 e+ 2—% G 22? cp+ Ig? z SCSb G

m=9. V,,:I——IZ? ,,+SO4 G 864? o+ g? L 355 s+ 5567 Gor.
De til Verdien C=— 3.6823 svarende Variationsfaktorer er fremstillet

i nedenstaaende Tabel og i Fig. 29.

Tabel 22.
Variationsfaktorer til Syvendegradsformler.
€ =—3.6823. 7z=24.

D—==1 2 3 4 5 6 8 10 1
m=4. 1.00000 I1.0000 +999 -995 -974 <9I3 -550 —-055 —=302
#—5. 1.00000  -9099 " -998i g7l H-gIIEE 75233 002 -088
m=6. 1.00000 -9996 -993 -950 817 -572 .082 — 000 — -016
m=7. 1.00000 -9992 -985 -908 -705 400 .026  -000  -002
m=8. -99999 -9985 -974 -854 .588 -274 -007 — -000 —-000
#m=0. +G9999 " -9074: -050M LT o2 470 M 7Sl s COT I 000 SRR SR

J N

A N

5

6 bl S

5

-4

-3

B

N 5]
0 1 2 3 m=g12

Fig. 29. m=4
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Ligesom i det foregaaende Tilfeelde giver de to mindste Vardier af
ikke tilstraekkelig Udjevning, idet vi har I/, lig med —-39 og -09. For
de gvrige Vardier af » findes de beregnede Faktorer @ og de efterberegnede
Variationsfaktorer i nedenstaaende Tabel.

Tabel 23. |
Direkte anvendelige Syvendegradsformler.
a, a; a, a, a, a; g a; ag y
m—=6. -52 -30 —-017 —-00 -008 013 —-004
M="7. =47 - 30 -022 —-063 —-0I0 -OI5 -003 —-002
m=38. .44 - 30 -048 —-.060 —-02% -0I0  -009 —-00I —-00I
H—G AT -204 071 —-.048 —-035 003 -00Q  -002 —:00I -000

Variationsfaktorer. »=24. ’

=1 2 3 4 3 6 8 10 12
m=6. -90999 1.000I -995 -954 -823 578 -088 -006 —-012
m=y7. -9974  -9931I 970 R 00 3E GO0 RIS 400 S 02588 == 0O i 1 O8O
m—38. 9995  I1.0000 -983 - 865 504 -274 -007 —-008 -004
m=9. -9996 -0996 -960 -788 475 -178 —.002 —-002 —:004

Dersom man vil gaa videre ad denne Vej og fremstille for Eksempel
Niendegradsformler efter de samme Principer, vil det ikke vaere ngdvendigt
at beregne Variationsfaktorerne to Gange, idet den ret besverlige Beregning
ved Hjzlp af Faktorerne %2 kan udelades. Tabellerne 18 og 22, der er
beregnet paa denne Maade, viser tydeligt nok, at man skal udskyde Niende-
gradsformlerne med m=5 og m=6, og igvrigt har man ved Beregning af
AT, eller V7, ifslge Formel (31), Side 150, tilstraekkelige Hjaelpemidler til at
foretage hensigtsmaessige Afrundinger af Faktorerne a.

Vi afslutter Omtalen af denne Art Formler med en Anvendelse af et
af de opnaaede Resultater til Beregning af den samme Opgave, som er
behandlet i § 20. Vi benyttede der to forskellige Formler, nemlig 7, med
Skema (C) og /; med Skema (D), der reprasenteres ved nedenstaaende
Variationsfaktorer.

/=1 2 -3 4 5 6 8
(C) 1.0000 -998 948 603 -280 -043 -000
()T eece T ge 89 R - g7 a8 i 8468 B in o 5 T8 00T
29980 0000 GOORIESGRERE A7 5 LT 76— 002
Den sidste Raekke af de opfgrte Variationsfaktorer hegrer til den oven-

for beregnede Syvendegradsformel med 72=9, og det er denne Formel, som
skal benyttes til Opgaven.
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Regningen bestaar kun af to Operationer, nemlig en Multiplikation af

hver af de givne Verdier med Faktorerne a,, ay, @5+« -+ -- og en Addition
efter Skraalinier :
A s
|
+ a5 0i—s
a0
o + @101
0 = Qy0i
-+ @ 0111
+ @5 0142
L5 85 i

Til Kontrol er der i Tabel 24, hvortil der ievrigt henvises, taget Summen
af de negative og af de positive Verdier i hver af Kolonnerne ao.

(1)
Foruden Resultatet, o, findes her opfert Differenserne mellem denne

)
og de andre Beregninger, nemlig F](o)——(;/ og F,(0) —(cl)), der viser, at de
sidst udjevnede Verdier gennemgaaende falder imellem de tilsvarende
Veardier fra de to andre Udjevninger; af Variationsfaktorerne for de for-
skellige Udjevningsforsgg ser man igvrigt, at Resultatet paa Forhaand maatte
antages at blive saaledes.

Naar man skal fremstille direkte anvendelige Formler til Udjevning af
aarlige Perioder med 73 Normalpladser, synes det at veere simplest at be-
nytte de tidligere ved Hjalp af Skema (B) fremstillede Formler som Udgangs-
punkt. Det er vist (Side 89), at Kurven for de til selve Skema (B) herende
Variationsfaktorer,

V;):I‘}"Cp"‘%cf)x

: ; 7 2n :
skerer Abscisseaxen i Punkterne 2 e og p:?y og gentages Regningen

efter dette Skema v Gange, faar Variationsfaktorerne Roring af (v— 1)t
Orden i de samme Punkter, Ved Udledelsen af Formlerne for de daglige
Perioder havde vi blot eet Reringspunkt, men dette er ikke tilstreekkeligt
for de aarlige Perioder, hvor en langt storre Del af Leddene L, skal bort-
skaeres.

Til Beregning af Faktorerne « har vi forst

1)
509 = 05104 -1-0p~F0—1~=0=21;

@) ;
25 00 =04t 205+ 30,440, + 500+ 401+ 3091203104,
(3)

(3
125 0y = 0305+ 60,1 100341505+ 180, +190,+ 1801+« - - - )
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Tabel 24.

z 0 ayXo a;Xo @y X0 agXo @ xo
I — 2.273 — 0319 — 6683 — 1614 1091 796
5 = 2o —10451 — 7494 — 1810 1224 892
312807 —11509 o 02h3 =163 1347 982
4 — 3.000 — 12300 — 8820 — 2130 1440 1050
5 — 2.899 —11886 — 8523 — 2058 1392 101§
6 — 2.442 —10012 — 7180 — 1734 1172 855
et L. 575 — 6458 — 4630 — Bl 756 551
8§ — .653 — 2677 — 1920 — 464 313 229
9 - 351 1439 1032 249 — 168 =123
10 1.126 4617 3311 799 e R ACHEE = 304
II 1740 7015 5030 1215 — 821 — 509
12 20132 8741 6268 1514 — 1023 — 746
13 2.489 10205 7318 1767 — 119§ — 871
14 28772 11365 8150 1968 — 1331 — 970
15 2.892 11857 8503 2053 — 1388 — 1012
16 2.797 11468 8223 . 1986 — 1343 — 079
17 2,557 10484 7518 1815 — 1227 — 805
18 2.021 8286 5042 1435 — 970 — 707
19 1.390 5699 4087 987 GO R 6
20 -601 2464 1767 427 — 288 — 210
21 — -264 — 1032 — 776 — 187 127 92
22 — 927 513001 — 2725 (05 . 445 324
23 — 1.508 — 6183 — 4434 — 1071 724 528
2 1042 — 7962 = 157008 E =N 1370 932 680

+22.839 -+93640 +67149 +16215 -+10963 +7994

—22.839 —093640 —67147 —16216 — 10961 —7993

o. s. v.1). Disse Formler er som tidligere omtalt af fgrste Grad. Til at
danne Formler af hgjere Grader kan vi benytte Udtrykket (27), Side 78,

I (\—|—3) a2 el hs)

iy e " “ ......
0i—10; - R o + 0; e TR g + ,

Da vi i narvaerende Tilfelde har
R=A2L LAL

bliver saaledes Formlen, der svarer til
()
) En Tabel over disse Faktorer indtil o findes hos ¥. Altenburger i »Versicherungswissen-
schaftliche Mitteilungenc. 2. Band S. 72.
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Tabel 24.
(1) (1) (1)
a5 X0 @5 X0 ;X0 agXo 0 Fi—o F,—o
— 68 — 206 — 45 23 — 2.267 002 -000
— 76 — 229 — 5I 25 — 2.566 -004 —-007
— 84 — 253 — 56 . 28 — 2.835 -002 —-008
— QO — 270 — 60 30 — 2.088 —-003 — 001
— 87 — 261 — 58 29 — 2.879 —-007 -007
— 73 — 220 — 49 24 — 2.408 —-007 -005
— 47 — 142 — 32 16 — 1.608 -000 -000
— 20 — 59 — 13 7 — 632 -005 — -007
11 32 7 — 4 -322 -007 —-006
34 101 22 — II 1,116 -004 — 005
51 154 34 — 17 7 —-001 -003
64 192 43 — 21 2.154 —.003 -006
75 224 50 — 25 2.501 —-001 -004
83 249 55 — 28 2.758 -001 —-003
87 260 58 — 29 2.879 -003 —-002
84 252 56 — 28 2.814 -00I -002
7 230 51 — 26 2.535 -001 -006
61 182 40 — 20 2.045 001 -002
42 125 28 — I4 1.370 -002 — -002
18 54 12 — 6 579 <001 —.002
— 8 . — 24 — 5 3 — 225 —-001 -00I
— 28 — 83 — 19 9 — -938 —-004 -001
— 45 — 136 — 30 15 — 1.505 —-005 -002
— 58 — 17§ — 39 19 — 1.932 —.002 -003
+687 -+2055 +457 +228 +22.784
—684 —2058 —457 —229 —22.783
™) v _(vt1)

F_{(oi) = 01'—TR O

af tredie Grad, eftersom de bortkastede Led kun indeholder Differenser af
mindst fjerde Grad. Vi har nu definitionsmassigt

(v+1)  (v+2)
(1+R) o=0,
der giver
(v+41) (v+2) (v+1)
RS0l — o8 —90 ¢

T o (et L (v+2) :
Betegner vi Faktorerne til o med @’ og til o med &” har vi altsaa

(v+1)
0 = a,01+ @ (011 +0i1)+a,(0pa +0ia) 200
og
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(v+2)

Oh = @ Ar @ (oms SF i) ar @, (01124 0i-2) AFo 9.0 te ag

(v+1)
hvoraf fglger, at Faktorerne til Leddet vR o bliver v(e,—a,), v(a, —a)),
0. S. v. Subtraheres disse Faktorer fra de tilsvarende Faktorer, som hgrer

W ; - , [ i i)
til o, faar vi altsaa Faktorerne til Trediegradsformlen o——R o

~(v+2)
Til Fremstilling af Femtegradsformler skal vi benytte R? o . Da vi
har

faar vi
(v+2)  (v+4)  (v+3)
(= RR ¢ = 0 — @
og derefter
(2)(v4-2) (v-44) (v+3) (v+2)
R o — ol =2 g Sig e

(v+2)
Faktorerne til &% o findes altsaa ved at tage anden Differens mellem de ens-

L (v+2) (v+3) (v-+4) :
mearkede Faktorer til o , o og o 1. Paa tilsvarende Maade findes Fak-

/a,(Y+3)
torerne til R* o .

Naar man saaledes har fundet Faktorerne med for Eksempel 4 Deci-
maler, bliver Fremgangsmaaden derefter den samme som fgr, idet man af-
runder til 3 Decimaler og samtidig serger for, at Afrundingerne bliver hen-
sigtsmaessige. Til Kontrol og afsluttende Beregning af Variationsfaktorerne
har man Formlen

(31 025) Vp=ay+ 24, cos pb 4 2a, cos 20 - - .. .. -+ 2am cos mp0,
hvor 6 er lig med i
73

Resultatet for nogle af disse Formlers Vedkommende findes opfert i
omstaaende Tabeller.

Sammenligner man ved Hjzlp af Variationsfaktorerne disse Formler
med de tidligere, der er fremstillet med Skema (B) som Grundlag, vil man
bemarke en mindre Forskel i Trediegradsformlerne og en storre i Femte-
gradsformlerne. Denne Forskel hidrgrer tildels fra de foretagne Afrundinger,
men mest derfra, at der ikke er benyttet de samme Korrektionsled i begge
Tilfelde. Af praktiske Hensyn ordnede vi nemlig tidligere Leddene efter
stigende Differenser, saaledes at for Eksempel Trediegradsformlen blev

1) Nogle af disse Differenser forefindes ogsaa beregnet hos F. Altenburger, hvis Formel
ipvrigt med vore Betegnelser bliver

() v (G o L T i)
i e et Ll el L b 2
I 1°a.7) TR2IAT)
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Tabel 25.

Trediegradsformler.

@y a4 @y a3 ay a; g I
(v = 4). 176 164 2123 Holelo) -049 .016 —-003 '
=—106) <150 144 2122 .093 061 033 011

a; ag 2y 210 241 29 ;
(v=4) —.012 —-01T —:008 —:004 —-002 ‘

;
|

(v=6). —.003 —:009 —:0I0 —:008 —-:006 -—-003. ’
Variationsfaktorer. z=73.

Diead 2 3 4 5 6
(v=4). 9993 -9989 -931 -866 *730 +563
(v=6). -9975 *9764 *909 778 +591 +389
77— 10 I3 22 29 36 I
(v=4). -238 -055 :000 —-004 - 000 -008 ‘
=6). 008 .002 -002 .001 00T .00 i
Tabel 26. {‘
Femtegradsformler. 1
I
a, a, a, as a, @ @ |
=) - 196 -180 142 090 040 .003 —-016
=16 o 161 -135 005 -055 .020 —-003
“y ag 2 10 21 219 %
(v=4). —-021 —-.016 —-008 -000 - 004 -004 '
(v=6). —-o015 —-018 —.014 —-008 -004 -003.
Variationsfaktorer. z=73.
A= 2 3 4 5 6
(v=4)  -9994 19967 -982 942 -858 -720
(v=26). 1.0000 <9952 -962 -886 -751 - 568
p= & 10 15 22 29 36
(Vi=F4): -339 061 —. 001 .003 —-00I —-008 |
=9). - 176 —-008 —.012 —-0I2 —-009 —:004.
) (v+1)

Fl(oi) =) & VA2 Oi

medens vi nu som Udgangspunkt har taget

) (VeISL)ER (V) (v+1) v )¥+1)
0;— VR 0; = 0 — VA? g —?A‘* o
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hvilket var naturligt, eftersom vi ikke skulde tage de samme Hensyn som fer,
og desuden blev Formlerne aldeles ikke forbedrede ved den tidligere Ord-

ning af Leddene. — For Femtegradsformlens Vedkommende havde vi tid-
ligere
() (v+1) +2)
B(o)— 01— yAZ o + (—? G5 (\;_*_23))A4 i

medens vi nu har

(v) (v+1) (v+2) (v) (v+ +2)
G—2R o +V(\;+23—)R‘2' L N e (V+3)(A4+2A6+ A

Naar man anvender denne Art Formler, bliver selve Udjevningsarbejdet
meget mindre, end naar man benytter de tidligere fremstillede Formler. Det
kunde nu siges, at den hele Udvikling burde have taget direkte Sigte paa
at fremstille disse Formler, saaledes at den lange Omvej over den mekaniske
Metode med gentagne Udjevninger var undgaaet. Men hertil er der ad-
skilligt at bemaerke. For det forste hviler Fremstillingen af Formlerne for
de aarlige Perioder helt paa Metoden med gentagne Udjevninger og An-
vendelse af Korrektionsled. For det andet er Metoden med gentagne Ud-
jevninger allerede i Brug, men den anvendes vist stadig ved meteorologiske
lagttagelser med for faa Gentagelser og uden Benyttelse af Korrektionsled,
og det maa derfor anses for heldigt, at det vises, hvor meget der hgrer
til for at opnaa gode Resultater ved denne Fremgangsmaade. For det
tredie er det som tidligere omtalt muligt, at der for visse Opgavers Ved-
kommende ikke skal vaere Gang i Differenserne mellem de forelagte og de
udjevnede Vardier, og hvor dette virkelig viser sig at veere Tilfeeldet, kan
det alligevel blive nemmest at benytte Metoden med de gentagne Udjev-
ninger, idet man saa ikke behgver at beregne Middelfejlene for Konstanterne
i den triogonometriske Rakke.

Dersom de forelagte Vaerdier har mange Cifre, kan man med de direkte
anvendelige Formler udjevne Differenserne mellem de forelagte Vardier og
derefter foretage en Summation, saaledes som det er omtalt i § 19.

§ 25.
De forskellige Udjevningsmetoders Anvendelighed. Résumeé.

Det vilde have veret heldigt, hvis vi kunde afslutte disse Undersggelser
om Udjevning af Perioder med at angive, i hvilke Tilfeelde man med stgrst
Fordel kunde anvende denne eller hin Metode. Det er dog neppe muligt
at give en saadan almindelig Anvisning, og vi maa derfor ngjes med at
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omtale forskellige Omstendigheder, som er af Betydning for denne Sag.
Imidlertid er der i det foregaaende ved flere Lejligheder allerede talt om
de forskellige Metoders Fortrin og Mangler, og det kan derfor ikke undgaas,
at en Del af de tidligere fremsatte Bemaerkninger gentages,

Naar man skal valge en Udjevningsmetode til en bestemt Opgave, er
der flere Omstendigheder, som kommer i Betragtning. Selve Opgavens
Beskaffenhed er naturligvis af Betydning, men desuden kommer det an paa,
hvad man skal bruge Resultatet til, og hvor meget Arbejde man vil ofre
paa Opgavens Lgsning.

Dersom man vil ngjes med at faa blot en Rakke af udjevnede Veer-
dier, er der Grund til at antage, at det ikke alene er nemmest men ogsaa
heldigst at anvende grafisk Udjevning. Denne Udjevningsmetode er kun
flygtigt omtalt i det foregaaende, og her skal der ogsaa kun fremsattes
nogle faa Bemarkninger om den. Ved denne Udjevningsmetode bliver der
naturligvis altid noget vilkaarligt, men man kan indskraenke det vilkaarlige
til nzsten kun at omfatte Valget af Kurvens Grad af Glathed, eller mere
bestemt: Valget af Antallet af Vendepunkter. Naar dette Valg er truffet,
eller naar man fra andre Undersggelser kender Antallet af Vendepunkter,
kan Udjevningen foretages saaledes, at Usikkerheden paa det narmeste
holdes indenfor de Greanser, som sattes af de grafiske Fremstillingsmidler.
Man skal da holde Regnskab med Differenserne mellem de udjevnede og
de forelagte Vaerdier og sgrge for, at Summerne af disse Differenser i
ethvert nogenlunde stort Interval bliver saa smaa som muligt. Dersom
Veardierne ikke kan fremstilles i tilstraekkelig stor Maalestok paa Tegne-
papiret, kan man foretage Udjevningen med de givne Verdiers Differenser
og afslutte med en Summation, saaledes som det er omtalt i § 19. Saa-
fremt man ikke vil foretage — eller maaske ikke har tilstreekkeligt Materiale
til at foretage — en Undersogelse angaaende den sande Funktions Natur,
ber en omhyggelig udfert grafisk Udjevning sikkert foretraeekkes for en
Udjevning efter mindste Kvadraters Metode, saaledes som det med Styrke
er havdet af A. Wild.

Anderledes stiller Sagen sig, naar Resultatet skal bruges til teoretiske
Undersggelser, eller overhovedet naar man vil gere sig Umage for at opnaa
det bedst mulige Resultat uden at tage Hensyn til Regnearbejdets Storrelse.
Man bgr da begynde med at beregne Konstanterne til den trigonometriske
Rakke og deres Middelfejl i tilstreekkeligt Omfang, og Spergsmaalet bliver
derpaa, om man skal benytte det vundne Resultat til en Udjevning ved
Hjelp af et vist Antal Led af Rakken eller til en Udjevning efter den

mekaniske Metode.

Med Hensyn til dette Valg imellem de to Metoder skal der forst gores
en Bemerkning om Betydningen af visse smaa Led, som vi har fundet
ved de tidligere Undersggelser. Saaledes havde vi i Opgaven angaaende

Temperaturens daglige Periode Elementet 4, = — .015 med Faktorgransen
II
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G = -26, og efter de opstillede Regler vilde enhver Udjevning blive for
svag med Hensyn til 4,. Det ses imidlertid let, at Sagen i Virkeligheden
forholder. sig noget anderledes. Vi lod den daglige Periode begynde ved
Midnat, men de udjevnede Vardier forandres ikke, naar man valger et
andet Begyndelsespunkt, og man kan derfor vaelge det vilkaarligt. Setter
vi almindeligt

Ly = ap cos p07 4- b, sin p07 = C,, cos (p07 + a,),

vil 2, og 6, vere afhangige af Begyndelsespunktets Beliggenhed, medens
C, forbliver uforandret, og man kan derfor indse, at det er Forholdet
Cp i \(Cp), som det kommer an paa. Naar Sterrelsen af dette Forhold
viser, at L, maa regnes med til de gode Led, kan Udjevningen ikke be-
tragtes som for svag, selv om enten @, eller 4, har en meget lille numerisk
Verdi.

Det ovenfor anfgrte kunde maaske synes at tale til Gunst for, at man
ved Undersggelsen af den sande Funktion skulde betragte C, i Stedet for a,
og 0p. Men i et Tilfeelde, hvor for Eksempel @, har en numerisk stor Verdi
og 6, en lille Vardi, vil Faktorgraensen for C, veare meget nzr den samme
som for a@,, og vi er derfor i Stand til at bedemme Forholdene naesten
lige saa godt ved Hjaelp af a, og &,, som hvis vi ogsaa havde beregnet C,.
Og paa den anden Side er det heldigt, at man faar Opmarksomheden hen-
ledet paa de smaa Elementer, da Tilstedeveerelsen af dem kan paavirke
Valget af Udjevningsmetoden. Thi uagtet man i et Tilfeelde som det sidst
omtalte ikke kan sige, at den mekaniske Udjevning nedvendigvis bliver for
svag med Hensyn til 4,, saa har paa den anden Side mindste Kvadraters
Metode paa dette Punkt et Fortrin, idet man der kan forbedre Resultatet
ved at udskyde et saadant lille Element.

Overhovedet er det de smaa Led, som man skal hefte Opmarksom-
heden paa, naar man skal traeffe et Valg mellem de to Metoder, thi for de
store Leds Vedkommende vil Resultaterne blive omtrent ens og kan be-
tragtes som lige gode, idet vi forudsatter, at naar man vil gere sig Umage
for at opnaa det bedst mulige Resultat, vil man ikke anvende en mekanisk
Udjevning, der med Hensyn til disse Led kan siges at vare for steerk.
Nermere bestemt beror Valget imellem de to Metoder da paa Fordelingen
af de smaa Elementer i Raekken. Dersom Fordelingen er saaledes, at vi
kan give alle de smaa Elementer Variationsfaktorer, som er mindre end
Faktorgraenserne, medens alle de store Elementer faar Variationsfaktorer,
som er storre end Faktorgrenserne, saa staar vi overfor et Tilfeelde, hvor
den mekaniske Metode maa antages at give det bedste Resultat. At der
er i alt Fald en Mulighed for at opnaa et bedre Resultat end ved Anvendelse
af mindste Kvadraters Metode, indser man ved at undersege, hvilke For-
udsztninger man i Virkeligheden ger Brug af med Hensyn til den sande
Funktion.
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Ved den mekaniske Metode forudsatter man blot, at de sande Vardier
i alle Intervaller af en vis Stgrrelse kan gengives ved en Potensreekke af en
vis Grad; til de udjevnede Iagttagelsesveerdier svarer der udjevnede Vaer-
dier af Koefficienterne (hvilke vi dog ikke beregner) i Potensrekken, og
disse Koefficienters Vaerdi kan variere fra Interval til Interval. Vor For-
udsatning har altsaa en meget almindelig Form: den angaar kun Potens-
rekkens Grad, men ikke dens Konstanter. Vi ter derfor antage, at karak-
teristiske Traek, som maatte findes i visse Dele af Perioden, i det vasentlige
bliver bevaret.

Ved mindste Kvadraters Metode omfatter vore Forudsatninger derimod
ogsaa den benyttede Rakkes Koefficienter, idet vi antager, at de sande
Verdier kan gengives ved et vist Antal Led af Formen

L, = A, cos pbz -+ B, sin b7,

hvor A4, og B, har uforandrede Vardier i hele Perioden. De udjevnede
Verdier, @, og 6,, forbliver ligeledes uforandrede over hele Perioden, og
der er derfor Fare for, at karakteristiske Trazk bliver udvisket, og at de
tilmed indferer Fejl i andre Dele af Perioden.

Det omtalte Tilfeelde, hvor man kan give alle Leddene tilfredsstillende
Variationsfaktorer, vil imidlertid sjeeldent indtreeffe, og Spergsmaalet bliver
da, hvor store Fejl man tor begaa i Henseende til at tage for meget med
af de smaa Led. De omtalte Fejl vil delvis opheve hverandre nogle Steder,
medens de andre Steder vil hobe sig op, og Sagen stiller sig derfor rimeligvis
saaledes, at naar Summen af Maximalfejlene neermer sig til at blive af
samme Sterrelsesorden som Fejlene paa de udjevnede Vardier, bgr man
foretraekke mindste Kvadraters Metode.

Som en almindelig Regel kan det siges, at jo mere indviklet den sande
Funktion er, desto sterre maa Antallet af Verdier i Perioden vere, naar
den mekaniske Metode skal kunne anvendes med Fordel. Til at fremstille
en Funktion af indviklet Beskaffenhed kraeves der Led, som staar langt
henne i Raekken, og skal man bevare disse Led og samtidig forbedre de
forelagte Verdier, maa det hele Antal af Led vere stort, da der ellers er
Fare for, at Fejlene, som stammer fra, at en Del af de smaa Led faar for
store Variationsfaktorer, bliver store i Forhold til de Fejl, som vi ormaar
at afhjelpe. Naar vi til Beregningen af de aarlige Perioder benytter 73
Normalpladser, er dette Antal af Vardier saa stort, at der er Grund til at
antage, at man altid vil kunne opnaa gode Resultater med den mekaniske
Metode. Med Hensyn til Bestemmelsen af de daglige Perioder paa Grundlag
af timevise Iagttagelser synes der endvidere ved Temperaturens daglige
Periode at vare et saadant Forhold mellem Funktionens Beskaffenhed og
Antallet af Vardier, at denne Metode kan anbefales, medens Opgaven an-

gaaende Lufttrykkets daglige Periode rimeligvis kan faa en bedre Lgsning
11%
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ved Hjzlp af mindste Kvadraters Metode. Det blev ved Behandlingen af
denne Opgave ganske vist ikke undersggt, hvor stor Summen af Maximal-
fejlene for de smaa Led var i Forhold til Fejlene paa de udjevnede Verdier,
men det erindres, at vi fandt det ngdvendigt at anvende en Udjevning, der
var for steerk med Hensyn til flere af de store Led, og naar det viser sig
at vaere vanskeligt at give de gode Led tilstraekkelig store Variationsfaktorer,
-er der allerede heri en sterk Antydning af, at det er tvivlsomt, om Op-
gaven egner sig til at leses ved den mekaniske Metode. Derimod er det
muligt, at denne Metode vil vaere at foretreekke ogsaa for denne Opgaves
Vedkommende, naar man benytter lagttagelser for hver halve Time, hvor-
ved Antallet af Verdier altsaa stiger til 48.

Naar Antallet af Veaerdier i Perioden bliver betydelig mindre end 24,
vil der neppe gives mange Opgaver, hvor Funktionen er tilstraekkelig simpel
til, at den mekaniske Metode kan finde en heldig Anvendelse.

Naar man ved Udjevning efter den mekaniske Metode benytter de
direkte anvendelige Formler, vil den besvaerligste Del af Arbejdet falde
paa den Undersggelse, som man skal foretage angaaende den sande Funk-
tions Natur. Ved denne Undersggelse bor man neppe  dele Materialet i
ferre end 6 Grupper, da Usikkerheden i Bestemmelsen af Middelfejlene
for Konstanterne i den trigonometriske Raekke ellers kan blive for stor,
men igvrigt kan dette Arbejde som omtalt i Slutningen at § 20 lettes paa
flere Maader, uden at man derfor behgver at gaa mindre samvittighedsfuldt
til Verks. Imidlertid vil temmelig sikkert kun de faerreste af dem, der
skal bestemme meteorologiske Elementers Perioder, indlade sig paa at fore-
tage de forngdne Forundersggelser, men muligvis vil dette heller ikke be-
standig vaere ngdvendigt i hvert enkelt Tilfeelde, thi det synes rimeligt at
antage, at naar man een Gang har foretaget omfattende Undersggelser an-
gaaende et vist meteorologisk Element, vil man derefter vaere i Stand til
at angive, hvilke Formler der skal anvendes under forskellige forekommende
Omstendigheder.




THESES.

i,
Det maa antages, at Restitutionskoefficienten for elastiske Legemer neermer

sig til En, naar Kraften (Maximaltrykket) nermer sig til Nul, og at Gnidnings-

koefficienten neermer sig til Nul, naar Hastigheden nzermer sig til Uendelig.

2%

Den Anskuelse er gjort geldende, at man ved Studiet af Trelegemerproblemet
har gjort sig Opgaven vanskeligere end nedvendigt ved Fordringen om, at de
Variable skal fremstilles som explicite Funktioner af Tiden. Denne Antagelse
synes at veere meget berettiget, men man ter ikke derfor slutte, at Opgaven
bliver ‘nogenlunde simpel ved, at man holder sig til Banens Ligning. Dette
kan maaske allerede ses af folgende tilsyneladende meget simple Eksempel fra
det plane Trelegemersystem.

: 2 :
Vi tager m,=m,; =1 og samtter my = ——— Legemerne gives saadanne
' ; c— I

Begyndelsesstillinger og Hastigheder, at man stadig har

m=r,,  m=(1—0dx,
Vot—crn iyt = )5i==l O

Vi faar da folgende Differentialligning til Bestemmelsen af Banen for  :

: I g s i ( I 27714 ) 5
5 T s\ s G T e —=+Z%|=o0,
2 e i

hvor % er en Konstant og-p? = c2a? -} 2

3
. Altenburger (»Versicherungswissenschaftliche Mitteilungen«. 4. Band. S. 88)
forsoger at opstille en Definition for en Talreekkes Glathed (Jevnhed). Man
skal da betragte forste, anden, ...... Differens, og for at man skal kunne
sige, at en Rakke er glat, maa man fordre, at »die mittleren Werte der Diffe-
renzen mit wachsender .Ordnungszahl stets abnehmen«. — Det er Hensigten at
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anvende dette til at afgere, om en Reaekke af Veardier (der herer til en ubekendt
Funktion) er tilstraeekkeligt udjevnet, men hertil kan denne Definition ikke bruges.

4.

Dr. & F. Steffensen (»Analytiske Studier«, Side 146) har fremsat den An-
skuelse, at det vigtigste Kriterium for en Udjevnings Godhed skulde vere For-
tegnsskiftet for Differenserne mellem de forelagte og de udjevnede Verdier.
Hertil fordres imidlertid, at de til Udjevning forelagte Verdier ikke er bundet
til hverandre ved vesentlige, varierende Omstendigheder. Og denne Fordring
kan nzsten med Sikkerhed siges ikke at vere opfyldt for Eksempel ved de
Opgaver, hvor Kriteriet ‘andetsteds er anvendt, nemlig ved Udjevning af Dade-
lighedstabeller. ;

5.

Newtons Approximationsmetode til nermere Bestemmelse af en udskilt Rod

kan med Fordel anvendes i Forbindelse med en Logaritmetabel.

Man giver Ligningen Formen f(x) = 1. Naar x, er en forelgbig fundet Vardi for x,
har man med en vis Tilnzrmelse

log f(x) = log f(x, 4 %) = log f(x,) + % a% log f(x,) = o.

Man faar altsaa
pa oy ol

[{ i)
e log f(x,)

de enkelte Led i Nzvneren faar man ogsaa (med en vis Tilnermelse) af Tabellen ved for Eks-

empel at seette
d log (xy + dx, + @) — log (x, + @)
Sae X = S 0 A > (A
o og ('\0 + a) 0%, )

idet man valger en passende Veaerdi for Jx,,.
I »De algebraiske Ligningers Theori« (S. 234), hvor Newtons Metode omtales, benyttes
som Eksempel Ligningen x® —2x — 5 = 0, hvor der forelgbig er fundet x; = 2.1. Vi om-

former Ligningen til

:\..5
T
2 (x4 3)

og faar

hvilket som naste Tilneermelse giver x = 2.094544. (Den sande Verdi er 2.0945571 .. ).

6.

Der kan blive Sporgsmaal om, hvorvidt man har Lov til at indseette Middel-
vaerdier af de i Reglen saavel i Styrke som i Retning sterkt varierende Vind-
hastigheder i de hydrodynamiske Ligninger. Saafremt Beveegelsen er hvirvelfri,
kan dette imidlertid tillades for selve Beveaegelsesligningernes, men ikke for
Energiligningens Vedkommende.
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