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DE FORENEDE BOGTRYKKERIER AARHUS




rrer Samraad med og Opfordring af afdede
E Professor Andersen er denne Bog kommen
frem. Vi har overalt sogt at fremstille Stoffet i saa
nejagtig og let leselig en Form som muligt. Tri-
gonometrien indeholder det, der skal leeres af Byg-
ningsfolkene.

Til de udkomne fire Dele vil slutte sig en
Analytisk Geometri og en Infinitesimalregning; en
Del af det Stof, som ellers behandles i Trigono-
metrien, vil komme i Infinitesimalregningen.

Vi bringer herved d’Hrr. Overleerere S. Cronfelt
og Georg Nielsen, Odense, vor bedste Tak for den
Hjeelp, de har ydet os under Udarbejdelsen, og
takker ligeledes Hr. Forstander Jonas for den In-
teresse, han har vist vort Arbejde.







A. Trigonometriske Funktioner af
Vinkler mellem 0° og 180°.

1. Ethvert Punkt paa en ret Linie deler den i to
Dele, som kaldes Halvlinier. Fra et fast Punkt paa en
ret Linie kan man altsaa teenke sig et Punkt bevaeget
ud ad Linien i to forskellige Retninger. Den ene af
disse Retninger kaldes ofte den positive Retning, og den
anden kaldes da den negative Retning.

Naar O og A er to Punkter paa en ret Linie, betegner
OA Afstanden fra O til A. OA er positiv, hvis et Punkt
kan komme fra O til A ved at bevaege sig i Liniens
positive Retning, og AO er da negativ. Da Langdetallene
for OA og AO har samme numeriske Veerdi, har man

altsaa: AD 4 QA =0
eller A0 = - 0A.

Naar man vil angive, hvilken Retning der er den
positive, setter man paa Linien en Pil, som peger i den
positive Retning.

2. 1 Planen vaelges en positiv Omlebsretning, saa-
ledes at en Linie, der drejes om et af sine Punkter,
drejes i den positive Omlebsretning, naar den gaar mod-
sat Vej af Viserne paa et Ur, men i den negative Ret-
ning, naar den gaar samme Vej som Viserne paa et Ur.

Ved Vinklen mellem to Linier forstaar man altid
Vinklen mellem deres positive Retninger. Afstanden fra
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Vinklens Toppunkt til et Punkt paa selve Vinkelbenene
er altsaa altid positiv, men Afstanden fra Toppunktet til
et Punkt paa Vinkelbenenes Forlengelser (ud over Top-
punktet) er altid negativ.

Ved  AOB forstaar man Vinklen fra OA til OB.
OA kaldes det forste Vinkelben og OB det andet. En
Vinkel er positiv, naar det forste Vinkelben ved at drejes
gennem Vinklen skal drejes i den positive Omlgbsretning
for at komme til at deekke det andet. Hvis ~ AOB er
lig 369, er ~ BOA lig —36° Vi benytter kun Vinkler
mellem 0° og 180°.

3. Naar man afsetter et Liniestykke paa en Vinkels
andet Ben og projicerer det paa det forste Ben, vil For-
holdet mellem Projektionen og det oprindelige Linie-
stykke veere uafheengigt af Liniestykkets Laengde, og det
vil veere uafheengigt af, om Liniestykket afszettes fra Top-
punktet eller fra et vilkaarligt andet Punkt af Vinkelbenet.

A\ M,OM ~ A P,OP,

v-
A oM OM,
£ altsaa
s oP  OP,
7 | D
M = opP, OM,
OP  OM
V | Man har da ogsaa
oo e OP, OP,—OM, M,P,

OP OP — OM MP

Forholdet vil endvidere blive det samme, naar Linie-
stykket afsaettes paa det forste Vinkelben.

Forholdets Vardi bliver altsaa uforandret, saa laenge
Starrelsen af Vinklen v er den samme; men det vil for-
andres, naar Vinklens Sterrelse forandres. Forholdet
kaldes cosinus af / v og skrives cos v.

OM, OP, MP
OM OP MP

Man har altsaa cos v =



Definition: cosinus af en Vinkel er et Forhold, hvis Efter-
led er et vilkaarligt Stykke af Vinklens andet Ben, og
hois Forled er dette Stykkes Projektion paa Vinklens forste
Ben (eller dets Forlengelse).
En Cirkel, hvis Radius er lig Leengdeenheden, kaldes
en Enhedscirkel. 8
Naar man tegner en Enheds- ///‘[

cirkel med Vinklens Toppunkt
til Centrum, kan man paa en V
simpel Maade se, hvorledes co- | [/
sinus af en Vinkel forandres, naar C 0
Vinklen vokser fra 0° til 180°. \

- AOM = v, \_

man har da cos 0 = oo L OM,,

OM 1

hvor OM,; betyder Liniens Leengdetal og altsaa er et
ubeneevnt Tal.

Naar M beveeger sig paa Cirkellinien fra A til B, vil
M, bevaege sig fra A til O, saaledes at det gennemlober
hvert Punkt af AO. Det vil sige:

Naar Vinklen v vokser fra 0° til 90°, vil cos v af-
tage fra 1 til 0.

Naar M bevaeger sig fra B til C, vil M, beveege sig
fra O til C; da M, ligger paa Vinkelbenets Forlengelse,
er OM, negativ. Altsaa:

Naar Vinklen v vokser fra 90° til 180°, vil cos v af-
tage fra 0 til —1.

Eks. cos0°=1, cos 60°= 0,5, cos 90°= 0, cos 180° = — 1.
)
Af cos v %5
MpP
faar man M.P, =MP. cos v.
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Et Liniestykkes Projektion paa en rel Linie er lig
Liniestykket multipliceret med cosinus af Vinklen mellem
Projektionen og Liniestykket.

4. sinus af en Vinkel er et Forhold, hvis Efterled er
et vilkaarligt Stykke af Vinklens andet Ben, og hvis For-
led er Stykkets Projektion paa den Linie, man faar ved

‘ at dreje det forste Vinkelben en
Pal— ) / Vinkel paa + 90°. sinus af / v
i skrives sin v.

b /M Naar / AOM = v, har man
Mo | /

/ altsaa

/ ) )
| e OM, o OP, M,P,
| OM oP MP
v SR For at undersege, hvorledes
0 A sin v forandres, naar v vokser

fra 0° til 180, tegner vi en Enhedscirkel med Vinklens
Toppunkt som Centrum. Man har da sin v = OM,.
Naar M beveeger sig paa Cirkel-
buen fra A til B, vil M; bevaege
sig fra O til B; altsaa:
Naar v vokser fra 0° til 90°,
vil sin v vokse fra 0 til 1.

Naar M bevaeger sig fra B til C,
vil M, bevege sig fra B til O;
altsaa:

Naar v vokser fra 90° til 180°, vil sin v aftage fra
1 til 0. sin v er altsaa positiv, naar v ligger mellem 0°
og 180°.

Eks. sin 0° = 0 = sin 180°, sin 30° = 1 sin 150°,

sin 45° = l%— = sin 135°, sin 90* = 1.
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Man har  OM, + MM — OM — 1,

2 - 2
da JIZM = ()Ml,
faar man ()M; -+ ()M: = 1
eller sin?v + cos?v = 1.

i : sinv
5. tangens af v eller tg v betyder e colangens af
cos v
v eller cotv betyder —— -
' sin v

Af Definitionerne folger: Naar v er spids, er ig v og
cot v begge positive, da baade cos v og sin v er positive.
Naar v er stump, er ;
baade tgv og cotv ‘ /
negative, da sinv er .
positiv, men cos v x T
negativ. . L L

4 2

Paa Tegningen er \)/ M
o
/ \\

Z AOB = 90° %

og /. AOM = v. ( \Ji

Enhedscirklen skee-
rer / v's forste Ben \ x4
i A og det andet i M. \ : ’
Tangenten gennem A \\ ¥4 {
skeerer OM i T, og v
Tangenten gennem B
skeerer OM i . Naar de Linier, der er parallele med
OB, har samme positive Retning som OB, og de Linier,
der er parallele med OA, har samme positive Retning
som OA, har man

A OMM, ~ A OTA,




OM, MM OM,

0OA AT AT
oller cosv _ sinv ;
1 AT
' sin v
raf AT .
Dera 17 = lg v

Desuden har man
A - OMM, ~ /\ 0OQB,
OM, M,M  OM,

altsaa 0B~ BO ~ BO
. sinv  Ccosv
- 1 BQ
Cos v
Deraf BO = cot v.
sin v

Paa Tegningen ser man, at naar v —0, er AT =0,
og naar v vokser fra 0° til 90° vil Linien AT stadig
vokse og vokse uden Spring, saaledes at naar v naermer
sig ubegreenset til 90°, vil AT vokse uden Granse. Man
har altsaa: tg 00— 0, tg 90° — co.

Naar v vokser fra 0° til 90°, vil tg v vokse fra 0 til
+ oo.

Naar 90° < v < 180°, vil OM’s Forlengelse skeere
Tangenten i T,, saaledes at tg v — AT,; man faar da:

Naar v vokser fra 90° til 180°, vil tg v vokse fra

oo til 0, saaledes at lg v gennemlober alle negative
Verdier. Naar v passerer 90°, springer lg v fra + oo
til — oo.

Paa lignende Maade ser man, at naar v vokser [ra
0° til 180°, vil cotv aftage [ra + oo {il — oo, saaledes at
col v gennemleber alle positive og negative Verdier, og
cot 90° = 0.




6. sin v, cosv, tg v og col v kaldes trigonomelriske
Funktioner af Vinklen v.

Af de tre Ligninger

1) sin?v + cos?v =1
sin v
2 lgv
) J Cos v
- cos v
3) coltv :
sin v

kan man finde de tre andre trigonometriske Funktioner
af Vinklen, naar man har opgivet een.
Har man f. Eks. g v opgivet, faar man af 2 og 3

4) tgv- cotv=1.
Af 1 faar man lg2v + 1 = 1,, , hvoraf
: cos*v
5) cos v 7177 >
+ /1 + g

Multipliceres begge Sider af 5 med {g v, faar man
lgv
+ )/ 1 + tg*v
[ 5 maa man tage den positive Veerdi, naar v < 90°,
men den negative, naar » er stump. I 6 maa man tage
den positive Veerdi, naar

6) sin v

0 < v < 1800, R ,r——#B,\‘
7. Paa Tegningen er ‘Y 777‘[(
£ MO =¥ ogir |-} SN ‘ \
Z-AO0B =90°% ; i J P 7 AP S |
Man har da ¢ \ N 0 Mi/A
/ MOB = 90° — v og \ p
OM, = sin v 'y //

cos (90° — v). W
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Hvis man derimod ssetter

£ MOB =»,
faar man Z AOM = 90° — v
og OM,; = cos v = sin (90° — v).
Man har altsaa
€os (90° — v) = sin v
sin (90° — v) = cos v.

Af Definitionerne faar man

= sin(90° —v) cosv l
9 gy cos(90° —v) sinv Y

cos (90°—v) sinv

niew " - 8in(90° —v) cosv e

a. Man kan ombytte en Vinkel med dens Komplement-
vinkel, naar man forandrer cos til sin, sin til cos, tg lil
col og cot til lg.

Naar MN | OB, har man

A\ OMM; = /\ ONN,.

Man faar da OM, = — ON,

og £ AON = (180° — v).

Deraf cos (180° — v) = ON, OM, = —cosv

og sin (180° — v) = OM, = sin v,
sin (180° — v) sinv

altsaa g (180° —v) = (09(18()0 D) s lg v
cos (180° — v) cos v

og cot(180° — v) = sin (180° _ v) - cot v.

b. Naar man ombytter en Vinkel med dens Supple-
mentvinkel, bliver sinus uforandret, men de andre Funk-
tioner skifter Fortegn.
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8. Punktet O er Enhedscirklens Centrum; / AOM
er en spids Centervinkel, og Punk- o
terne N og M ligger symmetrisk
med Hensyn til OA. /

Naar ~ AOM =v, har man/ T v
: \ 0
sinv = M\M = 1) NM. \
sinus af en spids Vinkel er det halve b o

af Lengdelallet til den Korde, som af Enhedscirklen af-

skewrer en Bue, der er dobbelt saa mange Grader som
Vinklen.

Naar Radius er lig Laengdeenheden, har man:

/5—1
k=13, k= V2 k=1 og k=21,
Deraf faar man

¥ & Y - S - /5
sin 60° l ;, sin 45° = ' —, 8in 30° = s og sin 180::l i
2 2 2 4
Ved Hjeelp af Formlen sin?v + cos?v = 1 kan man finde
cos af de samme Vinkler, og derefter kan man finde
lg og col.
/3

<

Eks. 19 60° = col 30° =)/ 3, tg 30° — cot 60° =
lg 45° = cot 45° = 1.

Man kan desuden finde tilneermede Vaerdier for de
trigonometriske Funktioner af enhver Vinkel, ved at
man laver en ngjagtig Tegning og paa den maaler de
Linier, hvis Laengdetal er lig Funktionerne.

9. Man har beregnet trigonometriske Tabeller, der
indeholder alle spidse Vinkler, som er et helt Antal Mi-
nutter; ved Siden af Vinklen finder man en af Funk-
tionerne af Vinklen. Saadanne trigonometriske Tabeller
indeholder ofte kun en Sinustabel og en Tangenstabel.
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En Cosinustabel og en Cotangenstabel er nemlig over-
flodig; vil man f. Eks. have cos 25° benytter man, at
cos 25° = sin 65°, og finder sin 65° i Tabellen.

a. Naar man har opgivet en Vinkel mellem 0° og
180° kan man finde en hvilken som helst af Funktio-
nerne ved Hjeelp af Tabellen.

Eks. 1. Find cot 29,7 °.

Man udtrykker forst Vinklen i Grader og Minutter.

0,7°= 0,7 - 60' = 42'.

cot 29,7° = cot 29° 42" — 1g 60° 18' = 1,7532.

Eks. 2. cos102° 27" cos77° 33’ sin12° 27’ 0,2156.

b. Naar Funktionen er given, kan man allid finde
en Vinkel mellem 0° og 180°% hvis det er en tangens \
eller cotangens, man kender. Er det en cosinus, man
kender, maa Verdien ligge mellem —1 og + 1; er det
en sinus, maa dens Verdi ligge mellem 0 og 1, for at
man kan finde en Vinkel mellem 0° og 180°.

Eks. 1. Find v, naar lg v = 3,6.
Den neermeste Veardi i Tabellen er 3,6018.
Man faar v = 74°29°.

Eks. 2. cotv 0,97, find .

Man har da cot (180° — v) = 0,97.

180° — v = 45° 52".

=133 8"

Eks. 3. Find v, naar cos v = 0,9999.

Hvis Tabellen kun indeholder Funktionerne med 4

Decimaler, kan man kun finde, at v ligger mellem

0°35' og 1°.

En meget lille Vinkel kan altsaa ikke bestemmes
nejagtig ved cosinus. Man kan da bestemme Vinklen
ved sinus.

sinv = |/ 1 cos?v = ) 0,00019999 = 0,01%41.

v =48,
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Eks. 4. Find v, naar sin v = 0,35%.

p = 20° 44" og v = 159° 16,

Til en given sinus, der ligger mellem 0 og 1, finder
man altid baade en spids og en stump Vinkel, da
sin v = sin (180°— v).

Man har ogsaa Tabeller, hvori der i Stedet for Funk-
tionerne findes Logaritmerne af Funktionerne; men vi
vil forelebig benytte selve Funktionerne.

10. Som Vinkelenhed bruger man undertiden den
Vinkel, der spsender over en Bue med Leengdetallet 1,
naar den er Centervinkel i en Enhedscirkel. Naar
Vinklens Sterrelse udirykkes ved denne Enhed, siger
man, at Vinklen er udtrykt i rene Tal eller i absolut
Maal.

Naar Vinklen udtrykkes i rene Tal, vil en Vinkel
paa 180° have Sterrelsen #, og en Vinkel paa 1° vil
‘ T r . .
have Sterrelsen o Naar en Vinkel er g° vil dens

)
~ . m Tt vo
Sterrelse udtrykt i rene Tal veere g - . kaldes Vink-
180
lens Storrelse i rene Tal n, har man altsaa
7 180
g eller g — n- :
180 7T

Opgaver.

—

. Find de andre trigonometriske Funktioner af ~ «x, naar
a) cosx = 0,8. €y ig-2 =24,
b) sinx = 0,28. d) cot x= 1,875.
2. Find de trigonometriske Funktioner af y, naar
lgx= 1,05, og
&) z -+ gy =90°. b) & + y = 180"
3. Find de trigonometriske Funktioner af x, naar
sin®*x — cos*x = 0,28.
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—

. Find Verdien af sinx + sin (180° — x) + cos (90° — x),
naar fg x = 0,75.
tg 66° - cot 24°

5. Beregn Verdien af — :
cot 156° - tg 114°

6. Bevis, at naar x er en spids Vinkel, er sin x + cos x> 1.

7. Beregn de trigonometriske Funktioner af y, naar
3lgy + 4coty=7.

8. Find sin 20°, cos 41° 8, cot 98° og g 125,2°.

9. Find u, naar

a) cos u=0,958. d) lg u= 43979,
b) cos u = — 0,6926. e) lg u 9,409.
¢) sinu= 0,14. f) colu =—137.

10. Reducer folgende Udtryk
a) (sin x — cos x)? + (sin x + cos x)2.
b) (fg u + cot u)? — (tg u — cot u)2.

) 1 [_(]2.'13‘ 1 1
1 —toite- ((:05217 )
sin’xe + eos*z % . ig’x sin‘x
d) — - : :
sin*x + cos’x + col’x cos*x — cosix
11. Find 2, naar
a) cos (3x) 8 d) 1g (5x) = 0.

. e) cot > — 0,1605.

4 2

¢) ig ; 0,2679. f) cot (2x) — — 1,153.

12.1 en Cirkel, hvis Radius er 1 m, skal man finde
Laengden af Korden til 24° 66° og 100°.



B. Trekanten.

Den retvinklede Trekant.

11. En Trekant er bestemt ved tre Stykker (Sider
og Vinkler), naar mindst et af dem er en Side. En ret-
vinklet Trekant er altsaa bestemt ved to af Siderne eller
ved en Side og Vinklerne. Vi vil vise, hvorledes man
beregner de evrige Stykker, naar man har opgivet to.

Af Tegningen ser man, at

cos A b B
¢ /
|
og sin A = il / i
. = ¢/ |
Deraf faar man ved Division ) .
cot A = p // ;
a o My %
A b ¢
a
og tg A=—
b

a. cosinus af en spids Vinkel i en retvinklet Trekant
er lig Forholdet mellem den hosliggende Katete og Hy-
potenusen.

b. sinus af en spids Vinkel i en retvinklet Trekani
er lig Forholdet mellem den modstaaende Katete og Hy-
potenusen.

c. cotangens af en spids Vinkel i en retvinklet Tre-
kant er lig Forholdet mellem den hosliggende Kalete og
den modstaaende.




14

d. tangens af en spids Vinkel i en retvinklet Trekant
er lig Forholdet mellem den modstaaende Katete og den
hosliggende.

. ) .
Af cos A og sin A -
c
faar man b=ccosA og a=csin A.

e. En Katete i en retvinklet Trekant er lig Hypotenusen
multipliceret med cosinus af Katetens hosliggende spidse
Vinkel.

f. En Katete i en retvinklet Trekant er lig Hypotenusen
multipliceret med sinus af Kaletens modstaaende Vinkel

: b a
Af cot A og fg A
a b
faar man b=acotA og a=D> tg A.
L. Givet a og c.
: s . 2
Man har sin A = cos B . 08 b=|¢e?—.a
Eks. 8=1;¢=29
sin A = ¢cos B = = 0,28
%

I1. Givet a og b.
Man har ig A = cot B '[i og ¢ =) a*+ b?
Eks. a=149, b=15,2
lg A ,l),l; 0,9423

A=143°18'; B = 46° 42’
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I11. Givet ¢ og A.
b=c cos A
a=c sin A.

Eks. c=128, A = 31°50'

b 12.8 - cos 31° 50’

12,8 - 0,8496

a 12,8 sin 31° 50' = 12,8 - 0,5275
log 12,8 = 1,1072 log 12,8 = 1,1072
log 0,8496 — 0,9292 —1 log 0,5275 = 0,7222
log b = 1,036/ log a = 0,8294
b= 1083 a = 6,752
B = 90° — 31° 50’ 58° 10¢°.
IV Givet a og A.
b=a cot A
¥ a
sin A
Eks. a=9627, A= 37°45'
b= 96,27 cot 37° 45" = 96,27 - 1,2915
: 96,27 96,27
: sin 37° 45! 0,6122
log 96,27 — 1,9835  log 96,27 = 1,9835
log 1,2915 — 0,1111  log 0,6122 = 0,7869
log b = 2,0946 log ¢ = 2,1966
b= 1243 ¢ = 157,2
B=90°—37°45 2% 15
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Den ligebenede Trekant.

12. Trekant ABC er ligebenet med AB som Grund-
linie, CD er Hojden paa Grundlinien.

e Man har ~ AD = |
Naar Z ACB =,
b/ , faar man ¢ —bsin’
/ ‘ 2 2
1 e P
£ eller ¢ = 2b sin —-
A D B 2

Man kan altsaa finde de manglende Stykker, naar
man kender enten en Side og en Vinkel eller to for-
skellige Sider.

Eks. 1. ¢ = 8,52, b=6,78; find de andre Stykker.
.. B s 4,26
sin = 2
2 26 6,78
log 4,26 — 0,629/
log 6,78 = 0,8312
log sin lj = 0,7982 — 1

b _ 38056

0= 7/%32"
A=B=00%-—38°36"=31"4"
Eks. 2. Find b, naar ¢ = 79,5 og v = 129°.
B
Af ¢ = 2b sin
c 79,5
= 0.5.V
2. 0,9026

faar man b
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Naar /\ ABC er Centraltrekant i en reguler n-Kant,
faar man, idet AC = R og AB = .

. . 180°
s = 2R sin : < R sin-

2 n
Naar r betegner Polygonens mindste Radius, faar
man 180°
: r==1It cos
n

Eks. I en Cirkel, hvis Radius er 36 cm, er der ind-
| skreven en reguler Nikant. Find Siden, mindste
Radius og Arealet.

§—7248in 20°=72: 03420

r==236 cos 20° = 36 - 0,9397

log 72 — 1,8573 log 36 = 1,5563
log 0,3420 — 0,5340 —1 log 0,9397 — 0,9730 1
log s — 1,3913 log r = 1,5293
s = 24,62 F=33483

Kaldes Polygonens Arealtal P, har man
! ! r- 9s=4,5- 24,62 33,83.
log 4,5 = 0,6532
log 24,62 — 1,3913
log 33,83 — 1,5293
log P = 3,5738
P = 3748.

Opgaver.
| 13.1 en retvinklet Trekant er Hypotenusen 58 m, og
| Forskellen mellem de spidse Vinkler er 9° 16. Find
Kateterne.

14.T en Rhombe er Diagonalerne 14,5 cm og 21,8 cm.
Find Vinklerne, Siden og den indskrevne Cirkels
Radius.
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20.

23.

16.

17.

18.

19.

18

5. En Flagstang har paa den vandrette Jord en Skygge,

der er 26,4 m lang. Find Flagstangens Hojde, naar
Solens Hgjdevinkel (Vinklen mellem den vandrette
Plan og Sigtelinien til Solen) er 29,4°.

En Cirkels Radius er 12 cm. Find Korden til 15°.
20°, 72° 140° 19’ og 156,3°.

I en Cirkel, hvis Radius er 14 em, er der trukket en
en Korde, som er 104 cm lang. Find Korden til den
halve Bue og Korden til den dobbelte Bue.

Punkterne A og B deler en Cirkelperiferi i to Dele,
der forholder sig som 3 til 8. Gennem A og B traekkes
Tangenter til Cirklen. Find Afstanden fra A til Tan-
genternes Skeeringspunkt, naar Cirklens Radius er
9,46 cm.

Find Siden og sterste Radius i en reguler Syvkant,
naar mindste Radius = 6,24 c¢m.

Find Omkredsen af et Cirkelafsnit paa 66%° naar
Radius er 5 cm.

. Et Skib sejler i ret Linie hen imod et hejt Bjerg.

En Passager, som staar 4 m over Vandfladen, maaler,
at Hejdevinklen til Bjergets Top er 22°25; 10 Mi-
nutter senere finder han, at Hgjdevinklen er 3204
Find Bjergets Heojde, naar Skibet sejler med en Ha-
stighed af 5 m pr. Sekund.

. Find Siderne og Vinklerne i en ligebenet Trekant,

naar dens indskrevne Cirkels Radius er 225 ¢m, og
Radius i den Cirkel, som rerer Grundlinien og Be-
nenes Forlangelser, er 4 cm.

Find Leengden af en Drivrem, som ligger stramt om
to Hjul, naar Hjulenes Radier er 24 cm og 70 cm,
og deres Centerlinie er 2 m.
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Den almindelige Trekant.

B B

A D c p 4 o f ] C
13. BD er Hojden paa AC. Af ABD faar man:
naar A 90° er BD —csinA
naar A 90° er BD — c sin (180° — A)=c sin A
naar A 90° er BD=¢=¢sih 90%=esin A.
Man faar altsaa i alle Tilfelde
1) = ¢ sin A.

Af A\ CBD faar man
B = g sinC.

Altsaa asin CC = ¢ sin A
1 a 5
eller . e
sin A sin G

Treekkes Hojden fra €, faar man paa lignende Maade
a b
sind sinB
a b c
Man har altsaa — . -
sinA sinB sinC

Disse Ligninger kaldes Sinusrelationerne eller Sinus-
ligningerne; de udtrykker, at:

a. En Trekants Sider er proportionale med Sinuserne
af de modstaaende Vinkler.

Naar A og C hver for sig er mindre end 90° har

man b CD + DA a cos C + ¢ cos A.
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Naar A = 90° har man
b=CD—AD—acosC—ccos(180°—A)=a cos C+c cosA.
Naar A = 90°, har man, idet cos 90° = 0,
b=acosC=ccosA + acosC.
Man faar altsaa i alle Tilfeelde
b=ccosA + acosC
eller acosC=b—ccosA. (1)
Desuden har man
asin C = ¢ sin A (2)
Naar man kvadrerer (1) og (2) og adderer, faar man
a?(cos*C + sin®C) = (b — ¢ cos A)? + c? sin’A
eller at = b? + ¢? — 2bc cos A.
Paa lignende Maade faar man
b? = a? + ¢? — 2ac cos B
0g c?=aqa? + b? — 2ab cos C; altsaa:
b. Kvadratel paa en Side i en Trekant er lig Sum-
men af de to andre Siders Kvadraler minus det dobbelte
Produkt af disse to Sider og cosinus af Vinklen mellem
dem.
Denne Setning kaldes den udvidede pytagoreiske
Seetning.
Af (1) og (2) faar man ved Division
ig C csin A
b—ccosA
Naar man treekker Hgjden fra A i /\ ABC, finder
man tg C csinB
a-—ccosB
Man har altsaa
T iy C - ¢ sin A B sinB
b—ccosA a—ccosB
For ig A og tg B kan man finde tilsvarende Udtryk;
disse 6 Formler kaldes Tangensrelationerne.



14. Vi vil vise, hvorledes man ved Seetningerne i
§ 13 leser de 4 Hovedopgaver angaaende den alminde-
lige Trekant.

I. Givet a, B og C (eller a, A og B); find de andre

Stykker.
Man har A =180°— (B + C)
} a b c
0og 2 . T,
sin A sinB sin C
s p @ sin B Y .sin (“4
sin A sin A
Eks. a= 592 B=142°og C=100%12%
Man faar A = 37° 48",
b 5,92 - 0,6691 fa - 5,92 - 0,9842
0,6129 0,6129
log 5,92 = 0,7723 log 5,92 = 0,7723
log 0,6691 — 0,8255 1 log 0,9842 = 0,9931 — 1
0,5978 0,7654
log 0,6129 — 0,787% —1 log 0,6129 = 0,787% — 1
log b = 0,8104 log ¢ = 0,9780
b — 6,462 €= 9.505.

[I. Givet a, b og B; find de andre Stykker.

sin A sin B
Man har .

a b
Deraf ok 4 =8 szln B
)

Naar A er fundet, finder man C. Derefter kan ¢
findes ved Sinusrelationen.
Eks. 1. a=284, b=250g B=32"186",
28,4 sin 32° 16 28,4 - 0,5339

sin A — —2
20 23,5




A
C

log 23,5

log 0,9555

log 0,5339

log c,

1. Losn.:

Eks. 2. a

A

sin

A,
Da A, + B

altsaa kun

£
1,1808
15711

00,8097

log 23,5

log sin A 1

sin A 0,6452
, 011" A, = 139° 48
= 2077387 "G, 79 85!
b sin €
sin B
23,5 8sin 72° 27 23,5 0,9535
sin 32° 16 0,5339
23,5 sin 7° 55/ 93.5- 0,1377

sin 32° 16’
1,3711

0,5339

log 23,5 = 1,3711

0,9793 —1 log 0,1377 0,1389 — 1
1,3504 0,5100
0,7275 —1 log 0,6339 = 0,7275 —1
1,6229 log ¢, — 0,7825
1,97 €, 6,06

40 11/ 2. Losn.: 139° 49’

107° 33’ 3 790 55!
= 41.,97. e, 6,06.
98,4, b= 56,8 og B— 32° 16

28,4 sin 32° 16 0,5339 2. 84%8
,2070.
56,8 -4
50 29 A, 164° 31°,

180°, kan A, ikke benyites, man faar
A
C

0

o

1329 15°.

29’



56,8 sin 47° 45 56,8 0,7402
c -
sin 32Y 16 (),A’l:n'.:))l’l
log 56,8 = 1,7543
log 0,7402 = 0,8693 — 1
s 6236
log 0,5339 = 0,7275 — 1
log ¢ 1,8961
C=17 ‘\’/‘ 2
A 15° 29 C = 132° 15" c=78,72.
Eks. 3. a=4284 b—7,1 og B= 39 16"
. 28,4 sin 32° 16
sin A 2 4. 0,5330 = 2.1356

5l

Opgaven kan ikke loses, da sin A ikke kan veere

storre end 1.

Eksemplerne viser, at II kan faa 2,

LLoesninger.

1 eller ingen

1°. Hvis den givne Vinkel B er ret eller stump, har
Opgaven hgjest 1 Losning, da A ikke kan vezre stump,
og den har en Lesning, saafremt b > a.

Af a b
faar man a sin B bsin B
asin B :
eller sin B,
b
altsaa sin A sin B.

Den ene Verdi af A er da mindre end Supplement-
vinklen til B.

2° Naar /

B er spids, kan Opgaven loses, saafremt
: . . asinB
sin A < 1, det vil sige [ —

)

eller b > a sin B.




Der er to Lesninger, naar den Vaerdi for A, man
finder af Tabellen, er storre end B, men mindre end
90°; det vil sige, naar
1> sinA > sin B

asin B

eller 1> =~ sin B,
b

hvoraf b= asinB og a—b

eller a=> b > asinB.

II. Givet a, b og C; find de andre Stykker.
¢ findes af c2=a? + b? — 2ab cos C.

Ved Sinusrelationen finder man derefter den Vinkel,
som ligger over for den mindste af de givne Sider;
denne Vinkel er nemlig spids, altsaa faar man kun een
Losning. For Kontrollens Skyld beregner man ogsaa
den tredie Vinkel ved Sinusrelationen.

Hvis man kun seger Vinklerne, benyttes Tangens-
relationerne.

Eks. 1. a= 105, b= 87 og C = 98° 42'.
=105+ 872 — 2. 105- 87 - cos 98° 42'.
¢? = 105% + 87% + 2- 105 - 87 - 0,1513.

log 2 = 0,3010

log 105 = 2,0212 1052 — 11025

10!] 87 = 1,9395 87% 7569
log 0,1513 = 0,1798 — 1

nl 34415 = 2764

¢ — 21358

log c? = 4,3296
log ¢ — 2,1648
c 146,2.
87 sin 81° 18 87 - 0,9885
1;4/;';3 146,2

sin B =



sin A

log 87

log 0,9885

log 146,2

log sin B

Eks. 2.
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105 sin 81° 18' 105 - 0,9885

146,2 146,2
1,9395 log 105 = 2,0212
0,9950 —1 log 0,9885 = 0,9950 — 1
1,9345 2,0162
2,1648 log 146,2 = 2,1648

0,72697 —1 log sin A = 0,8514 — 1

sin B = 0,5884 sin A = 0,7102
B—36°2 A=45°15'
(ell 134° 45 ')
c 62, B=38°9, A §8° 157,
Kontrol: A+ B+ C = 179° 59’
0=438, b=7850g C=65"; find Aogh.
a sin C 0,9063
tg A ,
b — acosC 79,6
0,4226
38
b sin C 0,9063
lg B ’
a—beosC 38 :
04226
79,5
log 79,5 = 1,9004 log 38 = 1,5798

log 38

lg A

1,5798 log 79,5 = 1,9004

0,3206 0,6794 — 1
P “"\‘ -
2,0920 = 0,4780
79,5
0,4226 0,4226
1,6694 0,0554

0,9063 0,9063
- tg B ’ :

16694 0,0554
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log 0,9063 = 0,9573 — 1 log 0,9063 — 0,9573 — 1

log 1,6694 = 0,2226 log 0,0554 = 0,7435 — 2
log tg A = 0,7347 log lg B = 1,2138
tg A = 05429 lg B = 16,36
A = 28% 39’ B — 86° 30’

Kontrol: A+ B+ C=180°.

IV. Givet a, b og ¢; find Vinklerne.

Naar Sidernes Leengdetal er Tal, der er lette at regne
med, benytter man den udvidede pytagoraiske Saetning.

Eks. 1. a 5, b 6, ¢ 8.
b? + ¢ — a? 75 b
cos A = 0,7812
2bc 96
az + ¢z — b2 53
cos B 0,6625
2ac 80
. a®+ b —¢? 3 )
co8 (= , 0,05.
2ab 60

cos (180° — G) = 0,05.

A — 38° 38
1) 490 901
] 48Y 30

(4‘ ,’)')“ ';.);'

Kontrol: A + B + C = 180°.
Naar Sidernes Leengdetal indeholder flere Cifre, be-
nytter man ofte en anden Metode.
B Man har
T—=rs=|s(s—a)(s—Db) (s—c)
/ Deraf faar man
(s —a) (s

b) (s—¢)




Desuden har man {
lg 5
- 2
B
lg
- g
N
lg
9
Eks. 2. a 3,698, b
.6 98
6,473
8,295
48 ';,,‘4"‘,,‘
S 10,233
5,698
3 a £.535 S
log(s—a)
log(s—D)
log (s—c)
log s
log r*
log r—=0,2546 log r
log(s—a)=0,6566 log(s—D)
) - B
log tg 0,5950-1 log lg
=< a9 i
/ B
g 0.3965 lg
-2 -
{ . B
218 3y
2 2

Altsaa A

Kontrol:
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10,233

0,

175

)
]

3,760 S

00,6560
05782
0,2874
1.5192
1,0099
0,5093
0.2546
0.575

*)

/},’l‘/-“[‘

04780

log r

log(s

1 logtg

tg

)

/

(
G

e

~ 0

0,2646

2874




15. Fra Geometrien har man

= 1
1 h, - a.
<
Da hi=DbsinC,
. oy 1 o
faar man T = ab sin C.
)

a. Trekantens Areal findes ved, at man multiplicerer
det halve Produkt af de to Sider med sinus af den inde-
sluttede Vinkel.

j a sin B
, Man har b ’ 5
sin A
| .
1 o 1 asinB . .
altsaa 1 a- — -sin C
b sin A
e 1 sin B sin C
eller 1 a? : .
2 sin A

b. Trekanltens Areal er lig del halve af Kvadratet
paa een af Siderne multipliceret med en Brok, hvis Teller
er Produktet af de hosliggende Vinklers sinus, og hvis
Neevner er den modstaaende Vinkels sinus.

Fra Geometrien har man desuden

T—=)s(s—a)(s—b)(s—c)
og T=rs Iro(s—a)=rn(s b)=r.(s—e¢).

; BD er Diameter i Trekantens omskrevne Cirkel
man har da enten

r

B
x £ BDC— £ A
P L eller / BDC — 1809 — A,
\
/ \ seettes # BDEC u,
¥ \  *, har man altsaa altid
A\ e sin u = sin A.
b \’ Da /\ BCD er retvinklet, har

T man
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a=2Rsinu=2Rsin A,
som sammen med Seetning a giver

= I ) . St
1 - 2RsinA- 2R sinB- sinC
9
eller T =2 R sin A sin B sin C.
I[folge § 14 IV har man
> A A
: tg— eller r=(s—a) tg —,
s a 2 J
altsaa cot - e
< r
il B S b
2 r
col = . Saa.
2 r

Deraf col 4 cot — cot ¢ s id a9

_ J .‘) I.ZK
2 ) ( s (s - . S » I_‘ '1‘
eller cot ‘('()I . cot A bt | e | w2 - y
2 2 2 g re i r
h e A 3
hvoraf 1 r2 cot — cot f col
9 o o

L

og /\ OB(C’s Areal t, har man, idet /. BOC = u,

!

Naar O er Centrum for /\ ABC’s indskrevne Cirkel,

sin — sin

1 1 2 2
l r-a, ogt a’ -
J b4 sin u
e
sin - sin
1 1 2 2
altsaa ra a? ——
4 J . B G
sin

£

o 48 .
asin — sin

9
eller r : “, der har to analoge.




Naar P betyder Centrum for den udvendige Rerings-
cirkel, som ligger i ~ A, og {, betegner Arealet af /\ PBC,
har man, idet »~ BPC v,

. B\ . "
.s'm(,‘/l/" )5111(!/1/” )
= -

1
1 Fo + A=—a? ! y
< J sin v
A ‘
B '3
cos — €os
. < 4
] deraf Py=
) _| \
| sin
&)
0 2
| N P
¢ - a cos — cos
B rs < Z
\ eller )
y cos -
V 4
P
Paa lignende Maade faar man
A ; ) B
b cos ~ cos ¢ 008 — €08
< < 7 J
Iy og T
3 €
CcoS cOoS
'.) J
16 a. Man har h, = b sin C = ¢ sin B og de analoge
daa Teoni 1o e
2 0 Paa Tegningen el
? AM = m,
AD = 2y
M : :
» Af A\ ABD faar man
/// ] ‘ \2 ) 2 - vl
/ S (2m,)2=b2+c2-2bc cos(150°—- A
el e i eller
H

i ==bi+e*4-2be cos 4,



Desuden har man

a? = b? + ¢c? 2bc cos A,
deraf faar man ’/mj 2b2 + 2c? a2,
g 1 1
b. m b2 4 c? a*,
»\) L) /I
AE er A’s Halverings- B
linie, BA forlenges til D, £
saaledes at AD-—AC, man .
har da {
D oy
2
: : A -
altsaa AE # DC C
. AE BA
Derat : :
DC BD
V >
ellel : -
i b+e
Da DAC er ligebenet,
har man D
\ & Al nni : A
DC( 2AC cos D 2b cos —;
9
vV ¢
altsaa ' ; man faar da
> A b+c
b cos

2bc cos -
g

b+ ¢
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Opgaver.
24. Find de manglende Sider og Vinkler i Trekant ABC,
naar
1)a=82/9 A=18"0g C=2/"1"
2) a=13,6, b = 10,48 0g B — 40,1°.
8)a=196 b =4320g C=71°12"
4 a=125, b =75 ogc=15.
25.1 et Parallelogram er Diagonalerne 2,76 m og 3,79 m,
og den ene Side er 5,2 m. Find den anden Side,
Vinklerne og Arealet.

26.1 et Trapez er de parallele Sider 80 m og 39,2 m,
og de andre Sider er 27,9 m og 54,6 m. Find Vink-
lerne, Diagonalerne og Arealet.

~
oo
<

27. a) Siderne i en Trekant forholder sig som 7
Find Vinklerne.
b) Vinklerne i en Trekant forholder sig som 7
Find Forholdet mellem Siderne.
c) Hojderne i en Trekant forholder sig som 7 :8:9.
Find Forholdet mellem Siderne, og find Vinklerne.

-

Co
~

T

28.1 en Trekant er to af Vinklerne 36° 15’ og 109° 18,
og Arealet er 2000 m?; find Siderne.

29.1 en Trekant ABC er a=—125 m, b= 16,8 m og
Arealet — 8825 m®. Find Vinklerne og find R og r.

30. Vinklerne i en Trekant forholder sig som 2:3:4%,
og Arealet er 13,56 em®. Find Siderne, den omskrevne
Cirkels Radius og Reringscirklernes Radier.

31. Find Vinklerne i en retvinklet Trekant, naar Hejden
deler Hypotenusen i Stykker, der forholder sig som
4 ).

32.1 en ligebenet Trekant traekkes Linier fra Grund-
liniens Midtpunkt og vinkelret paa Benene, derved




33.

34.
35.

36.

oo
~J

39.

-~

10.

41.

. . £ 3 i
. Bevis, at 7 r-r,cot A == F I cot E == PFr cot( .
2 2 2
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deles Trekanten i tre Dele, hvoraf den enes Areal
er dobbelt saa storl som Summen af de to andres.
Find Trekantens Vinkler.
Find Vinklerne og Siden a i A ABC, naar
1) B8, e=10 og m;—=1

2
2) b=28,¢c=10 og vs= 6;-

I A\ ABC er A —=110° og b : ¢ = 0,7; find B og C.

I en Trekant er Siderne 8, 9 og 10. Find Vinklerne
i den Trekant, som har sine Vinkelspidser i:

a) Sidernes Midtpunkter.

b) Hejdernes Fodpunkter.

¢) De udvendige Reringscirklers Centrer.

I en Trekant ABC er A+ B=132°8, R=15¢m
og h,-= 20,5 cm. Find Siderne og Arealet.

. Bevis, at T—= r® ((‘()l 4. cot B + cot (‘)-
9 9 9

A& ~

Bevis, at T'=— Rr (sin A + sin B + sin C) og at
sinA - sinB - sinC

r 2R - § g -
sin A +sin B + sinC
Bevis, at r—=r, - lglj : lgg og at
F=p.col A tg a. tg &
2 2 2

a) Et Parallelograms Sider er a og b, og en af dets

Vinkler er ». Bevis, at Parallelogrammets Areal
ab - sin v.

b) En Firkants Diagonaler er n og m, og en af Vink-

lerne mellem dem er u. Bevis, at Firkantens Areal

1

n- m- sinu.
2




42,

43.

44.

16.

48.

49,

50.
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I et Parallelogram er Diagonalerne 1,25 m og 1,0 m,
og Arealet er 0,84 m®. Find Parallelogrammets Sider
og Vinkler.

Firkant ABCD’s Areal er 9846 m2®, AC = 158 m,
BD — 164 m, AB =108 m og AD — 105 m. Find
de to andre Sider og Vinklerne.

I en Cirkel er der indskrevet en Firkant med Sider

dem, 5em, 6 em og 7 cm. Find dens Vinkler og
Cirklens Radius.

.Om en Cirkel med Radius 5 cm er der omskrevet

en Firkant, hvis Vinkler forholder sig som 3:%:5:6.
Find dens Sider og Diagonaler.

I en Firkant ABCD er / A — 107°, AB — 205 m,
BC — 188 m, CD =265 m og AD — 201,4 m. Find
Firkantens Areal. Firkanten skal deles i to lige store
Dele ved en Linie, der er parallel med BC; find de
Stykker, hvori Linien deler Siden AB.

.Om en Cirkel er der omskrevet en Firkant ABCD,

hvori AB = 794, BC = 658, » A 82° 16" og
Z B=193°54'". Find de manglende Sider og Vinkler
samt Cirklens Radius og Firkantens Areal.

En Cirkelbue AB paa 120° er delt i to Dele, hvis
Korder forholder sig som 3 : 5. Find Delenes Grade-
antal.

Fra Punktet P uden for en Cirkel er der trukket en
Tangent og en Sekant, som danner en Vinkel paa
32°. Tangenten rerer Cirklen i A, og Sekanten skaerer
Cirklen i B og C; PA er lig 9,85 cm og PB — 4,36 cm.
Find Siderne i /\ ABC og Arealerne af de to Afsnit,
hvori Sekanten deler Cirklen.

Uden om en given Cirkel med Radius — 5 cm er
der tegnet 24 lige store Cirkler, saaledes at enhver



1
D

.‘-
=l

af dem rerer baade den givne Cirkel og to af de
andre. Find Radius i disse Cirkler.

.To Skibe A og B ligger for Anker et-Stykke ude

paa Havet. For at finde Afstanden mellem dem
vaelger man inde paa Land to Punkter C og D, hvis
Afstand er 1 km; ved Maaling finder man, at
Z ADC = 89°, / BDC =— 52°19', , ACD — 46° 10’
og ~ BCD = 92° 26'. Find AB.

)2. 1 en Cirkel, hvis Radius er 16 ¢m, er der trukket en

Korde, som afskeerer et Afsnit paa 78°. Korden deles
i tre lige slore Dele, og gennem Delingspunkterne
treekkes Radier. Find Arealerne af de tre Dele, hvori
disse Radier deler Afsnittet.

3. Find Vinklerne i /A ABC, naar

1)a=37em, b=—89em og
Sig C+12c0l C 16.

2) a 9, b=89 og
oos £, + 7 sin € 7.

Bevis, at Seetningerne i 54—57 er rigtige

.asin A b sin B = c (sin A cos B — cos A sin B).

Eks. A+ B 90 °.
(.;‘
2 (cot A + cot B)

= i

az + b? + ¢2 cotA + cot B+ cot C

abc R
’ a b e
.cotA + cotB + cotC L S :
ok, 2h 2k,
.1 en Trekant har man

lg A lg B lg C
1 2 3
Find det nejagtige Forhold mellem Siderne.

3*
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