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DE FORENEDE BOGTRYKKERIER AARHUS




FTER Samraad med og Opfordring af afdede
Professor Andersen er denne Bog kommen
frem. Vi har holdt os til det Pensum, der for-
langes, og vi har overalt segt at fremstille det i
saa ngjagtig og let leselig en Form som muligt.
Hr. Overleerer S. Cronfelt, Odense, bedes mod-
tage vor Tak for den Hjeelp, han har ydet os
under Udarbejdelsen.
Ligeledes takker vi Hr. Forstander Jonas for
den Interesse, han har vist vort Arbejde.







INDLEDNING.

1. Naar man setter en Blyantsspids paa et Stykke
Papir uden at bevaege den hen ad Papiret, kan man
frembringe et lille afrundet Meaerke. Jo mere spids man
gor Blyanten, desto mindre vil Maerket blive, og desto
mere vil det neerme sig til at veere et Punkt. Ef Punkt
har ingen Slorrelse.

Naar Blyantsspidsen beveeges hen ad Papiret, skriver
den en Streg, og jo smallere Stregen er, desto mere
nzermer den sig til at veere en Linie. En Linie har ingen
Bredde, men den har Lengde, og den indeholder et ube-
greenset Antal Punkter. Hvis Blyantsspidsen var et Punkt,
vilde den beskrive en Linie, altsaa: Naar et Punkt be-
veeges, beskriver det en Linie. y

Naar man tegner, afbilder man et Punkt som en lille
Plet og en Linie som en smal Streg; men man kalder
det dog at afsette et Punkt og at tegne en Linie.

2. En rel Linie har folgende Egenskaber:

a. Den er fuldstendig bestemt ved to Punkter. Det
vil sige: gennem to forskellige Punkter kan der gaa en
ret Linie, og der kan heller ikke gaa flere.

b. Den er ubegreenset til to Sider. Det vil sige, fra
ethvert Sted paa den kan man i to forskellige Ret-
ninger vedblive at beveege et Punkt ud ad den, uden at
det kommer tilbage til det samme Sted igen.

c. Ethvert af dens Punkter deler den i lo Dele, saa
at man ikke ved at felge Linien kan komme fra den
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ene Del til den anden uden at gaa gennem Punktet.
Enhver af de to Dele kaldes en Halvlinie; en Halvlinie
har et bestemt Endepunkt.

To forskellige Punkter paa en ret Linie deler den i
to Halvlinier, der er ubegreensede til den ene Side, og
et Stykke, der er begrenset. En saadan begranset Del
af en ret Linie kaldes et ret Liniestykke; det har to be-
stemte Endepunkter. I Stedet for ret Linie og ret Linie-
stykke nejes man ofte med at sige Linie og Liniestykke,
hvor det ikke kan misforstaaes. Det rette Liniestykke,
som forbinder Punktet A med Punktet B, kaldes Linie-
stykket AB eller blot AB.

Naar man skal afbilde et ret Liniestykke, tegner man
en Streg langs Kanten af en Lineal; for at Stregen kan
blive et godt Billede af Liniestykket, maa Linealens
Kant veere lige, det vil sige, den maa selv vaere et ret
Liniestykke.

3. En Linie kan beveaeges saaledes, at den beskriver
en Flade. Kanten af en Lineal kan for Eksempel be-
veege sig langs et Stykke Papir, saaledes at den efter-
haanden gaar gennem alle Punkter af Papirets Overflade.

En ret Linie kan godt beskrive en Flade, der ikke er
ret, for Eksempel Overfladen af en rund Blyant eller
Overfladen af en Sukkertop.

Naar en ret Linie beveeger sig saaledes, at den stadig
gaar gennem et fast Punkt og stadig har et Punkt feelles
med en fast ret Linie, beskriver den en ref Flade eller
en Plan. Et ret Liniestykke, der bevager sig paa samme
Maade, vil beskrive et Stykke af en Plan.

En Plan har felgende Egenskaber:

a. Enhver ret Linie gennem to af Planens Punkter
har alle sine Punkter i Planen. Planen er derfor ube-
greenset i uendelig mange Retninger; det vil sige, fra et
af Planens Punkter kan der gaa Halvlinier i saa mange Ret-
ninger, som det skal veere, saaledes at de helt ligger i Planen.
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b. Enhver ret Linie i Planen deler den i to Dele;
man kan ikke ved at beveege sig i Planen komme fra
den ene Del til den anden uden at gaa gennem Linien.
De to Dele kaldes Halvplaner, de ligger hver paa sin
Side af Linien. Et Punkt i den ene og et Punkt i den
anden Halvplan siges at ligge hver paa sin Side af Li-
nien. At to Punkter ligger hver paa sin Side af et Linie-
stykke betyder, at de ligger hver paa sin Side af den
Linie, man faar ved at forleenge Liniestykket.

c. En Plan er bestemt ved tre Punkter, som ikke lig-
ger i en ret Linie. Det vil sige gennem tre Punkter, som
ikke ligger i en ret Linie, kan der leegges een og kun
een Plan. Af a og ¢ felger, at en Plan ogsaa er bestemt
ved en ret Linie og et Punkt udenfor den, eller ved to
Linier, som har et Punkt felles.

To forskellige rette Linier, som har et Punkt falles,
siges at skere hinanden. Naar A og B er to Punkter i
en Plan, som ligger hver paa sin Side af en ret Linie,
vil Liniestykket AB skeere Linien ifelge b. For at Linie-
stykket AB kan skeere Liniestykket CD er det derimod
ikke tilstreekkeligt, at A og B ligger hver paa sin Side af
CD; men C og D maa ogsaa ligge hver paa sin Side af AB.

To rette Linier kan ikke have mere end eet Skeerings-
punkt, thi gennem to Punkter kan der kun gaa een
ret Linie.

4. Ved en Figur forstaar man en Samling af Punkter;
det kan veere en Samling af spredte Punkter, det kan
veere en sammenhaengende Reekke af Punkter, som til-
sammen udger et Liniestykke, og det kan endelig vaere
en Samling Punkter, som tilsammen udger en Del af
en Flade.

En plan Figur er en Figur, hvis Punkter alle ligger
i samme Plan.

Over en plan Figur legges et tyndt Stykke Papir,
og paa den Del af Papiret, der dekker Figuren, tegnes
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en ny Figur lige som den oprindelige. Naar Papirets
Tykkelse nu er forsvindende, vil hvert Punkt i den ene
Figur falde sammen med et Punkt af den anden og
hvert Punkt i den anden Figur falde sammen med et
Punkt af den foerste. To Figurer, hvis Punkler saaledes
parvis falder sammen, siges at decekke hinanden,

To Figurer, der daekker hinanden, er fuldstendig
ens; vi forudseetter nu, at hvis vi flytter dem fra hin-
anden, bliver de begge uforandrede i alt undtagen i Be-
liggenhed, saaledes at de paa ny vil kunne deekke hin-
anden. Denne Forudseetning, som gelder enhver Figur,
gaar altsaa ud paa, at en Figurs Flytning kun forandrer
dens Beliggenhed. Den kan udtrykkes saaledes: Figurer
bliver uforandrede ved Flytning.

5. To Figurer kaldes kongruente, naar de kan deekie
hinanden. Hvis Liniestykket AB kan leegges saaledes
paa CD, at A falder i C, naar B falder i D, er AB kon-
gruent med CD, hvilket ogsaa skrives AB =~ CD. To
kongruente Liniestykker siges at veere lige store. Hvis
derimod AB er kongruent med et Stykke af CD, er
AB < CD og CD = AB. Naar vi nu leegger AB paa
CD, saaledes at A falder i C, vil B falde i et Punkt F,
som ligger paa CD; hvis FD da er kongruent med AB,
er CD dobbelt saa stor som AB eller CD =2 - AB.

¢ F D

af e —p——————

aa lignende Maade kan man finde, hvor mange
Gange AB er indeholdt i ethvert andet Liniestykke. Af
maale et Liniestykke er at undersoge, hvor mange Gange
det indeholder en given Leengdeenhed, f. Eks. 1 cm.



6. Nogle rette Liniestykker, der to og to har et Ende-
punkt felles uden at veere Forlengelser af hinanden,
danner en brudt Linie.

A G 3

Tegningen viser to brudte Linier, hvoraf den ene,
nemlig GHIJK er lukket; det vil sige, at naar man fra
et af dens Punkter beveeger sig en Gang igennem Linien,
kommer man netop tilbage til det samme Punkt. En
lukket Linie, som ikke skeerer sig selv, har folgende
Egenskaber:

a. To vilkaarlige af dens Punkter deler den i to Dele.
Man kan altsaa ad to Veje bevaege sig fra et Punkt paa
Linien til et andet, selv om man felger Linien.

b. Den deler Planen i -to Dele, hvoraf den ene er
fuldsteendig begreenset, saaledes at enhver Halvlinie, hvis
Endepunkt ligger i den begraensede Del, vil skeere Greense-
linien i mindst eet Punkt.

Den Del af en Plan, som begreenses af en lukket brudi
Linie, kaldes en Polygon eller en Mangekant, og Graense-
linien kaldes Perimeter, medens de enkelte Liniestykker
kaldes Sider. En Trekant har 3 Sider, en Firkant har
4 Sider o. s. v.

En Polygon kaldes egenilig og konveks, naar Peri-
meteren ikke skeerer sig selv, og ingen Sides Forleengelse
gaar ind i Polygonen; hvis nogen af Sidernes Forlaen-
gelser gaar ind i Polygonen, er den ukonveks, og hvis
Perimeteren skaerer sig selv, er den uegenilig.
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Et Liniestykke, som forbinder to Siders Endepunkter
i en Polygon uden at veere Side, kaldes en Diagonal.

En Linie kaldes krum, naar ingen Del af den er et
ret Liniestykke.

7. Hvis et Liniestykke AB bevager sig i en Plan,
saaledes at A ligger fast, vil B beskrive en Linie, hvis
Punkter alle har samme Afstand fra A; fortsaeties Be-
veaegelsen, indtil AB naar sin oprindelige Stilling, bliver
Linien lukket.

En lukket Linie, hvis Punkter alle har samme Afstand
fra et fasl Punkt, kaldes en Cirkellinie eller en Cirkel-
periferi; det faste Punkt kaldes Centrum, en Forbindelses-
linie mellem Centrum og et Punkt af Periferien kaldes
en Radius.

Da Cirkellinien er lukket og ikke skerer sig selv,
deler den Planen i to Dele, hvoraf den ene er begraenset.
Den begraensede Del kaldes en Cirkel; den indeholder
Centrum. Ethvert Punkt, hvis Forbindelseslinie med
Centrum ikke har noget Punkt falles med Periferien,
siges at ligge indenfor Periferien og herer med til Cirklen.
Cirkelliniens Punkter herer ogsaa med til Cirklen. Et-
hvert Punkt, hvis Forbindelseslinie med Centrum vil skeere
Periferien siges at ligge udenfor Periferien og herer ikke
med til Cirklen.

a. Alle Radier i samme Cirkel er lige store.

b. Et vilkaarligt Punkt indenfor Periferien har en Af-
stand til Centrum, som er mindre end Radius. Det ses, naar
man trekker en Halvlinie fra Centrum gennem Punktet.
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c. Et vilkaarligt Punkt udenfor Periferien har en Af-
stand fra Centrum, som er storre end Radius. Det folger
af, at Forbindelseslinien med Centrum skeerer Periferien.

Cirkelperiferien har altsaa den Egenskab, at alle dens
Punkter har en Afstand fra Centrum, som er lig Radius,
medens alle andre Punkter i Planen har en anden Af-
stand fra Centrum.

At tegne en Figur, der opfylder visse Betingelser,
kaldes ogsaa at konstruere den. Det forudseettes, at man
kan konstruere en Cirkel, naar man kender dens Cen-
trum og dens Radius.

8. To Punkter paa en Cirkelperiferi deler den i to
Dele, som kaldes Cirkelbuer. Et 4
ret Liniestykke, som forbinder to
af Periferiens Punkter, kaldes en 8
Korde; hvis Korden gaar gennem
Centrum, kaldes den Diameler.

a. Enhver Diameler deler Cirklen
i to kongruente Dele. Thi hvis man
bogjer den ene Del omkring Dia-
meteren, til den igen falder ind i Planen, vil den deekke
den anden Del. Enhver af de to Dele kaldes en Halv-
cirkel. 1 Stedet for Cirkelperiferi siger man ofte Cirkel,
og i Stedet for Halvdelen af Periferien siger man naesten
altid Halvcirkel.

s AB lases Buen AB og betegner en af Buerne fra
A til B; hvis ikke andet angives, betegner det den mindste.

Naar to Buer af samme Cirkel leegges saaledes, at
Centrerne falder sammen, og Radius til et Endepunkt i
den ene falder ud ad Radius til et Endepunkt i den
anden, vil Buerne falde ud ad hinanden, saafremt de
ligger paa samme Side af de naevnte Radier. Hvis deres
andre Endepunkter ogsaa falder sammen, er de kon-
gruente; kongruente Buer kaldes lige store.

Den Del af en Cirkel, som begrenses af to Radier
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og en Cirkelbue, kaldes et Cirkeludsnit eller en Sekior.
Den Del af en Cirkel, som begrenses af en Cirkelbue
og en Korde, kaldes et Cirkelafsnit eller et Seqment.
b. Til lige store Buer i samme Cirkel horer. kon-
gruente Udsnit.
Givet \ AB = v CD.
A Bevis, at Udsn. AOB = Udsn.

\ » COD.

Hvis Udsnittet COD drejes saa

( - —¢ meget omkring Centrum, at C fal-
\ / der i A, vil D falde i B, fordi Bu-
\ \ erne er lige store. Udsnittene daek-

\-\_/‘/5 ker da hinanden og er altsaa kon-

gruente.

c. Til kongruente Udsnit horer lige store Buer. Thi
naar Udsnittene deekker hinanden, maa Buerne ogsaa
gore det.

Man inddeler en Cirkelperiferi i Grader, Minutier og
Sekunder. At en Cirkelbue er en Grad vil sige, at den
er 54, af hele Cirkelperiferien; en Grad deles i 60 Mi-
nutter og et Minut i 60 Sekunder. 46 Grader 18 Minutter
25 Sekunder skrives ogsaa 46° 18 25”.

Naar en Cirkelperiferi er delt i Grader, og man trek-
ker Radier til Delingspunkterne, deler de Cirklen i 360
kongruente Udsnit. Ethvert af disse Udsnit er een Grad.

9. To Cirkler med lige slore Radier er kongruente.
Thi leegges den ene paa den anden, saaledes at Centrerne
falder sammen, vil Cirklerne daekke hinanden.

To Cirkler med samme Centrum, men forskellige
Radier kaldes koncentriske, deres Periferier har ingen
Punkter feelles.

To Cirkellinier, der har mere end eet Punkt feelles,
men ikke falder sammen, siges at skeere hinanden. For-
bindelseslinien mellem to Cirklers Centrer kaldes Center-
linien. Den Linie, man faar ved at forlenge Center-
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linien, vil skeere enhver af Cirklerne i to Punkter. Hvis
den ene Cirkels Skaeringspunkter med Centerlinien lig-
ger saaledes i Forhold til den anden Cirkel, at det ene
ligger inden i den og det andet uden for den, vil Cirk-
lerne skeere hinanden. Deraf folger, at:

1) To Cirkler med lige store Radier vil skeere hinanden,
naar deres Diameter er storre end Centerlinien.

2) To Cirkler med forskellige Radier vil skeere hinanden,
naar den ene har sit Centrum paa den andens Peri-
feri, og dens Radius er mindre end den andens
Diameter.

3) To Cirkler med forskellige Radier vil skere hinanden,
naar Centerlinien er sterre end enhver af Radierne,
men mindre end deres Sum.

En Definition er en Forklaring af, hvad et Ord eller
et Udtryk betyder.

Eksempel: En Radius er et Liniestykke, som for-
binder Cirklens Centrum med et Punkt af Periferien.

En geometrisk Grundselning eller et geometrisk Aksiom
angiver en LEgenskab ved en Figur, som man gaar ud
fra, at den har.

Eksempel: En ret Linie er ubegraenset til to Sider.

En geometrisk Setning er en Paastand, der angiver
en Egenskab ved en Figur, som man kan bevise, at
den har.

Eksempel: En Diameter deler en Cirkel i to kon-
gruente Dele.

Det er Geometriens Opgave:

1) At beskrive Figurerne og at forme Beskrivelserne
som ngjagtige Definitioner og Grundssetninger.

2) At forklare, hvorledes man konstruerer Figurerne.

3) At forklare, hvorledes man ad Tankens Vej finder
andre Egenskaber ved Figurerne end dem, der er
nevnt i Grundseetningerne og Definitionerne, og at
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fremseette de fundne Resultater i geometriske Saet-
ninger, hvis Rigtighed bevises.

Plangeomeirien er Leaeren om plane Figurer. I denne
Bog behandles rette Linier og Cirkler samt Figurer, der
er sammensat af dem.




L.

A. Vinkler.

10. En Vinkel er en Del af en Plan, der er inde-
sluttet mellem to Halvlinier med felles Endepunkt.

De to Halvlinier kaldes Vinklens
Ben, og deres felles Endepunkt
kaldes Vinklens Toppunkt; AB er
det venstre Ben og AC det hgjre. X
For at afgore, hvilket Vinkelben
der er det hejre, kan man teenke
sig, at man staar i Toppunktet og 4
vender Forsiden mod Vinklen; det hgjre Vinkelben er
det, man da har paa hejre Side. Ved to Vinklers ens-
benevnte Ben forstaar man de to Vinklers venstre Ben
eller de to Vinklers hejre Ben.

Man kan benzvne en Vinkel ved det Bogstav, der
staar ved Toppunktet, ~ A leses Vinkel A, og man kan
benzvne den ved et Bogstav inde i Vinklen, / x; endelig
kan man benzvne den / BAC; det Bogstav, som herer
til Toppunktet, skal da settes imellem de andre, som
staar paa hver sit af Benene.

To Vinkler kan lagges paa hinanden, saaledes at
Toppunkterne og det ene Par Ben falder sammen; hvis
det andet Par Ben da ogsaa falder sammen, deekker
Vinklerne hinanden. To Vinkler, som kan dakke hin-
anden, kaldes lige siore.

Naar to Vinkler leegges ved Siden af hinanden, saa-
ledes at Toppunkterne og det ene Par Ben falder sam-

8
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men, vil de andre Ben danne en Vinkel, som er lig
Summen af de to Vinkler, og hvis de to Vinkler er lige
store, bliver den dobbelt saa stor som en af dem.

¥
a

¢ N
\ S ¢ BAC + » CAD = , BAD.

8 A

En Vinkel, hvis Ben gaar i hinandens Forlengelse,
kaldes en lige Vinkel. Hvis man i en lige Vinkel traek-
ker Halvlinier fra Toppunktet, vil de dele den i flere
Vinkler. Een Halvlinie fra Toppunktet vil dele den i to
Vinkler; hvis de to Vinkler er lige store, er hver af dem
Halvdelen af en lige Vinkel. To Halvlinier fra Top-
punktet vil dele den i tre Vinkler; hvis de er lige store,
er hver af dem } af en lige Vinkel o. s. v.

11. Naar man skal angive en Vinkels Sterrelse,
bruger man som Enhed en Vinkel, der er ;}; af en
lige Vinkel. Denne Vinkelenhed kaldes en Grad, §; af
en Grad kaldes et Minut og §; Minut kaldes el Sekund.
En Vinkel paa to Grader er en Vinkel, der er dobbelt
saa stor som en Vinkel paa en Grad; en Vinkel paa tre
Grader er tre Gange saa stor som en Vinkel paa en
Grad o.s.v. En lige Vinkel er 180°.

Man angiver altsaa en Vinkels Storrelse i Grader ved
at angive, hvor mange 180-ndedele af en lige Vinkel den
indeholder.

—— Naar man tegner en vilkaarlig
/ Cirkel med Vinklens Toppunkt til
Centrum, vil den Cirkelbue, som

ligger i Vinklen, have samme Grade-

(
antal som Vinklen.
Det ene Vinkelben forleenges ud
over Toppunktet, og den Halv-
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cirkel, hvori Vinklen ligger, deles i Grader. Vinklerne
mellem to paa hinanden felgende Radier er da lige
store, thi Udsnittene kan dsekke hinanden, da de har
lige store Buer. Da den lige Vinkel er delt i 180 Vinkler,
som er lige store, er hver af dem en Grad. Til en Vinkel
paa en Grad herer altsaa en Bue paa en Grad, til en
Vinkel paa 2 Grader herer en Bue paa 2 Grader o. s. v.
Altsaa: En Vinkels Gradeantal er lig Gradeantallet af
den Cirkelbue, som Vinkelbenene afskecerer paa en vil-
kaarlig Cirkel, der har Toppunktet til Centrum.

En Figur, som bestaar af to Liniestykker med feelles
Endepunkt, kaldes ogsaa en Vinkel; dens Storrelse an-
gives i Grader, som det er vist oven for. Sterrelsen har
altsaa intet med Benenes Laengde at gore.

To Halvlinier eller to Liniestykker, der har feelles
Endepunkt, danner altid to Vinkler; hvis Benene ikke
gaar i hinandens Forlengelse, er den ene Vinkel storre
end 180° den anden mindre; naar ikke andet angives,
er det den mindste Vinkel, man kalder Vinklen mellem
Halvlinierne.

En Vinkel, der er mindre end 90° kaldes en spids
Vinkel; en Vinkel, der er lig 90° kaldes en ret Vinkel;
en Vinkel, der er storre end 90°, men mindre end 180°,
kaldes en stump Vinkel.

To Vinkler, der tilsammen er 90°, kaldes Komple-
mentvinkler, to Vinkler, der tilsammen er 180°, kaldes
Supplementvinkler, og to Vinkler, der tilsammen er 360°,
kaldes Eksplementvinkler.

12. To Linier, der skee-

~ m
rer hinanden, danner 4 N p 0
Vinkler. ™ b
To Vinkler kaldes Nabo- a ¢
vinkler, naar de har eet Ben ///d
feelles og de andre Ben er / o

Forlaengelser af hinanden.
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a. To Nabovinkler er Supplementvinkler.

Za+ 2 b 1809 da de tilsammen udger en lige
Vinkel.

To Vinkler kaldes Topvinkler, naar den enes Ben er
Forlaengelser af den andens.

b. To Topvinkler er lige store.

/ a= / ¢, fordi enhver af dem er 180°— b.

Hvis to Linier skeerer hinanden saaledes, at een af
de fire Vinkler er ret, vil de tre andre ogsaa vaere det;
Linierne kaldes da vinkelretle paa hinanden; m | n
leeses m er vinkelret paa n.

Naar en Linie skeerer

to andre Linier, dannes
a/b : der 4 Vinkler ved hvert
a/¢ Skeeringspunkt.

To af Vinklerne kal-
des ensliggende, hvis de
e/s har deres ensbenavnte
4/q Ben paa Skeringslinien
—_ og de ikke har samme

Toppunkt.

/ a er ensliggende med / e og / g¢.
/b er ensliggende med ~ f og ~ h.

Naar et Par ensliggende Vinkler er lige store, vil et-
hvert andet Par ensliggende Vinkler, der ligger ved de
samme Skeeringspunkter, ogsaa vere lige store.

13. En ligebenet Trekant er en Trekant, hvis to Sider
er lige store. De lige store Sider kaldes Benene, deres
feelles Endepunkt kaldes Toppunktet, og Vinklen mellem
dem kaldes Topvinklen. Den iredie Side kaldes Grund-
linien. Trekant ABC skrives ogsaa /\ ABC.

a. I en ligebenet Trekant er Vinklerne ved Grund-
linien lige slore.
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Givet AB — BC. g
Hvis A ABC laegges i omvendt
Stilling, saaledes at / B daekker
sig selv, falder BC ud ad BA og
BA ud ad BC, og da BA — BC,
falder CiA og AiC. / A deek-
ker da / C, og » C dekker / A,
altsaa er 4 A = / C. A c
b. Konstruer en ligebenet Trekant, naar man kender
Lengden af Grundlinien og Lengden af Benene.

£
wa— } . SN
) ) / \
i 0

£ /j{

Paa en ret Linie afseetter man AC — ¢g. Derefter teg-
ner man en Cirkel med 4 som Centrum og b som Ra-
dius og en Cirkel med C som Centrum og samme Radius;
de to Cirkler skeerer hinanden, naar 2 b > g, og deres
Skeeringspunkt er B, fra B traekkes Linier til A og C.

At to Trekanter ABC og DEF har deres Sider stykke-
vis lige store vil sige, at AB— DE, BC — EF og AC — DF.

¢. Naar to Trekanter har deres Sider stykkevis lige
store, ligger der lige store Vinkler over for de lige siore
Sider.

De to Trekanter ABC
og ADC legges ved Siden
af hinanden, saaledes at et 8 K,v___“_ __________
Par lige store Sider falder ° o
sammen, og de andre lige
store Sider faar et Ende-
punkt felles. Linien BD
vil da skaere AC eller dens
Forlengelse; i begge Til-
feelde har man 4

4

2%




£ ABD = , ADB ifolge a
og Z CBD = yz CDS.
Deraf faaes £ ABC = z ADC.

Hvis man legger Trekanterne saaledes, at de lige
store Sider BC og DC falder sammen, faar man paa
lignende Maade ~ BAC = /. DAC.

d. Til lige store Korder i kongruente Cirkler herer
Buer paa lige mange Grader.

Thi naar man trekker Radier til Kordernes Ende-
punkter, faar man to Trekanter, som har Siderne stykke-
vis lige store. Vinklerne mellem Radierne er da lige
store ifolge c.

14. Den Linie, som gaar gennem et Liniestykkes
Midtpunkt og er vinkelret paa Liniestykket, kaldes
Liniestykkets Akse. Den Linie, som deler en Vinkel i
to lige store Vinkler, kaldes Vinklens Akse.

a. Konstruer et givel Liniestykkes Akse.

AB er det givne Liniestykke.
Man tegner en Cirkel med A som
T Centrum og en Radius, der er storre
end Halvdelen af AB, og en Cirkel
4 M 8 med B som Centrum og samme Ra-
dius. De to Cirkler skeerer hinanden
i N og P. Linien NP er da ARB’s
JP Akse, man har nemlig
1  BNP = / ANP ifelge 13 c.
Naar /\ NBM drejes om NP, til
den igen falder i Planen, vil NB falde ud ad NA, og
da NB = NA, falder B i A, deraf folger at
AM = MB
og /. AMN = , BMN = 90°.

Ved denne Konstruktion kan man dele et Liniestykke
i2 4,8, 16 o. s. v. lige store Dele.

b. Konstruer en Vinkel, der er lig en given Vinkel,
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saaledes at dens Toppunkt falder i et givet Punkt og
det ene Ben ud ad en given Halvlinie fra Punktet.

Givet . CAB, Punktet O og Halvlinien /.
Man tegner en Cirkel med A som Centrum og der-
efter en Cirkel med O til Centrum og samme Radius;
N er da fundet, og man tegner en Cirkelbue med N
som Centrum og Korden BC som Radius, derved findes
M; fra O tegnes en Halvlinie gennem M.
MON = , BAC ifelge 13d.
c. Konstruer en given Vinkels Akse.
Man tegner en Cirkel, der har

Vinklens Toppunkt til Centrum og ‘0/
skaerer Benene i B og C; derefter \ F i
tegnes en Cirkelbue med B som g\- "’x»/
Centrum og en Radius, der er storre “\ //
end Halvdelen af BC, og en Cirkel- \ / J
bue med C til Centrum og samme ' 6

Radius; disse Cirkelbuer skarer hin-
anden i D. Linien AD er da Vinklens Akse ifelge 13c.
Ved fortsat Halvering kan man dele en Vinkel i 4,

8, 16 o. s. v. lige store Dele. 0
d. I et givet Punkt af en Linie ,,L
skal man oprejse en vinkelret paa :
Linien. l
Konstruktionen er den samme s Sl R
som i c. B A H

e. Fra et givet Punkt uden for en Linie skal man
nedfelde en vinkelret paa Linien.




Givet O og L
Man veelger et Punkt A,
saaledes at A og O ligger
paa modsat Side af [, og
tegner en Cirkel med O som
Centrum og OA som Ra-
dius. Denne Cirkel skeerer [
i N og M. Derefter findes
) et Punkl P, som har samme
A, Afstand fra N og M. OP er

da vinkelret paa [. Bevises som 14 a.
f. Summen af ethvert Par Vinkler i en Trekant er

mindre end 180°.

h
-~

Bevis, at ~ A + ~ C < 180°.

i

ﬁ‘,’ .p M er Midtpunktet af BC, man
"//\\ ’ tegner Linien AM, afseetter MD =
" \M# -/ MA og trekker DC. Punktet D vil
. 2 altid falde inde i ~ A, derfor er
J o £ DCA 180°. )
e _N__._.  ACMD drejes 180° omkring M, den
A ¢ vil da deekke /\ BMA. Deraf faar man
/. DCM =, B
eller /< DCA =« B+ C.
Da / DCA < 180°
har man Z B4 2 C < 180°.
Opgaver.

1. Tegn en uegentlig Firkant og treek dens Diagonaler.

2. Hvormange Diagonaler kan man treekke fra en Vinkel-
spids i en Ottekant?

3. Vis, at Diagonalerne i en konveks og egentlig Fem-
kant danner en uegentlig Femkant, og find dennes
Diagonaler.

4. Hvilke Polygoner har lige saa mange Diagonaler som
Sider; hvilke har feerre og hvilke har flere Diagonaler

end Sider?
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5. Hvor mange Skeeringspunkter kan der blive mellem
fire rette Linier, og hvor mange andre Forbindelses-
linier kan man treekke mellem disse Punkter?

6. To Linier skeerer hinanden, saaledes at een af Vink-
lerne mellem dem er 55° 30‘; find Sterrelsen af de
andre.

7. To Punkter deler en Cirkelperiferi i to Buer, af hvilke
den ene er } af den anden. Hvor mange Grader er
Vinklen mellem Radierne til de to Punkter?

8. Konstruer en Trekant, hvis to Sider er 6 cm og 8 cm,
naar Vinklen mellem dem skal vare ret.

9. Del et givet Liniestykke i to Dele, hvoraf den ene
er tre Gange saa stor som den anden.

10. Bevis, at to Nabovinklers Halveringslinier er vinkel-
rette paa hinanden.

11. Konstruer en Vinkel paa 45° og en paa 22° 30°.

12. Konstruer en ligebenet Trekant, naar Perimeteren
skal veere lig en given Linie, og Grundlinien skal
veere % af eet af Benene.

B. Parallele Linier.

15. 1) To Linier kaldes parallele, naar de ikke skeerer
hinanden.

2) To Liniestykker kaldes parallele, naar de Linier,
man faar ved at forlenge dem, ikke skeerer hinanden.

At Linien a er parallel med Linien b skrives a = b.
Grundsaetning: Gennem et Punkt kan der kun tegnes

een Linie parallel med en given Linie. Alle andre Linier
gennem Punktet vil altsaa skeere den givne Linie.

a. Naar to Linier skerer en tredie, saaledes at et Par
ensliggende Vinkler er lige store, er de parallele.




Givet x = y.

P \‘ Q Bevis, at PQ # MN.
X\ u Af x =17
og x + u 180°
faar man y + u 180°
AT e Af 2 =19
N 8 o og v+ y 180°
faar man v 4+ x = 180°

Hvis Linien P(Q skeerer Linien MN, vil der altsaa
dannes en Trekant, hvori Summen af to Vinkler er lig
180°; men det er umuligt ifolge 14 f, altsaa er PQ = MN.

b. Naar to Linier skerer en tredie, saaledes at de ens-
liggende Vinkler er ulige store, vil Linierne skcere hinanden.

/ Givet » ABC Z DEB.
/ Bevis, at Linien AB skae-
A BL rer Linien CD.

,/ . Gennem C tegnes Linien

/ j/-/‘f" ~ CE, saaledes at »~ ECB
il / ABC, CE er da parallel
— —  E  med AB ifolge a. Ifelge
o /0 Grundsetningen maa CD

/ da skere AB.

c¢. Naar to Linier er parallele, er de ensliggende
Vinkler, som dannes ved en Linie, der skerer dem, lige
store. Thi var de ulige store, vilde Linierne ifolge b
skeere hinanden; men det strider mod det givne, altsaa
er de lige store.

16. a. Naar en Linie skerer den ene af to parallele
Linier, skeerer den ogsaa den anden. Ellers vilde der
gennem Skeeringspunktet gaa to Linier parallele med
den anden.

b. Naar en Linie er parallel med den ene af to pa-
rallele Linier, er den ogsaa parallel med den anden. Thi
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hvis den skar den anden, vilde den ogsaa skaere den
forste.

Seetningen kan ogsaa bevises ved Hjeelp af de enslig-
gende Vinkler, som fremkommer, naar man treekker en
Skeeringslinie.

¢. Naar en Linie er vinkelrel paa den ene af to pa-
rallele Linier, er den ogsaa vinkelret paa den anden.
Ifelge a og 15 c.

d. To Vinkler, hvis ensbenwvnte Ben er parallele, er

lige store.
/ x og ~ y har deres ens- / y
benzevnte Ben parallele. /4 i
Man forlzenger venstre Ben af “——————----->" Hoeees
den ene Vinkel og hejre Ben af i

den anden, saa der fremkommer
et Skeeringspunkt. Man har da

x = v ifelge 15c_7“}7"
og y = v. /
Altsaa x = . Vg

e. To Vinkler, hvis uensbenwvnle Ben er parallele, er
Supplementvinkler. Bevises paa lignende Maade.

f. Konstruer den Linie, som :
gaar gennem el givel Punkt og $;
er parallel med en given Linie. » ul

Givet Punktet P og Linien a. '

Man vealger et Punkt A i
Linien og treekker PA. Derpaa ———
afseettes ~ u = 2 v. i

C. Trekanter.

17. En Trekants Vinkler betegnes ofte ved Bog-
staverne A, B og C; Siderne kaldes da a, b og ¢, saa-
ledes at a er ~ A’s modstaaende Side.
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En Hogjde er et Liniestykke, der forbinder en Vinkel-
spids i en Trekant med den modstaaende Side eller
dens Forlengelse og er vinkelret paa Siden.

Fra hver Vinkelspids kan der kun tegnes een Hojde,
ifolge 15a. Hojderne betegnes h, h, og h.; h. er Hojden
paa a.

Et Liniestykke, som forbinder en Vinkelspids i en
Trekant med den modstaaende Sides Midtpunkt, kaldes
en Median. Medianerne betegnes m, m,; og m.,

De Stykker af Vinklernes Akser, som ligger inde i
Trekanten, betegnes vy vs og v,

18. a. Summen af to Vinkler i en Trekant er lig
Nabovinklen til den tredie.

D Gennem A tegnes Linien, der
o er parallel med BC. ~ A’s Nabo-
A% vinkel bliver derved delt i to
u\ Vinkler x og y, saaledes at
£ P
og £ B pal ! !
e L \\ Deraf £ C+ £ B=
8 @@, x4+ L y=  DAB.
b. Summen af Vinklerne i en Trekant er lig 180°.
Man har x4+ y 4+ u 180°
og x4y B + C ifelge a.

Deraf faar man B 4+ C + u 180°.

De to Vinkler i en Trekant er allid spidse ifolge b.

En stumpvinklet Trekant er en Trekant, som har en
stump Vinkel.

En retvinklet Trekant er en Trekant, som har en ret
Vinkel; de to Sider, som danner den rette Vinkel, kaldes
Kateterne, og den tredie Side kaldes Hypotenusen.

En spidsvinklet Trekant er en Trekant, hvori alle tre
Vinkler er spidse.

I en spidsvinklet Trekant falder alle tre Hgjder inde
i Trekanten; thi hvis en af dem faldt uden for Trekanten,




27

fremkom der en ‘Trekant med en ret og en stump
Vinkel. Naar Trekanten er retvinklet eller stumpvinklet,
falder Hojden fra den sterste Vinkel inde i Trekanten,
men de andre ikke.

19. a. I en ligebenet Trekant er ¥
Medianen til Grundlinien Hgjde og
Vinkelakse.

Givet AB = CB
og AD = CD.

Man faar da ifelge 13 ¢ /

/ ABD = / CBD Y R s,

og 2 ADB = # CDB = 30" Iij

b. Naar to Vinkler i en Trekant er lige store, er Trekanten
ligebenet, og disse Vinklers modstaaende Sider er Benene.

Givet ~ A = ~ C.

A ABC leegges paa sig selv
i omvendt Stilling, saaledes at
AC dekker CA. AB vil da
falde ud ad CB, fordi /. A = , c

C, og CB vil falde ud ad
AB af samme Grund. B falder derfor i B, og AB deek-
ker CB, altsaa er AB — CB.

Selningerne 13a og 19b kan ogsaa udtrykkes
saaledes:

Over for lige store Sider i en Trekant ligger lige store
Vinkler.

Over for lige store Vinkler i en Trekant ligger lige
store Sider.

B

Den ene af disse Szetninger kan dannes af den anden
ved, at man ombytter det givne og det, der skal bevises.
Enhver af dem kaldes derfor den andens omvendte
Seelning.

Naar alle tre Sider i en Trekant er lige store, kaldes
Trekanten ligesidet.
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c. I en ligesidet Trekant er alle tre Vinkler lige store,
og hver Vinkel er 60° Det folger af 13a og 18 b.

d. Naar alle tre Vinkler i en Trekant er lige store, er
Trekanten ligesidet. b.

20. a. Qver for en sterre Side i en Trekant ligger en
storre Vinkel.
Givet AC > AB.
Bevis, at ~ B> / C
, ABC leegges i om-
vendt Stilling, saaledes
at ~ A dekker sig selv
Punktet B falder da i
et Punkt D paa selve
Siden AC, og C falderi et
Punkt E paa Siden AB’s
"£ Forlengelse. Man harda
Pt E
og /L B= /a4 ~ E L u+ 2 C,
altsaa B .

b. Over for en storre Vinkel i en Trekant ligger en
storre Side.

Givet A C.
Bevis, at a C.
Der er tre Muligheder og ikke flere.
1) a c,
2) a

c.
3) a ¢

Hvis a < ¢, faar man A < C; men det strider mod
det givne og er altsaa umuligt.

Hvis a = ¢, er A C, hvilket ogsaa er umuligt.
Altsaa a > c.

Et saadant Bevis kaldes et indirekte Bevis.

c. Hypotenusen i en retvinklet Trekant er storre end
enhver af Kateterne. Det folger af b.
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21. a. Enhver Side i en Trekant er mindre end de to

andres Sun.
Det et overfladigt at bevise, at enhver af de to

mindste Sider er mindre end B
de to andres Sum.
I A ABC er AC den 4 b

storste Side. Hejden BD C/‘/ b 4

falder da inde i Trekanten, 7 | by

fordi » B er den sterste 5/ | R,

Vinkel. Man har 0 .
A0 < ¢ ifolge 20 ¢

og DC < a.

Deraf AD 4+ DC < ¢ + a

eller AC < ¢ + a.

b. Enhver Side i en Trekant er storre end de lo
andres Differens.

Det er overfladigt at bevise dette for den sterste
Sides Vedkommende.

b er den storste Side, man har ifelge a

¢+ a=>b
Deraf faar man 1) ¢ > b— a
2 a>b—ec
22. a. Konstruer en Trekant
af en Side og de hosliggende /B
Vinkler. ¥ \
g N
/ \ ) \
bs A X i | \
i —i 4f_,‘__*A__,__,,__‘_;c

Man afsetter Siden AC hen ad en vilkaarlig ret
Linie, derpaa afsettes Vinklerne A og C, saaledes at AC
bliver hgjre Ben i » A og venstre Ben i / €. Skeerings-
punktet mellem de andre Ben er da B. Opgaven kan
kun leses, naar / A 4+ . C < 180°.
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b. To Trekanter er kongruente, naar de har en Side
og de hosliggende Vinkler stykkevis lige store.
En Trekant DEF konstrueres, saaledes at
DF = AC,
D=, A
og L F = _,0GC
/\ DEF laegges paa /\ ABC, saaledes at DF deekker
AC. Punktet E vil da falde et Sted i Halvlinien AB,
fordi » D= , A; Punktet E vil ogsaa falde i Halvlinien
CB, fordi / F = , C. E falder altsaa i B, og Tre-
kanterne daekker hinanden, altsaa
A\ DEF = /\ ABC.

23. a. Konstruer en Trekant af en Side, en hosliggende
og den modstaaende Vinkel.

N

R siaad oA B,

Man afsetter Siden AB og ~ A; derpaa afsattes
Z C med Toppunktet i C,, og gennem B traekkes en
Linie parallel med C, B,.

b. To Trekanter er kongruente, naar de har en Side,
en hosliggende og den modstaaende Vinkel slykkevis lige
store. Seztningen folger af 22b, da de to Trekanter har
en Side og de hosliggende Vinkler stykkevis lige store
ifelge 18 b.

24. a. Konstruer en Trekant af to Sider og den inde-
sluttede Vinkel.
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/
) A PR P, 3

Man afsetter ~ A, derneest afseettes AB ud ad dens
ene Ben og AC ud ad det andet; Punkterne B og C for-
bindes, og Trekanten er konstrueret. Opgaven kan kun
leses, naar © A < 180°.

b. To Trekanter er kongruente, naar de har to Sider
og den indesluitede Vinkel stykkevis lige store.

Bevises ved Dakning.

25. To Trekanter kan have en Vinkel, en hoslig-
gende og den modstaaende Side stykkevis lige store
uden at veere kongruente. Hvis man deler en ligebenet
Trekant i to Dele ved en Linie gennem Toppunktet,
faar man to saadanne Trekanter, som ikke er kon-
gruente, med mindre Linien er Median.

Naar to Trekanter har de naevnte Stykker stykkevis
lige store, maa de allsaa opfylde endnu en Betingelse,
for at man kan veere sikker paa, at de er kongruente.

Trekanterne ABC og
ADC har

AB = AD, !
AC = AC e BT
og ~ ABC = £ ADC* "X 7

De to Trekanter leegges \\\ /
ved Siden af hinanden, N |
saaledes at de lige store X i
Vinklers modstaaende Si- \
der falder sammen, og det
andet Par lige store Sider \
faar et Endepunkt faelles. 1




1°. Hvis BD ikke gaar gennem C, er Trekanterne kon-

gruente.

Thi Z ABC = « ADC er givet,
og Z ABD = « ADB 13 a.
Deraf faar man ~ CBD = / CDB
og CB = CD.

Ifolge 24b er A ABC = )\ ADC.

20 Hvis BD gaar gennem C, er det ikke sikkert, at Tre-
kanterne er kongruente; men man faar da
AC < AB,

fordi een af Vinklerne C er ret eller stump.

Naar AC = AB eller AC AB, er Trekanterne
altsaa kongruente. Eller:

a. To Trekanter er kongruente, naar de har en Vin-
kel, en hosliggende og den modstaaende Side stykkevis
lige store, saafremt den modstaaende Side er slorre end
eller lig med den hosliggende.

b. To Trekanter er kongruente, naar de har deres
tre Sider stykkevis lige store.

Ifolge 13 ¢ ligger der lige store Vinkler over for de
lige store Sider. Trekanterne er da kongruente. 24 b.

26. Naar man skal vise, at to Linier eller to Vinkler
er lige store, maa man i Reglen enten benytte Seetnin-
gerne om den ligebenede Trekant eller Setningerne om
Trekanters Kongruens. Man faar da ofte Brug for folgende:

Over for lige store Sider i kongruente Trekanter ligger
lige store Vinkler.

Over for lige store Vinkler i kongruente Trekanter lig-
ger lige store Sider.

Disse Seetningers Rigtighed indses ved, at man teenker
sig de kongruente Trekanter lagt paa hinanden, saa de
deekker hinanden.
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a. Fra et givet Punkt til en given Linie kan der leg-
nes eet og kun eet Liniestykke vinkelret paa Linien. Ifglge
14 e og 17.

Alle andre Liniestykker fra Punktet til Linien kaldes
Skraalinier.

b. Enhver Skraalinie er le®ngere end den vinkelrette
Jra samme Punkt. 20 c.

Den vinkelrette fra et Punkt til en Linie er altsaa
den mindste Afstand fra Punktet til et af Liniens Punkter
og kaldes derfor Punktets Afstand fra Linien. Det Punkt,
den har felles med Linien, kal-
des den vinkelrettes Fodpunki. .

Fodpunktet af den vinkel-
rette kaldes ogsaa Punktet O’s
Projektion paa Linien; Linie-
stykket BA kaldes BO’s Pro-
jektion, og / BOA kaldes BO’s g
Afvigelse fra den vinkelrette.

¢. Naar to Skraalinier er lige store, afviger de lige
megel [ra den vinkelrelte, og de har lige store Projek-
tioner paa Linien. 19a.

d. Naar to Skraalinier er ulige store, afviger den
storste mest fra den vinkelrette, og den har den storste
Projektion paa Linien.

Naar OC = OB,
er P - 20 a.
Man faar da / BOA < , COA.

Naar /\ BOA drejes omkring OA, indtil den igen falder
i Planen, vil AB falde ud ad AC, ogda » BOA < , COA,
falder Punktet B mellem A og €, man faar altsaa

AC > AB.

e. Naar to Skraalinier afviger lige megel fra den
vinkelrette, er de lige slore, og naar de har lige store
Projektioner, er de lige store. 19b og 24 b.

f. Naar to Skraalinier afviger ulige meget fra den
vinkelrette, er den storst, som afviger mest, og naar de

3
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har ulige store Projektioner, er den sterst, som har den
storste Projektion. Bevises indirekte eller ved 20 b.

27. a. Ethvert Punkt i et Liniestykkes Akse har samme
Afstand fra Liniestykkets Endepunkter. 26 e.

b. Ethvert Punkt uden for et Liniestykkes Akse ligger
nermesl ved det af Liniestykkets Endepunkter, som ligger
paa samme Side af Aksen.

A og P ligger paa samme

P, Side af AB’s Akse. Linien

/\\\ 0 PB vil da skare Aksen; Ska-

/ s o ringspunktet kaldes D.

/ e Man har

e AD-- DP> AP 21a,
da AD = BD,
faarman BD 4 DP— AP
eller BP= AP.

For Vinkler mindre end 180° galder folgende Seet-
ninger:

c. Ethvert Punkt i en Vinkels Akse har samme Af-
stand fra Vinklens Ben. 23 b.

d. Ethvert af en Vinkels Punkter, som ligger uden
for dens Akse, har mindst Afstand til det Vinkelben, der
ligger paa samme Side af Aksen.

O er et Punkt uden for
Vinklens Akse. OB er Af-
standen til det ene Vinkel-
ben, og OC er Afstanden
til det andet. Gennem O
tegnes en Linie parallel med
Vinklens Akse; denne Linie
vil skeere det Vinkelben,
der ligger paa samme Side
af Aksen som O. Gennem
Skeeringspunktet D traekkes en Linie DE parallel med
det andet Vinkelben. OD er da Akse for / EDB;

A
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altsaa OF = OB
og OC = OB.

28. Naar to Trekanter har to Sider stykkevis lige
store, men den indeslutltede Vinkel ulige stor, er den
tredie Side storst i den Trekant, hvor Vinklen er slorst.

De to Trekanter legges B
ved Siden af hinanden, saa-
ledes at det ene Par lige
store Sider falder sammen,
og det andet Par har et
Endepunkt feelles.

Givet CB = CB?

CA = CD
og « ACB < s DCB.

Z ACD halveres; dens Akse vil vere Akse for AD,
da 04 = CD. Punkterne 4 og B ligger paa samme Side
af AD’s Akse, fordi » ABC < , DCB, altsaa er

BA < BD ifelge 27 b.

29. At to Punkter ligger symmetrisk med Hensyn til
en ret Linie vil sige, at Linien er Akse for Punkternes
Forbindelseslinie; Linien kaldes Symmelriakse.

To Figurer ligger symmetrisk med Hensyn til en ret
Linie, naar hvert Punkt i den ene Figur ligger symmetrisk
med et Punkt i den anden Figur.

Eksempel: Hejden paa Grundlinien i en ligebenet
Trekant deler Trekanten i symmetriske Dele.

a. Symmelriske Figurer er kongruente. Thi naar man
drejer den ene af dem omkring Symmetriaksen, indtil
Figuren igen falder i Planen, vil hvert Punkt falde i sit
symmetriske Punkt, og Figurerne vil altsaa dakke hin-
anden.

b. Naar den ene af to Figurer ved en Drejning om-
kring en ret Linie kan bringes il at deekke den anden,

3.
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ligger de symmetrisk med Hensyn til Linien. De Punkter,
som efter Drejningen falder sammen, maa nemlig for
Drejningen ligge symmetrisk.

Enhver Diameter deler Cirklen i to symmetriske Dele.

Opgaver.

13.1 en retvinklet Trekant er den ene Vinkel 23° 18
Find Vinklen mellem Hypotenusen og den rette
Vinkels Halveringslinie.

14.1 en Trekant ABC er , A = 72° og / B = 66°.
Nabovinklerne til Trekantens Vinkler halveres, og
Halveringslinierne skerer hinanden i D, E og F.
Find Vinklerne i Trekant DEF.

15. Bevis, at Hejden paa Grundlinien i en retvinklet
ligebenet Trekant er halv saa stor som Grundlinien.

16.1 en Trekant ABC er / A = 108°. Hejderne BE
og OD forlenges, saa de skearer hinanden i O. Find
Vinklerne i A DBO. Vis, at to af Linierne paa Fi-
guren er Hejder i /\ BOC.

17. Bevis, at en Trekant er ligebenet, naar een af Siderne
er parallel med Aksen i den modstaaende Vinkels
Nabovinkel.

18. To parallele Linier skeeres af en tredie Linie. Bevis,
at Akserne i et Par ensliggende Vinkler er parallele,
og at Akserne i et Par uensliggende Vinkler er vin-
kelrette paa hinanden.

19.1 en Trekant ABC er / A 84° og ~ B h30.
Gennem A, B og C traekkes Linier parallele med de
modstaaende Sider. Find Vinklerne i den Trekant,
som begrenses af disse Linier.

90. Konstruer en Vinkel paa 60°, 30°, 15°, 75°.

21. Konstruer en Trekant, hvis to Vinkler er 60° og
67° 30, naar den hosliggende Side skal veere 11 cm.

99. Nabovinklen til en Vinkel i en Trekant er fire Gange

saa stor som een af de andre Vinkler i Trekanten.




23.

25.

26.

30.

31.

Konstruer en Linie, som deler Trekanten i to lige-
benede Trekanter.

Bevis, at i en ligebenet Trekant er:

a) to af Hejderne lige store,

b) to af Medianerne lige store,

c¢) to af Vinkelakserne lige store.

. Bevis, at en Trekant er ligebenet, naar to af dens

Hojder er lige store.

Bevis, at Korden til en Bue paa 60° er lig Cirklens
Radius.

Naar en retvinklet Trekant har en Vinkel paa 30°,
er dens mindste Katete halv saa stor som Hypotenusen.
Bevis det.

. Bevis, at Diameteren i en Cirkel er storre end enhver

anden Korde i Cirklen.

.0 er Centrum i en Cirkel, og P er et Punkt, som

ikke ligger paa dens Periferi. Bevis, at det Punkt af
Cirkelperiferien, som ligger naermest ved P, og det
Punkt af Cirkelperiferien, som ligger fjernest fra
P, ligger paa Linien PO.

. For Cirkelbuer, som herer til samme Cirkel og hver

for sig er mindre end 180° gelder det, at til en
storre Bue horer en storre Korde og omvendt.
Bevis det.

ABC er en given Trekant. Tegn en vilkaarlig Linie
og konstruer den Trekant, som ligger symmetrisk
med Trekant 4BC med Hensyn til Linien.

Hvilke Linier vil dele en ligesidet Trekant i to sym-
metriske Dele?
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D. Firkanter.

30. a. Summen af Vinklerne i en Firkant er lig 360°.
En Diagonal deler Firkan-
¢ ten i to Trekanter, hvis

/ Vinkler tilsammen udger

’ \ Firkantens Vinkler; og Sum-
\ men af to Trekanters Vink-
\\ N ler er lig 360°. Fra en
A |G N p  Vinkelspids i en n-kant kan

man trekke (n — 3) Dia-
gonaler, derved deles Polygonen i (n — 2) Trekanter,
hvis Vinkler tilsammen udger Polygonens Vinkelsum;
altsaa: Summen af Vinklerne i en n-kant er (n — 2 180°%.

b. Enhver Side i en Firkant er mindre end Summen
af de andre.

Man har 4D < AC+ CD < AB 4 BC + CD.

Paa lignende Maade kan man bevise, at i en hvilken
som helst Polygon er enhver Side mindre end de
andres Sum.

Et Trapez er en Firkant, hvori eet Par Sider er pa-
rallele. Naar det andet Par Sider er lige store, kaldes
Trapezet ligebenet.

Et Parallelogram er en Firkant, hvori begge Sidepar
er parallele.

31. a. Enhver. af Diagonalerne i el Parallelogram

deler det i to kongruente Trekanter.
/. BAC = , DCA, fordi

" o AB # DC.

/ / BCA = / DAC, fordi
L A BC # AD.
sl o AC = CA.

Altsaa er A ABC = A CDA.
b. 1 et Parallelogram er de modstaaende Sider lige store.
De ligger over for lige store Vinkler i kongruente Trekanter.
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c. I et Parallelogram er de modstaaende Vinkler lige
store. Thi deres ensbenaevnte Ben er parallele.

d. Diagonalerne i el Parallelogram
halverer hinanden.

Man har £/ * = ~ u,
LY=LV
og AD = CB.
Altsaa er A 40D = A COB.
Deraf 40 = 0C
og DO = OB. P

32. a. Naar begge Par modstaaende Sider i en Fir-
kant er lige store, er Firkanten el Parallelogram.

Naar man treekker en Diagonal, faar man to Tre-
kanter, som ifelge 25 b er kongruente.

b. Naar et Par Sider i en Firkant er baade lige store
og parallele, er Firkanten et Parallelogram.

Naar man treekker en Diagonal, faar man to Tre-
kanter, som er kongruente ifelge 24 b.

¢. Naar begge Par modstaaende Vinkler i en Firkant
er lige store, er Firkanten el Parallelogram.

Givet A=17C 8

og B—D. ¥

Deraf 4 + B=C+ D.

Men 4 + B+ C 4 D=360°. 30a.

Altsaa A -+ B=180° 4

og AD # BC. s
Af B-—=D og A+ B=180°

faar man A+ D=180°

eller AB # DC.

d. En Firkant, hvis Diagonaler halverer hinanden,
er et Parallelogram.

Bevises ved, at man treekker begge Diagonaler og
viser, at et Par af de smaa Trekanter er kongruente.
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33. Naar een Vinkel i et Parallelogram er ret, vil
de andre tre ogsaa veere det. 31c¢, 30a.

Et retvinklet Parallelogram kaldes et Rektangel.

Naar eet Par sammenstodende Sider i et Parallelo-
gram er lige store, er alle fire Sider lige store. 31b.

Et ligesidet Parallelogram kaldes en Rhombe.

Et Parallelogram, som er ligesidet og retvinklet, kal-
des et Kvadrat.

a. I et Rektangel er Diagonalerne lige store.

¢ Givet « BAD = ,/ ADC
BA = CD
og AD = D4,

= Altsaa er )\ BAD < A CDA
~lp 08 2D = CA.

b. I en Rhombe er I)ia_(}onaleme vinkelrelte paa hin-
anden, og de halverer Rhombens

y 7% Vinkler.
Eo / /\ BCD er ligebenet.
N 0O er Median til Grundlinien,
éé/ J ifolge 19a er CO da Hejde og
2 Vinkelhalveringslinie.

34. Naar a og b er to parallele Linier, har alle
Punkter i a samme Afstand fra b ifelge 31 b, og alle
Punkter i b har den samme Afstand fra a. Denne Af-
stand kaldes de to Liniers Afstand fra hinanden eller
Afstanden mellem Linierne. Man faar da felgende Seetning:

a. To parallele Linier har overalt samme Afstand fra
hinanden.

b. Naar to Punkter ligger paa samme Side af en ret
Linie og har samme Afstand fra den, er deres Forbin-
delseslinie parallel med den. 32b.

c. Naar flere Paralleler afskeerer lige store Stykker
paa een ret Linie, vil de ogsaa afskere lige store Stykker
paa enhver anden ret Linie, som skeerer dem.
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Givet 4B = BC.
Bevis at DE = EF.
Gennem D og E traekkes Li-
nier parallele med AC. Man har da
DN = EM 31b
£/ NED = / MFE
og £ EDN = « FEM,
altsaa er )\ DNE = /\ EMF
og DE = EF.

d. Del et givet Liniestykke i 6 lige store Dele.
Gennem det ene Ende- ,
punkt 4 tegnes en vilkaarlig LT TR A SO S h
Halvlinie, og ud ad den af- % g
seelter man en vilkaarlig ' ]
Laengdeenhed 6 Gange; man o ol A
treekker da en Linie fra det ol iy
sidste Delingspunkt til B, og N
gennem de andre Punkter :
treekkes Linier, der er parallele med den; disse Linier

vil ifelge ¢ dele AB i 6 lige store Dele.

Opgaver.
32. Det ene Par modstaaende Vinkler i et Trapez er
45° og 130° Find de andre Vinkler.
33. Gennem Diagonalernes Skaeringspunkt i et Paralle-
logram traekkes en vilkaarlig Linie, som skarer det
ene Par modstaaende Sider og det andet Par mod-
staaende Siders Forlengelser.
Bevis, at

a) de fire Skeeringspunkter har to og to samme Af-
stand fra Diagonalernes Skeeringspunkt.

b) Linien deler Parallelogrammet i kongruente Fir-
kanter.

34. Bevis folgende:

a) I et ligebenet Trapez er Vinklerne to og to lige store.
b) I et ligebenet Trapez er Diagonalerne lige store.
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35.1 en Firkant er de to Sider parillele og de andre
to lige store; hvilken Slags Firkant kan det vaere?

36. Bevis, at Rhombens Hejder er lige store.

37. Nabovinklerne til et Rektangels Vinkler halveres.
Bevis, at Halveringslinierne begreenser et Kvadrat,
og at Summen af Kvadratets Diagonaler er lig Sum-
men af Rektanglets Sider.

38.1 et Rektangel er indskrevet et Parallelogram, hvis
Sider er parallele med Rektanglets Diagonaler. Bevis,
at Summen af Parallelogrammets Sider er lig Sum-
men af Rektanglets Diagonaler.

39. En ligebenet Trekants Omkreds er given. Konstruer
Trekanten, naar Grundlinien skal veere halv saa
lang som eet af Benene.

40. Konstruer et Parallelogram, inaar een af Vinklerne
skal veere 105° og Siderne skal have givne Laengder.

41. Bevis, at de Linier, som halverer Nabovinklerne til
en vilkaarlig Firkants Vinkler, begreenser en Firkant,
hvis modstaaende Vinkler er Supplementvinkler.

42. Konstruer en Rhombe af en Diagonal og Hgjden.

E. Cirkler.

35. a. En ret Linie kan ikke have mere end to Punkter
feelles med en Cirkelperiferi. Thi fra et Punkt til en
Linie kan der ikke gaa mere end to Liniestykker af
samme Leengde. 26 c.

En Linie, der har eet og kun eet Punkt faelles med
en Cirkelperiferi, kaldes en Tangent; det feelles Punkt
kaldes et Roringspunkt, og Tangenten og Cirklen siges
at rore hinanden i dette Punkt.

En Linie, der har to Punkter feaelles med en Cirkel-
periferi, kaldes en Sekant. Sekanten og Cirklen siges at
skceere hinanden i de to Punkter.
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b. Naar en Linie gaar gennem Endepunktet af en
Diameter og er vinkelret paa Diameleren, er Linien
Tangent til Cirklen.

Ethvert andet Punkt af Linien vil nemlig have en
Afstand fra Centrum, som er storre end Radius, fordi
Afstanden er en Skraalinie.

¢. Naar en Linie gaar gennem Endepunktet af en
Diameter og ikke er vinkelret paa Dia-

meleren, er Linien en Sekant.
Givet »~ OAD < 90°. 3
Fra O nedfeldes OM vinkelret paa

AD, og MB afswttes lig MA, man har { iy~

da OB — 04, altsaa ligger B paa \ i ¥

Cirklen. \ o
Af b og c faar man: o, S 0

d. Gennem ethvert Punkt af en
Cirkelperiferi kan der tegnes een og kun een Tangent,
og den er vinkelret paa Radius til Roringspunktet.

e. Diameteren vinkelret paa en Korde halverer Korden
og Buerne. 26 c.

36. En Vinkel, der har sit Toppunkt i en Cirkels
Centrum, kaldes en Centervinkel.

a. En Centervinkel maales ved sin Bue. Det vil sige
den er lige saa mange Grader som den Bue, den speen-
der over. 11.

b. En Vinkel, der dannes af en Tangent og en Korde,
maales ved Halvdelen af den Bue, den speender over.

Tangenten CE rerer Cirklen i A.

OA er vinkelret paa CE og FD er vinkelret paa 4B.
1) Man har / C4AB 4 / BAO = 90° ¢ 4 £

og £ DOA+ / BAO=90° S
Deraf , CAB= ,/ DOA-=}UAB f

2) Man har / EAB— 90° 4 /. OAB (
og / FOA=90°+4 , OAB.
Altsaa  EAB— s FOA L)
eller / EAB=}  AFB.
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En Vinkel, hvis Toppunkt ligger i en Cirkelperiferi,
og hvis Ben er Korder, kaldes en Periferivinkel.

c. En Periferivinkel maales ved Halvdelen af den Bue,
den speender over.

CAD 3w ABD ifelge b
CAB 1 AB
Altsaa , BAD  BD.

b=

d. En Periferivinkel, der spwnder over en Diameter,
er rel. c.

37.a. En Vinkel, hvis Toppunkt ligger inden for
Cirkelperiferien, maales ved den halve
Sum af de Buer, som den og dens
Topvinkel speender over.

y 5w m
N/ z iuwn 36 ¢
N/ Deraf y + z $ (U m + U n),
/ men x y + z
Altsaa x = § (v m + n).

b. En Vinkel, hvis Toppunkt ligger uden for Cirklen,
maales ved den halve Forskel mellem de Buer, den
spender over.
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Man har x4+ z=y
eller x =y — z

Naar man i denne Ligning for y indsatter § < m
og for z indseetter § \ n, faar man

x=}um—}oun=3%(om—n)

Vinklen mellem to Tangenter kaldes en Tangent-
vinkel. Den Korde, som forbinder Tangenternes Rerings-
punkter, kaldes Roringskorden.

c. Tangentvinklen er 180° minus den mindste Bue.

Man har D=} \Un
og z =3wn
Deraf D + z = N

Men ® 180° — (v + z) = 180° — U n.

d. Tangentvinklens Toppunkt har samme Afstand fra
de to Reringspnnkler.

Thi L g &

e. Forbindelseslinien mellem Tangentvinklens Toppunkt
og Cirklens Centrum er Akse baade for Roringskorden
og for Tangentvinklen.

Thi Centrum og Tangentvinklens Toppunkt har hver
for sig samme Afstand fra Reringspunkterne.

38. Naar Halvlinierne fra et Punkt og gennem et
givet Liniestykkes Endepunkter danner
en Vinkel lig v, siger man, at man fra
Punktet ser det givne Liniestykke under
Vinklen v.

At en Cirkelbue rummer en given
Vinkel vil sige, at enhver Periferivinkel,
hvis Toppunkt ligger i Buen, og hvis
Ben gaar gennem Buens Endepunkter, er lig den givne
Vinkel.

Konstruer en Cirkelbue, som har et givet Liniestykke
til Korde og rummer en given Vinkel.

P
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I Givet AB og / v.

il ou /. DAB afsettes lig / v.
/ 4 Den segte Cirkelbue har
ol da 4B til Korde og AD til
4 N Tangent. Centrum er der-
' v for Skeeringspunktet mellem
¥ AB’s Akse og en Linie gen-

nem A4 vinkelret paa AD.
/ C= / v, fordi de hver

er lig 1\ 4B.

Paa den anden Side af 4B kan man ogsaa tegne en
Cirkelbue, som har AB til Korde og rummer / ». Fra
ethvert Punkt i en af disse Buer ser man 4B under
Vinklen »; men fra ethvert Punkt, som ikke ligger i
nogen af Buerne, ser man 4B under en Vinkel, der er
storre eller mindre end v.

Hvis ~ v = 90° er hver Bue en Halvcirkel, og de
to Halvcirkler udger en Cirkel med AB til Diameter.

39. Akserne for to af Siderne i en Trekant vil altid
skeere hinanden, 15b. Skeeringspunktet har samme Af-
8 stand fra alle Vinkelspidserne,

27 a.
Det har altsaa samme Afstand
4 . ¢ fra den tredie Sides Endepunkter,

derfor ligger det paa den tredie
> Sides Akse. Man faar da:
a. Akserne for en Trekanls tre Sider skeerer hverandre
i samme Punkt, og Skeringspunkiet ligger lige langt fra
enhver af Vinkelspidserne.
Ifelge 27 b kan intet andet Punkt have samme Af-
stand fra de tre Vinkelspidser. Altsaa:
b. Gennem en Trekants Vinkelspidser kan tegnes een
og kun een Cirkel.
Af b og 35a faar man:
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c. To Cirkler kan ikke skeere hinanden i mere end to
Punkler.

d. Naar to Cirkler skerer hinanden, ligger Skerings-
punkterne symmetrisk med Hensyn til Centerlinien. Thi
hvert Centrum har samme Afstand fra de to Skeerings-
punkter.

To Cirkler, som har eet og kun eet Punkt felles,
siges at rore hinanden, og det felles Punkt kaldes et
Roringspunkt.

e. Naar to Cirkler rorer hinanden, ligger Rorings-
punktet i Centerlinien eller dens Forlwengelse.

Thi, hvis de havde et Punkt felles uden for Center-
linien, vilde de ogsaa have det Punkt felles, som ligger
symmelrisk dermed med Hensyn til Centerlinien.

40. a. Naar to Cirklers Centerlinie i Storrelse ligger
mellem Radiernes Sum og deres Differens, skerer Cirk-
lerne hinanden.

Radierne er R og r, og Centerlinien er ¢. R > r.
Den mindste Cirkel skaerer Linien gennem Centrene i
to Punkter U og J, OU = OJ.

Man har OU = c¢c +r,
men e 4r >R, daec>R—r,
altsaa OU > R.




Man har enten 0oJ g

eller OJ = r — ¢,

men ¢c—r < R, daec < R+,
og r—e¢ < R, da r < R,
altsaa 0J < R.

J ligger altsaa inde i den store Cirkel, og U ligger
uden for den; enhver af de to Buer JU vil da skeere den.

b. Naar to Cirklers Centerlinie er lig Radiernes Sum,
rorer Cirklerne hinanden udvendiq.

c. Naar to Cirklers Cenlerlinie er lig Radiernes Diffe-
rens, rorer den ene Cirkel den anden indvendiyg.

I begge Tilfeelde har de to Cirkler et Punkt feelles
paa Linien gennem Centrene. Ifolge 39d kan de da
ingen andre Punkter have falles.

d. Naar to Cirklers Centerlinie er storre end Radiernes
Sum, ligger Cirklerne uden for hinanden.

e. Naar to Cirklers Centerlinie er mindre end Radiernes
Differens, ligger den ene Cirkel inden i den anden.

41. a. Naar to Cirkler skcerer hinanden, er Center-
linien storre end Radiernes Dif-
ferens og mindre end deres
Sum.

Ifolge 39d kan O, A og P
vere Vinkelspidser i en Tre-
kant.

Ifelge 21 har man da
OA + AP > OP > 0OA — AP.

b. Naar to Cirkler rerer hinanden udvendig, er Cenler-
linien lig Radiernes Sum. 39 e.

(50 @
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¢. Naar den ene af to Cirkler rorer den anden ind-
vendig, er Centerlinien lig Radiernes Differens. 39 c.

d. Naar to Cirkler ligger uden for hinanden, er
Centerlinien storre end Rodiernes Sum.

e. Naar en Cirkel ligger helt inden i en anden, er
Centerlinien mindre end Radiernes Differens.

F. Geometrisk Konstruktion.

42. Feolgende Grundsatninger benyttes:

a. Man kan tegne en ret Linie gennem to bekendte
Punkter.

b. Man kan tegne en Cirkel, naar man kender Cenirum
o9 Radius.

At konstruere en Figur er at tegne en Figur, der op-
fylder visse Betingelser, saaledes at man ved Udferelsen
ikke benytter andre Linier end dem, der er naevnt i
a og b.

I det foregaaende er der udfert Konstruktioner i 13,
14, 16, 22, 23 og 24.

Den veesentligste Del af Konstruktionen gaar ud paa
at finde de Punkter, som bestemmer Figurens Linier.
Naar man skal kunne !} mme et Punkt, er det ikke
tilstreekkeligt, at man kender een af dets Egenskaber.
Der vil i Reglen vere et ubegrenset Antal Punkter,
som oplylder een Betingelse; men alle disse Punkter vil
tilsammen danne en Figur, som bestaar af een eller
flere Linier, der kan vere rette, krumme eller brudte.

En saadan Figur, hvis Punkter alle opfylder en be-
stemt Belingelse, som intet andet Punkt opfylder, kaldes
det geomelriske Sted for de Punkter, der opfylder denne
Betingelse.

I. Det geometriske Sted for de Punkter, der har en
given Afstand fra et givet Punkt, er en Cirkel med det

4
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givne Punkt til Centrum og den givne Afstand til Ra-
dius. 7.

II. Det geometriske Sted for de Punkter, der har en
given Afstand fra en given Linie, er to Linier, som er
parallele med den givne og har den givne Afstand fra
den. 34a og b.

III. Det geometriske Sted for de Punkter, der har
samme Afstand fra to givne Punkler, er Aksen for de
givne Punktlers Forbindelseslinie. 27 a og b.

IVa. Det geometriske Sted for de Punkter, der har
samme Afsland fra lo Linier, som skcerer hinanden, er
lo paa hinanden vinkelreile Linier, som halverer Vink-
lerne mellem de givne Linier. 27 ¢ og d.

b. ‘Det geomelriske Sited for de Punkler, der har
samme Afstand fra lo givne parallele Linier, er een Li-
nie parallel med dem og midt imellem dem.

Va. Det geometriske Sted for de Punkter, hvorfra
man ser el givel Liniestykke under en given Vinkel, er
to Cirkelbuer, som har det givne Liniestykke til Felles-
korde og rummer den givne Vinkel.

b. Det geometriske Sted for de Punkter, hvorfra man
ser el givet Liniestykke under en ret Vinkel, er en Cirkel
over Liniestykkel som Diameter. 38.

Naar et Punkt skal opfylde to Betingelser, og der til
hver af disse Belingelser svarer een af de ovennaevnte
geometriske Steder, kan man altsaa konstruere Punktet
som Skaeringspunkt mellem disse geomelriske Steder.

43 a. Konstruer en Trekant af de tre Sider.
Paa en vilkaarlig Li-
¢ nie afseettes den storste
Side AB, og man finder
C. Et geomelrisk Sted
for € er en Cirkel med
A som Centrum og AC
som Radius, det andet

I

0 ity
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er en Cirkel med B som Centrum og BC som Radius.
De to Cirkler skeerer hinanden i to Punkter, naar
AC + BC = AB; men de to Trekanter er kongruente.
Der er altsaa een Losning, naar AC + BC = AB, ellers
ingen.

b. Konsiruer en Trekant af en Vinkel, en hosliggende
og den modstaaende Side.

g

O CRN——

C— — 8

A

Man afsetter forst ~ A og den hosliggende Side AB.
Punktet C skal da findes. Et geometrisk Sted for C er
/ A’s venstre Ben; det andet er en Cirkel med B til
Centrum og BC som Radius. Med de opgivne Stykker
faar man to Lesninger: A ABC, og A ABC,.

Vi vil undersege om Losningernes Antal er det samme,
naar de givne Stykker har andre Verdier.

BD tegnes vinkelret paa AC.

I. £ A < 90°.

1) Naar BC < BD er der ingen Lesning.

2) Naar BC = BD er der 1 L.

3) Naar BA > BC = BD er der 2 L.
4) Naar BC = BA er der 1 L.

II. . A= 90°.
Opgaven kan da kun leses, naar BC = BA, og den
har ikke mere end een Losning.

En saadan Undersogelse af, hvor mange Lesninger
en Opgave har, og om den altid er mulig, kaldes en
Diskussion.

44a. Fra et givet Punkt skal man nedfelde en vin-
kelret paa en given Linie.
4'




P Man velger to Punkter A og B i
s Linien; dernzest tegnes en Cirkel
2 R/ med A som Centrum og AP som
A A Radius og en Cirkel med B som

P Centrum og BP som Radius. De to
53 Cirkler gaar begge gennem P, og
b4 ifolge 39d og e vil de tillige skeere
o hinanden i et Punkt Q, som ligger

symmetrisk med P med Hensyn til AB. P(Q er da den
sogte Linie.

b. Konstruer en Trekants omskrevne Cirkel; det vil

B sige den Cirkel, som gaar gennem

\ % Vinkelspidserne.
‘ < Man konstruerer AB’s og BC’s
4 - Akser; deres Skeringspunkt er Cen-

Skal man finde Centrum til en
given Cirkelbue, velger man tre

//‘ c
WO —) trum, og OA er Radius.
/I
//
4 Punkter i Buen og bestemmer Cen-

trum for Cirklen gennem dem.
c. Fra et givet Punkt skal man konstruere Tangenter
til en given Cirkel.

P er det givne Punkt,
O er den givne Cirkels
Centrum. Reringspunktet
skal ligge saaledes, at
man derfra ser OP under
en ret Vinkel. Derfor er
det ene geometriske Sted
for Reringspunktet Cirk-
len over OP som Dia-
meter; det andet geo-
melriske Sted er den givne Cirkel.

Opgaven kan aldrig faa mere end to Lesninger.
Hvis P ligger uden for den givne Cirkel, har Opgaven
to Lesninger; ligger P i den givne Cirkelperiferi, har
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Opgaven kun een Lesning, nemlig Linien gennem P
vinkelret paa OP; ligger P inden for den givne Cirkel-
periferi, er Opgaven umulig.

45. Naar de Egenskaber, den forlangte Figur skal
have, ikke har med dens Beligeenhed at gere, kaldes
Konstruktionsopgaven en Figuropgave. 43 a og b.

Skal den forlangte Figur derimod have en bestemt
Beliggenhed, kaldes Opgaven en Beliggenhedsopguve.
44 a, b og c.

Ved en Figuropgave regnes kongruente Lesninger
for samme Losning; men det gor de ikke ved en Be-
liggenhedsopgave.

Naar man skal lese en Konstruktionsopgave, kan
man ofte benytte folgende Fremgangsmaade:

I. Man tegner en Modelfigur, det vil sige en Figur,
som ligner den segte. Paa Modelfigurer opseger
man en Trekant med tre bekendte Stykker, eller
man seger paa anden Maade at udlede en Lesning.

II. Man udferer Konstruktionen og forklarer, hvorledes
den udfores.

III. Man beviser, at Konstruktionen er rigtig, ved at
vise, at Figuren har de forlangte Egenskaber.
IV. Man diskuterer Opgaven.

Eksempel: Konstruer en Trekant af h, m, og B.

A
h
RN TN
= ma h m
.0
. 3 0 ¢

I )\ ABE kender man h, / B og / E, denne Tre-
kant kan altsaa konstrueres.




Punktet D

er da Skee-
//’ ringspunktet
/ i mellem BE og
! Cirklen med

A ’ A til Centrum
plled E, |E - 3’ og m, til Ra-

. et b, dius. Man fin-
der i dette Tilfeelde to Punkter. C finder man ved at
benytte, at BD = DC. Enhver af Trekanterne ABC, og
ABC, indeholder de givne Stykker. Hvis m, BA,
eller m, = h, er der kun een Lesning; hvis m, .
er der ingen Lesning.

46. Konstruer en Cirkel, som rorer lre givne relte
Linier.
1°. De tre Linier er parallele. Opgaven er da umulig.
2¢. To af Linierne er parallele, og den tredie skeerer dem.
Givet a, b og ¢

/ Et geometrisk Sted

E 2/ f().r ‘(lentrum er de
S e ”‘,\///":\,_ . Linier, som halverer
b N\ Vinklerne ved A ; det

- \‘,( ‘ /. PR andet er en Linie,

\ / som er parallel med
P N 5 WY —— aog b og ligger midt
fc mellem dem. Der

bliver 2 Lesninger.

39 Linierne skerer hverandre i samme Punkt. Ingen
Losning.

4° Linierne har tre forskellige Skeeringspunkter, saa-
ledes at de danner en Trekant.

Det ene geometriske Sted for Centrum er de Linier,
som halverer Vinklerne ved A; det andet er de Linier,
som halverer Vinklerne ved B. Der bliver 4 Skaerings-
punkter mellem det forste og det andet geometriske




Al

()}

Sted, og Opgaven har
altsaa 4 Lesninger. Ra- -
dius i enhver af Cirk-
lerne findes ved, at man
fra Centrum nedfelder
den vinkelrette paa een
af de givne Linier. Som
andet geometrisk Sted
kunde man ogsaa have
benyttet de Linier, som
halverer Vinklerne ved
C; men ifelge 27¢c og d /
vil de skeere det forste
geometriske Sted i de g
samme 4 Punkter.

Den Cirkel, som rorer selve Siderne i Trekant ABC,
kaldes Trekantens indskrevne Cirkel. De tre andre kaldes
Trekantens udvendige Roringscirkler.

Man har AF = AE

BF = BD
CD =CE

Seettes AF =2z, BF =y og CD =z,

faar man r4+y=c 1
x4z b 2
y+z=a 3.

Deraf faar man 2x + 2y + 2z=a + b + c.

Seettes a+ b+ c=2s,

faar man 2c 42y 4 22=2s

eller T+y+z=s.

Naar man fra denne Ligning efterhaanden subtraherer
1, 2 og 3, faar man 2z=s—¢
y=s—>b
rT=8—a eller
a. Afstanden fra en Trekants Vinkelspids til Rorings-
punktet mellem Vinklens Ben og den indskrevne Cirkel
er lig s minus den modstaaende Side.
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De to Forlengelser CN og BM er tilsammen lig a.
Man har derfor AN + AM =a + b + ¢ — 2s,

men AN = AM,
altsaa AN =3
og AM=s eller

b. Afstanden fra en Trekants Vinkelspids til Rorings-
punktet mellem Vinklens Ben og den udvendige Rorings-
cirkel, som ligger i Vinklen, er lig s.

47. En Polygon kaldes indskreven i en Cirkel, naar
alle dens Vinkelspidser ligger paa Cirkelperiferien, og
Cirklen kaldes Polygonens omskrevne Cirkel.

En Polygon kaldes omskreven om en Cirkel, naar
alle dens Sider er Tangenter til Cirklen, og Cirklen
kaldes Polygonens indskrevne Cirkel.

a. I en indskreven Firkant er de modstaaende Vinkler
Supplementvinkler.

Et Par modstaaende Vinkler er nemlig Periferivinkler,
som tilsammen maales ved Halvdelen af Cirkelperiferien.

b. Naar et Par modstaaende Vinkler i en Firkant er
Supplementvinkler, kan der omskrives en Cirkel om Fir-
kanten.

Beviset herfor forbigaaes.

Af a og b faar man:

c. Ethvert Rekiangel, men intet andet Parallelogram,
har en omskreven Cirkel.

d. I en omskreven Firkant er Summen af det ene
Par modstaaende Sider lig Summen af det andet Par.

Bevises ved 37 d.

e. Naar Summen af det ene Par modsiaaende Sider
i en Firkant er lig Summen af det andet Par, kan der
indskrives en Cirkel i Firkanten.

Beviset herfor forbigaaes.

Af d og e faar man:

f. Enhver Rhombe, men intet andet Parallelogram,
har en indskreven Cirkel.
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48. T 22, 23, 24 og 43 har vi set, at naar man skal
konstruere en Trekant, er det tilstreekkeligt, at man af
dens Sider og Vinkler kender tre, saafremt der mellem
de kendte Stykker er mindst een Side.

Skal man konstruere en Firkant, maa man kende 5
Stykker; skal man konstruere en Femkant, maa man
kende 7 Stykker o.s.v. Man har felgende almindelige
Seetninger:

a. Naar man skal konstruere en Polygon, er det til-
streekkeligt, at man kender dens Sider og Vinkler und-
tagen tre paa hverandre folgende. De ubekendte Stykker
kan altsaa enten vere en Side og de hosliggende Vinkler
eller en Vinkel og de hosliggende Sider.

b. To Polygoner er kongruente, naar de har deres
Sider og Vinkler stykkevis lige store i samme Orden.
Det er endda overfledigt at vide noget om tre paa hver-
andre folgende Par Stykker.

Som Eksempel tager vi to Femkanter.

c N

A E H‘

P
Givet AB=1LM, / B= / M,
BC=MN, £ €= N,
CD=NO, £ D= 0,
DE = OP.
Femkanten LMNOP legges paa ABCDE, saaledes at

LM dzkker AB; MN vil da falde ud ad BC, fordi
/ M=, Bo.s.v.
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44

16.

48.

49.

50.

. To Trekanter har en Vinkel, en hosliggende og den

a8

Opgaver.

.1 en Cirkel er indskreven en Trekant ABC, hvori
/A =172° og / B = 44° Find Vinklerne i den
Trekant, som begranses af Tangenterne gennem A,
B og C.

I AN ABC er 4 A = 48° og » B = 81°. En ud-
vendig Reringscirkel rerer Siden BC i P og de to
andre Siders Forlengelser i N og M. Find Vinklerne
i Trekant NMP.

5. To lige store Cirkler rerer hinanden. Bevis, at de

afskeerer lige store Korder paa en vilkaarlig Linie
gennem Reringspunktet.

En ligesidet Trekant er indskreven i en Cirkel, og
Midtpunkterne af de to Buer er forbundne. Bevis,
at Forbindelseslinien deles i tre lige store Stykker
af Trekantssiderne.

. To Cirkler skeerer hinanden; fra deres ene Skeerings-

punkt drages Diametre. Bevis, at den Linie, som
forbinder Diametrenes andre Endepunkter, gaar gen-
nem Cirklernes andet Skaeringspunkt.

[ en Cirkel er tegnet to paa hinanden vinkelrette
Korder, som hver afskeerer en Bue paa 125°. Find
enhver af de fire Buers Gradeantal; find dernaest
Vinklerne i den Firkant, som dannes af de fire Tan-
genter gennem Kordernes Endepunkter.

Bevis, at Buerne mellem to parallele Korder er lige
store. Bevis, at de fire Linier, som forbinder deres
Endepunkter, er to og to lige store.

Trekant ABC er indskreven i en Cirkel. M er Midt-
punktet af Buen AB, og O er Centrum for Tre-
kantens indskrevne Cirkel. Bevis, at AM — MO.

. Til en Cirkel treekkes tre Tangenter, hvoraf de to er

parallele, medens den tredie skeerer dem i A og B.
Bevis, at man fra Centrum ser AB under en ret
Vinkel.
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56.

58.

H9.

60.
61.

62.

63.

64.

59

modstaaende Side stykkevis lige store, men er ikke
kongruente. Bevis, at deres omskrevne Cirkler er
kongruente.

. Trekant ABC er indskreven i en Cirkel. Tangenten

gennem A skerer BC's Forlengelse i D, og ~ D's
Halveringslinie skeerer Siden AB i N og Siden AC i
M. Bevis, at /\ ANM er ligebenet.

. En indskreven Firkants Diagonaler skaerer hinanden

i 0, det ene Par Siders Forlengelser skarer hin-
anden i N og det andet Par Siders Forlengelser
skeerer hinanden i M. .~ M’s Halveringslinie skerer
det ene Par Sider i G og H og Diagonalerne i E og
F. Bevis, at NG — NH og OE = OF.

5. En Firkant ABCD er indskreven i en Cirkel. De

Linier, som halverer Firkantens Vinkler, skerer
Cirklen i M, N, O og P. Bevis, at Firkant MNOP
er et Rektangel.

I A\ ABC skerer h, og h hinanden i O, og h,’s
Forlengelse skerer den omskrevne Cirkel i P. Bevis,
at O og P ligger symmetrisk med Hensyn til Siden
a. Bevis dernaest, at h, ogsaa gaar gennem O.

. Konstruer en Trekant, hvis to Vinkler er 67° 30’ og

75° naar den hosliggende Side skal veere lig en
given Linie a.

Konstruer et Parallelogram af en Side og Diagonalerne.
Konstruer et Parallelogram af Diagonalerne og en
Hojde.

Konstruer en Trekant af a, b og m,,

Konstruer et Parallelogram af Siderne og Vinklen
mellem Diagonalerne.

Konstruer en Trekant af en Vinkel og de hosliggende
Siders Afstand fra Hejdernes Skaeringspunkt.
Konstruer en Firkant ABCD af AB, AC, AD, ~ A
og ~ C.

Konstruer en omskrivelig Firkant ABCD af AB, BC,
CD og / B.
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Konstruer en Trekant, naar man kender to Vinkler
og den tredie Vinkels Halveringslinie.

Der er givet en Cirkel og et Punkt A uden for den.
Man skal omskrive en retvinklet Trekant ABC om
Cirklen, saaledes at ~ A bliver den ene spidse Vinkel.

Konstruer en Trekant ABC, naar der er givet:
1) A, Bogr. 6) B, h, og R.
2) A, b og r. 7) v4, h, og c.
3) A, b og h, 8 a, b og my,
4) A, B og R. 9) a, A og m,,
5) a, h, og R. 10) a, hy, og h,

Der er givet fire Punkter, hvoraf de tre ligger i en
ret Linie, men det fjerde uden for den. Konstruer
en Cirkel, saaledes at ethvert af de fire Punkter har
samme Afstand fra Periferien.
Konstruer en Cirkel med Radius r, saaledes at den
rorer en given Cirkel og gaar gennem et givet Punkt.
Der er givet to koncentriske Cirkler og en ret Linie,
som skerer den ene af dem. Konstruer en Cirkel,
som rorer de givne Cirkler og den givne Linie.
Indskriv en Cirkel i et givet Udsnit.
I en Trekant er Siderne 5 cm, 6 cm og 7 cm. Find
de Stykker, hvori Siderne deles af deres Rerings-
punkter med den indskrevne Cirkel.
Bevis, at i en retvinklet Trekant er Kateternes Sum
lig Summen af den omskrevne og den indskrevne
Cirkels Diameter, og at Summen af Siderne er lig
Summen af de fire Roringscirklers Radier.
En Trekant har Siderne a, b og c¢. De fire Rerings-
cirkler tegnes. Bevis, at Afstanden mellem de to
Reringspunkter paa Siden a enten er lig b— ¢ eller
¢ — b, og at Afstanden mellem de to Reringspunkter
paa Siden a’s Forlengelse er lig b + c.

Bevis, at enhver Cenlerlinie for to Reringscirkler
har sit Midtpunkt paa Trekantens omskrevne Cirkels
Periferi.
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A. Ensvinklede Trekanter.

49. At en Linie indeholder ” Lzengdeenheder vil
sige, at - af Leengdeenheden er indeholdt m Gange i Li-
nien: det ubenzevnte Tal, som angiver, hvor mange
Langdeenheder Linien indeholder, kaldes Limens
Leengdetal.

Naar man siger, at en Linies Lengde er a, betyder
det, at a er Liniens Laengdetal. Liniers Laengder angives
altsaa ved ubenzevnte Tal, som man kan udfere alle
Regninger med; men der er underforstaaet en Langde-
enhed, som maa vere den samme for de Linier, der
indgaar i de samme Regninger.

Der gives Linier, som ikke indeholder nogen Brok-
del af Laengdeenheden et helt Antal Gange; disse Liniers
Laengdetal kan altsaa ikke vare hele Tal eller Broker;
saadanne Linier kaldes inkommensurable med Laengde-
enheden.

At lo Liniestykker er inkommensurable vil sige, at de
indet feelles Maal har.

Som Eksempel vil vi vise, at naar Topvinklen i en
lige” “net Trekant
er luo?, er Grund-
linien og Benene
inkommensurable.

Vi udforer en lig-
nende Division
som den, man an- D

A




vender for at finde storste felles Maal for Tal. Naar
man »>dividerer« Benet AB ind i Grundlinien, faar man
en Rest CD, som er Ben i en ny ligebenet Trekant,
der har de samme Vinkler og har Divisor til Grund-
linie o. s. v.

50. To Trekanter kaldes ensvinklede, naar deres
Vinkler er stykkevis lige store. De Sider, som ligger
over for lige store Vinkler, kaldes ensliggende Sider.
A ABC ~ A DEF, lases /\ ABC er ensvinklet med
A DEF.

a. I to ensvinklede Trekanter er de ensliggende Sider
proportionale. Dermed menes, at de tre Forhold, man
faar ved at dividere en Side i den ene med den der-
med ensliggende Side i den anden, er lige store.

Givet A=z Dog s B=¢Fg B
Bevis at AB BC AC
DE EF DF
1) AB og DE har et falles Maal.
Lad os antage, at det felles Maal e gaar m Gange
op i AB og n Gange op i DE. Man har da
AB-—m -e og DE=n -e.
Altsaa AB m-e m
DE n-e n
Gennem alle Delingspunkter i AB f{reekkes Linier
parallele med AC, man faar da BC delt i m lige store
Dele; gennem Delingspunkterne paa DE traekkes Linier
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|
parallele med DF, disse Linier vil dele EF i n lige store l
Dele. Vi vil nu bevise, at et af Stykkerne paa BC er 5
lig et af Stykkerne paa EF. ’

BG = EH.
/ B= . E.
/ BGM = EHN; hver af dem er lig / A.
Deraf A BGM = )\ EHN
og "BM = EN.
Saettes BM — a,
har man BC=m -a og EF=n -a.
Altsaa BC m-a m
EF n-a n
Man faar da BC  BA

EF ED

Naar man gennem Delingspunkterne treekker Linier
parallele med BC og med EF, kan man paa samme
Maade bevise, at det tredie Forhold er lige saa stort.

2) AB og DE er inkommensurable.

Man deler DE (den Side, som er Efterled i Forholdet,)
i n lige store Dele. En af Delene e afsattes fra B ud
ad BA saa mange Gange som muligt; lad os antage m
Gange; man har da

m+1)-e>AB>m-e

og neyg=08=n.8
Deraf ved Division m + 1 ~ AB m
. DE . n

Naar man traekker paralleler som ovenfor, faar man
paa lignende Maade
m-+1 _ BC m
n ~ EF  n

A BC
Forskellen llem Forholdene ——
S mellem Forholdene DE og EF
stant Storrelse, da de fire Linier er konstante; vi vil
kalde den numeriske Veerdi af denne Differens d.

er en kon-

|
|
|




a = 1,
n

e 1
hvor d og n er positive og d konstant, men - kan man

Man har da

gore saa lille, som det skal vaere, ved at velge n til-
streekkelig stor. Konstanten d er da lig Nul og allsaa
AB  BC
DE EF
b. To Trekanter er ensvinklede, naar alle tre Sidepar
er proportionale.

AB BC AC

I
| Givet DE EF DF
:
Bevis, at £ A=,D og + B= . E.

Man tegner en Trekant NMP, saa-

|
!
| e ledes at NP — DF og
| § S A NMP ~ A ABC.
T Man har da
SRS S NM _MP NP DF
N AB BC AC AC

Ved Sammenligning med det givne faar man
NM = DE, MP = EF,

og da NP = DF,

har man A NMP s )\ DEF.
Da A NMP ~ A ABC,

er /\ DEF ~ A\ ABC.

Paa lignende Maade faar man:

¢. To Trekanter er ensvinklede, naar de har to Side~
par proportionale og den indeslultede Vinkel ens.
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51. Et Liniestykke, som forbinder et Punkt i den
ene Side af en Trekant med et Punkt i en af de andre
Sider, kaldes en Transversal. Hvis den er parallel med
den tredie Side, kaldes den en Paralleltransversal, og
hvis den forbinder Midtpunkterne af to Sider, kaldes
den en Midtpunkitransversal.

a. En Paralleltransversal i en Trekant afskerer af
de to Sider Stykker, som er pro-
portionale med Siderne.

Da MN = AC,

er A MBN ~ A ABC. %
Deraf MB BN =53
AB  BC e hibh
b. En Paralleltransversal i en 4 P C
Trekant deler de to Sider i proportionale Dele.
Traekkes NP = MA,
har man A MBN ~ )\ PNC,
deraf BM BN
NP NC
da NP — MA,
faar man BM BN

MA NC
c. Naar en Linie af to Sider i en Trekant afskcerer
Stykker, der er proportionale med 8
Siderne, er den parallel med den
tredie Side.

Givet BM BN M \ W
BA BC :\g Q

Hvis MN ikke er parallel med / h_\J\
AC, kan man gennem M traekke 4 ¢

en anden Linie M(), som er parallel med AC ; man faar da:
BM  BQ
BA  BC

af denne Ligning og den givne faar man
80 = BN,




66

hvilket er umuligt, naar MQ er en anden Linie end M.
Altsaa er MN = AC.

Satningen kan ogsaa bevises ved 50 c.

d. Enhver Midipunkistransversal i en Trekant er pa-
rallel med een af Siderne og halv saa stor som denne Side.

8 Givet BM 1 IL\"
A BA 2 BC
Py f \\\ p Deraf MN = ;l(jr ifelge ¢
i og /A BMN ~ /) BAC.
Altsaa MN BM 1 _
AT podre L AC BA 2

52 a. To vilkaarlige af Medianerne i en 1rekant
deler hinanden i Stykker, der forholder sig som 1 til 2,
B og det Stykke, som indeholder Sidens
) Midtpunkt, er mindst.
A MON ~ A COB,

‘ ~ f 0\ fordi MN = BC.

1’ R s \,  Deraf MO _NO _MN 1

s ) J 3= e CO BO CB 2

{ N € b. Medianerne i en Trekant skeerer

hverandre i samme Punkt; folger af a.

c. Enhver Trekantsvinkels Akse vil dele den mod-
staaende Side i Stykker, der forholder sig som” de til-
stodende Sider.

CD trekkes parallel med BA.

B
AR
/ \\ A ABE ~ A CDE.
\ : 8
/\
4 3! ,

Deraf AE A b‘_
/€ CE CcD
\ ’ 1
: k & Z D 2 B.
! \ Fo ?
i Altsaa CD = CB,
B’ man faarda AE AB

CE CB




d. Naar to vilkaarlige Linier overskeeres af flere pa-
ralleler, er Stykkerne paa den ene Linie proportionale
med Stykkerne paa den anden.

Givet AM # BN = CP. \ 4 \
Bevisat AB  BC 3 “""\";"* B
MN NP s et ebarpiiging N_
MC trekkes, man har da L ?
ifelge 51b. AL \p
AB MO MN S LS RN
BC OC NP
Deraf AB BC

MN NP
e. Forbindelseslinien mellem Midtpunkterne af de ikke
parallele modstaaende Sider i el Trapez er parallel med
de parallele Sider og lig deres halve Sum.
Bevises ved Hjeelp af en Linie fra en Vinkelspids
gennem Midtpunktet af en af de ikke parallele mod-
staaende Sider.

B. Den retvinklede Trekant.

53 a. Hojden paa Hypotenusen i en retvinklet Trekant
deler den i lo ensvinklede Trekanter, og enhver af dem
er ensvinklet med den givne.

LA+ £ u=290°

£ U+ L u=290°
Altsaa 4 A = / v.

Paa samme Maade faar
man L B=/u

Man har da 4

AADC~ACDB~AACB. & 0 «

Ved Mellemproportionalen mellem to givne Linie-

stykker forstaas den Linie, hvis Laengdetal kan veere
5‘
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Mellemleddene i en Proportion, hvori de givne Liniers
Leengdetal er Yderled.

b. Hgjden i en retvinklet Trekant er Mellemproportional
mellem de Stykker, hvori den deler Hypotenusen.

Af A\ ADC ~ N\ CDB
faar man B __h
h a
eller W=a-p

c. Enhver af Katelerne er Mellemproportional mellem
sin Projektion paa Hypotenusen og hele Hypolenusen.

Af A\ ADC ~ A\ ACB

faar man g8
b c

eller b= 8. ..

Af A BDC ~ A BCA
faar man a?=a - C

Ved Addition faas a* + bV*<a- c 4 - c=c (a + p).
Altsaa a® 4 b? = ¢?, eller:

d. I en retvinklet Trekant er Summen af Kateternes
Kvadrater lig Hypotenusens Kvadral.

Denne Seetning kaldes den pytagorziske Saetning
efter den greske Matematiker Pytagoras.

e. Katelernes Produkt er lig Produktel af Hypotenusen
og Hojden paa den.

Af A BCD ~ A BAC
faar man h b
a c
eller ab=h. e

94 a. I en spidsvinklet Trekant er den slorste Sides
Kvadrat mindre end Summen af de lo andre Siders
Kvadrater.

b. I en stumpvinklet Trekant er den storste Sides
Kvadrat sterre end Summen af de lo andre Siders
Kvadrater.
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Givet ~ u < 90° » C=90° og £ v= 90°.
Man har da ifelge 28

E <y,
deraf Bt P
Desuden er ¢’ =a® 4+ b
Altsaa ¥ <a*+ b og y? > a® + b

c. Naar Kvadratet paa den ene Side i en Trekant er
lig Summen af de andre Siders Kvadrater, er Vinklen
mellem de lo sidste Sider ret.

Ifolge a og b kan Vinklen ikke veere spids eller
stump.

C. Konstruktioner.

55. Fjerdeproportionalen til tre givne Liniestykker er
det Liniestykke, hvis Laengdetal er fjerde Led i en Pro- |
portion, hvori de givne Liniers Leengdetal i den opgivne
Orden er forste, andet og tredie Led.

a. Konstruer Fjerdeproportionalen til tre givne Linie- t
stykker a, b og c.
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Man tegner en vilkaarlig Vinkel A og afsaetter det
forste Liniestykke a fra Toppunktet ud ad det ene Vin-
kelben, derefter afseettes det andet Liniestykke i For-
leengelse deraf. Det tredie Liniestykke afsettes paa det
andet Vinkelben, man treekker BD og dernsest en Linie
gennem C parallel med BD; DE er da den segte Linie.
Man har ifelge 51 b

a ¢
5 O

Man kan ogsaa konstruere Fjerdeproportionalen ved
Hjelp af 51a.

Skal man konstruere en Linie y, saaledes at

| abe
Y = ’
f v de
- seetter man ab
| e 4 ’
; d
' hvor x konstrueres som Fjerdeproportional til d, a og b.
Man har da T -c
| [/ -y
H e

hvor y konstrueres som Fjerdeproportional til e, x og c.
b. Konstruer Mellemproportionalen mellem to givne
Liniestykker a og b.

|

} ! g b

1) Man afseetter a og b i hinandens Forlengelse og
| konstruerer Cirklen over a 4+ b som Diameter; i det
; feelles Endepunkt for a og b oprejses den vinkelrette,
1‘ man har da ifelge 53 b

a1 b
|

a x 4
eller a?
x b

ab.
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2) Man afsetter den ene af de givne Linier ud ad
den anden, AD — b; derefter konstrueres Cirklen over
den laengste som Diameter. 53 c. A

c. Konstruer

10 y=V)a* 4 ¥V 4

20, z l"a” e S
horiiy
1°. Man tegner en ret Vinkel e a
og afsetter a ud ad det ene Ben og b ud ad det andet.
AB er da den segte Linie ifelge 53 d.
20, Man tegner en retvinklet Trekant, hvis Hypo-
tenuse er a, og hvis ene Katete er b; den anden Katete
er da z ifelge 53d. Opgaven er umulig, naar a < b.

56 a. Del et givet Liniestykke a i tre Dele, der for-
holder sig som Tallene 2, 15 og |/5.

Man veelger en Leengdeenhed e og konstruerer tre
Liniestykker b, ¢ og d, saaledes at

b=2e,
¢ = 1: e
og d —el/émleu‘ié,
hvor d konstrueres som Mellemproportional mellem e
og Je.
AB = a. oo MR : B
Man tegner en vilkaarlig i :
Linie gennem A og afsetter Ta |
AC—=b, CD =c og DE =d. O :
EB trakkes, og gennem C \ :
og D traekkes Linier parallele " D~ i
med EB. Man har da ifelge B ;
52d ‘4




eller

Deraf y y i
2 15 )5
b. Konstruer en Trekant af to Vinkler og Perimeteren.
Man tegner en Trekant, som har de opgivne Vinkler,
men ellers er vilkaarlig, lad dens Sider vere m, n og
0. Den givne Perimeter deles i tre Dele a, b og ¢, saa-
ledes at a b ¢

. ’
m n 0

i og man konstruerer en Trekant med Siderne a, b og c.
l
)
|
|
|

| D. Et Punkts Potens med Hensyn
til en Cirkel.

57 a. Naar to Korder i en Cirkel skeerer hinanden,
er Produktet af den ene Kordes Stykker lig Produktet af
den anden Kordes Stykker.

s Z A=, C, de maales ved samme

Sl Pus
s ol D=/ B.

Altsaaer )\ PAD ~ A PCB
/8 og PA  PD

PC PB
eller PA- PB= PC- PD.

b. Naar to Sekanter skerer hinanden i et Punkt uden
for Cirklen, er Produktet af de to Afstande fra Punktet
til Sekantens Skeeringspunkter med Cirklen det samme
for begge Sekanter.

3 A PAD ~ )\ PCB.
5 Deraf PA  PD
PC PB

eller PA- PB = PC. PD.




Paa lignende Maade vi-
ses at:

c. Naar en Tangent og
en Sekant skeerer hinanden
i et Punkt uden for Cirklen,
er Punktets Afstand fra
Roringspunktet Mellempro-
portional mellem Punkitets
Afstande fra Sekantens Skceringspunkter med Cirklen.

Af a, b og ¢ faar man:

Naar man fra et fast Punkt treekker en Linie, som
skeerer en Cirkel, saa er Produktet af Punktets Afstande
til Skeeringspunkterne konstant; det vil sige, Produktets
Sterrelse er uafheengig af Liniens Retning. Dette kon-
stante Produkt kaldes Punkiets Potens med Hensyn til
Cirklen.

d. Potensen af et Punkt, som har Afstanden a il
Centrum af en Cirkel med Radius r, er lig r* — a®, naar
Punktet ligger inde i Cirklen, men a® — r?, naar Punktet
ligger uden for Cirklen. e

PO = a.
PA=a—r. ) 4 P
PB =a 4+ r.

: /
Altsaa PA . PB R /

(@a—n(a+r) =a—r- \\

Naar Punktet ligger il
inde i Cirklen, fores Beviset ligeledes ved Hjeelp af en
Linie gennem Centrum.

>3

Opgaver.

75.1 et Trapez er de parallele Sider 20 cm og 28 cm,
og de to andre Sider er 10 cm og 12 cm. Find Af-
standen fra Vinkelspidserne til Skeeringspunktet mel-
lem de ikke parallele Siders Forlangelser.

76.1 )\ ABC er AB=/42cm, BC=/40cm og AC— 36 cm.
Gennem A og B er tegnet en Cirkel, som skarer




79.

80.

81.

74

AC i D og BC i E, saaledes at DE — 28 em. Find
€D og CE, og find derefter AF og DF, idet F er
Skeeringspunktet mellem Forleengelserne af BA og ED.

. I Parallelogrammet ABCD ligger Punktet E paa Dia-

gonalen AC, saaledes at AE = . AC. Linien gen-
nem D og E skerer AB i N og BC’s Forlengelse i
M. Find Forholdet mellem:

1) AN og NB.

2) BM og BC.

3) EN og NM.

.Gennem A i Parallelogrammet ABCD traekkes en

vilkaarlig Linie, som skerer BD i E, BC i F og DC’s

Forlengelse i G. Bevis, at AE er Mellemproportional

mellem EF og EG.

I en Trekant ABC er AD Hejden paa BC, CE er

Hojden paa AB og O er Hegjdernes Skeeringspunkt.

Bevis at:

1) Firkant AEDC er indskrivelig i en Cirkel.

2) ANAOC ~ A EOD og )\ ARC ~ )\ DBE.

3) Naar A\ ABC er spidsvinklet, vil dens Hejder
halvere Vinklerne i den Trekant, man faar ved at
forbinde deres Fodpunkter.

Konstruer en Trekant, naar man kender:

1) Medianernes Fodpunkter.

2) Centrene for tre af Reringscirklerne.

3) Hojdernes Fodpunkter.

4) Sidernes Roringspunkter med den indskrevne Cirkel.

Bevis, at:

1) Midtpunkterne af Siderne i en Firkant er Vinkel-
spidser i et Parallelogram.

2) Naar Diagonalerne i en Firkant er lige store, saa
er den Linie, der forbinder Midtpunkterne af det
ene Par modstaaende Sider, vinkelret paa den
Linie, der forbinder Midtpunkterne af det andet
Par modstaaende Sider.

3) Naar Diagonalerne i en Firkant er vinkelrette paa




")
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86.

87.

88.

39.

90.

75

hinanden, saa er den Linie, som forbinder Midt-
punkterne af det ene Par modstaaende Sider, lig
den Linie, som forbinder Midtpunkterne af det
andet Par modstaaende Sider.

9 P er et vilkaarligt Punkt af Diagonalen AC i Paral-

lelogrammet ABCD. Gennem P traekkes to vilkaarlige
Linier, hvoraf den ene skarer AB i N og CD i E,
medens den anden skeerer BC i F og AD i M. Bevis,
at NM = EF.

3.1 en ligebenet Trekant er Grundlinien halv saa stor

som et af Benene. Find Forholdet mellem de Styk-
ker, hvori enhver Vinkels Halveringslinie deles af
de andre.

_Konstruer en Trekant af en Side og Medianerne til

de to andre Sider.

.Find de andre Stykker i en retvinklet Trekant, naar

1) a=27; B =48

2) a=0,7; ¢ =2).

3) a=16; h =30.

) a=24; c 35D,

5 a=28,8; b —13.

I en spidsvinklet Trekant er Afstanden fra Heojdernes
Skeeringspunkt til to af Vinkelspidserne 35cm og
75 em, og Afstanden til den hosliggende Side 21 cm.
Find Trekantens Sider og Hgjder. Find dens om-
skrevne og dens indskrevne Cirkels Radius.

ABCD er et Rektangel og P et vilkaarligt Punkt.
Bevis, at PA? 4+ PC? = PB? 4+ PD?.

Bevis, at i et Parallelogram er Summen af Sidernes
Kvadrater lig Summen af Diagonalernes Kvadrater.

I en ligesidet Trekant med Siden a skal indskrives
tre lige store Cirkler, saaledes at enhver af dem rerer
de to andre og to af Trekantens Sider. Beregn og
konstruer Radius.

I en retvinklet Trekant er Kateterne 7 cm og 24 cm.

VSN
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Find den indskrevne Cirkels Radius, og find den

Linie, som halverer den sterste spidse Vinkel.

91. Konstruer en retvinklet Trekant, naar man kender
Midtpunkterne af Kateterne og et Punkt i Hypotenusen.

92. Et ligebenet Trapez er omskrivelig om en Cirkel.
Bevis, at Cirklens Diameter er Mellemproportional
mellem de parallele Sider.

93.1 )\ ABC er M Midtpunktet af BC, / A4’s Halverings-
linie skeerer BC i D, og /\ ADM’s omskrevne Cirkel
skeerer AB i E og AC i F. Bevis, at BE — CF.

94. a) Gennem et Punkt inde i en Cirkel skal man treekke

den Korde, som Punktet halverer.

b) Gennem et Punkt uden for en Cirkel skal man
treekke en Sekant, saaledes at Punktet har dobbelt
saa stor Afstand til det ene Skeeringspunkt som til
det andet.

95. Konstruer en Cirkel, som gaar gennem to givne
Punkter og rerer:

a) En given Linie.

b) En given Cirkel.

E. Polygoners Areal.

58. Som Arealenhed benyttes et Kvadrat, hvis Side
er lig Lengdeenheden. Et Kvadrat, hvis Side er 1 m,
kaldes 1 m? leses en Kvadratmeter; et Kvadrat, hvis
Side er 1 dm, kaldes 1 dm? o. s. v.

En Polygons Arealtal er det ubensvnte Tal, som
angiver, hvor mange Arealenheder der skal til at dekke
Polygonen. Arealet er det bensevnte Tal, man faar ved
at feje Arealenhedens Navn til Arealtallet.

a. Naar Forholdet mellem to Lecngdeenheder er n,
er Forholdet mellem de lilsvarende Fladeenheder n*.




Siden i det store Kvadral er
5 Gange saa stor som Siden i det
lille; man ser da, at det store
Kvadrat kan deles i 5% eller 25
Kvadrater, hvoraf ethvert er kon-
gruent med det lille.

Eks.

1 m? = 10 dm?*
1 m? = 1007 cm?
1 m? = 1000° mm*
1 km? = 1000 m>.
Naar et Kvadrats Side har Lengdetallet fz’ er Kva-

dratets Arealtal IZ

b. Et Rektangels Arealtal er Produktet af Grund-
liniens og Hojdens Leengdetal.
1°. Naar Leengdetallene a
og b er rationale Tal, kan man
skrive dem som Breker med @
samme Naevner;
@ = m’ fosk,
n n
Grundlinien deles da i p lige store Dele og Hgjden i
m lige store Dele, og gennem alle Delingspunkterne
treekkes Linier parallele med Siderne; man faar da
m - p Firkanter, som alle er Kvadrater, hvis Siders

b

1 . 4 .
Leengdetal er = Ethvert af disse Kvadrater har da Areal-

1 1
tallet ol kaldes Rektanglets Arealtal R, faar man

1 m p
R=m-p- 5=— - L
n n n

R = ab.
29 Naar Laengdetallene a og b er irrationale Tal,

kan man beregne dem med Fejlgreensen




m--1

n

P p+1

og = b £
0t fams —F < ab <t ) (p+1)

n?

Af Figuren ser man, at
mp _ o _(m+1)(p+1)
n’ n? '

Kaldes den numeriske Verdi af
Forskellen mellem R og ab for [, har man, [ er konstant, og

m p 1
(m+1)(p+1) mp m+p+1 n ' n * n 4
A n n? w n :
altsaa . at+b+41
= -

Men denne Brek, hvis Teller er konstant, kan geres
saa lille, som det skal veere ved, at man ger n til-
streekkelig stor; man har altsaa f— 0, eller

R = ab.
59 a. Et Parallelograms Arealtal er Produktet af Grund-

liniens og Hojdens Leengdetal.
Parallelogrammet ABCD og

$ € Rektanglet EBCF har samme
/' Hejde, nemlig BE, og samme
. Grundlinie, nemlig BC.
: / ; A ABE & A DCF,
bl J. ) teedi LB P
J i BE — CF
og « BAE * CDF.

Parallelogrammet og Rektanglet har altsaa samme
Areal. Seetningen folger da af 64 b.

b. En Trekants Arealtal er det halve Produkt af Grund-
liniens og Hojdens Leengdetal.
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Gennem B treekkes Linien parallel med 4C og gennem
C Linien parallel med 4B; kal-

des Trekantens Arealtal 7, bliver B—._r b S o D
Parallelogrammets 2 7; man har [\ 5
ill)'d -3 & '1 h-b ifelgea. I\ b ¥R
eraf \
T=_h-b T N S,
h A b c

En retvinklet Trekants Areal-
tal er det halve Produkt af Kateternes Lengdetal; thi
den ene Katete er Hojden paa den anden.
Naar en ligesidet Trekants Side har Leengdetallet a,
. a
er Hojdens Leengdetal | /3

og Trekantens Arealtal er

b

a3

4

60. Enhver Polygon kan deles i Trekanter for Eks-
empel ved, at man traekker alle Diagonalerne fra een
af Vinkelspidserne. Man kan altsaa finde Polygonens
Areal, hvis man kan beregne disse Trekanters Arealer.

a. En Rhombes Arealtal er det halve Produkt af Dia-
gonalernes Leengdetal.

b. Trapezets Arealtal findes ved, at man multiplicerer
den halve Sum af de parallele Siders Leengdetal med
Hojdens Leengdetal.

——— 1
1 —~)h-(1+?ll~h

T=h-.

2

61. Naar en Polygon har en indskreven Cirkel, er
Polygonens Arealtal lig det halve Produkt af Perimeterens
Lengdetal og Radiens Lengdetal.




30

Fra Polygonens Vinkelspidser traekkes Linier til den
indskrevne Cirkels Centrum, derved deles Polygonen i
Trekanter, som hver har en Polygonsside til Grund-
linie og Cirklens Radius til Hgjde. Man faar da

1
B 1y - a
g e, TR
C P el B r
/ : \ e {1
A s
47 t L, ) 7 (A ‘
/ ~ e J 8
/ ) / 1l = - (
v 2
. £ i
| r
, L - d
1\ t, e
\\ g /
S A r
B Ol [' e.
£ d 9

Deraf ved Addition

5 r ¥ r r
P ‘)-cz—}—)-[)+)-{:+)-(1+)»('

~ & £ &£

P f)'(a+b+(-+d+e).

For Trekanten faar man 7' =r- s.

62. Punktet O er Centrum for /\ ABC’s indskrevne
Cirkel, og P er Centrum for den udvendige Rerings-
cirkel, som rorer Siden a. ON og PM er Radier.




81

/A ANO o~ )\ AMP,
deraf AN NO

AM  MP
eller s—a T
$ re
altsaa s — I, (s — a).
Ifelge 67 er T=r.3
altsaa T r,(s—a).
Deraf T? -r-r,-s(s—a)...L
A\ ONC ~ A CMP,
altsaa ¥ NC
CM Fa
eller r-ro=(@s—>b(s—c¢c ... IL

Af I og Il faar man
T? = s (s—a) (s—Db) (s —c).
T—|)s(s—a)(s—b) (s—9). ... L
Vi har set, at r- s — r, (s— a); man faar paa lignende
Maade r- s = r, (s—b) = r. (s—c), allsaa
T=r-s=r,(s—a)=n(s—b=r.(s—¢c...1IV.
Naar Trekantens Sider er givne, kan man finde
Arealet ved III; derefter kan man finde Reringscirklernes
Radier ved IV, og endelig kan man finde Hojderne ved
a b c

,I‘ ll,, 5 s hh < h,_ - /‘\
9 9 9
2 2 2 8,

Diameteren i en Trekants om- /! \
skrevne Cirkel er lig Produktet af ( ‘\ o \ \
de lo Sider divideret med Hojden ' \ 23V
paa den tredie Side. | \\ 70

BD - 2. R. s S ’
BE = h, ‘ —¢

6




A BEA ~ A BCD,

deraf hy c
a 2R
eller 9R . 4 _ qﬁva
Ih, 2 Y i

Man faar deraf abe 7’/R T

63. At omforme en given Polygon vil sige at kon-
struere en Polygon, der har samme Areal som den
givne, men ikke er kongruent med den.

a. Naar en Trekant skal omformes til en anden Tre-
kant, og en af Siderne skal blive uforandret, maa Hojden
paa denne Side ogsaa blive uforandret, ifolge 59 b.

Man kan derved omforme enhver Polygon til en
Trekant.

Eksempel 1° Femkanten 4ABCDE skal omformes til
en Trekant.

Man traekker Diagonalen AC, gennem B trekkes
Linien parallel med 4C, og DC
forleenges til F. Firkant AFDE
har da samme Areal som Fem-
kanten. Diagonalen AD treekkes,
gennem E treekkes Linien pa-
rallel med 4D, og FD forlenges
til G. / AFG er lig Firkant
AFDE og altsaa lig den givne
Femkant.

Eksempel 2° Tegn en vilkaarlig Firkant og omform
den til et Kvadrat.

Man omformer Firkanten til en Trekant og kon-
struerer en Hojde i Trekanten. Naar Hejden = h, Grund-
linien — g, og Kvadratets Side = x, har man

o
P==— . g

2
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x konstrueres altsaa som Mellemproportional mellem
h
5 08 9-

b. Forholdet mellem Arealerne af lo Trekanter, der
har et Par Vinkler lige store, er lig Produktet af de inde-
sluttende Siders Forhold.

B
A E
// /7!\ f ///Ik\\.\
) \ g
G ( 0 H F
/\ ABC'’s Arealtal =t, /\ DEF’s Arealtal =T, DF =e.
Man har A\ ABG ~ A\ DEH,
deraf h c
l\' /
Desuden er ; 1 k%
.
8 T—Lk.e
2
altsaa t h-b h b c b_

T K¢ & ¢ [ @

c. Naar en Trekant skal omformes til en anden, saa-
ledes at en Vinkel bliver uforandret, maa Produktet af
de Sider, som indeslutter Vinklen, ogsaa blive uforandret,
ifelge b.

Eksempel 1° Parallelogrammet ABCD er givet; om-
form det til en B

ligebenet Trekant - )
med / A til Top-

vinkel. /
AD forlaenges

til E, saaledes at E
DE — AD: N ABE har da samme Areal som Parallelo-

6*




grammet. Kaldes Benet i den segte Trekant y, har
man y*=AB - AE,
hvorved y kan konstrueres.
Eksempel 2° Omform en given Trekant til en lige-
sidet Trekant.

: ?\ - s b /\ ABC er given, den om-
// N y formes forst til )\ ADC, hvor

’ $ /. ACD = 60°. A\ ADC om-

o \ formes derefter til en ligebenet

¥ >, Trekant, saaledes at Vinklen
paa 60° bliver Topvinkel.

F. Ligedannede Polygoner:

64. At to Figurer er ligedannede vil sige, at den ene
alf dem er et formindsket Billede af den anden. Eller
med andre Ord, at en Afstand i den ene Figur og den
tilsvarende Afstand i den anden Figur overalt staar i
samme Forhold.

Eksempel: Et stort og et lille Kort over samme
Land er ligedannede Figurer, og ethvert af dem er
ligedannet med Landet.

To vilkaarlige Kvadrater er ligedannede, men to
Rektangler er i Reglen ikke ligedannede.

Man kan paa felgende Maade

\C konstruere en Polygon, der er
/ﬂ ’\\ ligedannet med ABCDE.
B¢ A e ¥ Fra den ene Vinkelspids 4
\ //// L o N .
Ad g / treekkes Linier til alle de andre:
\ - o 3
\ : b / / ud ad AB afsaettes AM /) - AB,
1 ' Py /)
\\\ /// / / i : 3
R / | ud ad AC afseettes AN = = AC
A P £ v

o.s.v. Polygonen AMNOP er




85

da ligedannet med ABCDE; thi man faar ved 5lc
MN = BC, NO # CD og OP # DE.
Deraf folger, at
3 MN NO OP AP MO
» BC CD DE AE BD

Man ser altsaa, at de Afstande, der svarer til hin-
anden, er proportionale, eller at Polygonerne er lige-
dannede.

Man har tillige / M=/ B ifolge 16 d.

/ N=,C 0.s.v. Altsaa:

a. To ligedannede Polygoner har deres Vinkler stykke-
vis lige store i samme Orden og deres ensliggende Sider
proportionale.

b. Ensvinklede Trekanler er ligedannede. De har
deres ensliggende Sider proportionale ifelge 530. Ved
51 ¢ kan man bevise, at f. Eks. et Par ensliggende Me-
dianer forholder sig som de ensliggende Sider.

/\ ABC ~ /\ DEF kan altsaa ogsaa leses /\ ABC er
ligedannet med A DEF.

Polygoner med mere end tre Sider behever ikke at
veere ligedannede, fordi de er ensvinklede; men man
kan bevise, at:

c. Naar to Polygoner har deres Vinkler stykkevis lige
store i samme Orden og deres ensliggende Sider propor-
tionale, er de ligedannede.

Firkant ABCD ~ Firkant EFGH leses Firkant ABCD
er ligedannet med Firkant EFGH.

65. Naar to Polygoner er ligedannede, kaldes For-
holdet mellem en Linie i den ene Polygon og den til-
svarende Linie i den anden for Linieforholdet mellem
den ferste og den anden Polygon, og Forholdet mellem
den forste og den anden Polygons Arealer kaldes Areal-
forholdet mellem den forste og den anden Polygon.

a. Naar to ligedannede Trekanters Linieforhold er lig
n, er deres Arealforhold lig n*




a
n.
c d
[folge 69 b har man
t a b
r ¢4

ne,

b. Naar to ligedannede Polygoners Linieforhold er lig
n, er deres Arealforhold lig n*.

/Z’\
LG o R A
\ i ¥,
1 s

Man trekker Diagonalerne fra et Par lige store
Vinklers Toppunkter. Ifelge 51 ¢ er Trekanterne to og
to ensvinklede og altsaa ligedannede, og Linieforholdet
er det samme for Trekanterne som for Polygonerne;
kaldes Linieforholdet n, har man

t

I

ls 2

L al ,’-
T,

(7 g
g n-

T;

Deraf
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Opgaver.
Hvor mange m? kan en Rulle Tapet dekke, naar
den er 8,5 m lang og 48 cm bred?
Et rektanguleert Gulv er 24,7 m?; hvor bredt er det,
naar det er 4 m 75 cm langt?
En Stue, hvis Guly er et Rektangel, er 5 m lang,
4,2 m bred og 3,25 m hgj. I Stuen er der et Vindue,
som er 2 m hejt og 2,1 m bredt, og to Dere, hvoraf
den ene er 25 m hej og 1,4 m bred og den anden
22 m hej og 1 m bred. Find Arealet af den sam-
lede Vaegflade i Stuen, og find hvor mange pro Cent
Vinduets Areal er af Gulvets Areal.
[ en retvinklet Trekant er den ene Katete 21 cm
og Hypotenusen 29 cm. Find Arealet.
To af Siderne i en Trekant er 21 cm og 25 cm, og
Arealet er 126 cm?. Find den tredie Side og Hej-
derne.
En Trekants Areal er 756 cm2. Hejden paa den ene
Side - deler Siden i Stykker, der er 15 cm og 27 cm.
Find Trekantens Sider og Hejder, og find Medianen
til den storste Side.
Find Arealet af et Rektangel med Diagonalen d,
naar Diagonalerne danner en Vinkel paa 30°.
Bevis, at Diagonalerne i et Parallelogram deler det
i 4 lige store Trekanter, og at ethvert Par mod-
staaende Trekanter kan sammenszettes til et Paral-
lelogram, hvis Diagonaler er lig det oprindelige
Parallelograms Sider.
Gennem en Vinkelspids i en Trekant skal man
treekke to Linier, som deler Trekanten i tre lige
store Dele.
ABCD er en vilkaarlig Firkant. Gennem Midt-
punktet af Diagonalen AC trakkes en Linie, der er
parallel med BD og skerer AB i E. Bevis, at Fir-
kant BCDE er Halvdelen af ABCD.
.Bevis, at Arealet af et Trapez kan findes ved, at
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man multiplicerer een af de ikke parallele Sider
med dens Afstand fra den andens Midtpunkt.

Find Siderne i en retvinklet Trekant, naar den rette
Vinkels Halveringslinie deler Trekanten i Dele, hws
Arealer er 252 cm? og 336 cm?2.

I en Firkant ABCD skeerer Diagonalerne hinanden

i O, saaledes at 40 - - Bo 2. Find Arealerne

oc” 2 *® op
af enhver af de fire Trekanter, hvori Diagonalerne
deler Firkanten, naar Firkantens Areal er 180 ¢m®.
Find Arealet af en Firkant ABOD, naar / 4 — 90°,
" DBC = 30° AD = 48 cm, AB = 55 ¢m og BC
68 cm.
[ Femkanten ABODE er / A=/ (= 90°, AB —
15 em, BE =51 ¢cm, BD =50 cm og BC =48 ¢m;
desuden ved man, at BE gaar gennem Midtpunktet
af AD. Find Femkantens Areal.
Der er givet to Rektangler; det ene har Siderne a
og b, det andet Siderne ¢ og d. Konstruer et Kva-
drat, hvis Areal er lig Summen af de givne Rekt-
anglers.
Arealet af et Parallelogram er 840 cm?: Siderne er
35 cm og 26 cm. Find Hejderne og Diagonalerne.
I en Trekant ABC er AB — 25 cm, BC = 40 cm og
AC =39 em. Find Arealet, og find de fire Rorings-
cirklers Radier.
En Trekants Sider er 13 ¢m, 14 ¢cm og 15 ¢cm. Find
Leengderne af den indskrevne og den omskrevne
Cirkels Radius.
[ en indskreven Trekant ABC er AB — 34 cm,
BC = 50 cm og AC = 56 cm. Trekantens Vinkler er
halverede, og Halveringslinierne skaerer Cirklen i
henholdsvis D, E og F; gennem D, E og F treekkes
Tangenter. Bevis, at den Trekant, som begranses
af disse Tangenter, er ligedannet med /\ ABC. Find
Siderne i den omskrevne Trekant, og find dens Areal.
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116.1 et Trapez er de parallele Sider 38 cm og 80 c¢m,
de andre Sider 39 cm og 45 cm. Find Arealet.
Hvorledes kan man konstruere Trapezet af de givne
Linier?

117. Del et givet Parallelogram i to Dele, hvis Arealer
forholder sig som 1 til 2:

a. Ved en ret Linie gennem den ene Vinkelspids.

b. Ved en ret Linie gennem et givet Punkt i den
ene Side.

c. Ved en Linie parallel med den ene Diagonal.

118. Del et Parallelogram i to andre, der er ligedannede,
men ikke kongruente.

119. Del et Trapez i to Dele, der er ligedannede.

120. Tegn en vilkaarlig Femkant. Konstruer derefter en
Femkant, som er ligedannet med den og har et tre
Gange saa stort Areal.

121. ABCD er et givet Parallelogram. Gennem Punktet
C skal man konstruere en Linie, som skeerer AB’s
Forlengelse i N og AD’s Forlengelse i M, saaledes
at /\ ANM’s Areal er 3 Gange saa stort som Parallelo-
grammets.

122. Konstruer en retvinklet ligebenet Trekant, der har
samme Areal som en given Rhombe.

123. Konstruer en ligebenet Trekant, der har samme
Areal som et givet Parallelogram, naar Trekantens
Topvinkel skal veere lig en af Vinklerne mellem
Parallelogrammets Diagonaler.
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G. Reguleere Polygoner.

66. En Polygon kaldes regulecer, naar alle dens Sider
er lige store, og alle dens Vinkler er lige slore.
Eksempler: En ligesidet Trekant, et Kvadrat.

a. En Vinkel i en requler n-kant er lig St P 180°.
Ifolge 30 a. "

b. Enhver reguler Polygon har en omskreven og en
indskreven Cirkel med felles Centrum.

Vinklerne 4 og B halveres. Hal-
veringslinierne vil altid skeere hin-
anden ifelge a. Deres Skeeringspunkt
O er da Cenitrum for de to Cirkler.
Man har nemlig

/ OAB = s/ OBA =,
altsaa er 04 =0B.

Traekkes OC, har man

A AOB =~ N COB ifolge 24 b.
Altsaa er 04 = 0OC
og £ 008 = £ p.

OC halverer altsaa / C.

Paa lignende Maade ser man, at O har den samme
Afstand fra de andre Vinkelspidser.

O er altsaa Centrum for en omskreven Cirkel.

Da Linierne fra Vinkelspidserne til O halverer Vink-
lerne, har O samme Afstand til alle Siderne, altsaa er
det ogsaa Centrum for en indskreven Cirkel.

O kaldes Polygonens Centrum. Linier fra Centrum
til Vinkelspidserne kaldes storste Radier. Linier fra
Centrum vinkelret paa Siderne kaldes mindste Radier.
En Trekant, der begraenses af to sterste Radier og en
Polygonside, kaldes en Centraltrekant.

¢. Alle Centraltrekanter i samme requlecre Polygon
er ligebenede og kongruente.
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67 a. Naar man deler en Cirkelperiferi i n lige store
Buer og irekker Korder til alle Buerne, faar man en
requleer n-kant.

Den har alle sine Sider lige store, fordi de er Korder
til lige store Buer.

Den har alle sine Vinkler lige store, fordi de er
Periferivinkler, som spander over lige store Buer.

b. Naar man deler en Cirkelperiferi i n lige store
Buer og trekker Tangenter gennem alle Delingspunkterne,
faar man en requler n-kant.

Vinklerne er lige store, fordi //C;)_V\ﬁ
enhver af dem er 180° minus en / ;
af Buerne. /|

ABO — » CBO  37e. |
/ BAO /. BCO
og OB = 0B. ;
Altsaa er A AOB =~ A COB. 4'\
og AB — BC.

Paa samme Maade vises, at BC lig den felgende Side.

68. k, betegner Siden i en indskreven reguleer n-kant
eller Korden til en Bue, som er en n-tedel af Cirkel-
periferien.

Naar man i en Cirkel tegner to paa hinanden vinkel-
rette Diametre og forbinder to af deres il
Endepunkter, har man k, Da /\ AOB : \\

er retvinklet, har man - :

\
kK=r"4r=2r

‘9
4 fhet ﬁ B
1\',1 = l 2r? . 1/
\4,
k, = . 4

Naar man halverer Centervinklen paa 90°, faar man
en Bue, der er } af Periferien; ved fortsat Halvering kan
man konstruere ks ki ks» 0. . V.




Man konstruerer k, ved at afseette en Korde lig Ra-
dius. Altsaa

}), I\"’, = I,
_——__8 Naar \ AB = 60° og AC = 2r,
e Y 19() 0
// / . er w BC = 120°,
/ o \ altsaa BC = ks,
¢r 1A £ = CA® — AR = 40" - 1.
\ //’
/ ¢ ks=r} 3.
X Naar man halverer Centervinklen

paa 60° faar man en Bue, der er ;% af Periferien; ved

fortsat Halvering kan man konstruere ki, k., kes 0. 5. v

69. A OBC er en Centraltrekant i en reguleer Tikant;

P altsaa Z 0= 36°
///'\\ og ~ OBC QOB — /2%,
P \ LA OC forlenges til D, saaledes al
o ,;_\.C,, e CD — CB.
Man har da
L D= 7z OBD = 36°,
fordi /. 0OCB = 72°;
deraf BD — BO =r.
Man faar /A DCB ~ A DBO,
altsaa DC DB
DB DO
eller ko F
r r- k,,,'

Hvis man i Stedet for k, i Proportionen indsatter
et andet Liniestykke, bliver det ene Forhold sterre, men
det andet mindre; de kan altsaa ikke vedblive at veere
lige store. Man har derfor:

Naar to Liniestykker baade har r til Differens og r
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til Mellemproportional, er det mindste af dem ki, i den
Cirkel, hvis Radius er lig r.

Da ~ OBD = 108° og OB = BD =r, er OD eller
(r + ky) altsaa Korden til 108°.

AB er Diameter i en given Cirkel med Radius r.
Radien OC oprejses vinkel-

c
ret paa 4B, og Midtpunktet P
. . . S 5 \

M af OB findes. Med M til / / l
Centrum og MC til Radius / '/ |, \\
tegnes en Cirkel, som skae- i : \ v
rer AB iA P og 4[?’5 F(n'—' q ‘P* e N ‘A’g 3
leengelse i N. Af A PCN
faar man da PO CO

co ON
eller PO '3

r r+ PO

Altsaa er PO = ki og ON = Korden til 108°.

M T "2 r r z
PM — M( re 4 ; ~ V 5.
PO—PM — OM =" |/5 f) " /51
/\‘/r; ; ‘l ') [

ON — OM + MN f) (/5 + 1).

Naar man afseetter en Korde lig PO og trekker Ra-
dier til dens Endepunkter, har man altsaa en Central-
trekant i en reguleer Tikant. Naar man halverer Center-
vinklen, faar man en Bue, hvis Korde er k.,. Ved fort-
sat Halvering kan man konstruere ks, ki, kso 0. s. V.

Man kan endvidere konstruere ky;, idet Buen er Diffe-
rensen mellem en Bue paa 60° og en paa 36° og naar
man har konstrueret k,;, kan man konstruere ks, ks 0.5.v.




70. Ved Beregning af Korder kan man ofte benytte
folgende Seetning, som kaldes den plolemeiske Seetning
efter den greeske Astronom og Matematiker Ptolemaeos.

Naar en Firkant kan indskrives i en Cirkel, er Diagonaler-
nes Produkt lig Summen af de modstaaende Siders Produkter.

A€ = m.
- ABE afsattes = ~ DBC,
da ~ BAE = / BDC,
| er  /\ ABE ~ A DBC
i og a AE
n c
eller ae=n-AB...:. %
Man har /. EBC= /4 ABD
og 2. BUB = # 4DB.
altsaa er A EBC &~ A\ ABD
og b EC
n d
eller bd =np-EC.... Il

Adderes I og II, faar man
ac+bd =n- AE 4+ n- EC
eller ac + bd = n - m.
Eks. 1. Naar 4B er Diameter, AD = k, og AC = k;
bliver DC = k3, BC = k; og BD = k,
Man faar da
r- ks +r- ki=ks - ke,

2r- kpp=r)3-ry2—r-r /2.

ks == ()6 — V2.

P
9

Eks. 2. Naar AB = 2r og BC = AD = k; bliver
CD = ki og BD = AC = Korden til 108° = r + k.
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Man faar da kl+2r k,=(r+k,)
kK=r+k,
Af Tegningen i § 69 faar man
PC=r+k,
Altsaa PC = k;
Af Tegningen i § 69 faar man endvidere
PC*=k,. PN - ki r )/5.
4 | i
y Pl /

Eller k; /10 2.

71. Naar man kender Siden og sterste Radius i en
indskreven reguleer n-kant, kan man beregne mindste
Radius o,; og derefter kan man beregne Siden 7, og
storste Radius R. i den omskrevne regulere n-kant.

Naar AB = k,,

bliver O =g,
ap=1y,
9
0g OD = R,.

Af )\ AOC faar man

. k” )
=)/~ (3)

Man har A\ OC4A ~ )\ OAD,
da /7 AOC er felles
og /. ACO = z DAO = 90°.
Altsaa har man oc CA A0

0A AD DO




eller

Deraf

Konstruer

1//

Qn

en requler Ottekant af Siden. Man tegner

en vilkaarlig Cirkel og deler
den i otte lige store Dele ved
at halvere Vinklerne mellem
to paa hinanden vinkelrette
Diametre. NP afsettes lig
den givne Side a, gennem
P treekkes en Linie parallel
med NO, og gennem B traek-
kes en Linie BA = PN.
/\OAB er da en Central-
trekant i den segte Polygon.

Paa lignende Maade kan man altid konstruere en
reguler n-kant med given Side, naar n har en saadan
Verdi, at man kan dele en Cirkellinie i n lige store Dele.

H. Cirkelperiferiens Leengde.

Cirklens Areal.

e

B %

7

| 72 a. En reguler indskreven n-kant har kortere Peri-

o o

/ / 1

meler end en reguler n-
kant, der er omskreven
om samme Cirkel.

Thi BD < BC + CD.

b. Naar man fordobler
Sideantallet, vil den ind-
skrevne Perimeter vokse,
men den omskrevne vil
aftage.

Bevises paa lignende
Maade.



97

¢. Naar man fordobler Sideantallet i det uendelige,
vil Forskellen mellem den omskrevne og den indskrevne
Perimeters Leengde aftage uden Greense.

Kaldes Forskellen f, har man

f=n-t,—n-ky=n L, —n=

eller . On
. i i !
f=n b )

On

Produktet n - t, vil stadig aftage, og Sterrelsen ( 1 3
vil aftage uden Graense, naar n vokser i det uendelige.

De to Perimetres Laengder har altsaa en falles
Graenseveerdi for n — co. Denne Graensevaerdi kaldes
Cirkelperiferiens Lengde.

73 a. Forholdet mellem Periferi og Diameler er ens
for alle Cirkler.

Det er tilstreekkeligt at \
vise, at Forholdet er ens for /\ » \
to vilkaarlige Cirkler. I hver r// \\ / :
af dem indskrives en reguleer / \ /
n-kant; de to Polygoners i /
Centraltrekanter er da ens- v 3 :
vinklede. Man har altsaa N

P k.,

R K,
eller 2r n. k,
2R n- K,
Deraf faaes n K, n-k,
2R 2r

De to Cirkelperiferiers Leengder kaldes P og p. For
n — oo faar man
P p

9R 2r




Det konstante Forhold !; betegnes med Bogstavet .
r

Tallet = er irrationalt, vi vil beregne det med Fejl-

greensen
Man har 6-1>p= 6.k
eller 61 6 ks
...
2r 2r
# 2
men ks —r og I, rjys.
Os ))
Altsaa 2)/3 > > 3.
Man faar da 2:-175 >n >3
eller 33 = 3 3 o
Af tilnermede Verdier for » har man = -,
n = 3,14 og n = 3,14159. Den forste er for stor. !
. ) .
Af ﬁ 7 faar man
2r
9p NP
b. p=2ra og 1 9,

I en Cirkel med Radius r er Laengden af en Bue

2ra Iz )

360 180

paa g Grader betegnes ved b, har man
€, TILLE 8
180

paa een Grad Naar Leengden af en Bue

74. Naar A betegner Arealtallet for en regulaer om-
skreven n-kant, har man

A i+ ;s =

>

Hvis n fordobles i det uendelige, bliver n - ¢, til
Cirkelperiferiens Leengde, som er 2ar, og A bliver til
Cirklens Arealtal. Kaldes Cirklens Arealtal C, har man

C=p- 2nr-

(A
D

eller
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Naar et Udsnit paa ¢° har Arealtallet U, faar man

;. aryg
360
Elimineres g af denne Ligning og b= 71_8_(.:!’ faar
man Arealet udtrykt ved Radiens Leengde ()gr Buens
Leengde. 1
U r-b.
2

Et Cirkelafsnits Areal er Summen af et Udsnits Areal
og en Trekants Areal, naar Afsnittets Bue er storre end
180°; men det er Differensen mellem et Udsnits Areal og
en Trekanis Areal, naar Buen er mindre end 180°.

Eksempel 1. Find Arealet af et Afsnit paa 300°, naar
Cirklens Radius er lig r.
71?300 2 /3 ai
et v T (10~ + 31/3).
360 Y 12
~ Eksempel 2. Find Arealet af et Afsnit paa 90° naar
Radius lig r.
® P90 @ rt o
360 /4 /

Opgaver.

124. Konstruer en reguler Tolvkant af mindste Radius.

125. Bevis, at en ligesidet Trekants omskrevne Cirkel har
dobbelt saa stor Radius som dens indskrevne Cirkel.

126. En reguler Sekskant og en reguler Trekant har
samme storste Radius. Bevis, at den enes Central-
trekant har samme Areal som den andens.

127. En reguler Sekskant og en reguler Trekant har
samme mindste Radius. Bevis, at Trekantens Side
er tre Gange saa stor som Sekskantens.

128. Fra et Punkt i en ligesidet Trekants omskrevne
Cirkel treekkes Linier til Vinkelspidserne. Bevis, at
den ene af disse Linier er lig Summen af de to andre.

7'
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Bevis, at Diagonalerne i en reguler Femkant be-
grenser en ny reguler Femkant, og find Forholdet
mellem Siden i den ferste og Siden i den anden.
Find Arealet af en reguleer Ottekant, naar dens
storste Radius — r.

I en Cirkel med Radius r er der indskrevet en re-
guleer Tolvkant. Konstruer en ligesidet Trekant, der
har samme Areal som Tolvkanten.

Diameteren i et Vognhjul er 1,4 m; hvor mange
Omdrejninger gor Hjulet, mens Vognen kerer 1 km.
-,

Find Radius i en Cirkel, hvori en Bue paa 75° er
82,5 cm lang.

Et Cirkeludsnit har et Areal paa 220 cm?, og Buens
Lengde er 22 cm. Hvor lang er Radius, og hvor
mange Grader er Udsnittet.

Find Arealet af et Cirkelafsnit paa 120° naar Cirk-
lens Radius lig r.

Der er givet et Cirkeludsnit. Konstruer et Cirkel-
udsnit med samme Areal, men dobbelt saa stor
Centervinkel.

Der er givet et Cirkeludsnit. Konstruer et andet
med tre Gange saa stort Areal, men halv saa stor
Centervinkel.

I et Udsnit paa 60° er indskrevet en Cirkel. Find
Forholdet mellem Cirklens Areal og Udsnittets
Areal.

Tre Cirkler med Radius r ligger saaledes, at enhver
af dem rerer de to andre. Find Arealet af den
Figur, som begrenses af de tre mindste Buer.
Konstruer et Cirkeludsnit paa 36° med samme
Areal som en given Cirkel.

Der er givet en retvinklet ligebenet Trekant. Kon-
struer en Cirkel, som har sit Centrum i Hypotenusen
og rerer begge Kateterne. Find Forholdet mellem
Cirklens Areal og Trekantens Areal.
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I en Rhombe med Siden a er den ene Vinkel 30°.
Find den indskrevne Cirkels Areal.

Et Kvadrat har Siden a; med hver Vinkelspids som
Centrum og ‘ som Radius tegnes en Cirkelbue paa
90°, saaledes at den ligger inde i Kvadratet. Find
Arealet af den Figur, som begrenses af de 4 Buer,
og find Radius i den Cirkel, som rorer dem alle.
Der er givet en Cirkel med Radius r. Fra et Punkt
i dens Periferi treekkes Korden til 609 Korden til
120° og Diameteren. Find Arealerne af de fire
Figurer, hvori Cirklen deles.

5.1 en Cirkel med Radius r treekkes to paa hinanden

vinkelrette Korder, som hver afskerer en Bue paa
120°. Find Arealerne af de fire Dele, hvori de deler
Cirklen.

Et Trapez har baade en indskreven og en om-
skreven Cirkel; de parallele Sider er henholdsvis
24 em og 54 cm. Find Trapezets Areal, den ind-
skrevne Cirkels Areal og den omskrevne Cirkels
Areal.

En Cirkelring er begrenset af to Cirkelperiferier
med Radierne R og r. Find Cirkelringens Areal
og konstruer en Halvcirkel med samme Areal.
Inde i en given Cirkel med Radius r er der tegnet
6 lige store Cirkler, saaledes at enhver af dem rerer
to af de andre og den givne. Find Summen af de
6 Cirklers Arealer og konstruer en Cirkelring med
dette Areal, naar dens storste Radius skal veere r.
Der er givet en Cirkel med Radius R. Konstruer
en Cirkelring, hvis Areal er lig den givne Cirkels,
naar Summen af de to Cirkelperiferier, som be-
grenser den, skal vere lig det dobbelte af den
givne Cirkelperiferi.

I en ligesidet Trekant er indskrevet en anden lige-
sidet Trekant, saaledes at hver Side i den ene er
vinkelret paa en Side i den anden. Find Forholdet
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mellem deres Arealer. Bevis, at den Cirkel, som
kan omskrives om den lille Trekant, vil skeere den
store Trekants Perimeter i Vinkelspidserne af en
reguleer Sekskant, hvis Areal er Middelverdien af
de to Trekanters Areal.

. Vinklerne i en Trekant forholder sig som 2:3:4.
Find Gradeantallene af de Buer, hvori den om-
skrevne Cirkel deles af Vinkelspidserne, og find
Gradeantallene af de Buer, hvori den indskrevne
Cirkel deles af Reringspunkterne.

. Konstruer et Parallelogram af en Side og begge
Hojderne.

.Der er givet en retvinklet Trekant. Konstruer et

Liniestykke med given Langde, saaledes at dets ene

Endepunkt ligger paa den ene Katete, dets andet

Endepunkt paa den anden Katetes Forlengelse og

dets Midtpunkt paa Hypotenusen.

Der er givet to parallele Linier og to Punkter.

Gennem de givne Punkter skal man treekke to pa-

rallele Linier, som sammen med de givne Linier

begreenser en Rhombe.

. En Trekant ABC er indskreven i en Cirkel; D, E

og F er Midtpunkterne af de tre Buer. Bevis, at

de Linier, som halverer Vinklerne i Trekant ABC,

er Heojder i Trekant DEF.

Et Kvadrat er indskrevet i en Rhombe. Bevis, al

Kvadratets Sider er parallele med Rhombens Diago-

naler.

.ABCD er en indskreven Firkant; E er Skerings-
punktet mellem AD’s og BC’s Forlengelser, og O
er Centrum for /A CDE’s omskrevne Cirkel. Bevis,
at OE | AB.

. I Parallelogrammet ABCD er M Midtpunktet af AD
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og N Midtpunktet af BC. Bevis, at Linierne AN,
DN, BM og CM danner et Parallelogram, og at
Forlengelserne af dets ene Diagonal gaar gennem
Midtpunkterne af AB og CD.

Konstruer en Trekant af a, h, og m,,

Konstruer en Cirkel, som rorer en given Linie og
en given Cirkel,

a) naar man kender Reringspunktet paa Cirklen,
b) naar man kender Reringspunktet paa Linien.
To Cirkler rerer hinanden udvendig. En ret Linie
rerer den ene Cirkel i A og den anden i B. Bevis,
at AB er Mellemproportional mellem Cirklernes
Diametre.

Der er givet to Liniestykker a og b. Konstruer en
ligebenet Trekant, hvis Topvinkel er 75° og hvis
Grundlinie er Mellemproportional mellem

(1+‘gogul?+b,

Der er givet en Cirkel, en ret Linie og en Vinkel .
Treek en Tangent til Cirklen, saaledes at den dan-
ner Vinklen » med den givne Linie.

ABCD er et vilkaarligt Rektangel. En Linie gennem
Diagonalernes Skeeringspunkt og vinkelret paa AC
skeerer de to lengste Sider i N og M og de to
mindste Siders Forlengelser i P og (. Bevis, at
Rektanglets Diagonal er Mellemproportional mellem
NM og PQ.

En Trekant ABC er given. Konstruer en Transversal,
som er parallel med BC og lig ; BC. Find For-
holdet mellem Arealerne af de to Dele, hvori
Transversalen deler Trekanten.

Gennem et Punkt inde i en Cirkel skal man treekke
den mindst mulige Korde.

Inde i en given Trekant skal man finde et Punkt,
hvorfra de tre Sider ses under lige store Vinkler.
To sammenstodende Sider i et Parallelogram er




169.

170.

17%

172.

175.

104

henholdsvis 88 cm og 75 cm, og den ene Diagonal
er 55 cm. Find Arealet og Hejderne.

Find Arealet af en reguler Ottekant, hvis mindste
Diagonal er lig a.

Der er givet en Trekant og en Firkant. Konstruer
et Kvadrat, hvis Areal er lig Summen af de givne
Figurers Arealer.

I en Cirkel med Radius r skal man finde Forskellen
mellem Arealet af et Afsnit paa 120° og Arealet af
et Afsnit paa 60°.

Fra et vilkaarligt Punkt inde i et Parallelogram
traekkes Linier til alle Vinkelspidserne; derved deles
Parallelogrammet i 4 Trekanter. Bevis, at Summen
af de to Trekanters Arealer er lig Summen af de
to andres.

.Find Arealet af en ligesidet Trekant, naar dens

indskrevne Cirkels Radius er 6 cm.

.Der er givet et ret Liniestykke m og en Trekant

med Arealet 7. Konstruer et Rektangel, hvis Om-
kreds er lig m, og hvis Areal er lig 7. Hvilket
Rektangel med Omkredsen m har storst Areal?

Fra et Punkt i en reguler Sekskants omskrevne
Cirkel traekkes Linier til alle Vinkelspidserne. Bevis,
at Summen af de tre af disse Linier er lig Summen
af de tre andre.
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