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Fortale

| den Fremstilling af Mathematikens Historie, som
her foreleegges, soger jeg iser at fremdrage, hvad der
er af Vigtighed at vide for Mathematikere og Mathematik-
leerere. For dem kommer det ikke saa meget an paa
at kjende mange historiske Enkeltheder, at vide, hvem
der forst har opdaget denne eller hin Sandhed eller
opfundet denne eller hin Fremgangsmaade, som paa at
kjende de Skikkelser, hvori de forskjellige Sandheder
og Fremgangsmaader ere fremkomne, og den Brug, man
har gjort af dem. Den rette Opfattelse af deres Op-
rindelse vil tillige veere Betingelsen for at forstaa den
Udvikling, de videre ere undergaaede, indtil de efter-
haanden have givet Mathematiken sin nuveerende Skik-
kelse.

Idet jeg iseer legger Veegt herpaa, er jegi god Over-
ensstemmelse med Programmet for Skoleembedsexamen
i Mathematik. Naar der nemlig forlanges «et kort Omrids
af Mathematikens Historie, i Forbindelse med hvilket
Examinanden maa have gjort sig direkte bekjendt med
Euklids Elementer og Descartes’ Geometri», peger denne
Fordring hen paa, at der enskes en saadan Forstaaelse




af Mathematikens Historie, som kun kan opnaas ved
noget Kjendskab til selve de svundne Tiders Mathematik.
I nerveerende Bind, som kun omhandler Oldtid og Middel-
alder, faar jeg af de neevnte Forfattere kun at gjore
med Euklid. Ved, under udtrykkelic Henvisning til de
enkelte Swtninger at fremdrage og forklare de Steder,
hvoraf der serlig er noget at lere, soger jeg at tilveje-
bringe et frugtbart Kjendskab til ham. Jeg straber
dernzst at benytte dette til at gjore forstaaeligt, hvad
jeg har at meddele om de andre Forfattere, som jeg
ikke kan vente, at Leeserne faa i Hende. Blandt andet
har jeg benyttet Euklids Elementer til Forklaring af de
logiske Former, som iagttages saa strengt af de graeske
Mathematikere. Jeg har derved ikke blot holdt mig til
den Betydning, som disse havde for Grakerne, men
tillige — 1 Tilleg med mindre Tryk — prevet, hvilken
Betydning de have i og for sig. Jeg haaber derved
serlig at give Mathematikleerere Midler i Heende til at
veelge og vrage derimellem; thi til begge Dele er der
Anledning.

Lzgger jeg nu end med de her udtalte Formaal for
Oje ikke an paa at give selve den historiske Ramme
nogen stor Udstrakning, bor den dog veere saa god og
paalidelig som muligt. Dette opnaas let ved Benyttelsen
at Cantor: Vorlesungen iiber die Geschichie der
Mathematik, et Veerk, der giver alle faktiske Oplys-
ninger, som kunne skaffes tilveje, med en sjeelden
Fuldsteendighed og Paalidelighed. Af disse Egenskaber
har jeg ogsaa kunnet drage Nytte under de Undersagelser,
som efter Planen for min Bog nsermest maatte udgjoere
mit eget Arbejde. Vel maatte Materialet hertil fortrinsvis
hentes fra Studiet af de betydeligste mathematiske For-
fattere i de Tider, som jeg behandler; men under dette
gav Cantors Uddrag mig en god Vejledning til at finde,
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hvad jeg havde Brug for, ogsaa da, naar jeg har opfattet
og benyttet det anderledes end han. Tillige vidste jeg,
at jeg trygt kunde stole paa hans Meddelelser om Ind-
holdet af de mindre betydelige Verker, som jeg ikke
havde Adgang eller Lejlighed til at blive direkte bekjendt
med. Det er dog ikke alene i rent faktiske Spergsmaal,
at jeg har bygget paa Cantor. Til hans Undersogelser
har jeg for en stor Del holdt mig med Hensyn til de
Tider, da Mathematiken enten blot gik tilbage eller dog
ikke gjorde nogle af de virkelige Fremskridt, som det
var min Opgave at forfolge. Hvad jeg f Ex. meddeler
om Regning paa Abacus i Middelalderen og dens Op-
rindelse, er Resultaterne af Cantors omhyggelige og
skarpsindige Prgvelse.

Det er igvrigt en Selviolge, at jeg ogsaa under mit
Studium af de store Mathematikeres opbevarede Arbejder
og deres Sammenheng indbyrdes og med de mathe-
matiske Arbejder og Resultater, som kun kjendes af
Beretninger, har benyttet den Hjwlp, som jeg kunde hente
i vor Tids temmelig rige Litteratur om Mathematikens
Historie. Newrvaerende Bogs didaktiske Karakter har dog
hindret mig i at anfore, hvad jeg skylder denne eller
hin. For at gjore dette maatte jeg nemlig dels fremstille
den Tanke eller Opfattelse, som jeg umiddelbart skyldte
vedkommende, dels gjore Rede for de Modifikationer,
som den var undergaaet under min videre Bearbejdelse,
og for Grundene til disse. Hertil var der ikke Plads,
men jeg har maattet nojes med kort at angive Grundene
for de Opfattelser, ved hvilke jeg er bleven staaende.
Andensteds har jeg dog ikke unddraget mig en saadan
indgaaende Diskussion, ved hvilken jeg ogsaa havde
Lejlighed til at sige, hvad jeg skyldte hver enkelt For-
fatter, nemlig i mit Arbejde om Keglesnitsl@®ren i




Oldtiden'. Ganske vist behandles der kun den hojere
Geometri i Oldtiden; men denne hang selvfolgelig saa
ner sammen med den elementzre Mathematik i Oldtiden,
at jeg ogsaa maatte begrunde veesentlige Sider af min
Opfattelse af denne, som atter staar i ngje Sammenhaeng
med neesten alt, hvad der videre omtales i dette Bind.

Her skal jeg derfor veesentlig ngjes med at navne
de Mend, hvis Arbejder over Mathematikens Historie
have haft Indflydelse af forskjellig Art paa mine egne
Studier og derved paa neerveerende Arbejde: Chasles,
Brettschneider, Hankel, Cantor, P. Tannery,
Heiberg, Allmann, og som Udgivere, Oversattere og
Kommentatorer, atter Heiberg, Hultsch, Wertheim,
Colebrooke, Woepcke, Boncompagni. Af Enkelt-
heder ber jeg dog tilfgje, at jeg foruden meget andet,
som tildels er omtalt i «Keglesnitsleeren i Oldtideny,
skylder P. Tannery Forklaringen (S. 29) af Beretningen
om Thales’ Geometri (Géométrie grecque p. 89 ff.) og
(S. 55—56) af Pythagoras Sewtning, at «Tingene ere
Tal» (Géom. gr. p. 124). Endvidere skal jeg anfore, at
jeg vel forst fik samme Forfatters grundige og aandfulde
Vark: Recherches sur lastronomie ancienne, Paris
1893, i Hende, efterat Trykningen af min Bog var be-
gyndt, men at den dog gav mig Anledning til delvis at
omarbejde de da endnu utrykte Afsnit om Greekernes
beregnende og sfmriske Geometri. I en Bog som neer-
veerende kunde jeg dog kun med nogen Varsomhed be-
nytte, hvad han selv udtrykkelig betegner som Hypotheser,
hvor naturlig en Forklaring de end give paa Forhold,

! Kgl. Danske Videnskabernes Selskabs Skrifter 6. Rakke
3. Bind og Die Lehre won den Kegélschnitten im Altertum.
Deutsche Ausgabe von Dr. R. v. Fischer-Benzon, Kopenhagen
1886, Andr. Fred. Host & Son.
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om hvis fulde Sammenheeng der ikke i den opbevarede
Litteratur foreligger tilstreekkelige Oplysninger. —
Endnu skal jeg bemarke, at nervarende Bog ud-
kommer med Understottelse af Professorernes Fritryks-
konto og ved velvillig Imgdekommen af Forleggeren.

Kj@l)e.nhavn i September 1893.
H. G. Zeuthen.
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S. 163, L. 8—12. Den her anferte Ufuldstendighed skyldes
sikkert kun Ungjagtished i den ophevarede Text og kan altsaa ikke
bruges som Argument. Hvad jeg deraf udleder, skal jeg imidlertid
andensteds udferligere begrunde.

S. 202, L. 12 tilfgjes: Ogsaa denne Vanskelighed fandt man
Midler til at overvinde, paa samme Tid som man til Brug ved de
storre astronomiske Udregninger indferte Sexagesimalsystemet.
Ptolemaios’ Kvadratrodsuddragninger ere udferte i dette ved
omtrent den samme Fremgangsmaade, som vi nu anvende i Decimal-
systemet.




INDLEDNING.

. Mathematikens Forhistorie.

Ved en historisk Forelesning kan det altid veere et
Spergsmaal, hvor man skal begynde. Man kan begynde
der, hvor der foreligger paalidelige positive Meddelelser,
som umiddelbart give en paalidelig positiv Viden, hvori
det da er Historikerens Sag at tilvejebringe den rette
Sammenhaéng, og man kan begynde med Forhistorien,
som maa dannes ved Sammenfgjning af en Maengde
yderst forskjelligartede Oplysninger, der enkeltvis ikke
kunne betragtes som historiske Kilder. Neermest ved
virkelig Historie komme blandt disse de Traditioner og
Sagn om Skikke og Begivenheder i endnu sldre Tider,
som forekomme i de @ldste virkelige Overleveringer.
Disses Forklaring maa stgttes ved de Fund, som inde-
holde Gjenstande, der have veeret tilvirkede og brugte
i hine gamle Tider. Fundenes Betydning maa belyses
ved deres indbyrdes Forhold i Henseende til Sted og
Tid. Omvendt bidrage de ogsaa til at oplyse de For-
bindelser, der have veeret mellem Findestederne, og Tids-
forholdene mellem de Sleegter, der have brugt dem.
Hvad der i disse forskjellige Henseender kan siges om
hengjemte ydre Gjenstande, gjeelder ogsaa om de Ord i
1




2 Indledning:

Sproget, hvis ZAlde fremgaar af deres Forekomst i for-
skjellige bekjendte levende og dede Sprog. De vidne
om gammelt Kjendskab til tilsvarende Begreber.

Ved Behandlingen af det saaledes tilvejebragte Stof

maa man atter ty til andre Hjelpekilder. For at danne
sig en Mening om, hvorledes en Gjenstand er tilvirket
og brugt, hvorledes et Begreb er opstaaet og sat i For-
bindelse med andre, maa man forst vide, hvorledes
dette overhovedet kan ske og har kunnet ske med de
Hjelpemidler og den Opfattelse af Tingene, som kan
antages at have staaet til Raadighed den Gang. Herom
er det ofte vanskeligt at demme for et Kulturmenneske
i Nutiden, som er vant til at bruge en Mzengde af de
nu existerende, legemlige og aandelige, Hjeelpemidler
eller tilegnede Faerdigheder uden selv ret at vide, hvilken
Nytte de gore ham, og hvilke af dem det vilde vare
let, hvilke vanskeligt at erstatte ved andre. For at faa
Oplysning herom ere vi henviste til at iagttage dels vore
egne Bgrn, dels uciviliserede Folkeslag eller blot Folke-
slag, der have en anden Civilisation end vi. Til Gjen-
gjeld vil det, som Forhistorien oplyser, bidrage til For-
staaelsen af Erkjendelsens Udvikling hos Bern og af de
forskjellige Folks Seeder og Skikke.

Det ses saaledes, at baade egentlige Historikere og
egentlige Oldgranskere, baade Naturforskere, der be-
stemme Fundenes, og Sproggranskere, der bestemme
Ordenes Alder og Forbindelser, at saavel Padagoger ja
Psykologer og Erkjendelsestheoretikere som Etnografer
maa levere deres Bidrag til et forhistorisk Studium.
Gjelder dette et saerligt Fag, maa den seerlige Fagmand
komme til for at udrede alle indre Forbindelser i det
tilvejebragte Stof. Og alle de her neevnte Forskere ville
af de forhistoriske Studier heste Udbytte for deres
eget Fag.
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1. Mathematikens Forhistorie. 3

Ogsaa Mathematiken har sin Forhistorie, og den
horer ikke til de mindst betydningsfulde. Ved at ind-
skraenke sig til et sterkt begrenset og selvstendig frem-
treedende Stof kan den fore til forholdsvis sikre og klare
Resultater.. Det, man deraf faar at vide om de tidlige
Folkeslags Behandling af Sterreiser ved Tal og rumlig
Fremstilling, giver et veesentligt Bidrag til Forstaaelsen
af deres Evne til at gjore sig Jorden underdanig og
setter derved bedre istand til at benytte de ovrige Vid-
nesbyrd om deres Leven og Ferden. Ved at oplyse
det Grundlag, hvorpaa Menneskeslegten senere har op-
bygget en mere vel ordnet Behandling af Mathematiken,
yder den ogsaa et godt Bidrag til at opklare det er-
kjendelsestheoretiske Grundlag for denne Videnskabs
forste og vigtigste Begreber.

For at faa Mathematikens Forhistorie fremdraget
maa man hos Sprogmaendene sgge Oplysning om Alderen
af Benaevnelserne paa de simpleste Tal og de i forskjel-
lige Sprog anvendte Midler til at benevne Tal sammen-
satte efter Tiere, Tyver eller paa anden Maade, som
kan veere benyttet i Inddelinger for Maal eller Mynter
(Tolvtalsystem, Sextentalsystem o. s. v.). Man maa i
Indridsninger og Inskriptioner eller i gamle skrevne
Mindesmeerker forst opsege Betegnelserne for simple Tal,
hvilke i de tidligere Tider som oftest bestaa i et Meerke
for hver Ener, og dernzst soge de mere udviklede Tegn
for sammensatte Tal, som f. Ex. kunne vare dannede
ved Gjentagelse af et Tegn for hver decimal Enhed som
hos Romerne. Man maa opsege Spor af disse Tegns eller
mekaniske Hjelpemidlers Anvendelse til Udferelse af
simple Regninger. Muligvis kan man da i gamle Tiders
Billedskrift ogsaa finde Tegn for Operationer, som naar
paa esegyptiske Papyrushaandskrifter en Fuglefod ved den
Maade, hvorpaa den er vendt, paa en meget tydelig

1#




Indledning:

Maade angiver, om et Tal gaar «til» eller «fra» og
altsaa spiller en lignende Rolle som vore Tegn
GG ==

For Rumopfattelsens Vedkommende bliver den forste
Afbildning, man treffer paa, et Vidnesbyrd om nogen
Forestilling om Figurer, al hvilke den ene er i det
mindre, hvad den anden er i det storre, altsaa om lige-
dannede Figurer. Vidnesbyrdet bliver saa meget tyde-
ligere, som Perspektiv ikke kjendes, og Afbilderen altsaa,
om end ofte kun med ringe Held, tilstreeber en virkelig
Ligedannethed. Denne Streeben maa vare bevidst, naar
Afbildningen har samme Antal Dimensioner som Gjen-
standen, der skal fremstilles, naar altsaa enten den
fgrste henherer under Skulptur, eller en ved sine Om-
rids i Planen fremstillet Gjenstand selv er eller nesermer
sig til at veere plan. Serlig gjelder dette, naar Frem-
stillingen kan opfattes som en Model, som et Kort eller
et Grundrids af en Bygning, og end mere, hvis den
endog kan opfattes som Forseg paa en geometrisk Figur,
Da det ved den forste Benyttelse af saadanne Figurer,
det veere sig under Menneskehedens Udvikling eller ved
yore Borns Undervisning, maa veere klart, at det er
ligegyldigt, om Figuren er tegnet noget mindre eller
storre, gjores der her, lenge for nogen klar Definition
kan gives paa ligedannede Figurer, en bevidst Anvendelse
af saadanne.

Et gammelagyptisk Gravkammer, hvis Dekoration
er ufuldendt, viser, hvorledes denne Forestilling endog
har fort til en planmeassig Tilvejebringelse af Lige-
dannethed. Det ses nemlig af den, at man for at over-
fore et Billede i en ny Maalestok paa Veeggen har ind-
delt denne og Billedet i Kvadrater ved to Systemer
Paralleler og dernast paa hvert af Vaeggens Kvadrater
overfort, hvad der findes i det tilsvarende Kvadrat paa




1. Mathematikens Forhistorie. 15)

Forbilledet. Det benyttede Hjeelpemiddel er i Virkelig-
heden en Anvendelse af retvinklede Koordinater, udtrykte
i hele Tal ved den anvendte Kvadratside som Enhed,
og ensliggende Punkter tilvejebringes som saadanne,
hvis to Koordinater, hver for sig, staa i et givet For-
hold.

Under den videre Efterforskning af forefundne Af-
bildninger eller Dekorationer maa man seerlig efterspore
saadanne Figurer, som kunne rgbe Kjendskab til nogle
simple geometriske Konstruktioner eller i det mindste
vidne om nogen geometrisk Figuropfatielse. En Be-
streebelse efter at tegne Linier under rette Vinkler eller
Paralleler finder man sikkert paa de barnligste Stand-
punkter, og hos mere udviklede Folk have de vistnok
veeret mekanisk konstruerede, fra forst af maaske ved
lige saa simple Midler, som naar vi bestemme rette
Linier, Paralleler og vinkelrette Linier ved Ombgjning
af Papir. En fuldkomnere Konstruktion turde veere be-
nyttet, naar man har anvendt saadanne Linier til den
nysnevnte Overforelse af et Billede i en ny Maalestok.
Zirater, der paa en eller anden Maade benytte regulaere
Sexkanter, vidne om Kjendskab til disses simple Kon-
struktion, hvortil ikke behgves en Passer lavet af en
Instrumentmager. Derimod vil man selv hos temmelig
udviklede Folk forgjeves kunne soge Brug af reguleere
Fem- eller Tikanter; men disse tilvejebringes ogsaa forst
ved en mere sammensat Konstruktion. End ikke paa
de gamle agyptiske Monumenter har man fundet saa-
danne.

En ikke ringere Betydning end opbevarede Teg-
ninger have opbevarede Bygningslevninger. Endog paa
de tidligste Standpunkter vil man finde Bestraebelser
efter at give disses Grundrids en bestemt Figur, som
Rektangel eller Cirkel, og paa de fuldkomnere Bygninger




(6} Indledning:

som de @gyptiske Templer eller Pyramider maa de rette
Vinkler vaere opnaaede ved Konstruktion. Der kan saa
meget mindre vere Tvivl herom, som Bygningerne ere -
nojagtig opstillede efter Verdenshjornerne, saa man ved
Konstruktionen ogsaa maa have vidst at benytte Solens
hajeste Stilling. Selve Pyramidebygningerne vidne om
Opfattelse af bestemte geometriske Figurer, og en om-
sigtsfuld Konstruktion har varet ngdvendig for at opnaa,
at Pyramiderne virkelig bleve retstaaende, og at de ind-
byrdes have faaet samme Form. At tilveiebringe Lige-
veegt i saa vaeldige Bygninger som eegyptiske Templer,
saa de kunde staa og staa indtil Nutiden, og at flytte
og rejse Obeliskerne har ogsaa kraevet en ret betydelig
mekanisk Indsigt.

Jeg har her streebt at oplyse, hvad Mathematikens
Forhistorie er, og nogle af de Midler, hvorved man kan
lere den at kjende. Jeg haaber derved tillige at have
givet nogle Vink om den Betydning, det kan have at
studere den. Men Tiden tillader mig ikke i disse Fore-
leesninger at gaa lengere ind paa disse Undersagélser.
Jeg maa ikke blot lade den forhistoriske Mathematik
ligge, men for storste Delen hele den forvidenskabe-
lige Mathematik'. Derved mener jeg den, som blot
bestaar i Samlinger af Regler, som kunne veere dannede
“ved Forseg eller tilfeeldige Erfaringer — dette sidste
kan f. Ex. vere Tilfeldet med Cirklens Sexdeling —
eller maaske ogsaa i endnu tidligere Tider ved mere
exakte Underspgelser, der nu ere tabte og altsaa for-
historiske. Om den forvidenskabelige Mathematik skal jeg

1 Saavel for den forhistoriske som den forvidenskabelige ¥
Mathematiks Vedkommende kan jeg henvise til P. la Cour: Histo-
risk Mathematik. Disse Afsnit udgjore efter dette Veerks Plan en
vaesentlig Del deraf.



1. Mathematikens Forhistorie. 7

kun meddele saa meget, at man derved kan.faa en Fore-
stilling om det forud kjendte Materiale, hvoraf den viden-
skabelige Mathematik er opfort. Som Indledning til den
graeske Geometri maa jeg derfor omtale, hvad Graekerne
kunne antages at have lert af Agypterne og Baby-
lonierne. Selve Graekernes Talregning vil jeg derimod
veesentlig kun komme til at behandle som forviden-
skabelig Indledning til den Regnekunst, som opstod, da
Inderne fandt paa den nu brugelige Skrivning af Tal
med Cifre med Pladsverdier. Dels stod nemlig Gree-
kernes Talregning i hvert Tilfeelde langt tilbage for deres
ovrige mathematiske Indsigt. Dels kunne vi ikke ved
deres Talskrivning og Hjeelpemidler til Regning, om de
~end kunne vaere benyttede godt af deres egne store
Mathematikere, fremdrage noget, som rager op over det,
vi ellers henregne til den forvidenskabelige Mathematik.
Dette veere dog sagt med et Forbehold af, at maaske
ved ngjere Undersogelse disse Regnemidler kunne vise
sig bedre, end de forst forekomme os'; thi er der en
Fejl, som kan gjore og har gjort Skade ved denne Slags
historiske Undersggelser, saavel som ved lignende etno-
grafiske Undersggelser, da er det at maale Verdien af
det, som man forefinder, blot efter dets storre eller
mindre Lighed med det, som et Kulturmenneske nu
bruger, og at ringeagte det, som Kulturmennesket, ofte
blot af Mangel paa Kjendskab dertil og Forstaaelse deraf,
ikke mener at have Brug for.

! Den sagkyndigste Autoritet paa det her behandlede Omraade,
Paul Tannery, har bevidnet, at han ved et Forsgg paa virkelig
praktisk Indevelse har fundet de greske Taltegn meget hensigts-
massigere, end de forekomme os, der fra Barndommen ere ovede
i at bruge et andet System af Betegnelser.




Indledning:

2. [Kgyptere og Babyloniere.

For disse Folkeslags Vedkommende skulle vi, som
nys bemerket, kun kort omtale de mathematiske Kund-
skaber og Ferdigheder, som de maa antages at have
besiddet, da de kom i Bergring med Greekerne, og som
Greekerne kunne have modtaget af dem. Hvad nu forst
angaar Algypterne, vise greeske Forfattere jevnlig hen
til, at deres egne @ldste Granskere have haft Agypterne
til Leeremestre, og berette om, hvorledes de have faaet
Adgang til det segyptiske Praesteskabs Leerdomme. Som
Anledning til Algypternes Beskjeftigelse med Geometri
peges hen paa Nilens Oversvemmelser og de dermed
forbundne Bestraebelser for at sikre, at hver Mand efter
disse fik sin Grund. Klart er det i hvert Fald, at den
meget store Veerdi af de smalle frugtbare Streekninger
mellem Orkenen og Floden maatte tilskynde til en ngj-
agtis Landmaaling. Hvor stor Betydning de egyptiske
Landmaalerregler have haft, fremgaar ogsaa af, at det,
efterat Graekerne havde udviklet Geometrien, endnu
veesentlig var de egyptiske Regler, der brugtes af de
romerske Landmaalere, idet disse sikkert kun i ringe
Maal forstode de graeske Begrundelser. Som et i mange
Henseender forretningsdygtigt Kulturfolk og som et byg-
gende Folk — hvad vi tidligere have bergrt — have
Zgypterne ogsaa haft Brug for nogen Regnekunst og for
andre geometriske Kundskaber end dem, som brugtes i
Landmaaling. Et andet Vidnesbyrd om nogen mathe-
matisk Indsigt er deres Astronomi, hvilken dog neeppe
havde den Betydning som Babyloniernes.

Hvad nu Zgypterne vidste i de senere Tider, kan
tildels ses af, hvad Greckerne og senere Romerne have
faaet af dem, og af enkelte direkte bevarede Optegnelser.
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Dette synes imidlertid kun at have afveget meget lidt
fra det, som man ifolge et seldgammelt Papyrushaand-
skrift, den saakaldte Kong Ahmes Regnebog, allerede
vidste 1700—2000 Aar for Christi Fodsel. Derfor er
denne Samling Opgaver med deres Losning den bedste
Kilde til Kjendskab til eegyptisk Mathematik og Regning.

I det vi nu benytte denne og andre Kilder, skulle
vi i Overensstemmelse med vor Plan her ikke gaa ind
paa Agypternes Fremstilling af og Midler til Regning
med hele Tal. Foruden disse kjendte de og regnede
med Brok. En saadan oplestes sedvanlig i Stambroker,
det er Broker med Telleren 1. Ahmes Regnebog inde-
holder en Tabel over denne Oplesning af Kvotienter
med Dividenden 2 og Divisorer fra 3 til 99. Den ender
med 2 = g% |+ ;45. En saadan Oplesning er ogsaa
senere benyttet af Greekerne, og, hvor lidet praktisk den
end kan synes at have veeret, har dens Udevelse dog
givet Indblik i de hele Tals forskjellige Sammensatning.
Man har i den saakaldte «Hau» regning formaaet at lose
saadanne Opgaver, som i vort mathematiske Sprog ud-
trykkes ved Ligninger af forste Grad med en ubekjendt:

s de g ds @lgs AL s =k

hvor a, b, ¢, .. d ere dannede af hele Tal og Broker,
sammensatte af Stambreker; endvidere behandledes saa-
danne, som henhgre under Selskabsregning, ja enkelte der
henhore til Differens- og Kvotientreekker. Ved Losning af
Opgaver, der — hvis man havde sat dem i Ligning —
vilde afhsenge af Ligninger af ovenstaaende Form, treffe
vi forste Gang en Anvendelse af den saakaldte «regula
falsi», som vi senere ville mode flere Steder. Den
bestaar i at tillegge 2 en Forsogsveerdi . Giver denne
d

o

Ik

ved Indseettelse o, i Stedet for d, er z = 2,




Indledning:

I Geometrien maatte, efter hvad der er sagt, Arcal-
bestemmelser vere en Hovedsag. Hos Agypterne, som
hos flere andre Folk, har det ikke vaeret ualmindeligt
at beregne Arealet af en Firkant med Siderne a, b, ¢, d
efter den urigtige Formel

atc bl-d
_2—‘ . ‘2_‘
og en Trekant med Siderne @, a og b efter den deri
indeholdte Granseformel
a2
-5
men disse Formler give ingen daarlig Tilnsermelse, naar
Firkantens Vinkler, eller Vinklerne ved Siden & i Tre-
kanten, kun afvige lidt fra at veere rette. Udtrykket for
Arealet giver nemlig da kun en saadan Fejl, som vi
kalde lille af anden Orden. Om Opstillingen af
Formlerne end kan have fristet til andre Anvendelser,
have Agypterne — saa vidt man med Rimelighed kan
slutte sig dertil af Sidernes Sterrelser i de forefundne
Exempler — fortrinsvis anvendt dem, hvor de give en
god Tilnermelse. Agypternes Efterlignere, de romerske
Landmaalere, kunde derimod finde paa at anvende dem
paa ligesidede Trekanter, uagtet de vare i Besiddelse af
bedre Beregningsmaader af disse. Arealet af en Cirkel med

9
v

Diametren d beregnede Kgypterne efter Formlen (% d)

1 2
hvad der er det samme som at smtte 7z — (36) , det
er omtrent = 3,16. De anvendte Formler vise, at

/gypterne som vi til Fladeenhed have brugt Kva-
dratet med Lengdeenheden til Side. ‘Konstruktionen af
rette Vinkler i Marken synes at vere udfert ved Kon-
struktion af en Trekant med Siderne 3, 4 og 5. Ved

o —
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Konstruktion af Pyramiderne eller i det mindste ved
Bestemmelsen af deres Dimensioner synes man at have
benyttes Storrelsen af Forholdet mellem Grundfladens
halve Diagonal og en Sidelinie, altsaa det, vi kalde
cosinus til Sideliniens Vinkel med Grundfladen. Naar
iovrigt endnu Demokritos paa en Tid, da den greeske
Geometri havde naaet en ikke ganske ringe Udvikling,
som et Tegn paa sin egen Feerdighed i geometriske Kon-
struktioner kan anfere, at han heri end ikke overgaas
af de agyptiske Harpedonapter (Tovspsendere), det er
de Maend, som under lagttagelse af hgjtidelige Skikke
skulde serge for, at Tempelgrundene lagdes rigtig efter
Solen, saa kan disses Dygtighed ikke have indskreenket
sig til at gjelde saa simple Konstruktioner som dem,
jeg her har neevnt.

Medens det iser var fra Agypterne, at Graekerne

fik Impulser til Dannelsen af Geometrien, den Del af

Mathematiken, som de udviklede til storst Fuldkommen-
hed, vare Babylonierne deres Leremestre i Astronomi
og i Udferelsen af de dertil horende Beregninger. Det
er derfra, at den endnu brugelige Deling af Cirklen i
Grader, Minuter og Sekunder efter et 60-Talsystem skriver
sig. Delingen i 360° (=22 .32 .5) henger maaske sam-
men med en tidligere Anslaaen af Aaret til 360 Dage.
Den videre 60 Deling kan dels have sluttet sig hertil,
dels bero paa Indsigt af Fordelen ved et Talsystem,
hvori Grundtallet 22 .3 .5 ifplge sin Sammensetning
ved de laveste Primtal indeholder en meget stor Del
af de lavere Tal som Faktorer. Vidnesbyrd om kon-
sekvent Brug af dette Talsystem har man fundet i Ind-
skrifter, som indeholde Tabeller over Kvadrattallene
indtil 602 og Kubiktallene indtil 323 skrevne i dette
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12 Indledning.

System.  Disse Indskrifter ere et Par Tusend Aar
gamle.

Det er ogsaa rimeligt, at adskillige af de Tal-
spekulationer, som have hidfert flere af Greekernes Under-
sogelser over hele Tal, oprindelig skyldes Talmystik hos
Chaldeeer og Babyloniere.




DEN GRESKE MATHEMATIK.

1. Historisk Overblik.

Da vi i vor Omtale af den greeske Mathematik ofte
maa forfolge Behandlingen af enkelte Emner gjennem
lange Tidsrum, vil det veere nyttigt forud at give et
historisk Overblik, hvori vi dels gjor Rede for den Tids-
folge, hvori de enkelte Udviklingstrin fremtraadte, og
hvori de forskjellige Matkematikere virkede, dels belyse
de Forhold, hvorunder de virkede.

Et Midtpunkt i den greeske Mathematik dannes af
Euklid, der levede omtrent 300 Aar f. Chr. I hans
saakaldte «Elementer» have vi en Leerebog i Geo-
metri, som endnu benyttes enkelte Steder, og som inde-
holder den elementaer-geometriske Leerebygning, hvis
Hovedprinciper overalt under forskjellige Former legges
til Grund for Undervisningen den Dag idag. 1 dette
Veerk maa vi paa den ene Side sgge Forklaring paa de
spredte Angivelser, som haves om den @ldre greeske
Mathematik; thi det er veesentlig om den euklidiske
Geometris Tilblivelse, at disse give Oplysning. Det maa
paa den anden Side danne Grundlaget for vor Forstaa-
else af de senere Forfattere; thi det var det Grundlag,
paa hvilket de selv byggede videre. Ogsaa i ydre hi-
storisk Henseende danner Kuklid et Midtpunkt. Han
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var nemlig den forste store Mathematiker af den saa-
kaldte alexandrinske Skole, der virkede under helt
andre Vilkaar end de tidligere.

Den foreuklidiske Udvikling af Mathematiken
strekker sig over de 3 foregaaende Aarhundreder og
har en noget forskjellig Karakter i hvert af disse.

Den forste greeske Mathematiker var Thales fra
Milet, der forudsagde Solformerkelsen 28 Mai 585.
Hertil maa han have benyttet Regler, som direkte skyldes
Agypterne og vare stottede paa disses lange lagttagelser.
Fra dem skriver sig vistnok ogsaa det meste af hans
geometriske Kundskaber. Men Hovedsagen er, at med
ham og den filosofiske Skole, han stiftede, den saa-
kaldte joniske Skole, begyndte Graekerne dels virkelig
at opsamle den mathematiske Viden, som de kunde faa
fra Agypterne, dels at udvide den i flere Henseender.
Dette det 6te Aarhundredes Arbejde begyndtes vel
paa den lilleasiatiske Kyst; meén ved Grekernes
levende Handelsforbindelser forplantedes det ogsaa til
andre Egne, hvor Greaekerne vare bosatte.

Vi ville derfor ogsaa se et helt andet Sted nemlig
Syditalien som Hovedarnested for Mathematiken i det
bte Aarhundrede, I dette var det bleven klart, at de

efterhaanden opsamlede og fundne mathematiske Sand- ‘

heder maatte bygges paa sikre Begrundelser. Samtidig
med at saadanne udviklede sig, benyttede man de efter-
haanden sikrede Resultater til Udgangspunkter for nye
og vigtige Udvidelser.

Den Mand, hvem i det mindste Traditionen tilleegger
storst Indflydelse paa dette Arbejde, er Pythagoras
fra Samos, hvem vi derfor omtale under det Hte Aar-
hundrede, om end hans egen Virksomhed maaske nok
for en Del falder for Aar 500. 1 «Storgrekenland»,
som de da meget blomstrende greeske Kolonier i Syd-
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italien kaldtes, stiftede han en filosofisk Skole med et
steerkt afsluttet Preeg, hvilket synes at veere sikret ved
mystiske Ceremonier og ved Hemmeligholdelse overfor
Omverdenen. Denne aristokratiske Skole sggte ogsaa po-
litisk at gjore sig gjeldende, men vakte udenforstaaendes
Uvillie og blev spraengt, da Demokraterne kom til Magten
i Storgreekenland. Da i langt senere Tid de saakaldte
Nypythagorseer mente, at deres Lerdomme, som tildels
vare af religigs-ethisk Art, vare at fore tilbage til Py-
thagoras, have de omgivet denne deres formodede
aandelige Fader med saa mange legendeagtige Fortal-
linger, at det er vanskeligt at finde den sande Kjerne.
Hvad der af disse Fortallinger kunde have Interesse for
os, er Beretningerne om hans Rejser til Agypten, hvor
han vel nok kan have veeret, ligesom senere Platon og
Eudoxos, og om en meget tvivisom Rejse til Babylon.
Af Betydning for Mathematikens Udvikling har hans
Skoles store Afsluttethed veeret, i det denne har givet
Anledning til fyldigt Samarbejde af Maend, der forstode
hverandre, om den end samtidig er Skyld i, at vi vide
saa lidt om, hvad der skyldes Mesteren og hvad Di-
sciplene. Skolens Spreengning har givet Anledning til,
at i det mindste dens mathematiske Laerdomme senere
ere spredte over de forskjellige Egne, hvor det graeske
Folk havde nedsat sig.

Andensteds have disse Lerdomme dog vistnok
forbundet sig med Frugterne af andres Arbejde i filo-
sofisk eller i mathematisk Retning. Det er derfor ikke
godt at vide, hvor meget eller hvor lidt af sin Mathe-
matik en saa selvsteendig Teenker som Filosofen De-
mokritos fra Abdera f. omtrent 460 har lert af Pytha-
gorerne. Den lidt @ldre Hippokrates fra Chios,
som efterat have veaeret Kjobmand og mistet sin Formue
opholdt sig i Athen og der gav Undervisning i Mathe-
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matik, kan maaske have leert adskilligt af Pythagorzerne,
men han tilherte i hvert Fald ikke deres Skole. Han
faar seerlig Betydning derved, at man skylder ham et
Stykke Geometri, der er den mest sammenheengende
Prove herpaa, som er ophevaret fra det Ste Aarhundrede,
og ved at vere den forste os bekjendte Mathematiker,
der virkede i Athen, den Stad, som alt nu var iferd
med at blive Midtpunktet for det greeske Aandsliv, for
dets Kunst og Videnskab og for Kampen mellem So-
fister — blandt hvilke f. Ex. Hippias fra Elis var en
dygtig Mathematiker — og Filosofer, og som i det fol-
gende Aarhundrede ogsaa blev Hovedsedet for den
mathematiske Udvikling. I selve Syditalien har den
pythagoreiske Udvikling derimod vezeret fortsat mere
ublandet, og en betydelige Mathematiker Archytas fra
Tarent, som vi freffe der lige i Slutningen af det bte
Aarhundrede, betegnes udtrykkelig som den sidste be-
tydelige Pythagoreeer, om end Skolens afsluttede Ka-
rakter paa hans Tid var ophert. Han levede i sin
Fodestad, hvor han var anset baade som Statsmand,
Heerforer og Mathematiker.

Gjennem Archytas er den ved den gamle Pytha-
goreiske Skole og dens neermeste Efterfolgere vundne
Udvikling bragt videre til dem, der iser skulde lede det
4de Aarhundredes mathematiske Arbejde, nemlig Platon
fra Athen og Eudoxos fra Knidos, idet disse begge
paa deres Studierejser til Syditalien bleve bekjendte
med og paavirkedes af Archytas. Forend jeg naermere
omtaler disse to Maend og deres Skoler, skal jeg, i Til-
slutning til mine Beméerkninger om de to foregaaende
Aarhundreder, i Almindelighed udtale om det 4de Aar-
hundrede, at det da var bleven klart, at den fulde Ngj-
agtighed forst kunde opnaas ved Dannelsen af et sammen-
hengende System. Dels ved gjentagne Forseg paa

B
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saadanne, dels ved Udviklingen af de nedvendige Me-
thoder og ved enkelte Udvidelser eller Forbedringer af
Stoffet, arbejdede man den elementzere Geometri op til
det Standpunkt, som vi finde hos Euklid. Samtidig
havde man begyndt at udvikle  en hejere Geometri,
hvori Leren om Keglesnit efterhaanden naaede storst
Betydning.

Platon (429—348) er den bekjendte store Filosof,
Sokrates’ Discipel og Stifter af den Skole, der efter
det Sted i Athen, hvor den samledes om Platon,
kaldtes Akademiet. Platons Interesse for Mathematiken
skriver sig ikke fra Sokrates, som vilde have den ind-
skreenket til de praktiske Anvendelser; men Sokrates
var heller ikke hans eneste Laerer. Efter dennes Dgd -
fik han Lejlighed til forst i Kyrene og dernsest i Syd-
italien at seette sig ind i Pythagorseernes Mathematik og
Filosofi. I Kyrene studerede han Mathematik under den
samme Leerer som og maaske sammen med en anden
Athenienser, Theaitetos, en betydelic Mathematiker,
efter hvem en af hans Dialoger er opkaldt. I Sicilien
sluttede han Venskab med Archytas. Ogsaa Agypten
besagte han.

Naar vi rigtig ville faa fat paa, hvori Platons
Indflydelse paa Mathematikens Udvikling har bestaaet,
mode vi samme Vanskelighed som ved Pythagoras.
Som Ny-Pythagorseerne ved Pythagoras, saaledes have
Ny-Akademikerne i deres Beretninger gjerne villet give
Platon Zren for det mest mulige. Selv de tilleegge
ham dog ikke personlige mathematiske Undersogelser af
videre stor Betydning, men vise derimod Tilbgjelighed
til at give ham Aren for de Methoder, som kom i Brug
paa hans Tid, og at lade ham veere Raadgiver for dem,
der gjorde de egentlige mathematiske Fremskridt. Have
disse Angivelser end ikke megen Sandsynlighed, var

2
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det i hvert Tilfelde af den storste Betydning for Mathe-
matikens Fremme, at den af Sokrates’ Disciple, som
fremfor nogen anden blev Bearer af den aandelige Ud-
vikling og drog larelystne Mennesker fra Graekernes
Lande og Kolonier til Athen, havde stor Interesse for
Mathematiken og for dens videre Udvikling. Er det end
kun en Legende, at han over Indgangen til Akademiet
skrev: «umdels dycouéronros eiolrw» o: ingen, som ikke
kan (Geometri, treede herind, saa vise selve hans Ar-
bejder, at han betragter nogen geometrisk Fordannelse
som Forudsatning for Indtreengen i Filosofien. Det er
saaledes fra den Brug, der gjeres af de fem regulere
Polyedre i en af hans Dialoger, at disse have faaet
Navnet de platoniske Legemer.

Ogsaa den neeste store Filosof Aristoteles, der
har givet sig meget af med Naturvidenskaberne, legger
Interesse for Mathematiken for Dagen uden dog paa noget
Punkt selv at vise nogen serlig mathematisk Indsigt.
De to Meends Stilling til Faget var en saadan, at Mathe-
matikerne kunde finde Plads indenfor Datidens viden-
skabelige Lav, Platons akademiske og Aristoteles’
peripatetiske Skole og i dem arbejde sammen med og
finde Forstaaelse hos andre Videnskabsdyrkere, og at
Mathematiken og Filosofien gjensidig kunde give og mod-
tage Impulser dels gjennem fredelige Forhandlinger, dels
gjennem Brydninger. Mathematiken blev derved dels
led i den hgje greeske Dannelse, dels er den Skikkelse,
som den netop vandt i denne Tid, i hgj Grad kommen
til at beere Preeget af at have udformet sig i Kredse af

fint dannede og med Hensyn til Udtrykkets Korrekthed

fordringsfulde Teenkere.

Af mere direkte Betydning for Mathematikens Ud-
vikling end disse bergmte filosofiske Skoler var dog en
mathematisk-naturvidenskabelig Skole, som paa Platons
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Tid samledes i den blomstrende Handelsstad Kyzikos
ved Marmarahavet om den som Lege, Astronom og
Mathematiker hgjt ansete Eudoxos fra Knidos. Som
ung gjestede han baade Syditalien og Agypten. Det
sidste Sted har der neppe den Gang veeret mere Geo-
metri at lere for en greesk Mathematiker. Eudoxos
har derimod som Astronom haft megen Brug for
Mgypternes eeldgamle Observationer. Disse har han
ogsaa forstaaet at benytte; han har nemlig netop For-
tjenesten af kun at grunde Astronomien paa Observation
og geometriske Undersogelser med Udelukkelse af Stjerne-
tyderi og tomme Spekulationer. I Syditalien studerede
han Medicin og Geometri, den sidste s@rlic hos Ar-
chytas.

Stifternes feelles Forbindelse med Pythagorseerne
har vistnok veeret en god Betingelse for Samarbejdet
mellem de Skoler, der sluttede sig til Platon og Eu-
doxos, et Samarbejde, der vel ogsaa fortes under Form
af Stridigheder. Forbindelsen mellem de to Skoler i
Athen og Kyzikos tilvejebragtes ikke blot ad de tilfeldige
Veje, hvortil den levende Handel mellem de to Byer
kunde give Anledning; men Eudoxos har beseggt Athen
sammen med sine Disciple, som da have hert Platons
Foredrag, og af hvilke flere siges i Filosofien at have
sluttet sig til Platon. De mest bekjendte af Eudoxos’
Disciple vare Bragdrene Menaichmos og Deinostratos.
At disse skal Menaichmos i filosofisk Tilslutning til
Platon have skrevet om Staten.

Hvilke Resultater der nu ere opnaaede i de tre her
omtalte Aarhundreder, og hvilke Former for Beviser og
Fremstilling der have udviklet sig, kan man vide ret god
Besked om ved at se, hvad der forelaa ved Begyndelsen af
den paafelgende, alexandrinske Periode, ved at se af hvilke
Setninger Platon gjor Brug i sine Dialoger, og ved at se
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hen til de af Aristoteles opstillede logiske Former.
Det Materiale, hvorom disse sidste paa den simpleste og
ngjagtigste Maade have sluttet sig, er nemlig netop
Mathematiken. De have da ogsaa sikkert netop udviklet
sig igjennem den Brug, Mathematikerne have gjort deraf,
og have indeholdt en Del af det Udbytte, som Filo-
sofien har hestet af det her skildrede Samarbejde med
Mathematiken. Naar vi i det folgende ikke blot ville
skildre det Standpunkt, som var opnaaet, under ét,
men ogsaa kunne gjore Rede for, hvad der skyldes de
enkelte, og hvorledes Ideerne efterhaanden have knyttet
sig til hinanden, bygge vi dels paa de senere Forfatieres
spredte -Op]ysninger herom, dels paa en Mathematik-
historiker fra Slutningen af selve den her omtalte Periode,
Peripatetikeren Eudemos fra Rhodos. Vel besidde vi
heller ikke hans Verk, men vigtige Uddrag deraf ere
opbevarede ved senere Forfattere. Det er ad denne
Vej, altsaa paa tredie Haand, at vi kjende det for-
nevnte Brudstykke af Hippokrates fra Chios.

Det er et uroligt Indtryk, vi have faaet ved at be-
tragte de forlohne tre Aarhundreder. Mathematiken
begynder paa Lilleasiens Kyst. Derefter tiltreekker Ud-
viklingen i Syditalien sig iseer vor Opmerksomhed.
Derneest treekker Athen ved sin hele aandelige Over-
legenhed ogsaa Mathematikerne til sig. Der er dog
sikkert vedblivende arbejdet ogsaa andensteds f. Ex. i

_ Syditalien, hvor halvandet Hundrede Aar efter Archytas

Greekernes storste Mathematiker, Archimedes, skulde
fremstaa; men med Athens hele aandelige Overherre-
domme fulgte ogsaa, at de til Athen knyttede Mathe-
matikeres Arbejde er bedst erindret. Den store Spred-
ning af det mathematiske Arbejde i den her omtalte
Tid skyldtes dels de levende Handelsforbindelser, som

——
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fandt Sted mellem de adspredte Greekere, dels de mange
Krige og politiske Uroligheder; som joge fremragende
Meend fra Sted til Sted. Under lignende Uroligheder
have ogsaa de virket, som have kunnet blive paa samme
Sted, saaledes navnlig i Athen. Samtidig ville Mathe-
matikerne have haft mange Kampe at bestaa saavel
indbyrdes som med Sofister og Filosofer.

Under disse Forhold er det, at Mathematiken dels
vandt saa stor Udbredelse til mange Egne og til alle
Videnskabsdyrkere, dels at den omgjordede sig med de
sikre Forskansninger i Bevisforelse og Fremstillingsform,
som vi den Dag i Dag saa hgjlig beundre. Ja i Bevis-
forelsen kunne vi i Reglen intet bedre gjore end at
efterligne dem; men om Fremstillingsformen maa det
siges, at Sikkerheden i den Grad var vunden paa Til-
gaengelichedens Bekostning, at den senere hen fik sin
Del i Skylden for, at det hgje Standpunkt ikke kunde
bevares, saa snart som den mundtlige Tradition tabtes,
og at den fulde Forstaaelse af de greeske Mathematikeres
Dybsindighed fegrst har kunnet gjenerhverves i den nyere
Tid, efterhaanden som selve Mathematiken, om end be-
standig under nogen Paavirkning af den greeske Mathe-
matik, atter heevede sig til samme Hgjde paa de af
Graekerne behandlede Omraader.

Den omtalte Nedgang begyndte dog ingenlunde for
Mathematikens Vedkommende, saaledes som det var
Tilfeeldet med Digtekunst, Veltalenhedskunst og .andre
Kunster, samt med Filosofien, da de ydre Vilkaar saa
veesentlig forandredes ved Alexander den Stores Dod.
Da indtraadte tvertimod Mathematikens rigeste Blomstring.
Som bekjendt overtog ved Delingen Ptolemaios, Sen af
Lagos, Agypten med den nyanlagte Stad Alexandria,
og han og hans Efterfolgere gjorde denne ikke blot til det
vigtigste Handelscentrum, men ogsaa til et videnskabe-
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ligt Midtpunkt af ferste Rang. Under ham og hans
naermeste Efterfolgere, der ogsaa bare Navnet Ptole-
maios, oprettedes Museion, hvor lerde Mend uden
Bekymring for Udkommet kunde dyrke Videnskaben.
Ptolemaierne grundlagde og forogede det alexandrinske
Bibliothek, hvori efterhaanden samledes Afskrifter af alle
de graske Arbejder af Betydenhed, som kunde opdrives.
Som paa et moderne Universitet samledes de videlystne
graeske Ynglinge i Alexandria og modtoge Undervisning
af de dervaerende Videnskabsmeend, iser i Grammatik
og Mathematik.

Disse Forhold kunde kun veere gavnlige for Mathe-
matiken, som trengte til Ro, dels for at samle de mange
spredte indvundne Resultater i faste Systemer, dels for
ret at benytte de alt vundne frugthare Synsmaader til
at hzve sig til langt storre Hgjder, end den hidtil havde
naaet. Ro behovedes til den fortsatte mundtlige Under-
visning, uden hvilken den Form, hvorved Paalidelig-
heden sikredes i de storre skriftlige Fremstillinger, vilde
gjore disse lidet tilgmngelige. Da Mathematiken nu var
voxet op til en selvstendig Videnskab, krevedes der
endvidere mathematiske Fagmeend, som ikke bestandig
behgvede at forhandle om deres Fag med Filosofferne
og selv at dyrke Filosofien. En saadan Fagdeling hos
de alexandrinske Lerde hindrede dog ikke, at samme
Mand kunde dyrke flere Fag. Dette var saaledes Til-
feeldet med Erathostenes fra Kyrene, der virkede i
den sidste Halvdel af det 3die Aarhundrede og en Tid
lang forestod det alexandrinske Bibliothek. Foruden
Filosofi og Sprogvidenskab dyrkede han Geografi — ja
den hgjere Geodewsi, idet han foretog den forste Grad-
maaling — samt Kronologi og Mathematik. Han naaede
ret vidt i disse forskjellige Fag, hvis specielle Dyrkere
dog fandt Lejlighed til at kritisere hans Arbejder og
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have kaldt ham Polyhistor Beta eller Polyhistor Nr. 2
for at betegne, at han ikke naaede den forste Rang i
nogen enkelt Retning. Den Ro, som undtes Mathe-
matikerne i Alexandria kunde dog ogsaa have sine
Farer, f. Ex. for Selvforgudelse eller Kammeraderier, og
det var derfor nappe til Skade, at den storste af den
alexandrinske Tids Mathematikere, Archimedes, ikke
levede i Alexandria men i Syrakus. Derfra sendte han
efterhaanden saavel sine fwerdige Arbejder som fore-
lobige Resultater til Alexandria, og da visse Mathe-
matikere her vilde tilegne sig nogle af disse sidste ved
bagefter at bevise dem, straffede han dem en Gang
ved at oversende nogle urigtige Resultater — som han
ogsaa fik dem til at bevise. Archimedes’ Ophold
udenfor Alexandria har igvrigt medfert den for vort
Kjendskab til hans Arbejder gavnlige Omstendighed, at
han maatte affatte skriftlig meget, som man i Alex-
andria vilde have ngjedes med at meddele mundtlig til
sine Omgangsfaller og Disciple, eller dog kun affatte i
i en for disse bestemt Skikkelse.

De Mathematikere fra denne Periode, fra hvem der
er efterladt os betydelige rent mathematiske (geometriske)
Varker, og som sikkert ogsaa ragede hejt op mellem
de andre dygtige Mathematikere, som levede paa den
Tid, ere Euklid omtrent 300 f. Chr., Archimedes
_t 212, Apollonios omtr. 200.

Fra Euklid, om hvis personlige Liv i Alexandria
man ikke véd meget, have vi foruden hans alt nevnte
Elementer et andet elementsert Skrift, som saedvanlig
kaldes med det latinske Navn «Dafa». I det mindste
delvis kjender man et Skrift om Figurers Deling, et
astronomisk Skrift, Fainomena, og med storre eller
mindre Ret tillegges ham nogle optiske Arbejder (rettere
vedrerende Perspektivlerens aller forste Elementer).
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Tabte ere hans 4 Boger om Keglesnittene og hans
to Boger om Overfladesteder, endvidere Skriftet om
Porismerne og et Skrift om falske Slutninger.
Deres Indhold maa man slutte sig til af senere Sam-
linger af Hjeelpesetninger og Kommentarer. «Poris-
merne» har saaledes indeholdt flere af de Setninger
om Transversaler og Punktrekker, som nu behandles
i den projektive Geometri.

Archimedes levede i Syrakus, hvor han var en
meget anset Mand, Ven af Kong Hieron. Ved Syrakuses
Indtagelse af Romerne fandt han sin Dod efter paa for-
skjellig Maade at have anvendt sit mekaniske Snille
under dens Forsvar. Han har sikkert i sin Tid gjaestet
Alexandria og knyttet Forbindelse med de Maend, til
hvilke han senere sendte sine Skrifter. Af disse Skrifter
ere folgende opbevarede: Om Kuglen og Cylindren;
Cirklens Udmaaling; Om Konoider og Sfaeroider;
Om Spiraler; Om plane Figurers Ligeveegt; Sand-
regning; Parablens Kvadratur og Om Legemer,
som svomme paa en Veaedske, det sidste dog kun i
latinsk Oversettelse. Gjennem senere gramske Forfattere
og gjennem arabisk Overlevering haves fremdeles nogle
Brudstykker, af hvilke vi skulle naevne et Arbejde om
halvreguleere Polyedre og en Rekke geometriske Swt-
ninger «De Archimediske Hjelpeseatninger». Disse sidste
ere maaske dog tildels af nyere Oprindelse.

Apollonios fra Perge har sikkert virket i Alex-
andria. Af ham er opbevaret 7 af de 8 Beger, han
har skrevet om Keglesnittene; de 4 forste haves paa
Graesk, de 3 nwmste kjendes gjennem arabisk Oversaet-
telse. Ad samme Vej er os bevaret et Skrift om For-
holdssnittet, medens vi kun ved senere Meddelelser
vide Besked om Skrifterne om det bestemte Snit,
Arealsnittet, Beroringer og Indskydninger.




1. Historisk Overblik. 25

Blandt de 3 store Mathematikeres samtidige og
aller nsermeste Forgengere og Efterfolgere ville vi komme
til at nsevne Aristaios, der var lidet aldre end Euklid
og har skreven nu tabte Arbejder om rumlige Steder
og om regulere Polyedre, endvidere den om-
talte Eratosthenes, Nikomedes, der levede mellem
Archimedes og Apollonios, samt Diokles, Per-
seus og Hypsikles. Den sidste har skrevet en Bog
om regulere Polyedre, der i de sadvanlige Udgaver af
Euklid findes optagen som 14de Bog. For de gvriges
Vedkommende kjende vi kun af senere Forfatteres Om-
tale nogle tabte Skrifter eller enkelte Resultater.

Fra den alexandrinske Tid maa endnu neevnes en
mathematisk Forfatter Heron fra Alexandria, omtrent
100 for Chr. (andre swmtte dog hans Levetid en Del
tidligere), af hvem vigtige Arbejder ere opbevarede.
De indeholde vel ikke mange veesentlige videnskabelige
Fremskridt, men faa stor Betydning for os derved, at
de vise os, hvorledes de Beregninger, hvortil de mathe-
matiske Undersogelser forte, virkelig bleve gjennemforte,
og hvorledes de videnskabelige Resultater, som i de
strengere mathematiske Arbejder meddeltes i almindelige
og abstrakte Former, lode sig anvende praktisk. For-
uden om forskjellige fysiske og mekaniske Instrumenter
har han navnlig skrevet om Landmaaling, idet han
medtog saadanne geometriske Definitioner og Seetninger,
som han havde Brug for. Dertil er knyttet en rig Sam-
ling af nummeriske Opgaver, loste med storre eller
mindre Ngjagtighed efter rigtige graeske Formler eller
wgyptiske Tilnermelsesformler. Hans Arbejder have
spillet en stor Rolle som Vejledning ved Landmaaling
og anden praktisk Anvendelse af Geometrien i de lange
Tider, da man ikke forstod at treenge ind i den exakte
greeske Geometri eller slet ikke kjendte den. Det er
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derfor ikke underligt, at de i Tidens Leob have faaet
saa mange Tilseetninger, at det ofte kan vesere vanske-
ligt at se, hvor meget der oprindelig tilhorer Heron.
Man kan end ikke med Sikkerhed afgjore, hvad der er
forskjellige Omdannelser af samme Verk af ham, og
hvad der ogsaa oprindelig har hert til forskjellige
Veaerker.

Blandt de mange forskjellige Anvendelser af Mathe-
matiken er der en bestemt Klasse, som ogsaa efterat
den theoretiske Mathematiks gvrige Udvikling var
standset, vedblev at fremme enkelte Sider af denne,
nemlig Anvendelserne paa Astronomien. Skjent vi
ikke kunne indlade os paa Astronomiens Historie, skulle
vi her samlet anfore de astronomiske Forfattere fra for-
skjellige Tider inden for den graske Oldtid, hvis Ar-
bejder have faaet Betydning for Mathematiken.

Vi have allerede sagt, at Eudoxos, hvem Mathe-
matiken skylder de dybestgaaende Methoder, ogsaa grund- 1
lagde en videnskabelig Astronomi. Fra den alexandrinske
Tid maa foruden Eratosthenes neevnes Aristarch fra
Samos, der allerede har opstillet den Verdenshypothese,
hvis Gyldighed halvandet Aartusende senere blev paa-
vist af Koppernikus, endvidere omkring Aaret 150 f.

Chr. Hipparch, der var Oldtidens storste observerende
og beregnende Astronom. Blandt senere Astronomer
maa i Mathematikens Historie nmvnes Menelaos fra
Alexandria fra sidste Halvdel af det forste Aarhundrede
efter Chr. og navnlig den et halvt Aarhundrede yngre
Ptolemaios, gjennem hvis «Store Sammenstillings
(ueyddn obvragis), mest bekjendt under det fordrejede
arabiske Navn Almagest, vi fuldstendigst kjende den
graeske Astronomi (herunder det saakaldte ptolemsiske J
Verdenssystem) og den dertil afpassede geometriske
Beregningskunst.
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Paa de sidst anforte Forfatteres Tid var imidlertid
Udviklingen af de Astronomien mindre vedkommende
Retninger, hvori den greeske Mathematik havde naaet
sin veesentligste Storhed, standset. For at forstaa de
Grunde hertil, som laa i dens egen Beskaffenhed, maa
vi forst leere den selv at kjende. Her kunne vi kun frem-
heeve, at de gunstige ydre Forhold, hvorunder der ar-
bejdedes i den forste Del af den alexandrinske Periode,
vare ophorte. Videnskabsmeendene vare allerede mindre
godt stillede under en enkelt af de senere Ptolemaiere,
end under de forste Konger af dette Navn; men de
gunstige Forhold endredes helt, da Romerne midt i det
sidste Aarhundrede for Chr. bleve Herrer i Alexandria,
som de vare blevne det de fleste andre Steder, hvor
Grekerne vare bosatte. I Mathematiken viste de sig
nemlig ingenlunde som leervillige Disciple af de over-
vundne. I Tidernes Lob undergik det alexandrinske
Bibliothek, der skulde have tjent til at bevare det
vundne videnskabelige Udbytte, forskjellige Ildebrande.
Naar Alexandria ikke desto mindre vedblev at vaere det
Sted, hvor Forstaaelsen af den gamle Mathematik glimt-
vis blussede op, hewnger dette sikkert sammen med, at
det bestandig var der, at endnu flest Arbejder op-
bevaredes. Der levede saaledes Pappos i Slutningen af
det tredie Aarhundrede efter Chr. Han var vel ikke
nogen stor Mathematiker i Sammenligning med dem,
som i Ptolemaiernes Tid havde virket paa samme Sted;
men hans «<mathematiske Samlinger» ere blevne af
uvurderlig Betydning ved de Oplysninger, som de direkte
og indirekte ved Reekker af Hjeelpeseetninger have bragt
os om de store graeske Mathematikeres nu tabte Varker.

I en enkelt Retning af Mathematiken er der dog
endnu paa Pappos Tid frembragt noget nyt, nemlig i .
Arithmetiken. Fra Mellemtiden mellem de store Mathe-
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matikere og Pappos have vi Arbejder af flere arith-
metiske Forfattere, blandt hvilke navnlig Nikomachos
(omtr. 100 efter Chr.) ned stor Anseelse. Han har
skrevet en opbevaret Indfeoreise i Arithmetiken.
Det er dog vist neermest, fordi videregaaende arithmetiske
Undersogelser ikke passede ind i Rammerne for de op-
bevarede Arbejder fra den bedste Tid, at han og nogle
andre arithmetiske Forfattere have kunnet bringe os
noget nyt. Derimod indtage de Arbejder, som ere op-
bevarede fra Pappos’ Samtidige Diofantos, en saadan
Seerstilling, at vi deri maa se en virkelig Udvidelse af
den graeske Arithmetik. Fra hans Haand have vi det
meste af et stort Veerk «om arithmetiske Sager».
Om et lille Skrift om Polygonaltal har udgjort en Del
af det storre, vides ikke.

2. Den pythagorziske Mathematik.

Naar vi nu skulle vende os til det mathematiske
Indhold af den greeske Geometri og ville begynde med
den eldste Tid, er det kun yderst lidt, vi faa at vide
om det 6te Aarhundrede. Ganske vist er der forskjel-
lige Seetninger, som Eudemos allerede tilleegger Thales.
Blandt disse kan han godt have kjendt den, at en
Periferivinkel i en Halveirkel er ret, hvad enten han
har fundet den selv eller faaet den fra Agypterne.
Den fremgaar nemlig let af den igjnefaldende Om-
steendighed, at en Cirkel kan omskrives om et Rekt-
angel. Derimod er det vanskeligt at finde nogen Mening
i, at Eudemos tillegger Thales den Sewtning, at en
Cirkel halveres af en Diameter; thi man kan neppe
have begyndt med at ville bevise noget saa igjne-
faldende. Eudemos kan derimod have ment, at Thales
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nodvendigvis maa have kjendt den samme Seetning, der
paa Eudemos’ egen Tid ansaas for nedvendig til at
bevise Swmtningen om Periferivinkler i en Halveirkel.
Paa lignende Maade kan det forholde sig med de lige-
ledes af Eudemos neevnte Sewtninger, at Topvinkler
eller Vinkler ved Grundlinien i en ligebenet Trekant ere
lige store, eller at en Trekant er bestemt ved en Side
og to hosliggende Vinkler. Navnlig den sidste Seetning
faar forst sin Betydning som theoretisk Seetning, naar
den fremkommer i sin naturlige Forbindelse med andre
lignende. Da der intet meddeles om Thales’ Kjend-
skab til saadanne, staar Sagen rimeligvis i Forbindelse
med, at Traditionen har tillagt Thales visse praktiske
Operationer, til hvis theoretiske Begrundelse denne Seet-
ning behoves. Herved kan der tenkes paa de Thales
tillagte Bestemmelser af Afstande til utilgengelige Punkter
eller Hojdemaaling ved Skygger. Satningen kunde
nermest tyde paa, at han har udfert disse ved kon-
gruente Trekanter. gypternes Bestemmelse af en
Pyramidekants Heldning tyder paa, at de dertil forstode
at benytte ligedannede Trekanter, altsaa vare videre
end Thales; men denne har dog Zren for blandt Gree-
kerne at have begyndt mathematiske Undersggelser.
Hvorvidt man dernsst naaede allerede i det 6te Aar-
hundrede, ses bedst af, hvad man i det neeste havde at
bygge videre paa. Naar Pythagorserne saaledes fandt
de 5 reguleere Polyedre, har dette kreevet ikke ganske
ubetydelige geometriske Forudsztninger.

Langt mere tilfredsstillende Oplysninger foreligge
om Pythagormernes Mathematik. Ere disse end
ikke blot upaalidelige med Hensyn til, hvad der tilherer
Mesteren og hvad hans Disciple, men muligvis ogsaa
tilbojelige til at tillegge disse meget, som blot fremkom
paa deres Tid, give de dog den, der er fortrolig med
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den senere greske Mathematik, et saa sammenhangende,
tydeligt og forstaaeligt Billede af dennes forste Trin, af
‘de Bestrabelser, som tidlig vare oppe, og som senere
have sat sig et varigt Preeg i den greeske, ja i hele den
senere Mathematik, at de fortjene at samles. Derved
vil man faa fat paa Grundlaget for de paafslgende Ar-
bejder i Slutningen af samme Aarhundrede og tillige
opnaa ret at forstaa deres Hensigt, og derved vil ogsaa
hele den Skikkelse, som man navnlig i det folgende
Aarhundrede gav Mathematiken, finde sin Forklaring.
Ifolge Eudemos’ Beretning have Pythagoraeerne
for det forste «haevet Geometrien til en virkelic Viden-
skab, idet Pythagoras betragtede sammes Grundlag fra
et hgjere Synspunkt og udforskede dens Leeresatninger
mere immaterielt og intellektuelt. Han har endvidere
opdaget de irrationale Sterrelser og Konstruktionen af
de kosmiske Figurer» (de regulere Polyedre). Til de
mere specielle Oplysninger, som vi faa fra andre For-
fattere, hegrer — foruden nogle mere filosofiske end
mathematiske Definitioner paa Punkt, Linie, Flade og
Legeme —, at Pythagoraerne vidste Besked om Vinkel-
summen i en Trekant og om Planens Inddeling i (rime-
ligvis regulere) Polygoner, hvoraf om et Punkt 6 Tre-
kanter eller 4 Firkanter eller 3 Sexkanter. De skulle
have fundet paa de saakaldte Fladeanleg, hvorved man,
som vi skulle se, forstod Lesning i geometrisk Form af
Ligninger af anden Grad, og de kjendte Konstruktionen
af en Polygon ligestor med én og ligedannet med en
anden. Der berettes om en Pythagoraer, at han gjorde
sig skyldig i den Forbrydelse mod Skolen at robe «Seet-
ningen om 12 Femkanter i en Kugle». Det kan end-
videre neevnes, at som pythagoreisk Meerke angives det
saakaldte Pentagram, det er en uegentlig reguleer Fem-
kant, hvis Sider ere Korder i den omskrevne Cirkel til
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. L
Buer af Storrelsen %1 Medens enkelte Tilfzelde af den

Seetning, som den Dag i Dag kaldes den pythagorwiske,
vistnok have veret kjendte tidligere, tilskrives den al-
mindelige Sextning dem, endvidere en af Reglerne for
Dannelsen af rationale Tal paa Siderne i en retvinklet

in2_ 2
Trekant, nemlig Tallene a, & 2—1) 0g (af;—_l)’ hvor

i o a\?
a er et ulige Tal, medens Tallene a, (E) — 1 og

2
(%) -+ 1, hvor a er et lige Tal, tillegges Platon. Det

siges, at Pythagoraerne kjendte de tre Proportioner, nem-
lig den arithmetiske, den geometriske og den harmoniske,
endvidere Trekantstallene, 9: Summen af de forste Tal i
den naturlige Talreekke, og at de overhovedet gave sig
af med Differensraeckker. Endelig siges Pythagoras at
have gjort Tallet til alle Tings Princip, og Pythagorseerne
have beskjeftiget sig med Undersogelser af visse hele
Tal, saasom «venskabelige Tal», der ere Summerne af
hinandens Faktorer, og «fuldkomne Tal», der ere Sum-
mer af deres egne Faktorer (som 6 =1 2 -+ 3).
Endelig skal Pythagoras have knyttet Arithmetik og
Musik til Geometrien.

Vi skulle tale udforligere om flere af disse Emner
og deres Vigtighed i den greske Mathematik, men skulle
forst kort angive Sammenhsengen mellem Emnerne og
den gode Overensstemmelse af Opgivelserne, som skrive
sig fra Kilder af forskjelligt Veerd.

Forst kunne vi leegge Meerke til Bestreebelserne efter
klart at skjelne Begreberne Punkt, Linie o.s.v. Det
ses ogsaa, at man allerede var i Besiddelse af Vinkel-
begrebet. Heraf har man gjort Anvendelse saavel ved
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Planens Deling som ved Underseogelsen af, hvilke regu-
leere Polyedre der overhovedet vare mulige. Der
var vel meget Arbejde at gjore, inden man kunde
naa til en saa fuldkommen Bestemmelse og Konstruk-
tion ogsaa af Dodokaedret og Ikosaedret som dem,
vi finde hos Euklid; men det forste Skridt hertil, Kon-
struktionen af den regulere Femkant, blev gjort, og
man satte kjendelig Pris paa at have naaet det. I
Konstruktionen af Femkant- eller Tikantsiden haves
allerede det Exempel paa geometrisk-Losning af en
Ligning af anden Grad, som spiller den storste
Rolle hos Euklid. At Pythagoreseerne imidlertid ikke
ere blevne staaende ved dette ene Tilfeelde, fremgaar .
ikke blot af den almindelige Omtale af Fladeanleeg, men
ogsaa af den serlige Omtale af den, som vi skulle se,
for disse saa betydningsfulde pythagoreseiske Lere-
setning og af en dertil lige saa vigtig Konstruktion.
Dertil har da ogsaa knyttet sig Opdagelsen af, at Lig-
ninger af anden” Grad gave Anledning til inkommen-
surable Storrelser, nummeriske Ligninger til irratio-
nale Sturrelser (hvormed vi bestandig ville betegne saa-
danne, som ere inkommensurable med den brugte En-
hed). Om end en Del af deres taltheoretiske Under-
sogelser kunne have veaeret en Fortsaettelse af Baby-
loniernes Talmystik, gik andre ud paa at danne saadanne
kvadratiske Ligninger, hvor Irrationaliteten undgaas.

I almindelige Undersggelser lader irrationale Stor-
relser sig dog nu en Gang ikke undgaa. Derved blev
imidiertid de hidtil benyttede mathematiske Begrundelser
upaalidelige, hvad det er Pythagorseernes store For-
tjeneste at veere blevne opmaerksomme paa. Man
kjendte nemlig vel Proportioner og har rimeligvis i en
eller anden Form tidlig anvendt dem; men for Eudoxos’
Tid kunde herved kun veere Tale om Ligestorhed mellem
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Forhold mellem hele Tal, eller disse Forholds Ligestor-
hed med Forhold mellem geometriske Sterrelser, som
folgelig maatte veere kommensurable. Man gjorde Brug
af de simple Regninger, f. Ex. Multiplikation, og vidste
som ZAigypterne, at f. Ex. et Rektangel, naar Flade-
enheden er Kvadratet paa Leengdeenhed, bliver Produkt
af Siderne; men hvis Siderne ere inkommensurable,
bliver ikke blot Beviset ved Inddeling i Kvadrater
ubrugeligt, men selve Seatningen meningslos, da det
vilde stride mod det ved sedvanlig Regning dannede Be-
greb om et Produkt, at Faktorerne vare irrationale Tal.

Det er denne Vanskelighed, Pythagorzerne og med
dem de folgende greaeske Mathematikere kom ud over
ved en geometrisk Fremstilling af almindelige
Storrelser. Det kan vel i forste jeblik se ud, som
om herved kun er lidet vundet, da en vilkaarlig tegnet
Linie lige saa vel har en bestemt Storrelse som et vil-
kaarlig valgt Tal. Den tegnede Figur benyttes imidlertid
kun til at fastholde den Figur, der beskrives, og paa
denne kunne Sterrelserne have alle de Veaerdier, som
stemme med Beskrivelsen. Fremstillingen af en Stor-
relse ved Lengden af en Linie kan derved, som Alge-
braens Fremstilling ved et Bogstav, anvendes paa kon-
tinuert varierende Sterrelser. Grakerne kjendte dog lige
saa lidt til negative som til imaginere Storrelser; men
Trangen til de forste bliver noget mindre derved, at
selve Figurens Variationer tildels kunne bringe  de
samme Almindeliggjorelser, som vi nu opnaa ved Brug
af negative Sterrelser.

Det vil af disse Bemarkninger forstaas, at Opera-
tionerne med de geometrisk fremstillede Starrelser spille
en lignende Rolle som vore algebraiske Operationer.
Vi ville derfor kalde Leeren om disse geometriske Opera-
tioner den geometriske Algebra. Den skal her

3
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fremstilles saaledes, som vi kjende den dels fra anden
Bog af Euklids Elementer, dels fra den Brug, der
gjores af den overalt i den greeske Mathematik, sewrlig
hvor man nu bruger Ligninger af anden Grad. Baade
hos Euklid og andensteds ligger den til Grund for saa
meget, at der ogsaa heri haves et Bevis for den Alde,
som vi tillegge den i Overensstemmelse med Beret-
ningen om Pythagoraernes Kjendskab til Fladeanlegene.
Dens Anvendelighed paa hvilkesomhelst Sterrelser, ir-
rationale saavel som rationale, og dens deraf folgende
meget abstrakte Natur stemmer godt med Eudemos’
Ytring om Pythagoras’ immaterielle Behandling af
Geometrien.

Det er dog nok muligt, at denne abstrakte Natur
ikke fra forst af var saa bevidst og udpreget, som den
var bleven paa Eudemos’ Tid og er det hos Euklid.
Tvertimod er det naturligt og stemmer godt med Beret-
ningerne om Pythagoreernes Sammenknytning af
Geometri og Arithmetik at antage, at den tilsvarende
geometriske Behandling af hele Tal, som hos Euklid
tildels fremtraeder som en Anvendelse af den alminde-
ligere geometriske Algebra, er gaaet forud. I de neer-
liggende geometriske Fremstillinger af Egenskaber ved
hele Tal, med hvilke man er begyndt, har man da haft
en Fremstillingsform, som af sig selv blev lige saa an-
vendelig paa almindelige kontinuerte Storrelser. Dette
er man da forst efterhaanden bleven sig fuldt bevidst.
Af denne Grund ville vi forst tale om Greekernes geo-
metriske Arithmetik som Indledning til den geo-
metriske Algebra.




3. Den geometriske Arithmetik.

I vore Lereboger i Arithmetik treffer man jevnlig
et geometrisk Bevis for, at i et Produkt af hele Tal
Faktorernes Orden er ligegyldig. Det bestaar i, at man
skriver Enhederne eller Punkter, som fremstille disse,
op i et Rektangel. Hver vandret Reaekke indeholder
Multiplikandens Enheder, og Raekkernes Antal er Mul-
tiplikator. Ombytning af Raekker og Piller giver da
Ombytning af Faktorerne. Benytter man i Stedet for
Enere smaa Kvadrater med Siden 1, har man samtidig
bevist den geometriske Setning, at Storrelsen af et
Rektangel udtrykkes ved Produktet af Siderne. Hyvis
man derimod undlader at vealge en bestemt Enhed, faar
man, naar Siderne ere kommensurable, at to Rekt-
angler forholde sig som Sidernes Produkter.

Fra denne Fremstilling haves de af Greekerne
jevnlig brugte Benmvnelser: rektangulere eller plane 5
Tal, som ere sammensatte af to Faktorer, og den endnu
brugelige: Kvadrattal. Rektanguleere Tal kaldes lige-
dannede, naar Faktorerne ere proportionale; de for-
holde sig da som to Kvadrattal.

Af det Kvadrat, som fremstiller et vist Kvadrattal
(n?), faas det naeste (n + 1)2 ved langs de to Sider at
leegge 2 n nye smaa Kvadrater og endnu et i den derved
opstaaende indadgaaende Vinkel. Hele denne Udfyldings-
figur, saavel som i Almindelighed en Figur, der frem-
kommer som Differens mellem ligedannede og ligedan
beliggende Figurer med en Vinkelspids til Faellespunkt,
kaldes et Gnomon. Detle bliver i nerverende Tilfelde
2n -4 1. Man finder paa denne Maade, at Kvadrat-
tallene kunne dannes som Summer af de feorste ulige
Tal. Lader man 27 -+ 1 selv vere et Kvadrattal, faas
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den Bestemmelse af rationale Sider i en retvinklet Tre-
kant, eller den Lgsning af den ubestemte Ligning

x2+y2:‘5’2

i hele Tal, som (S. 31) tillagdes Pythagoras. Den, som
tillagdes Platon, faas ved at lade Gnomon have Bredden 2.

Ved at lade Gnomon have en vilkaarlig Bredde faar
“man den almindeligste Losning af samme Ligning i hele
Tal. For at opnaa dette benytter Euklid i 1ste Hjelpe-
seetning til Nr. 28 af 10de Bog en Omdannelse, til hvilken
i vort algebraiske Sprog nermest vilde svare en Ind-
farelse af nye ubekjendte z + # =u, 2 —x =10 (2
Gnomons Bredde = v), hvorefter « v skal vare et Kvadrat
y?. For at slutte os narmere til Euklid, der paa dette
Standpunkt kan statte sig paa deni2den Bog udviklede
geometriske Algebra, ville vi af denne allerede her an-
fore hans 2den Bog 6, til hvilken vi snart skulle komme.
Den udsiger (se i det folgende S. 42), at naar C er
Midtpunktet af Linien AB, D et Punkt af denne Linies
Forlengelse, er

AR B —— G2 5 CB2

(o: med foranstaaaende Betegnelser u v = 2% — 22).
Skal her alle Linier fremstille hele Tal, maa for
det forste AD (=u) og BD (= v) begge vaere lige Tal
eller begge ulige Tal, forat AB=2 CB (ellery, —v=2x)
kan blive lige, Den ngdvendige og tilstreekkelige Be-
tingelse for, at Gnomon AD . B D bliver et Kvadrattal,
er dernsest, at AD og B D fremstille ligedannede Tal,
eller i vort Sprog, at AD =am?, BD = an? altsaa

2 _|_.pn2 m2 — n2
e C]):a—nl—ghn—,:ﬁ: CB:aZL—QL,y:a.mn.
Det er, som vi skulle se, til Tals Fremstilling ved

Rektangler og Kvadrater, at Grundlaget for den geo-
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metriske Algebra knytter sig; men den geometriske
Arithmetik har ogsaa benyttet andre Figurer. Vi have
set, at der er tillagt Pythagorzerne Kjendskab til
Trekantstal. Derved forstaas Summer af de forste
Tal i den naturlige Talreekke, idet de enkelte Tals Enere
afseettes som Raekker af Punkter under hinanden, saa-
ledes at de danne en Trekant. Det er let at se, hvor-
ledes denne Fremstilling har kunnet bruges til virkelig
Udregning. Man behaovede nemlig blot at lagge en
anden kongruent Trekant, dannet af Punkter, ved Siden,
saaledes at der dannes et Parallelogram. I det der da
bliver lige. mange Punkter i hver Raekke (n -+ 1, naar
der er n Reekker Tal), bliver Antallet af Punkter i Paral-
lelogrammet, altsaa det dobbelte Trekantstal, n (n - 1).
Det ses, at Fremgangsmaaden er ganske den samme
som den algebraiske at addere Differensrackken i omvendt
Orden til den selv.

Da Enheden, som i denne Raekke er Differens, kan
veelges vilkaarlig, og da en konstant Addend i hvert
Led blot giver et Produkt, som skal fgjes til Summen,
har man nu let kunnet summere en vilkaarlig Dif-
ferensraekke. Iovrigt kan Differensen ogsaa som i
hosstaaende Figur afsettes som et
Liniestykke, der umiddelbart be-
tegner en vilkaarlig Sterrelse. Af — . . fre o L] "
en videregaaende Undersogelse af
Differensraekker, som Archimedes
foretager i Skriftet om Spiralerne, ses det, at Summa-
tionen har veeret foretaget paa en saadan Maade.

Idet vi vende tilbage til Enernes Fremstilling ved
Punkter, skulle vi endnu nesevne et navnlig ved Niko-
machos kjendt Middel til geometrisk Fremstilling af
Differensreekker med forste Led 1 og med et vilkaarligt
helt Tal (» — 2) til Differens. Det bestaar i Anvendelse

e ===~~~ -~= = |
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af de saakaldte Polygontal (r-kantstal). Man afsatter
andet Led (» — 1) som Punkter, der med et fast Punkt
danne en r-kant. For det faste Punkt som Feellespunkt
udfyldes denne Polygon til en Raxkke ligedannede
r-kanter ved en Raekke Gnomoner, hvoraf hver frem-
stiller et Led i Raekken. For r = 4 faas Firkants-
tallene, eller, da Firkantens Form er ligegyldig, de for
naevnte Kvadrattal.

Den her. omtalte geometriske Arithmetik har man
ogsaa udstrakt til Rummet. Rumlige Tal ere saa-
danne, som fremstilles ved et Parallelepipedum, altsaa
Produkter af 38 Faktorer. FEre disse lige store, faas
Kubiktal. I to ligedannede rumlige Tal ere Fak-
torerne proportionale, Tallenes Forhold altsaa ligt det
mellem to Kubiktal. Et Pyramidaltal er Summen af
en Rakke 7r-kantstal begyndende med 1. Polygonerne
teenkes lagte over hinanden, saa de danne en Pyramide
(Kuglestabel). -

4. Den geometriske Algebra.

En almindelig, rational eller irrational, Storrelse
fremstilles forst ved en ret Linies Lezengde. Addition
og Subtraktion af saaledes fremstillede Sterrelser fore-
tages ved at afsette dem paa Forlengelsen af eller paa
hinanden. Et Exempel paa virkelic Brug af denne
Fremstilling have vi nys haft i den Summation af
Differensraekker, som vi leerte at kjende ved Archimedes.

Den kan overhovedet bruges til Anskueliggjorelse af
Ligninger af forste Grad med hele Koefficienter — eller
blot med rationale, da de saa kunne gjores hele. “

Multiplikation af to almindelige Sterrelser har efter

sit umiddelbare Begreb ingen Betydning. Man hjalp sig
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imidlertid ved paa de almindelige Storrelser at overfore
den geometriske Fremstilling af et Produkt af to hele
Tal, som vi alt have leert at kjende. Man udvidede
dog ikke som i den moderne Mathematik selve de
arithmetiske Begreber Multiplikation og Produkt; men i
Stedet for om Produktet af de almindelige Sterrelser
talte man om og opererede med Rektanglet af de to
Linier, som fremstille Faktorerne. Som Vejledning i
Behandlingen kunde man dog, paa Grund af den der-
med ensartede Fremstilling af virkelige Produkter af
hele Tal, bestandig bruge den arithmetiske Behandling
af disse. Det kan derfor ikke vildlede, at jeg i det
folgende ved @ b og a? betegner Rektanglet af a og b
og Kvadratet paa a.

Man har saaledes faaet en ny geometrisk Frem-
stilling af Sterrelser nemlig som Arealer, forelgbig af
Rektangler og Kvadrater. For at addere og subtrahere
dem maatte man skaffe dem en feelles Side, og det
skulde ske uden Brug af Proportionslaeren; thi den, som
man havde i det Hte Aarhundrede, var grundet paa
udelukkende Brug af kommensurable Sterrelser. Ind-
forelsen af en Side i et Rektangel foretoges ved Hjeelp
af folgende Seetning. Et Rektangel deles ved Paralleler
med Siderne gjennem et Punkt af en Diagonal i fire
Rektangler, af hvilke de to, som ligge paa hver sin
Side af Diagonalen, ere lige store (se i det folgende
Fig. S. 40—42). Er det ene af disse det givne, er det
let at give det andet en given Side. Denne Konstruk-
tion, der svarer til algebraisk Division som Konstruktion
af et Rektangel med givne Sider til Multiplikation, har
faaet det seerlige Navn Fladeanlag (magapols)), eller
simpelt Fladeanleg i Modseatning til det efterfolgende

elliptiske og hyperbolske Fladeanleeg. Den dertil be-

nyttede Figur har, som vi snart skulle se, ogsaa andre
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vigtige Anvendelser. Den Del af Figuren, som bestaar
af de to lige store Rektangler og et af de andre (f. Ex
C B E M paa Fig. S. 41) kaldes, her som i den geome-
triske Arithmetik, Gnomon.

Den her anforte Swtning findes og anvendes paa
den angivne Maade i Euklid I, 43—44, hvor den dog
fremtreeder i en noget almindeligere Skikkelse, idet
Rektanglerne ere ombyttede med Parallelogrammer med
lige store Vinkler. I Euklids 2den Bog opereres der-
imod med Rektangler. Nogen Vejledning i den Brug,
som man, i Henhold til Meddelelserne om Pythagorser-
nes Kjendskab til Fladeanleg, maa have gjort af denne
Bogs Setninger lenge for Euklid, maa vi imidlertid
soge i hans 6te Bog, hvor Anvendelserne dog fore-
komme i almindeliggjorte Skikkelser, som forst skyldes
Euklid eller hans nzrmeste Forgengere.!

Et Rektangel, hvis Sider selv ere Summer, bliver
Summen af alle de Rektangler, som til Sider have et .
Led i hver af de givne Summer. 1 Stedet for den
moderne Formel

(@ +b)2=a%-}- b2 | 2ab.

traadte hosstaaende Figur (Euklid II, 4):

ab

! Betydningen af Almindeliggjorelsen vil blive forklaret i vort
16de Afsnit,
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Den’ Opgave, som man nu vilde fremstille ved Lig-
ningen
QAL =2 — 2 (1)

udtrykte de gamle saaledes: Langs en given ret
Linie A B (= a) at l®gge et Rektangel A M lig et
givet Kvadrat (b2) saa- i - -

ledes, at det (i Rekt- = ; T
anglét ar paa AB) mang- | »I /
lende Areal bliver et K / al
Rl

=
1

Kvadrat (BM = x?2). J
Denne Konstruktion, der NL’/_/:_—J‘JE
kaldes det elliptiske :
Fladeanleg (af &lewps, Mangel), findes ved at fore
den Figur, ved hvilken Opgaven loses, tilbage til den
foregaaende. Er nemlig C Midtpunktet af A B, og legges
Rektanglet C A hen paa Siden D B (som D E), viser
det sig, at Rektanglet A M bliver lige stort med et
Gnomon, nemlig Differensen mellem Kvadraterne paa
B C og paa C D, eller i vor Algebras Sprog, at

Cabe SGH ﬁ)L(ﬁ_ )
b? —ax—2 <2 5 —®)

Idet nu b og C B = 2 ere bekjendte, kan man finde

2
ChHi— %— 2 ved den Pythagoriske Learesetning og
derved .

At man har lgst Opgaven omtrent saaledes, kan
man slutte af Euklid VI, 28, hvor den dog forekommer
1 en almindeligere Skikkelse. Selve den benyttede Om-
dannelse er godtgjort i Euklid II, 5, som udsiger, at
naar C er Midtpunktet, D et andet Punkt af A B, er "

AD.DB+ CD*=C B,
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Umiddelbart giver denne Seetning Lgsningen af den
samme Opgave, stillet i en anden Form, nemlig: Del
en given Linie A B i to Stykker, som danne et
Rektangel med givet Areal (hvilket vi dog forelobig
for at kunne bruge den Pythagoreiske Leereseetning an-
tage givet som et Kvadrat 62). Af Euklids Data 85
kunne vi se, at de gamle ogsaa have kjendt Opgaven
i denne Skikkelse, der er den geometriske Form for
den Opgave at bestemme to Storrelser, hvis Sum og
Produkt ere givne. I denne faldt en Ulempe, som var
forbunden med de gamles forst anferte Fremstilling af
Opgaven i Form af et elliptisk Fladeanleeg, nemlig at
de seedvanlig kun meddelte den ene Losning af Ligning (1),
bort af sig selv.

Ganske paa samme Maade giver Euklid i II, 6 en
(i VI, 29 indbefattet) Losning af Ligningen

ax -+ x?= b2, 2)
som de gamle udtrykke saaledes: Langs en given
Linie A B (= a) at legge et Rektangel A M lig et

givet Kvadrat (62)
@ B D sasledes at: det
i, : (over Rektanglet a x
M paa A B) oversky-
¢ dende Areal B M
3 bliver et Kvadrat
i (22). Denne Konstruk-
tion kaldes det hy-
perbolske Flade-
anlaeg (af dmegfody, Overskud). Er Opgaven:lest, og
er C Midtpunktet af A B, omdannes Rektanglet A M til
et Gnomon ved Flytning af Rektanglet A C hen til Stil-
lingen G M. Man finder ogsaa her, hvor D er et Punkt
af A B's Forlengelse, at
A B — D2 — C B2

P
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Denne geometriske Omdannelse falder sammen med
den algebraiske, hvorved man nu leser Ligning (2)

nemlig
» a 2 a 2
b‘Z:a,r—L,ﬁ‘Z:(— 7”> — (—) .
| 5 - ;

e
CD (:%—{ 7) kan derneest bestemmes ved den py-

thagoreeiske l.eresatning.

Euklids Setning II, 6 indeholder umiddelbart Los-
ningen af den samme Opgave i en anden Skikkelse,
nemlig den at bestemme to Linier (A D og B D), hvis
Differens og hvis Rektangel ere givne (Rektanglet
= Kvadratet b2), der er den geometriske Form for den:
at bestemme to Sterrelser, hvis Differens og Produkt
ere givne. Da Opgaven ogsaa forekommer i denne
anden Skikkelse hos de gamle (se Euklids Data 84),
er det uden Betydning, at der ikke hos dem findes
nogen Form, hvis Ordlyd ligesaa umiddelbart gjengiver
Ligningen

GGa—— 0 —

(3)

2
som Fladeanleeggene Ligningerne (1) og (2). Om vi i
vort algebraiske Sprog faa Ligning (2) eller (3), beror
nemlig kun paa, om vi i vor moderne Omskrivning af
Euklid II, 6 seette

BD=zx eller AD—=—cz.

Vi se saaledes, at de gamle have behandlet alle
Former for Ligninger af 2. Grad, som give positive
Rodder, og om andre kunde der ikke veere Tale, da
negative Sterrelser vare et ubekjendt Begreb. (Ellers
kunde II, 5 og II, 6 vare forenede til en S@tning). For
den her meddelte geometriske Lpsnings Skyld forud-
satte vi dog, at det givne Led, som for Homogenei-




44 Den greeske Mathematik:

tetens Skyld i hvert Fald maatte vare et Areal, var
givet i Form af et Kvadrat, og Lesningen fuldbyrdedes
da ved den saakaldie pythagorwmiske Leeresetning. Den
sidste, hvoraf i det mindste specielle Tilfeelde vare
kjendte allerede af /Egypterne, tillegges Pythagoras,
uden at man dog véd noget om, hvorledes han har be-
vist den. Beviset kan muligvis vaere fort ved Brug af
ligedannede Trekanter og altsaa med den da kjendte
Proportionsleere kun have veeret exakt, naar Siderne
vare kommensurable; thi Indferelsen af de almengyldige
geometriske Begrundelser var kun lige i sin Begyndelse,
og Euklids almengyldige Bevis (I, 47) siges udtrykkelig
at skyldes denne selv. Da Euklid netop beviser, at
Kvadratet paa en Kathete er lige stort m@d Rektanglet
af dens Projektion paa Hypotenusen ‘og hele Hypo-
tenusen, ligger det ikke fjernt at antage, at det geldre
Bevis, som han vil erstatte, har benyttet den dertil
svarende Setning om Mellemproportionaler.

Hvad dernsest angaar Omdannelsen af en Figur til
et Kvadrat, hvilken enten maa veere benyttet til at give
Ligningerne den her antagne Form eller til en Kon-
struktion uden Brug af den Pythagoraiske Leeresatning
af den Stgrrelse, som i den moderne Losning fremstilles
ved en Kvadratrod, tillegges der udtrykkelig Pytha-
goreeerne Kjendskab til den Opgave at konstruere en
Figur ligestor med en og ligedannet med en anden.
Meningen maa i hvert Fald veare, at Figurerne skulle
veere retliniede, og det specielle Tilfelde, hvormed vi
her have at gjore, er det, hvor den anden Figur er et
Kvadrat. Opgavens almindeligere Form er den, som
forekommer i Euklid VI, 25, hvor den skal benyttes til
Euklids almindeliggjorte Fladeanleeg. Naar  nu en
senere Meddeler har tillagt Pythagorserne Losningen af
Opgaven i denne Form, har han derved villet tilkjende-

’
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give, at de vare i Besiddelse af de til Fladeanleg nod-
vendige Forudsatninger; men til det simple Fladeanleg
behoves kun Omdannelsen til et Kvadrat.

Omdannelsen af en retliniet Figur til et Rektangel
har ikke voldt seerlige Vanskeligheder. Hvorledes man
dernzst har kunnet omdanne et Rektangel til et Kva-
drat uden ved Brugen af Begrebet Mellemproportional
at stotte sig paa den for Eudoxos ufuldstendige Pro-
portionslere, kan ses af Euklid II, 14, der kun bygger
paa selve den geometriske Algebra. Konstruktionen
beror nemlig paa den nys omtalte Swtning II, 5 (eller 6),
ifolge hvilken et Rektangel fremstilles som Differens
mellem to Kvadrater, og hvorved Siden i det med Rekt-
anglet ligestore Kvadrat kan konstrueres ved den Pytha-
gorziske Leereseetning, Omdannelsen er den samme som

xﬂzabh ﬂ+~b) (a*—b

Denne Omdannelse indeholder Losningen af den rent
kvadratiske Ligning.

En bestemt geometrisk Anvendelse af Fladeanlweg
tillegges Pythagorzerne nemlig Konstruktionen af Siden
i den regulere Femkant (og Tikant). Denne afhaenger
som bekjendt af Ligningen

xr?2=a (o — ),
der kan omdannes til
Qe =2 G

som loses ved et hyperbolsk Fladeanleg. I II, 11 be-
nytter Euklid netop den samme Omdannelse af Lig-
ningen i geometrisk Form til at faa Opgaven lost.
Seetningerne II, 5 og 6 anvendes ikke udelukkende
til Losninger af Ligninger af anden Grad. Vi have alle-
rede omtalt en arithmetisk Anvendelse, som Euklid
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gjor deraf i 10de Bog, og vi neevnte nys, hvorledes
Brugen af Mellemproportional ad denne Vej undgaas.
Et andet Exempel paa, at den geometriske Algebra kan
overflodiggjore Brug af Proportioner, haves i Euklids
Beviser i III, 35—37 for Setningerne om et Punkts
Potens med Hensyn til en Cirkel. II,5 og 6 udsagde
(se Fig. S. 41—42), at, naar C er Midtpunktet af AB, og
naar /) henholdsvis ligger paa A B eller dens Forlangelse,

AD.DB=+ (CB:— CD>).

Ere nu A og B Skjaeeringspunkterne med en Cirkel med
Centrum O, faas af den Pythagorziske Sezetning, at

CB2— CD?=0B?—0D?,

og dermed ere Potenssatningerne beviste.

De Elementer af den geometriske Algebra, som her
ere fremsatte, omfatte dog seerlig Behandlingen af Lig-
ninger af 2. Grad, altsaa netop det Omraade, hvor Nod-
vendigheden af en anden Fremstilling end ved Tal har
vist sig ved den dermed forbundne Optreeden af irratio-
nale Sterrelser. Ved denne Behandling kunde man
nojes med Brug af Rektangler og Kvadrater, for saa
vidt ikke allerede en opgiven Sterrelse var fremstillet
ved Arealet af en anden Figur. Under den videre Ud-
vikling af den geometriske Algebra og dens Anvendelse
seerlic paa Keglesnitsleren — udvidedes den imidlertid
saaledes, at ogsaa andre Figurers Arealer tjente til at
fremstille de Sterrelser, hvormed der opereredes. Det
er dog klart, at det alene er i sin Anvendelse paa
Rektangler og — da man i den geometriske Algebra
aldrig indforer bestemte Enheder, og man altsaa opererer
med homogene Ligninger — Parallelogrammer, at den geo-
metriske Algebra indbefatter den geometriske Arithmetik;
thi kun da kunne de Punkter, der i Arithmetiken frem-
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stille Enerne, ombyttes med lige store Kvadrater eller
med kongruente Parallelogrammer. Trekantstallene f. Ex.
have ikke noget med Trekantens Areal at gjore, en
Misforstaaelse, der senere har bragt romerske Land-

; ; ala+1) . :
maalere til at bruge Formlen L?«u til Beregning af

den ligesidede Trekants Areal.

5. Nummeriske kvadratiske Ligninger:
Kvadratrodsuddragning.

Af Overensstemmelsen mellem den geometriske Al-
gebra og den geometriske Arithmetik, anvendt paa Rekt-
angler, fremgaar det, at et Omraade, hvorpaa det fra
forst af har ligget meget nwer at anvende den fundne
almindelige Leosning af kvadratiske Ligninger, maa have
veeret nummerisk givne Ligninger. Her var det imidler-
tid, at man medte den Ulempe, at Rodderne i Alminde-
lighed bleve irrationale. At man har sggt Exempler,
hvor dette undgaas, ses af Bestracbelserne for at lose
saadanne ubestemte Ligninger som 22 4 y2 = z2. 1
de Opgaver, som Geometrien eller andre Anvendelser
frembgd, maatte man derimod tage Sterrelserne, som de
vare. Naar man nu ikke kunde finde en rational Lgs-
ning, altsaa en saadan, som kunde udtrykkes nojagtig
ved Tal, var der to Ting at gjore. Dels skulde det
bevises, at den sogte Sterrelse virkelig ikke blev
rational, og naar man gik over til Ligninger, hvor alle-
rede de givne Steorrelser vare irrationale, gjaldt det
endvidere om at klassificere de forskjellige irrationale
Storrelser, som kunde fremkomme; dels kunde det for
videre Anvendelsers Skyld vare godt ogsaa at udregne
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de irrationale Storrelser med saa god Tilnermelse som
muligt.

Videst bragte de gamle Greekere det i den forste
af disse Retninger. Et Exempel paa en til denne

hgrende Undersogelse have vi alt anfort, nemlig Euklids |, ,
Losning af Ligning 22 4 y? =22. Da han nemlig loste’/

denne fuldstzendig, fandt han ej blot tilstreekkelige men
ogsaa ngdvendige Betingelser for, at I/Tx‘?ﬂ? 0g
V22 — 2% blive rationale. Han fandt altsaa, at de ere
irrationale, naar Betingelserne ikke ere opfyldte. Af en
simplere Beskaffenhed er en rimeligvis meget gammel
Paavisning af, at |/ 2 er irrational, som — om end med
Urette — har fundet Plads i Slutningen af 10de Bog
i flere Udgaver af Euklid. Bortset fra den geometriske
Fremstilling kan den udtrykkes omtrent saaledes. Skal

— m m
man have V2 i hvor Breken = ier forkortet saa

meget som muligt, maa man have m2? — 2 n2. Heraf
folger, at m?2 er et lige Tal, altsaa ogsaa, at m er det.

m . :
Da ier uforkortelig, maa n altsaa veere ulige. Af m

lige folger imidlertid, at- m? er delelig med 4, altsaa
n? med 2, folgelig, at n er lige. Da nu n ikke kan

vaere baade lige og ulige, kan 12 ikke vere en ufor-
kortelig Brgk.

En lignende Fremgangsmaade kan som bekjendt
bruges til i al Almindelighed at vise, at en Rod af et
helt Tal ikke kan vare en Brok. Flere af Seetningerne i
Euklids 8de Bog kunne oprindelig veere udviklede med
dette Maal for Gje og i wldre Tid veere anvendte dertil.
Dette gjelder f. Ex. om S@tning 6, som — om end i
anden Form — udtrykker, at en Potens af en ufor-
kortelig Brok selv vil vere en uforkortelig Brgk. Det
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er imidlertid et andet almindeligt Middel, som Euklid
i 10de Bog giver til at prove en Sterres Rationalitet
eller, hvad der er det samme, to Storrelsers Kommen-
surabilitet. Det bestaar i Anvendelsen af samme Ope-
ration, som tjener til Bestemmelsen af de to Storrelsers
storste felles Maal. Idet Storrelserne ere fremstillede
ved Linier, maa man afsette den mindste b paa den
storste saa mange Gange, at Resten ¢ bliver mindre end
b, dernast ¢ paa b o.s.v. Kan denne Operation fort-
seettes i det uendelige, ere Storrelserne inkommensurable
Man finder let paa denne Maade, at en Linie ved Hoj-
deling deles i Stykker, der ere inkommensurable med
den og indbyrdes. Kaldes nemlig Linien @ og Delen
2 0g y, haves

Operationen, som skulde fore til storste fwelles Maal,
bliver altsaa fortsat Hejdeling af de nye Stykker, saa
det er klart, at den ikke kan fores til Ende.

Idet nu de ved Ligninger af anden Grad fremkomne
Sterrelser, som blive inkommensurable med de givne,
ikke kunne udtrykkes exakt ved disse og Tal, er det i
sin Orden, at Grakerne i exakte Underspgelser ikke
indferte Tilnsermelsesveardier, men opererede videre med
de fundne Storrelser fremstillede ved de Linier, som
fremgik af den til Ligningens Lgsning svarende Kon-
struktion. Det er ganske, som naar vi ikke udregne
Rodderne, men ngjes med at udtrykke dem ved Kvadrat-
rodstegn og andre algebraiske Tegn. Da imidlertid den
ene retle Linie ser ud som den anden, fik man ikke
derved samme Overblik, som Tegnsproget yder os. Det
blev derfor nedvendigt at foretage en Klassifikation af
de ved successiv Lgsning af Ligninger af anden Grad

4
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frembragte irrationale Storrelser. En saadan blev paa
Platons Tid foretagen af Theaitetos, og hans Arbejde
er fortsat af Euklid og optaget i 10de Bog af dennes
Elementer. Vi skulle vende tilbage dertil ved Omtalen
af denne, og her blot bemerke, at dette Arbejde ogsaa
maatte indbefatte en Provelse af, i hvilke Tilfeelde en
Storrelse, som tilsyneladende tilhgrer én Klasse, i Vir-
keligheden kan feres tilbage lil en anden, altsaa Op-
haevelsen af dobbelt Irrationalitet.

Anvendelsen af denne Klassifikation finde vi, hvor
der onskes en exakt Bestemmelse af Steorrelser, som
afhenge af Kvadratrodder eller overhovedet findes ved
Ligninger af 2. Grad. I den elementere Geometri
gielder dette om Sider i regulere Polygoner og Kanter
i reguleere Polyedre. Med denne sidste Anvendelse har
Theaitetos sarlig beskjeftiget sig, og den spiller en
Hovedrolle i Euklids Elementer.

I dette Vaerk savnes derimod enhver tilnaermet
nummerisk Beregning. Dette finder vel sin Forklaring
i, at man ved en saadan vilde forlade den absolut
exakte Bestemmelse, som tilsigles i Geometrien; men
det turde ogsaa henge sammen med en Mangel paa
Evne og gode Hjelpemidler til al virkelig Udregning hos
Graekerne, en Mangel, som traeder forsterket frem, naar
man skal gaa ud over de fire simple Regningsarter,
altsaa allerede ved Kvadratrodsberegning.

Idet vi forelgbig holde os til det almindelige Hjalpe-
middel, vil den greeske Talbetegnelse (hvorom der senere
bliver Lejlighed til at sige mere) vel, naar man indeover
den saaledes, som vi i vor Barndom ere ovede i vor,
vise sig langt mere brughar, end man fra forst af fore-
stiller sig. Ved Udregninger har man vel ogsaa taget
saadanne mekaniske Midler som inddelte Regnebradter
til Hjeelp. At Talbetegnelsen svigtede, naar det gjaldt
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om Fremstillinger af store Tal, ses dog af, at, da den
graeske Mathematik stod paa sit hgjeste, Archimedes

og Apollonios — Mend, i hvis Skrifter en vel opleert
Mathematiker i Nutiden vil kunne finde ham ukjendte
Seetninger og Beviser — have maattet danne seerlige

Systemer, tjenende til at betegne Tal af ubegranset
Storrelse. Archimedes gjor det i sit Skrift om Sand-
regning, hvori han vil give en Forestilling om Tal-
reekkens Uendelighed og s@rlig beregner, hvor mange
Sandskorn der kan findes i hele Verden, naar man
tillegger denne og Sandskornene visse Sterrelser. Det
taler heller ikke til Gunst for de for Greekerne selv
ejendommelige Midler til Talberegning, at de greeske
Astronomer ikke fandt dem tilstreekkelig udviklede, men
vedblivende gjorde Brug af det fra Babylonierne ned-
arvede 60-talsystem.

Hvad nu angaar Greekernes Kvadratrodsuddragninger

kunne vi forst omtale en sewrlic Bestemmelse af 1/'2,
der vel nazrmest kjendes fra en sen arithmetisk For-
fatter, men kan. fores meget lengere tilbage, og hvis
Begrundelse findes i Euklids II, 9 (og 10). Denne Be-
grundelse er tillige et Exempel paa, hvorledes den
geometriske Algebra anvendtes. Swtning 9 udsiger, at
naar C er Midtpunktet og I et andet Punkt af Linien
A B, er :
AD2 4+ DB*=2AC2 4 2C D2

Denne Seetning kunde vaere bevist ved Omlagninger
af Rektangler og Kvadrater, men er hos Euklid bevist
ved Hjelp af den Pythagormiske S@tning anvendt paa
ligebenede retvinklede Trekanter. Dette turde staa i
Forbindelse med, at V2 netop fremstilles som Hypote-
nuse A4 B i en saadan Trekant A £ B. Er nu

/«‘E.

4
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Z det Punkt, hvor den vinkelrette paa A Bi D skjerer
Katheten £ B, bliver D B= D Z og

E

/ & B \
|

BN

4 c D ' B
AD* L DZ*—AFE* L EZ*—2AC? | 2CD?

For tydeligere at vise Anvendelsen af den fundne
Ligning ville vi saette

C— DBy
hvorved
Al — 2 Loy AC e
Kaldes disse sidste Storrelser henholdsvis s oz .,
have
2T i = (%t Y2

Den fundne Ligning tjener til af en Lgsning i hele
Tal af en af de ubestemte Ligninger

paZs——y2—
at udlede en Lesning af den anden i de storre Tal
Ty =& +Y,Y, =2 x + y. Fortsetter man paa denne

: ; Uy,
Maade, ville Verdierne af %, Y14 v., der afvexlende
96
795
ere for smaa og for store, naerme sig mere og mere til

Y/2. Man kan gaa ud fra e
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Paa lignende Maade kan man have foretaget andre
specielle Kvadratrodsuddragninger. Disse have da i For-
bindelse med de ubestemte Ligninger (som &2 -- y? —22))
hvorved man dannede Talexempler, hvor Kvadratrodsud-
dragningen undgaas, bidraget til hos Grakerne at udvikle
den Ferdighed i Behandling af visse ubestemte Ligninger
af anden Grad, hvorpaa i en langt senere Tid Diofants
Skrifter vise Prever. At man har tyet til saadanne
specielle Methoder, vidner derimod ikke om nogen al-
mindelig Feerdighed i Kvadratrodsuddragning. Af al-
mindelige Hjzelpemidler havde man dog til sin Raadighed
for det forste det samme, som vi bruge, nemlig Ud-
trykket for (a -+ b)2, hvis geometriske Form naeppe laa
Anvendelserne fjernere end vor algebraiske. Dernsest
gav selve den Fremgangsmaade, hvorved vi have set,
at man provede, om en Storrelse er irrational, ligefrem
Anvisning paa en Beregningsmaade, der omtrent falder
sammen med en Udvikling i Kjedebrok.

Hvorledes man nu bar sig ad, kan ikke umiddelbart
ses hos de Forfattere, hos hvem der findes tilnermede
Udtryk for Kvadratrgdder, da de kun anfere Resultaterne;
men man faar dog en Forestilling om, hvor meget eller
rettere hvor lidt udviklede Methoderne vare. Ret be-

- tegnende er det, at det forst er Archimedes, der

gjennemforer en Bestemmelse af = som beliggende
mellem 31 og 319. De geometriske Vanskeligheder vil
det nemlig af det folgende skjonnes, at 'man nogenlunde
let maatte have veeret istand til at overvinde for ham.
Det er altsaa den nummeriske Beregning og vel serlig
de i denne forekommende Kvadratrodsuddragninger, for
hvilke man for ham er vegen tilbage.

Uundgaaelige vare de tilsvarende Kvadratrodsbereg-
ninger, naar man vilde gjore praktisk Anvendelse af
Kvadratrodderne. Det er derfor naturligt, at man finder
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flest saadanne hos Heron, der netop skrev med prak-
tiske Anvendelser for Oje. Man finder saa mange, at
det bliver tydeligt, at han var i Besiddelse af en virkelig
Methode. Det vides endog, at han har fremsat de dertil
tjenende Regler. I hans Bestemmelser er Najagtigheds-
graden dog ikke ret stor i Forhold til den almindelige
theoretiske Indsigt, hvoraf man da var i Besiddelse. 1
Forbindelse med, at han virkelig uddrager Kvadratrodder,
staar, at det forst er hos ham, at vifinde Exempler paa
en gjennemfort Behandling af nummeriske Ligninger af
anden Grad. Vi se saaledes, at han naar Leddet 22
havde en Talkoefficient @, omdannede det til a2 22 ved
Multiplikation af Ligningen med @ og dernzest betragtede
@ z som den ubekjendte. FKuklid havde vel, som vi
skulle se, i 6te Bog behandlet ogsaa saadanne Ligninger
tilmed paa en almengyldig Maade, som ogsaa er an-
vendelig, naar Koefficienten @ er irrational; men netop
denne almengyldige Behandlingsform viser ikke tydelig, 1
hvorledes man bar sig ad med den praktiske Udregning.

Vi fejle neppe ved i Opdagelsen og den senere
Behandling af irrationale Storrelser at se Udgangspunktet
baade for det, som udgjorde den graeske Mathematiks
Hovedstyrke, og for dens allersvageste Side. Under
bestandig fortsatte Bestrabelser for at gjore ethvert Be-
vis anvendeligt ogsaa paa de Sterrelser, som kun med
Tilnzrmelse kunne udtrykkes ved Tal, og hvor Talbeviser
derfor vilde veere utilstreekkelige, udviklede sig de strenge
Fordringer til Ufejlbarhed i Slutningerne og Nojagtighed
i Udtrykket, ved hvis Opfyldelse Mathematiken er bleven
den exakte Videnskab, og Ordene mathematisk Vis- |
hed og absolut Vished ere blevne identiske. Grakerne t?
have derved lagt den Grund, som behovedes til at bere
Archimedes’ og Apollonios’ hejtrekkende Tankebyg-
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ninger. Til den samme Grundvold har den moderne
Mathematik maattet vende tilbage, da den efter langt
Mellemrum atter skulde heevde sin videnskabelige Be-
tydning; ja til de af Grekerne udviklede og heevdede
logiske Grundprinciper tyer den endog i vore Dage paa
ny for at give den, nu ad arithmetisk Vej opforte,
Mathematik samme Sikkerhed som den, Greaekerne op-
naaede under geometrisk Form, eller for at gjore In-
finitesimalregningen uangribelig.

Dette Storveerk behovede imidlertid ikke at have
veeret forbundet med Ligegyldighed for tilnsermelsesvis
at udregne, hvad der ikke kan gives med fuld Ngjagtig-
hed. Archimedes viste, at man ogsaa paa en uan-
gribeligc Maade kunde opstille og bevise Resultaterne at
en saadan Udregning, nemlig ved at give Greenser,
hvorimellem den sogte Sterrelse maa ligge; men hans
Exempel fulgtes ikke i de andre strengt mathematiske
Veerker. Den praktiske Udregning blev derved betragtet
som noget underordnet og fandt ikke den Opmeerksom-
hed, som den fortjente, hos de egentlige Mathematikere,
der dog bedst havde veeret i Stand til at forbedre de
dertil tjenende Methoder. Til hvor stor Skade det
skulde blive for selve Mathematiken, at den saaledes
fjernede sig fra Anvendelserne, skulle vi senere omtale.

6. Uendelighedssporgsmaalet.

Det er bekjendt, at Pythagoros gjorde Tallet til
alle Tings Princip, idet han sagde «Tingene ere Tal».
Idet Tal for Greekerne betyde hele Tal, Tallene i den
naturlige Talrekke, stemmer denne Udtalelse vel i al
Almindelighed med Pythagoraeernes foran omtalte Studier
af Leeren om hele Tal og med den mystiske Betydning,
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de have tillagt visse Talsammensetninger. Vanskeligt
bliver det dog at laegge en med Pythagormernes Mathe-
matik stemmende rent umiddelbar Betydning ind i selve
Udtalelsens Ordlyd. En saadan Betydning turde nemlig
veere gaaet forud for de senere mere idealistiske For-
tolkninger. Ligefrem talt kunne Ordene ikke godt be-
tyde andet, end at alle Ting kunne bestemmes ved Tal.
Da der herved ikke godt kan veere Tale om andet end
Tingenes Storrelser, siges disse at kunne udtrykkes ved
Tal. Dette er ogsaa virkelig Tilfeeldet med kommen-
surable Sterrelser, naar man valger en tilstraekkelig lille
Enhed. Der vilde derfor ikke veere noget forbavsende
i at mgde denne Udtalelse — hvis Pythagormerne ikke
netop havde opdaget, at Sterrelser af samme Art ikke
altid ere kommensurable, altsaa netop, at den anforte
Udtalelse efter sin Ordlyd er urigtig.

Derfor behover den her opstillede Forklaring, som
vistnok er den eneste, der stemmer med den greeske
Brug af Ordet Tal, dog ikke at veere urigtig. Udtalelsen
kan vaere wldre end Opdagelsen af de inkommensurable
Sterrelser, ja det kan netop veere under Bestrsebelsen
for at paavise dens Anvendelighed, at man har opdaget
de inkommensurable Storrelser. En filosofisk Formel,
hvortil man allerede har knyttet mange Betragtninger,
opgiver man imidlertid ikke saa let, selv om den viser
sig at veere urigtig i sin oprindelige Betydning. Man
modificerer denne Betydning saaledes, at den vedbliver
at veere anvendelig. KEn saadan Modifikation kunde ikke
ligge fjernt i neerverende Tilfeelde. Naar man fandt,
at Storrelser vare inkommensurable, derved, at de Reg-
ninger som tjene lil Bestemmelse af storste felles Maal,
fortsaettes i det uendelige, kunde det ligge nwr at paa-
staa, at det storste felles Maal da var uendelig lille og
indeholdtes uendelig mange Gange i Storrelserne. Tingene
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bestemmes da i sidste Tilfeelde ved uendelige Tal eller
ved uendelige Tilnermelser gjennem Forhold mellem
storre og sterre Tal.

Det gik dog nzppe an at fremseette denne For-
klaring, hvis det ikke kunde paavises, at pytha-
goreeiske Mathematikere eller andre Mathematikere paa
deres Tid virkelig paa lignende Maade have bestemt
Storrelser ved uendelig Tilnermelse. Vi have vel ikke
direkte Meddelelser om saadanne Bestemmelser, men
deres Existens fremgaar af den Kamp, der er fort imod
deres Berettigelse, navnlig fra en anden filosofisk Skoles
Side, nemlig den eleatiske. Jeg sigter herved til de
beromte Sofismer, som ere opstillede af dennes Stifter
Zenon fra Elea omtrent midt i Aarhundredet. Disse
gaa overhovedet ud paa at vise de Urimeligheder, som man
kommer til ved at bygge paa de kontinuerte Storrelsers
Sammensetning af uendelig mange uendelig smaa Dele.

I to af Sofismerne bevises, at Bevaegelse er umulig.
Det forste Bevis lyder saaledes. For at komme fra et Sted
til et andet maa man forst tilbageleegge Halvvejen, for
det naas, Halvvejen af Halvvejen o. s. v. i det uende-
lige. Beveegelsen kraever altsaa uendelic mange Vej-
stykker gjennemlgbne og er folgelig — siger Zenon —
umulig.

Heller ikke — siger Zenon i det andet Sofisme
— kan den rapfodede Achilles naa den langsomme
Skildpadde; thi han maa forst naa Skildpaddens nu-
veerende Plads, dernzst gjennemlgbe den Vej, som
Skildpadden imidlertid er kreben o. s. v. i det uendelige;
men ogsaa denne Uendelighed er umulig at naa.

Da nu Zenon sikkert ikke betvivlede Beveegelsens
Realitet, har hans Hensigt veeret en anden, nemlig at
bekeempe Muligheden af at beskrive den kontinuerte
Beveegelse gjennem en saadan Oplesning i enkelte
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diskrete Momenter. Det, han vil bekeempe, maa imid-
lertid vaere gjort gjeldende af hans Modstandere. Hvad
er nu dette? I det forste Sohsme er det Rigtigheden
af den Paastand, at

1=1 4 ()2 + (1)2 4+ o0.s. v. i det uendelig

I det andet er det, hvis vi antage, at Achilles be-
vaeger sig n Gange saa hmtw som Sklldpadden den

Paastand, at 1 + == sl ) S det uendelige har

722
en endelig Veerdi. Da man sikkert paa den Tid forstod
at regne ud, hvor lang Tid Achilles virkelig behovede
for at naa Skildpadden, have hans Modstandere ogsaa
vidst, at den endelige Veerdi af den foreliggende Sum

af uendelig mange Led var Disse positive Re-

7
n—1"
sultater ligge saa umiddelbart i de Betragtninger, som
Zenon vil have anset for absurde, at man, hvis Mod-
standerne ikke, som jeg antager, forud have opstillet
dem eller lignende, nesten maatte betragte ham selv
som deres Opdager. Uden mathematisk Sands og Ind-
sigt falder man nemlig overhovedet ikke paa netop disse
i mathematisk Henseende frugtbare Udstykninger. Vi
se altsaa, at man midt i det femte Aarhundrede ikke
var fremmed for Spergsmaalet om Summation af uende-
lige Kvotientreekker, en Summation, hvoraf vi senere
skulle se Archimedes gjore en vigtig Anvendelse
under mere betryggende Former.

Fra et strengt logisk Synspunkt havde Zenon dog
Ret. Det kan nemlig ikke vere tilladt at gjore Brug
af uendelige Storrelser til at bevise positive Resultater,
saalenge Uendeligheden kun er forklaret ved sit Navn;
thi i dette ligger kun det rent negative, at det er uop-
naaeligt. Zenon fik ogsaa Ret indenfor den graske
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Mathematik i den Grad, at Uendelighedshegrebet som
positivt Bevismiddel i det nezeste Aarhundrede helt blev
fortreengt eller omgaaet paa en Maade, som kunde sikre
mod deslige Angreb.

Strax skete dette dog ikke. Den atomistiske
Skole, der betragtede de fysiske Legemer som sammen-
satte af udelelige Partikler, har sikkert ogsaa indladt sig
paa, ja rimeligvis begyndt med en infinitesimal Under-
sogelse af deres geometriske Sammensetning. Dette
har navnlig veeret Tilfeldet med Skolens betydeligste
Mand Demokritos. Det berettes, at han droftede det
Spergsmaal, om to uendelig neerliggende parallele plane
Snit i en Kegle maa betragtes som lige eller ulige store.
I sidste Tilfeelde vilde Keglen dannes trinvis, i det forste
vilde den veere en Cylinder. Dette Spergsmaal kan
ganske naturlig have frembudt sig, naar man — som i
vore elementaere Leereboager for Pyramiders Vedkommende
— ved en integrationslignende Fremgangsmaade soger
at beregne Keglens Volumen eller maaske blot at bevise
Seetninger om Ligestorhed af Kegler. Paa Beskjeftigelse
med infinitesimale Spergsmaal kunne ogsaa Titlerne paa
flere af hans Skrifter, der alle ere tabte, tyde, nemlig «Om
inkommensurable Linier og Legemer», «Om Tallene»,
og maaske ogsaa Titlen «Om Beraring mellem Cirklen
og Kuglen». Iovrigt vides intet om hans mathematiske
Virksomhed, maaske fordi i den folgende Tid Mathema-
tiken navnlig dyrkedes af eller i Forbindelse med Pla-
tons Skole, der aldeles forkastede Demokrits Filosofi.

Har nu end Demokrits Arbejde uddybet Uendelig-
hedshegrebet saaledes, at de derpaa byggede Begrun-
delser vandt i Paalidelighed, og maaske yderligere vist
dets Anvendelighed til virkelige mathematiske Under-
sogelser f. Ex. angaaende Keglens Rumfang (?), saa
stod det dog ikke til at redde som anerkjendt mathematisk
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Bevismiddel. Mere end Zenons Dialektik, som fra et
overlegent Synspunkt gik los paa at vise dets Util-
strekkelighed til at begrunde Resultater, som i og for
sig ikke kunde veere tvivlsomme, har dertil virket de
mindre frivillige urigtige Slutninger, hvortil det viste sig
at kunne bruges. Som Exempel herpaa kan navnes
Sofisten Antifons Bevis for, at Cirklen kan kvadreres,
det vil sige, at man kan konstruere et Kvadrat lige
stort med en given Cirkel. Det kan — hvis vi ellers
kunne stole paa hans Modstanderes Beretninger —
kortelig gjengives saaledes: I Cirklen kan indskrives et
Kvadrat, dernzst ved Halvering af Buerne reguleere
Polygoner med flere og flere Sider. Ved Fortswettelse i
det uendelige falder Polygonen sammen med Cirklen.
Nu kunne alle disse Polygoner kvadreres, altsaa ogsaa
Cirklen.

Ved saadanne Mishrug tabtes al Tillid til infinitesi-
male Betragtninger i den Grad, at da endelig Eudoxos
fandt den Vej, ad hvilken Rigtigheden af herhen hgrende
Slutninger fuldsteendig kan sikres, blev den ikke mere
knyttet til Opstilling af et Uendelighedsbegreb; men dette
blev omgaaet i det saakaldte Exhaustionsbevis. For
dette — der ikke stod til Raadighed i den Tid, som
forelobig beskjeftiger os — skal jeg dog forst gjore
Rede, naar vi hos Euklid lere dets Anvendelser at
kjende. Ligeledes skal jeg vente med at forklare
Eudoxos’, med Exhaustionsbeviset nar beslagtede
Proportionstare, til vi treffe den i Euklids femte
Bog. Her skal kun bemsrkes, at den umiddelbart er
ligesaa anvendelig paa inkommensurable som paa kom-
mensurable Sterrelser, saa Proportioner mellem inkom-
mensurable Sterrelser efter Eudoxos’ Tid ikke mere
blot vare Graenseformer for Proportioner mellem kommen-
surable Sterrelser.
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7. Cirklens Kvadratur.

Fra disse mathematiske Principspergsmaal vende vi
os til Prover paa bestemte Undersogelser, som ligeledes
ere paabegyndte i det Hte Aarhundrede og have be-
skjeeftiget Mathematikerne i hele den foreuklidiske Tid,
ja udover denne. Vi have nys bergrt Cirklens Kvadratur.
Herved kan tenkes dels paa den Opgave med passende
Tilnermelse at beregne Cirklens Areal og Periferi,
dels paa den at konstruere et Kvadrat lig Cirklens
Areal og dermed en begrenset ret Linie lig dens Peri-
feri. Det vil af det foregaaende forstaas, at den sidste
Opgaves Losning ved sin exakte Karakter og som den,
der altid bagefter kunde bruges til Beregning, maatte
staa som det onskede Maal, overfor hvilket man indtil
Archimedes forsgmte de besveerlige Regninger, der
dog kun gave et ungjagtigt Resultat. Det er denne
Fristelse, som vi have set bringe Antiphon til at mis-
bruge de indskrevne Polygoner, som vilde veere et for-
treeffeligt Middel til Beregning, til en uholdbar Paastand
om Opgavens Lesning ved Konstruktion. Midlet til at
beregne en hgjere Greense for Arealet kjendte man ogsaa,
nemlig omskrevne Polygoner; men det misbrugtes ogsaa
af en vis Bryson, der mente at faa den exakte Los-
ning ved at tage Middelstorrelsen mellem en ind- og
omskreven Polygon.

Veerre end disse Losninger, der dog pegede paa
Midler til gode Tilnermelser, vare rent sofistiske Los-
ninger som den, der bestod i at finde et Tal, som paa
en Gang er et Kvadrattal og et saakaldt cyklisk Tal
o: et saadant, hvis Kvadrat ender paa samme Ciffer
som Tallet selv. Man ser af dette grove Sofisme, at
den af Zenon aabnede Kamp mod Mathematikeres
urigtige eller ufuldsteendige Udtryk for rigtige Tanker,
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foruden at tvinge Mathematikerne til storre Omhu for
den exakte Form, havde lert Sofister, som ikke vare
Mathematikere, omvendt at misbruge de mathematiske
Former til at fremseette Meningslgsheder. Naar derimod
Aristoteles og hans Kommentatorer, gjennem hvem vi
kjende disse Exempler, beskylde en Mathematiker som
Hippokrates fra Chios for paa Grundlag af en lignende
Fejlslutning at have paastaaet at have kvadreret Cirklen,
maa der vistnok vere en Forvexling tilstede af det, som
Hippokrates har tilstreebt, og det, han virkelig har
paastaaet at have naaet. Beskyldningen er imidlertid
bleven Anledning til, at vi endnu kjende hans Under-
sogelse, der ikke blot har fort til et smukt Resultat,
nemlig de forste Kvadraturer af Arealer, begrensede af
krumme Linier, men tillige er en god Prove paa, hvad
en dygtig Geometrer i det Hte Aarhundrede havde til
sin Raadighed, og hvorledes han forstod at bruge det.
Navnlig af denne Grund skulle vi her give et Uddrag
af Eudemos’ Beretning om hans Arbejde.

Det siges, at Hippokrates begynder med at bevise,
at ligedannede Cirkelafsnit forholde sig som Kvadraterne
paa Diametrene, og at han har bevist del ved Hjelp
af den tilsvarende Seatning om to Cirkler. Den be-
viste Seetning bliver forst anvendt til at kvadrere den
«Halvmaane», som begrenses af en Halveirkel og en
Cirkelbue paa 90 ° over den forstes Diameter. Det be-
vises, at den er lige stor med den ligebenede retvinklede
Trekant, som kan indskrives i Halveirklen. Derngest
konstrueres paa folgende Maade en Halvmaane, hvis
storre Bue er storre end en Halvcirkelbue. Der kon-
strueres forst et Trapez med de 3 Sider = a, den
fjerde = @ V3 («i Potensen 3 Gange saa stor som de
andre» o: dens Kvadrat er 3 Gange saa stort som hvert
af de andres). Om dette omskrives en Cirkel, og Halv-

T LI IS e
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maanen afskjeres mellem den storre Bue til Korden
a V3 og en Bue paa samme Korde, ligedannet med den
paa Siden a. Det vises, at Halvmaanen bliver ligestor
med Trapezet.

Hippokrates har endnu konstrueret en tredie
Halvmaane, som kan kvadreres. [ Beretningen om
denne skal jeg begynde med en paa enkelte moderne
Omskrivninger (saasom 7 /) ner, ligefrem Gjengivelse
af Eudemos’ Referat.? «Der er givet en Cirkel med
Diameteren A B (=271) og Centrum K. Linien C D
staar vinkelret paa Midten af A B. Mellem denne
Perpendikuler og Cirkelperiferien indskydes en Linie

E Z af Lengde r V3, som forlenget gaar gjennem B.

29

E H trekkes parallelt med A B. Linierne K E og K Z
drages, af hvilke den sidste forleenget skjerer £ D i H.
Treek endelig B H og Forlengelsen B Z af £ Z. B H vil
veere lig £/ K, og en Cirkel kan omskrives om Trapezet
E K B H. Ligeledes legges en Cirkelbue gjennem £, Z og
H. [Ethvert af de 2 Afsnit over Linierne £ Z og Z H
vil veere ligedannet mied Afsnittene over Linierne E K,
K Bog B H].

! Saaledes som P. Tannery i Mémoires de la Société de
Bordeaux t. V (2. Rekke, 2. Hefte) har. forsggt at gjengive det i en
for Simplicius’ Tilsetninger renset Skikkelse. Klammerne be-
tegne en Lakune udfyldt af Tannery.
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Den her dannede Halvmaane (E K B H Z) vil vaere
lige stor med den Figur, man danner af de 3 Trekanter
(0: Firkanten £ K B H Z). . . .» Dette vises derved,
at hvert af de 2 Afsnit paa E'Z og Z H ifslge Kon-
struktionen er § af hvert af de 3 Afsnit paa £ K, K B
og B H.

Hippokrates viser endnu, at den ydre Bue i
denne Halvmaane 'K B H er mindre end en Halv-
cirkel, idet den i Segmentet £ K H indskrevne Vinkel er
stump. Hans Bevis herfor kan med vore Tegn skrives
saaledes:

3

EZt=2 " —EK' | KB

>ERK? K72,

At K B*>2 K_Z? maa Hippokrates slutte af,
at Vinkel K Z B er stump; men det siges ikke, hvor-
ledes han finder dette sidste. Han kan have sluttet det
af, at dens Nabovinkel £ Z K, der ligger over for £ K
som er < £ Z maa vere spids.

I det opbevarede Stykke konstrueres endnu en vis
Halvmaane, som lagt til en vis Cirkel giver et Areal,
der kan kvadreres. Det er denne Halvmaane, hvis
Kvadratur vilde have fort til Cirklens Kvadratur. At
den ikke er identisk med nogen af dem, som ere kva-
drerede forud, maa Hippokrates, der selv har for-
maaet at konstruere disse Halvmaaner netop saaledes,
at de kunne konstrueres, have kunnet se lige saa godt
som Vi.

For nu ved den citerede Undersegelse virkelig at give
et Indblik i Mathematikens daveerende Standpunkt, skal jeg
forst pege paa, at der ingen Ophzvelser gjores over en
Konstruktion som den af et Paralleltrapez med givne Sider;
at Anvendelsen af Sterrelserne af Siderne i en Trekant

i
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til at undersege, om en Vinkel i Trekanten er spids,
ret eller stump, betragtes som vel bekjendt, ligeledes
den Sxtning, at Cirkelarealer forholde sig som Kvadra-
terne paa--Diametrene. [For denne Setning kan man
dog ikke endnu have kjendt det Euklidiske Bevis eller
overhovedet noget, hvis Form vilde tilfredsstille de senere
graeske Mathematikere. Udgangspunkter for et i Realiteten
rigtigt Bevis kan man dog have haft i saadanne Be-
tragtninger som dem, Antifon misbrugte. En Leengde

som 7 /2 har let kunnet konstrueres, hvad enten det
nu er sket ved, paa den i Afsnittet om geometrisk
Algebra omtalte Maade, at omdanne et Rektangel med
Siderne r og 3 r til et Kvadrat eller ved Anvendelser
af den Pythagoreiske Setning. «Indskydningen»
mellem C D og Cirklen af Linien £ Z = r V3, der for-
leenget gaar gjennem B, afhenger af en Ligning af
2. Grad, som vi ganske vist antage, at man den Gang
kunde lgse ved geometrisk Konstruktion. Det er dog,
som vi snart skulle omtale, muligt, at den er udfort
anderledes.

De forskjellige Forsog paa at kvadrere Cirklen ved
Lineal og Passer mislykkedes, og det er i den nyeste Tid
bevist, at de maatte mislykkes. Kravet paa en exakt
Losning, der efter den Tids Fordring gjennem Konstruk-
tion skulde fore til en geometrisk Fremstilling, kunde
derfor kun tilfredsstilles ved Indferelse af andre Kurver
end ret Linie og Cirkel. Det kom ikke herved serlig an
paa, om saadanne Kurver let lode sig fremstille mekanisk,
endnu mindre paa at bestemme dem ved en diskret
Reekke Punkter, der jo netop kun vilde give en Til-
nermelse. Hovedsagen var derimod, her som i andre
lignende Tilfeelde, i en exakt Definition at have et mathe-
matisk sikkert, theoretisk Grundlag for Bestemmelsen,

5
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et Grundlag, hvorpaa eventuelt kinde bygges videre-
gaaende Undersggelser, hvori den konstruerede Storrelse
anvendtes. Man bar sig i den Henseende ad, som naar
man i Nutiden indferer nye Funktioner til exakt Frem-
stilling af Stgrrelser, der kun med Tilnermelse kunne
fremstilles ved de hidtil bekjendte. Bedst var det
naturligvis, om en og samme Kurve kunde anvendes til
forskjellige Konstruktioner, saa den fwxlles Theori for
Kurverne kunde komme alle Konstruktionerne til Gode.

Dette var netop Tilfeldet med en Kurve, som blev
benyttet til Cirklens Kvadratur, og som derfor fik Navnet
Kvadratrix. Den menes oprindelig at veere udtsenkt
af Hippias fra Elis til Brug ved Vinklens Tredeling.
Den Egenskab, hvorved de gamle i Ord definerede den,
kunne vi, naar vi ved y betegne Ordinaten i et ret-
vinklet Koordinatsystem til et af dens Punkter, ved @
den Vinkel, som Radius vector til samme Punkt danner
med Abscisseaxen, fremstille ved Ligningen

Y 9

D
hvor vi ved ¢ betegne en ret Vinkel og ved & den til
= ¢ svarende Veardi af y. Vinklerne maales ved de
Buer, de som Centervinkler afskjeere paa en Cirkel med
Radius 6. Med den nuverende Betegnelse x er altsaa

JT
Q:b*?*.

Da y og ¥ ere proportionale, er denne Kurves
Anvendelighed til Deling af en Vinkel i lige Dele eller
Dele, som staa i et givet Forhold, igjnefaldende. Dens
Anvendelighed til Cirklens Kvadratur blev derimod forst
opdaget eller dog ferst strengt bevist af Deinostratos,
som beviste, at Abscissen til dens Skjeeringspunkt med

2 2
Abscisseaxen er ol eller &b b kan nemlig hverken
7 (&

&
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vere stogrre eller mindre end den neevnte Abscisse.
Var den storre, vilde der, idet Radii vectores til Kurven
voxe med ¥, vere et Punkt af Kurven, hvis Radius

2

vector —- Man maatte altsaa (idet vi for Overskuelig-

roig'

heds Skyld bruge vore trigonometriske Tegn og Ligninger,
hvor Deinostratos brugte Proportioner) kunne have
2 Bada b E N

z)-. sin =Yy — .5 =

&

2
eller at den til Radius ,[?0,, svarende Sinus var lig den til

samme Radius svarende Bue. Var den mindre, maatte

2
der veere et Punkt, hvis Abscisse var b- og for hvilket

altsaa

el 05 2 ! )

eller den til Radius = svarende Tangens lig den til
samme Radius svarende Bue. Begge Dele er umuligt.
Hvad Indholdet af dette Bevis angaar, ses det, at
Deinostratos ikke lader sig ngje med en saadan Be-

: i N s
meerkning som den, vi vilde udtrykke ved lim. ﬁi —

eller ved lim. iq:: — 1; men han undgaar helt Spergs-

maalet om uendelige Tilnsermelser ved blot at benytte
Ulighederne sin z < z < fg 2, som jo igvrigt ogsaa
begge ere ngdvendige til en exakt Bestemmelse af hver
enkelt af de to Gresenser. Maaden, hvorpaa Graense-
bestemmelserne undgaas, stemmer i det veesentlige med
den Maade, hvorpaa dette sker i Exhaustionsbeviset;
men Deinostratos var jo ogsaa Discipel af dettes Op-
finder Eudoxos.

H*
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Vi ville endnu komme til at se Archimedes
urdersoge Kurver, der. kunne anvendes omtrent som
Kvadratrix, nemlig de nu saakaldte Archimediske
Spiraler (= a ). Deres Anvendelighed til Vinkel-
deling er igjnefaldende, og Archimedes knytter saa-
vel Tangentbestemmelsen som Arealbestemmelsen . til
Cirklens Kvadratur. Efter moderne Opfattelse anvender
han vel nermest Cirklens Kvadratur eller Tallet = til
disse Bestemmelser; men Sammenligning med Brugen
af Kvadratrix tyder paa, at man kan have sat lige saa
megen Pris paa ad denne Vej navnlig ved Tangent-
bestemmelsen at faa vel ikke en Konstruktion men dog
i Ord en god geometrisk Bestemmelse af en ret Linie
lig Cirklens Periferi.

8. Vinklens Tredeling, Indskydninger.

Vi have nys berort Kvadratricens og den Archime-
diske Spirals Anvendelse til Vinklens Tredeling.
Foruden disse skal jeg nsevne to andre Lgsninger
af denne Opgave, som tidlig har beskjeftiget Mathema-
tikerne. Den ene, hvis Alder ikke lader sig bestemme,
kan godt skrive sig fra det femte Aarhundrede, medens
den anden indeholdes i de ved Araberne opbevarede
saakaldte Archimediske Hjeelpesatninger og altsaa maaske
skyldes Archimedes. I dem begge fores Lesningen
tilbage til en saakaldet Indskydning.

A ol Ee S AUBREEN den)
/.\\\ e E Vinkel, som skal tre-

‘} oo deles, traekkes forst
/%// Aci BCop i E

= (,,’ =BG oo dernaest
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indskydes mellem A C og A E Linien D E=2 A B,
saaledes at Forlengelsen gaar gjennem B. Er nemlig
da F Midtpunktet af D E, haves y ABF =/, AFB
—ioi CAGE B9 GBI alisaat . CeBRl—
e cCIBIAY
2) Er 2= A ByC den
Vinkel, som skal tre-
deles, og skjerer en
Cirkel om B de to Ben
og det ene A B’s For-
lengelse ud over B i
A, C og D, indskydes
mellem B D’s Forlaen-
gelse ud over D og Cirklen et Stykke £ F'= B C, som
forleenget gaar gjennem C. Daer, DEF =1, BFC
=y OB el A UBaC
Hvad angaar de to her forlangte Indskydninger,
vilde de som selve den stillede Opgave afheenge af
Ligninger af tredie Grad og altsaa ikke kunne loses ved
ret Linie og Cirkel. Det maa imidlertid bemeerkes, at
Tilbageforing af en Konstruktion til en Indskydning uden
neermere Angivelse af, hvorledes denne skal udferes,
forekommer meget ofte i den greske Geometri. Vi
have saaledes truffet en saadan i det anforte Stykke af
Hippokrates, og Archimedes forer i sit Skrift om
Spiraler andre Opgaver tilbage til den samme Indskydning
som den, hvorved den ham her tillagte Tredeling af
Vinklen udfortes. Dette kan tyde paa, at der har veret
en Tid, hvor man godkjendte «Indskydningen» som
et Konstruktionsmiddel, der turde anvendes umiddelbart
i geometriske Konstruktioner ved Siden af Passer og
Lineal. Ved en Indskydning forstaas da i Almindelighed
Konstruktionen af en ret Linie af given Leengde, hvis
Endepunkter ligge paa givne Linier, og som selv eller
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forlenget gaar gjennem et givet Punkt. Den udfores
nogenlunde let mekanisk ved en Lineal (et bgjet Stykke
Papir kunne vi bruge), hvorpaa afsettes to Meerker med
den givne Leengde til Afstand. Denne Lineal drejes
om det faste Punkt, idet den samtidig forskydes saaledes,
at det ene Marke folger den ene givne Linie, og med
en saadan Bevaegelse vedblives der, indtil det andet
Merke befinder sig paa den anden givne Linie.

Paa Grund af det theoretiske Formaal med de
geometriske Konstruktioner have Greekerne dog ikke
lenge haft nok i denne mekaniske Lethed. Da man
tilmed for at bygge paa de ferrest mulige Forudsatninger
ogsaa maatte have saa faa anerkjendte Konstruktions-
midler som muligt, fortreengtes den umiddelbare Udforelse
af Indskydningerne snart overalt, hvor de kunne udfores
ved Lineal og Passer, som ere de eneste Konstruktions-
midler, der faa Borgerret ved Euklids Elementer. Det
kan imidlertid staa i Forbindelse med @ldre Anvendelser,
at Apollonios har skreven to Begger om Indskydninger
som vides at have handlet om disses Udforelse ved
ret Linie og Cirkel. Han kan derved have villet udfylde

den Mangel i ®ldre Vaerker, at Opgaver ere forte tilbage

til Indskydninger, uden at en saadan Udferelse paavises.

Til Indskydninger, som ikke kunne udfores ved
Lineal og Passer, men ved Brug af Keglesnit, er det
ogsaa fra et vist Tidspunkt bleven obligatorisk at anvende
disse sidste Kurver og altsaa ikke ngjes med den me-
kaniske Udforelse. At dette forst skulde veere sket
efter Archimedes, kan man ikke med fuld Sikkerhed
slutte af, at han nejes med at fore Opgaver tilbage til
Indskydninger; thi den Omstendighed, at man tidligere
nojedes med en mekanisk Udforelse, vil have fremkaldt
saadanne faste Regler for deres Udferelse ved Keglesnit,
som Archimedes kunde betragte som bekjendte. Hvor-
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ledes Archimedes’ Indskydninger kunne udfpres ved
Keglesnit, er senere angivet af Pappos.

Hvor man ikke har fort Indskydningerne tilbage til
Brug af disse andre Konstruktionsmidler, ja ikke har
kunnet gjore dette, har en theoretisk Undersogelse af
selve Indskydningen vearet nodvendig. Bedst har dette
kunnet ske ved Opstilling af en Definition og en derpaa
grundet Undersggelse af den Kurve, som ved den nys
beskrevne mekaniske Konstruktion gjennemlgbes af det
opgivne Liniestykkes ene Endepunkt, nemlig af det, som
ikke er bundet til den ene givne Linie. Det er ved
denne Kurves Skjering med den anden givne Kurve,
at Indskydningsopgaven lgses. En saadan Undersogelse
er ogsaa, endog efter Archimedes’ Tid, foretagen af
Nikomedes i det Tilfeelde, hvor den forste af de givne
Linier er ret. Den' frembragte Kurve kaldes da en
Konkoide. Nikomedes har tillige udtenkt et Apparat
til mekanisk at frembringe denne Kurve. Dettes Brug
falder dog omtrent sammen med den alt beskrevne
mekaniske Udforelse af en Indskydning.

Hvorledes Indskydningen nu end er bleven udfort,
har. den Tilbageforelse af Vinklens Tredeling, som vi
— med alt muligt Forbehold — have tillagt Archi-
medes, faaet en stor Betydning i Mathematikens senere
Historie. Den ligger navnlig til Grund for Vietas
Losning af Ligninger af 3die Grad i det saakaldte irre-
duktible Tilfeelde.

9. Terningens Fordobling.

Vinklens Tredeling var ikke den eneste af de
Opgaver, der i deres algebraiske Skikkelse afhznge af
Ligninger af 3die Grad og senere i selve Oldtiden lostes
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ved Keglesnit, som man allerede i det femte Aarhundrede
havde taget fat paa. En endnu storre Rolle spillede
den Opgave, som er den geometriske Form for den rent
kubiske Ligning, nemlig Terningens Fordobling eller
Multiplikation.

Opgaven kaldes det deliske Problem i Anledning
af et Orakelsvar, hvorefter et terningeformet Alter paa
Uen Delos skulde gjores dobbelt saa stort uden nogen
Forandring af Formen; men det tor vist nok antages,
at Pythia ved den Lejlighed har veeret inspireret af
Mathematikerne. Som omtalt havde man i den geo-
metriske Algebra omformet Produkter af to alminde-
lige Faktorer og Operationer med de deraf sammensatte
Udtryk af anden Grad til Rektangler og til Operationer
med Arealer, og i Forbindelse dermed ombyttet Kva-
dratrodsuddragning med Omdannelse af et Rektangel til
et Kvadrat, en Opgave, som sagdes at vaere lost af
Pythagoraerne. Det Skridt laa da neer fra disse «plane»
Opgaver at gaa over til de tilsvarende «rumlige». Man
skulde da fremstille et Produkt af 3 Sterrelser ved et
Parallelepipedum og Operationer med Udtryk af Sdie
Grad som Operationer med Rumsterrelser. Neest saa-
danne simple Ting som Indferelse af en ny Kant eller
Grundflade i et Parallelepipedum og Anvendelse heraf
til Addition og Subtraktion eller Omdannelsen af et
Parallelepipedum med rektanguleer til et med kvadratisk
Grundflade, maatte den Opgave at omdanne et Parallel-
epipedum til en Kubus paatraenge sig med samme Magt,
som efter Kvadratrod Spergsmaalet om Kubikrod paa-
treenger sig den, der ser Algebraen opbygges i sin nu-

vaerende Skikkelse. Som f/2_ er den nzermest liggende
irrationale Kubikrod, blev Terningens Fordobling det
nermest liggende Exempel paa Opgaver af den her
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betegnede Art. Som saadant og ved de nye Vanskelig-
heder, som det frembed, vakte det stor Interesse hos
Mathematikerne.

Det forste Bidrag til denne Opgaves Lesning, som
vi finde omtalt, skyldes Hippokrates. Ligesom et
Rektangels Omdannelse til et Kvadrat beror paa Kon-
struktionen af en Mellemproportional, siges han at have
fort Opgaven om Terningens Fordobling, altsaa for-
modentlig ogsaa den noget almindeligere Opgave om
Omdannelsen af et Parallelepipedum til en Kubus, til-
bage til den at bestemme to Mellemproportionaler. Er
nemlig Parallelepipedet allerede omdannet til Parallel-
epipedet a2 b med kvadratisk Grundflade med Siden @
og med Hejde b, og skal det omdannes til Ternmgen T
kan 2z bestemmes af Proportionerne

0 8 =g s =

Hvad enten Omdannelsen nu virkelig skyldes Hippo-
krates eller ej, fremkommer efter ham det Deliske Problem
seedvanlig under Form af den Opgave at bestemme
de 2 Mellemproportionaler x og y til to givne Linier,
a og b.

Den forste blandt de mange Lesninger, som denne
Opgave har faaet i Oldtiden, skyldes Archytas. For
ret at forstaa den, maa man fastholde, at han legger
an paa Konstruktion af en Figur bestaaende af to rette
Linier O YA og OBX,
hvorimellem den braek-
kede Linie A X Y B
skal tegnes saaledes, at
X Y er vinkelret paa
den forste, A Xog Y B
paa den sidste, medens
O A og O B have givne

A
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Storrelser. Da ere nemlig aabenbart O X og O Y de to
Mellemproportionaler mellem O A og O B. Man kjender
altsaa Diameteren O A i en Cirkel, der skal indeholde
X, men ikke Diameteren O Y i en Cirkel, der skal
indeholde B. Archytas soger at faa denne sidste Cirkel
indfort som Lillecirkel i Kuglen over O A som Diameter.
Da O B er given, vil Punktet B ligge paa en Lillecirkel
i denne Kugleflade, Linien O B og derved Punktet X
paa den Omdrejningskegle, der har denne bekjendte
Lillecirkel til Ledelinie. Hvis man nu forsegger at opnaa
den forlangte Stilling ved en Drejning af Figuren om
den Linie O C i Figurens Plan, der i O staar vinkelret
paa O A, vil Projektionen Y af Punktet X, ned paa
den af O A gjennemlghne Plan gjennemlobe en Stor-
cirkel, Linien X Y altsaa en Cylinderflade, hvorpaa
Punktet X ogsaa maa ligge.

Da X nu endvidere under Omdrejningen ved-
blivende skal ligge paa Cirklen over O A som Diameter,
maa det ligge paa den Kurve, som denne Cirkel under
sin Bevaegelse aftegner paa Cylinderfladen, 9: i Virkelig-
heden paa Cylinderfladens Skjeeringslinie med den ved
Cirklens Omdrejning om sin Tangent i O frembragte
Tore. Punktet X bestemmes da ved Skjeering mellem
denne cylindriske Rumkurve og den fornzvnte Kegle-
flade, og ved dets Bestemmelse vil Opgaven veere lgst.

Denne Lgsning kan naeppe vere anvendt til en
virkelig gjennemfort praktisk Bestemmelse. Herpaa tyder
blandt andet den Omstendighed, at Rumkurvens virkelige
Tilvejebringelse end ikke navnes; thi den dertil tjenende
Tore er kun en af os indskudt Forklaring. Archytas
har sikkert kunnet se, at man faar lettere og najagtigere
Bestemmelser af A X og A Y ved at preve sig frem.
Det her tilsigtede har altsaa veaeret en theoretisk Be-
stemmelse, som kunde benyttes i videregaaende Under-
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sogelser, hvori der indgaar Kubikrodder. For at den i
denne Henseende skulde vare virkelig tilfredsstillende,
maatte man dog tillegge Archytas et Kjendskab til den
benyttede Rumkurve eller dog Hjelpemidler til at angive
dens Egenskaber, som han neppe har besiddet.

Hans Losning faar derimod stort Verd som et
umiddelbart Vidnesbyrd om, hvad han formaaede. Han
er gaaet lgs paa sin Opgave med Tanken paa Cirklens
Anvendelse til Losning af den tilsvarende plane Opgave.
Han forsoger, om Kuglen ikke skulde kunne anvendes
paa tilsvarende Maade til Losning af den foreliggende
rumlige Opgave, og han gjennemferer dette Forsog med
en klar Opfattelse af de Rumforhold, som derved frem-
byde sig, ja gyser ikke tilbage for Indforelsen af den
Kurve, som en vis Cirkel under sin Beveegelse aftegner
paa en Cylinder. Foruden om en sikker Tankegang
hos ham selv, vidner hans Konstruktion om en Fortro-
lighed med Anvendelsen af geometriske Steder til Be-
stemmelse af Punkter, der har veaeret udviklet nok til,
at han turde udvide den til Rummet. Vi tor deraf
slutte, at Rumgeometrien og Anvendelse af geome-
triske Steder i det mindste i Planen paa hans Tid
allerede havde naaet en ret betydelig Udvikling.

Det berettes, at Archytas’ Discipel Eudoxos til
Losning af den samme Opgave har benyttet nogle andre
Kurver. Man har gjettet paa Projektioner af Skjerings-
kurven mellem de 3 Flader, som i Virkeligheden benyttes
i Archytas’ Konstruktion. Eudoxos’ Discipel Me-
naichmos fandt derimod paa at bruge det Hjalpe-
midde], som senere i den graske Oldtid anvendtes paa
denne og mange andre Opgaver, nemlig Keglesnits-
linier. Han skal efter Beretninger hos senere For-
fattere have bestemt de to Mellemproportionaler til
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@ og b som Koordinaterne « og y til Skjeringspunkterne
mellem de ved to af Ligningerne

o= 2 Didei— 1 S — g h

bestemte Kurver, samt vist, hvorledes disse Kurver, der
jo blive Parabler og en Hyperbel, kunne fremstilles stereo-
metrisk som Snit i Omdrejningskegler. Han skal ogsaa
have bestemt Ellipser som Snit i Omdrejningskegler. Alle
tre Kurver bestemmes dog kun som Snit vinkelrette paa
en af Keglens Frembringere. Derved bliver Ellipse Parabel
og Hyperbel henholdsvis Snit i den spidsvinklede,
den retvinklede og den stumpvinklede Kegle.
Til disse Bestemmelser skulle vi vende tilbage, naar vi,
efter at veere komne videre i vor almindelige Under-
spgelse, i Sammenheng behandle Keglesnitslerens Ud-
vikling.

Her er derimod Stedet til endnu at navne saadanne
Anvendelser af andre Hjzlpemidler, som man endnu
langt hen i den felgende Tid vedblev at udfinde til
Konstruktion af de 2 Mellemproportionaler. Man opfandt
forskjellige mekaniske Redskaber til Konstruktion af en
Figur, der som Figuren S. 73 indeholder ligedannede Tre-
kanter, som umiddelbart give den forlangte Forbindelse.
Et af disse tillegges Plato, et andet skyldes Eratos-
thenes. Da imidlertid intet af disse Apparater ses at
have haft nogen virkelig Betydning for Mathematikens
Udvikling, skulle vi spare os en Beskrivelse af dem og
deres Brug og ngjes med at bemeerke, at disse Apparater
have lokket Descartes til ligeledes at udtenke et, som
han beskriver i sin Geometri.

Konstruktionen af de to Mellemproportionaler er
ogsaa af Nikomedes fort tilbage til en Indskydning.
Den dertil tjenende Konstruktion er dog ikke saa simpel
som dem, der bruges ved Vinklens Tredeling.

o
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10. Theoremer og Problemer; den geometriske
Konstruktions Betydning.

Vi have dels talt om de Hovedopfattelser og dertil
knyttede Operationsmaader, som begyndte i det te Aar-
hundrede og udviklede sig videre i den folgende greeske
Mathematik, dels ved Omtalen af enkelte Undersogelser
givet Prover paa dennes samtidige reale Indhold. Efter-
haanden som man kom videre, behgvedes faste og betryg-
gende Former, som stemmede med disse Opfattelser,
hvilke derved yderligere befestedes, og som kunde rumme
det stedse voxende Indhold. Det hertil forende Arbejde
udfortes i Platons filosofiske og Eudoxos’ mathema-
tiske Skole og gjennem Forhandlinger mellem begge.

Som Exempel paa en saadan Forhandling kunne vi
nevne en Strid om, hvorvidt de mathematiske Sand-
heder ber fremtreede som Theoremer (Laresetninger)
eller Problemer (Opgaver). Det forste gjordes gjeel-
dende af Platonikerne, som stettede sig paa, at Lesningen
af en Opgave kun tilvejebringer, hvad der er i Forvejen:
ligesidede Trekanter ere til uafheengig af, om man kon-
struerer dem, og jeg kan kun konstruere en saadan,
fordi Begrebet «ligesidet Trekant»> har en Realitet, for
jeg konstruerer den. For Eudoxos’ Disciple, der ved
denne Lejlighed navnlig repreesenteredes af Menaichmos,
var den mathematiske Tilvejebringelse ved Konstruktion
eller dog ved Underseogelse af Figuren Hovedsagen.

I ydre Henseende synes ingen af Parterne at have
besejret den anden, idet Theoremer og Problemer fore-
komme ved Siden af hinanden i Euklids Elementer.
Af storre Betydning har selve Provelsen veeret af, hvad
det er, der foruden den rent ydre Form karakteriserer
Theoremer og Problemer. Dette har man i det mindste
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senere udtrykt omtrent saaledes: i Theoremet udsiges
det eneste mulige, i Problemet forlanges det, som kunde
veere anderledes. Ved disse Kjendetegn maa man af-
gjore, om en Sandhed skal meddeles i den ene eller
anden Form. Det vilde f. Ex. vise sig urigtigt at stille
som Problem: «At konstruere en ret Periferivinkel, som
staar paa en Halvcirkel.»

Vigtigere at kjende end saadanne Bestemmelser i
Ord er dog den Rolle, som Theoremer og navnlig Pro-
blemer faktisk spille hos de opbevarede Forfattere, sarlig
i Euklids Elementer. Maaske faar man ogsaa der-
igjennem bedre fat paa den af Menaichmos forfeegtede
Mening end ved den opbevarede Meddelelse. Denne
lader Platonikerne gjore gjeeldende, at den ligeside Tre-
kant er til, forend den konstrueres. I Modsatning hertil
kan Menaichmos have hevdet, at man forst faar at
vide, at den virkelig er til, ved Konstruktion forbunden
med det tilhorende Bevis for, at denne virkelig forer
til Maalet. Saaledes barer Euklid sig ad, idet han
ikke lader sig ngje med at definere ligesidede Trekanter,
men, forend han gjer videre Brug af dem, sikrer sig
deres Existens ved i forste Bogs forste Seetning at lose
den Opgave at konstruere en saadan og at bevise Kon-
struktionens Rigtighed.

Nodvendigheden af en saadan Fremgangsmaade gjor
sig for saa vidt gjeldende af sig selv, som ligesidede
Trekanter dernsest skulle benyttes i nye Konstruktioner;
men verd er det at leegge Meerke til, at Euklid barer
sig ad paa samme Maade med det, som dernsst blot
skal benyttes i Beviset for en Laeresatning. Feorend han
i I, 16 ter benytte et ret Liniestykkes Midtpunkt, maa
han i I, 10 ved Konstruktion af dette have vist, at det
virkelig existerer. Noget lignende gjeelder i alle lignende
Tilfeelde. Den veesentlige Betydning af den geometriske

3
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Konstruktion er den at skulle tjene som Bevis for,
at det, Konstruktionen gaar ud paa at finde,
virkelig existerer.

Hvis det er Menaichmos, der forst har bragt
denne Betydning af de geometriske Problemer, hvilke
lgses ved Konstruktion, til fuld Bevidsthed, har den dog
forud veeret tilstede. Den hoenger nemlig paa det ngjeste
sammen med den geometriske Algebra. Da man havde
fundet, at der ikke existerer noget Tal eller Talforhold
(Brgk), som multipliceret med sig selv giver 2, og da man
i Stedet for at forlange et saadant Tal forlangte en
saadan Linie, som er Side i et Kvadrat dobbelt saa
stort som Kvadratet paa en given Linie, maatte man
bevise denne Linies Existens. Det sker ved at fremstile
den som Diagonal i Kvadratet paa den givne Linie.
En lignende Betydning faar Lgsning af almindelige Lig-
ninger af 2. Grad ved en Konstruktion. Det er forst
ved at have denne almindelige Opfattelse for Oje, at
man fuldtud forstaar @Onsket om en konstruktiv Legsning
af Cirklens Kvadratur, Vinklens Tredeling, Terningens
Fordobling og Bestemmelsen af de to Mellemproportio-
naler. Uden den kan man nemlig slet ikke begribe, at
de til teknisk Brug uskikkede Lgsninger som af Cirklens
Kvadratur ved Kvadratrix og som Archytas’ Bestemmelse
af Mellemproportionalerne overhovedet kunde yde nogen
Tilfredsstillelse. Den samme Opfattelse vil ogsaa give
Noglen til Forstaaelsen af andre Forhold i den greeske
Mathematik.

I visse Tilfeelde vil igvrigt denne Brug af Konstruk-
tionerne ikke ligge os fjernt. Det gjelder navnlig, naar
en Opgave stillet i al Almindelighed ikke altid er mulig,
men krever visse Mulighedsbetingelser. I saa Fald be-
gynde de greske Forfattere med at godtgjere disses
Nedvendighed. Det sker ved Beviset for et Theorem,
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som udtaler, at den paagjeldende Figur altid har de
Egenskaber, som Mulighedsbetingelserne kreve. Disse
Betingelsers Tilstrekkelighed bevises dernsest i et
Problem ved at angive, hvorledes Figuren skal kon-
strueres, naar de ere opfyldte, og bevise, at den da
virkelig bliver tilvejebragt. Det forste Exempel herpaa
haves i Euklid I, 20 og 22. Den forste indeholder
den Leereswetning, at enhver Side i en Trekant er mindre
end Summen af de to andre, den anden det Problem
at konstruere en Trekant, hvis Sider ere givne, naar
alle tre tilfredsstille denne Betingelse.

11. Den analytiske Methode;
‘den analytisk-synthetiske Fremstillingsform.

Det vigtigste af Platons og Eudoxos’ Skolers Bi-
drag til at give Mathematiken den ydre Skikkelse, hvori
den fremtraeder hos Euklid og de folgende greeske
Mathematikere, er vistnok Udformningen af den saa-
kaldte apagogiske eller analytiske Methode og af de
Former, Analyse og Synthese, hvorigijennem man
sikrede sig saavel et paalideligt Udbytte af dens An-
vendelse som en uangribelig Fremstilling af dette Udbytte.

Den analytiske Methode finder forst og fremmest
Anvendelse ved Lgsning af Opgaver og derom skulle vi
forst tale. Vi tro imidlertid, at den logiske Betydning
af de Regler, som opstilledes for at finde og fremstille
Losningen, bedst ville forstaas, naar vi for et Qjeblik gaa
uden for den graske Mathematik og tale om den ana-
lytiske Leosning af Opgaver i al Almindelighed
og tildels oplyse dens Anvendelse ved Exempler hentede
fra andre Opgaver og andre Hjeelpemidler, end der stod
til Greekernes Raadighed. Jeg tilsigter derved at paavise

<3
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en med den oprindelige stemmende konsekvent Brug,
som i Mathematiken kan og ber gjores af Ordene
Analyse og Synthese, analytisk og synthetisk i
Stedet for den Forvirring, hvortil i den nyere Tid en
udelukkende Anvendelse af Ordet Analyse paa den al-
gebraiske Analyse har givet den forste Anledning.

En mathematisk Opgave gaar ud paa at finde
Sterrelser eller Figurer, som tilfredsstille visse Fordringer.
Ved dens Lesning kunne Gjetninger, hentede fra Lig-
heder med andre Opgaver, vel ofte spille en Rolle, og
det skal ikke neegtes, at vigtige mathematiske Resultater
forst kunne veere naaede ad denne Vej; men saadanne
Gjetninger ligge udenfor al egentlig Methode. Ved enhver
methodisk Behandling vil det gjeelde om at «analysere»
de opstillede Fordringer. Man maa for det forste klart
fastholde dem i Tanken, hvilket kun kan ske ved at
teenke sig dem opfyldte, tenke sig Opgaven lgst.
Det gjeelder dernsest om paa en eller anden Maade, efter
Regler, som ere bekjendte for den Slags Opgaver, eller
efter nyopfundne Regler, at omdanne Fordringerne til
nye, som ngdvendigvis ere opfyldte, naar de forste
ere det, og fortsette denne Omdannelse, indtil man til-
sidst kommer til Fordringer, som man er i Stand til at
opfylde.

Ved denne Analyse finder man, hvorledes Opgaven
skal lgses, hvis den overhovedet kan lgses. Synthesen
bestaar for det forste i den virkelige Udferelse af
denne Losning: i en saadan Bestemmelse af de sogte
Sterrelser og Figurer, at de omdannede Fordringer ere
tilfredsstillede. Derefter kraeves endnu et Bevis for, at da
tillige de oprindelig stillede Fordringer ere tilfredsstillede.
Dette Bevis kan, naar ingen simplere Veje frembyde sig,
i Reglen fores ved en Omdannelse af Fordringerne i

modsat Orden af den, som brugtes i Analysen, saaledes
6
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at man ender med, at Opfyldelsen af de nye Fordringer,
som man har sat i Stedet for de oprindelige, ogsaa
nodvendigvis medforer Opfyldelsen af disse. Det kan
udelades eller er allerede fort i Analysen, naar man i
denne kun har brugt saadanne Omdannelser, som kunne
vendes om, saaledes at de nye Fordringer ej blot ere
nodvendige, men ogsaa tilstreekkelige Betingelser for de
gamle, men ellers ikke.

Som Exempel skulle vi nevne Lesning af Opgaver
ved algebraiske Ligninger. Idet man indforer Ben@vnelser
for de ubekjendte Sterrelser og lader dem indgaa ganske
paa samme Maade som Betegnelserne for bekjendte
Stgrrelser i de Ligninger, der udtrykke de givne For-
dringer, teenker man sig disse Ligninger tilfredsstillede,
altsaa Opgaven lgst. Den for nmvnte Omdannelse af
Fordringerne fremstilles ved Omdannelse af Ligningerne,
indtil man kommer til saadanne Ligninger, som give
Oplgsningen. Dette kan f. Ex. i analytisk Geometri' ske
ved Omdannelse til Ligninger for geometriske Steder,
hvorved Opgaven lgses. Anvendes Analysen paa Op-
gaver, som gaa ud paa at finde Veerdier af ubekjendte,
skulle de omdannede Ligninger veere de, hvor de ube-
kjendte ere isolerede. Hvis vi blot holde os til dette
sidste Tilfelde, bestaar den paa Analysen felgende
Synthese 1) i den virkelige Udregning af de ved de
fundne Udtryk givne Storrelser, derunder deres Om-
dannelse efter bestemte Regler, f. Ex. deres Forkortning,
Reduktion til enkelt Irrationalitet o.s. v., 2) i en Prove
af disse Sterrelser. Denne foretages vel oftest ved di-
rekte Indsettelse, men kan i Overensstemmelse med,

1 Betegnelsen «analytisk Geometri» ville vi brage i den s®d-
vanlige Betydning, uanset at ogsaa anden Geometri kan veare
analytisk, og at man kan operere synthetisk med de Hjzlpemidler,
der nu engang have faaet Haevd paa at kaldes analytisk Geometri.
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hvad der for sagdes om Dannelsen af det synthetiske
Bevis, ogsaa fores ved Skridt for Skridt at gaa tilbage
gjennem de benyttede Ligninger i modsat Orden. At et
saadant Bevis ikke i og for sig ep overfladiggjort ved
den foregaaende Analyse, vides af saadanne Tilfzelde,
hvor man ved at oplefte til Potens har bortskaffet et
Rodudtryk. Hvis der med dette mentes en enkelt af
Rodens Verdier, f. Ex. den positive Veerdi af en Kva-
dratrod, vides det, at man da kan indfere fremmede
Oplosninger. 1 Stedet for et Bevis for Rigtigheden giver
Proven da et Bevis for Urigtigheden af disse sidste
Redder. Analysen alene lader saaledes Muligheden aaben
for fremmede Lesninger. Er Lgsningen forud bekjendt,
kan den og dens Bevis meddeles alene synthetisk; men
derved er en anden Ulempe. Er Opgaven saaledes
Ligningen
x2 —ax -+ b=0,

eller en Opgave, der ved at settes i Ligning vilde ud-
trykkes saaledes, kan man synthetisk meddele, at

a AN
$=§+ \/ (g) — b,
og ved Kvadratrods-Tegnet forstaa den positive Kvadrat-
rod. Proven eller det synthetiske Bevis forer til, at
denne Losning er rigtig; men man ser ikke, om den er
den eneste rigtige.

Hvad her er paavist om algebraisk Losning gjelder
almindelig: Analysen alene kan give for mange
Oplesninger, Synthesen alene for faa.

Endnu skulle vi undersgge, paa hvilket Punkt af
den fuldsteendige Behandling Mulighedsbetingelserne
frembyde sig. Man plejer nu tildags at knyite dem til
den fuldstendige Tilendebringelse af den formelle Op-

losning, som man da diskuterer. I det nysnsevnte
6$
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Exempel sluttes af det fundne Udtryk, at, for at = skal
2
vere reel, maa man have (%) ib. En saadan

Diskussion bliver dog kun mulig derved, at man ved
Indforelse af Beneevnelserne «negative og imagineere
Storrelser» ogsaa anerkjender saadanne Storrelser, som
man oprindelig ikke havde tznkt at faa til Oplosninger.
Uden disse nye Arter Sterrelser vilde man allerede paa
et tidligere Standpunkt af Analysen have truffet paa
Mulighedsbetingelsen. Naar man saaledes af ovenstaa-
ende Ligning har udledet

(2—2) + b= (gy

kan man deraf kun udlede

( a)Z a 2 l
JZ—“TZ‘ :(—2*) — 0

aNZ > ; : : .
naar \ o b, da hgjre Side ellers slet ingen Mening

giver. Mulighedsbetingelserne udledes altsaa af Ana-
lysen ligesom selve Oplosningen, men kunne ligesom
denne meddeles i en rent synthetisk Fremstilling.

Det Omraade, hvorpaa Grekerne anvendte den her
skildrede analytiske Methode til Lgsning af Opgaver, er
de geometriske Opgaver, hvis Endemaal, som vi have
set, i Almindelighed er en Konstruktion, enten en
virkelig ved Lineal og Passer eller en formel. Saalaenge
man methodisk har sggt Lesningen af saadanne Op-
gaver, maa man efter vore almindelige Bemeerkninger
vere gaaet analytisk tilveerks. KEn saadan Behandlings-
maade maa vistnok allerede have veeret tilstede ved
Pythagoraeernes geometriske Losning af Ligninger af
anden Grad. Methoden kan imidlertid veere anvendt
mere eller mindre bevidst; thi, som det ofte har vist
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sig i Mathematikens Historie, er det at bruge en Methode
ikke det samme som at gjore sig den saaledes klar, at
man har den til Raadighed, hver Gang der er Brug for
den, end sige som at opstille den saaledes, at den ogsaa
staar til Raadighed for andre.

En Konstruktion, som tydelig beerer Praeget af at
veere funden ved Anvendelse af den analytiske Methode
er Archytas’ Bestemmelse af de to Mellemproportio-
naler. Han kunde nemlig umulig have gjattet paa An-
vendelsen af den ham forud ubekjendte cylindriske Kurve,
og det maa derfor udelukkende vzre den af ham an-
vendte Analyse, der har tvunget ham til at indfere den,
ganske som naar i en moderne analytisk-geometrisk
Undersggelse et geometrisk Sted, for hvilket man har
Brug ved en Opgaves Lgsning, viser sig at veere en
Kurve, hvorom intet forud vides, men som defineres
ved den af Analysen fremgaaede Ligning. Medens vi
herigjennem faa et, allerede benyttet, Vink om, at Op-
gavers Tilbageforelse til Brug af geometriske Steder
og Bestemmelsen af disse herer til Sider af den ana-
lytiske Methode, som allerede fandt nogen Udvikling hos
Pythagorzerne, var det i de af Archytas’ Efterfolgere
Platon og Eudoxos stiftede Skoler, at Methoden fik
den formelle Udvikling, som derefter stod fast hos de
graeske Mathematikere.

Anvendelsen af Methoden og Fremstillingen af de
ved den vundne Resultater kom til at bestaa af en
Reekke Led, hvis Beskrivelse vi lettest kunne knytte
til det elliptiske Fladeanlaeg (S. 41) som Exempel. Dettes
enkelte Led udtrykkes dog her noget kortere, end de
gamle vilde gjore det.

1) Opgaven stilles i den saakaldte Protase (modraois):
langs en given ret Linie at anlegge et givet Areal
(Kvadrat) saaledes, at der mangler et Kvadrat.




86 Den greske Mathematik:

2) Opgaven udtales om en bestemt, tegnet Figur 1
Ekthesen (&deoig): Kvadratet g (tegnet) skal anlegges
som Rektangel langs Linien A B (se Fig. S. 41), saaledes
at et Kvadrat mangler.

3) Opgaven tenkes lost (ved Rektanglet A M, som
lader Kvadratet B M mangle) og fores i Apagogen,
Transformationen (dmaywyy) tilbage til en bekjendt
Opgave: Idet C er Midtpunktet af A B, legges Rekt-
anglet K C hen paa D B. Derved omdannes Rektangel
A M til et Gnomon eller til Differensen mellem Kva-
draterne C B? og C D?. Stykket C' D skal altsaa be-
stemmes saaledes, at dette Gnomon er ligt Kvadratet q.

4) I Resolutionen, som man har kaldt den, gjores
dernzst Rede for, hvor vidt man nu virkelig besidder alt,
som er ngdvendigt til at lgse den stillede Opgave. I det
foreliggende Tilfeelde finder dette kun Sted, naar g, der
skal veere lige stor med et af Kvadratet C B2 udskaaret
Gnomon, er mindre end dette Kvadrat. Naar man har
set dette, vil man imidlertid derved have bemaerket en
Mangel ved selve den stillede Opgave. .1 det mindste i
den opbevarede Litteratur er det nemlig Regel, at disse
stilles med en saadan Begrensning, at de kunne lgses.
Derved [aar man i Stedet for den Opgave, som vi her
have forspgt at stille, dels et Theorem, dels et mere
begreenset Problem. Theoremet (som i en noget al-
mindeligere Skikkelse findes i Euklid VI, 27) maa
gaa ud paa, at et Rektangel anlagt langs et Liniestykke,
saaledes at der mangler et Kvadrat, er mindre end
Kvadratet paa det halve Liniestykke, eller, om man vil,
at et Rektangel er mindre end et Kvadrat med samme
Perimeter. Problemet, (som i en almindeligere Skikkelse
behandles i Euklid VI, 28), bliver det samme som det,
man har forsggt at lgse, blot med den Tilfgjelse, at det
givne Kvadrat maa veere mindre end Kvadratet paa den
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halve givne Linie. Denne Tilfojelse til Protasen kaldes
Diorismen (dwowouds) eller Opgavens Afgransning.
[ Ekthesen maa det endvidere om de Figurer, man an-
tager, udtales, at disse opfylde Betingelsen (¢ < C B2).
Ved den Afgrensning, som vi nu altsaa teenke os ind-
fort i Protasen og Ekthesen, bliver, som vi skulle se,
Resolutionen ganske overfladig; thi nu vil Forseget paa,
om Opgaven kan lgses ved det foreliggende, lykkes, og
Resolutionen vil da falde ganske sammen med den i
Synthesen paafelgende Angivelse af, hvorledes den
loses. Se vi derimod ikke paa opbevarede Meddelelser
af Resultaterne af tilendebragte Underspgelser, men paa
selve Methodens Anvendelser til nye Undersegelser, har
den spillet en vigtig Rolle. Dels har man nemlig under
Analysen stadig maattet prove, om Apagogen var fort
langt nok til at faa Opgaven lest, dels har den veret
Midlet til at naa, hvad vi alt (S. 80) have navnt som et
Hovedformaal for Behiandlingen af Opgaver, nemlig at faa
den oprindelige Opgave delt i det Theorem og det Pro-
blem, ved hvilke man sikrer sig, at Betingelserne for
den forlangte Figurs Existens henholdsvis ere ngdvendige
og tilstrackkelige. Det er, saavel i det anforte Exempel
som ogsaai Almindelighed, en Maximums- eller Minimums-
bestemmelse, man paa denne Maade har opnaaet.
Hvad Resolutionen ogsaa skulde give, er Antallet
af Oplesninger. I neerveerende Tilfeelde bor det saaledes
bemerkes, at naar C D? faar den rigtige Sterrelse, er
det ligegyldigt, om D falder paa den ene eller anden
Side af C, noget, der nok kan veere faldet i Ojnene
samtidig med, at man fandt Maximumsveerdien af g.
Grekerne, der ved Konstruktionen veaesentlig vilde sikre
sig, at Figuren overhovedet existerer, lagde dog ikke
stor Veegt herpaa. Da i andre Tilfeelde Flertydigheden
af en Opgave beror paa Flertydigheden af dem, hvortil
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den fores tilbage, vil den, naar den har veeret forsemt
for disses Vedkommende, heller ikke ved Analysen veere
bemeerket for hins Vedkommende. Paa Grund af denne
Forsemmelse maatte Tilfzelde, hvor den har forekommet
Graekerne at spille nogen Rolle, gjores til Gjenstand
for seerlig Undersogelse.

Transformationen og Resolutionen udgjore Ana-
lysen, hvorved Oplosningen findes. Derefter fremsaettes
den fundne Lesning i Synthesen. Denne indeholder:

5) Konstruktionen (xarasxevi)), i hvilken det
sogte tilvejebringes ved Hjelp af de anerkjendte Kon-
struktionsmidler. Der er dog ikke Tale om at gjore
Rede for alle Enkeltheder, men kun om en Angivelse
af de tidligere bekjendte Konstruktioner, hvoraf den
forlangte lader sig sammensette: i vort Exempel Be-
stemmelsen af C D ved den pythagoreiske Sewtning
0. s. v. Konstruktionen bliver saaledes kun en Gjen-
tagelse med en lille ZAndring i Formen af det, som er
sagt i Resolutionen.

6) Derefter fores Beviset (dnddefis) for, at Kon-
struktionen virkelig har tilvejebragt den Figur, som
forlangtes. Det fores i Reglen ved at anvende de
samme Slutninger, som have vearet brugte i Transfor-
mationen i omvendt Orden. I Exemplet dannes Rekt-
anglet A M saaledes af Gnomonfiguren ved at legge
Rektanglet D £ hen paa A C.

7) Endelig gjor man sig i Konklusionen (ovu-
mwéoacua) Rede for, at man virkelig har naaet det for-
langte Maal. Det sker ved en Gjentagelse af Protasen,
indledet med et «Altsaa er o. s. v.» og sluttet med
«hvilket skulde gjore».

Medens Analysen, som indeholdes i 8 og 4:
Transformationen og Resolutionen, navnlig har haft
methodisk Betydning for at finde Oplosningen, er den

.
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ikke nedvendig, naar det blot kommer an paa at frem-
stille det fundne paa en uangribelig Maade, hvad
der stedse er Hovedformaalet i Greekernes skriftlige
Meddelelser. Derfor udelades den meget hyppig, saa-
ledes at Fremstillingen kun kommer til at bestaa af de
Afsnit, vi her have betegnet ved 1, 2, 5, 6, 7, hvorved
man faar det, som vi ville kalde den synthetiske
Fremstillingsform. Denne bruges navnlig i den sy-
stematiske Behandling af en hel Theori, hvis enkelte
Konstruktioner forud have veeret mere eller mindre
bekjendte for Forfatterne eller ere fundne i storre
Sammenhaeng, saaledes i Euklids Elementer og i det
meste af Appollonios’ Keglesnitslere. Forovrigt faar
man egentlig ikke mere at vide paa de Steder, hvor
ogsaa Analysen meddeles; thi for det forste kunde
Transformationen, efter hvad der er sagt, dannes ved
at vende alle Slutninger i Beviset om, og Resolutionen
falder sammen med Konstruktionen, og derneest er den
Analyse, som meddeles, kun Analysen af den ved Dio-
rismen afgreensede Opgave og ikke — som i vort op-
rindelige Exempel — den Analyse, som har fort til
selve Afgrensningen.

Efter at have talt saa udferlig om Analysen og
den dermed forbundne synthetiske Fremstilling af Pro-
blemer komme vi hurtig over denne Methodes og de
tilsvarende Formers Anvendelse paa Theoremer. Den
synthetiske Fremstilling bestaar for det forste her,
eller kan i alt Fald bestaa, af alle de samme Led. Kun
maa man i disse overalt sette Theorem i Stedet for
Problem; Konstruktionen bestaar her kun i Konstruk-
tionen af de til Beviset nedvendige Hjelpelinier og
mangler, hvis saadanne ikke behoves, og Konklusionen
slutter her med Ordene c<hvilket skulde bevises». Disse
samme Led, hvis logiske Tilstreekkelighed ogsaa for
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Theoremers Vedkommende er indlysende, vil man saa-
ledes baade for Problemers og Theoremers Vedkommende
finde overalt hos Euklid.

Der kan dog ogsaa for Theoremernes Vedkommeride
vere Tale om en egentlig analytisk Methode. Den
kan bruges, naar man vil progve, om et Theorem, som
andre har meddelt, eller som maaske en Gjeetning har
fort til at opstille, er rigtigt eller ej. Man begynder
med at forudseette Rigtigheden af Theoremet, som vi
ville kalde A; man omformer det dernsest ganske som i
den ved Problemer anvendte Apagoge eller Trans-
formation ved en Rakke Slutninger, indtil man ser,
at det forer til et nyt Resultat, K, om hvilket man
véd, at det er rigtigt eller falskt. I forste Tilfeelde er
der endnu kun en Mulighed for, at A er rigtig, men
ingenlunde Sikkerhed. K kan veere fremkommet i en
Slutningsraekke, hvor der kun tilsyneladende er gjort
Brug af A; ogsaa naar man bruger moderne algebraiske
Hjeelpemidler, kan dette ske, hvis man f. Ex. paa begge
Sider af Lighedstegnet uden at mearke det har multipli-
ceret med en sammensat Sterrelse, som i Virkeligheden
bliver Nul. Naar man af A har udledet det rigtige
Resultat &, maa A’s Rigtighed derfor proves ved om
muligt at forfolge den i Opgaven fulgte Slutningsrekke
tilbage igjen, saa K’s Rigtighed altsaa medforer A’s.
Finder dette Sted, giver denne omvendte Slutningsreekke
Beviset for A’s Rigtighed, og dette Bevis ngjes man
med at meddele i den for omtalte synthetiske Frem-
stilling med Udeladelse af den Analyse, som har fort
dertil.

I det Tilfelde, hvor det af Antagelsen A udledte
Resultat K er urigtigt, kan man derimod umiddelbart
slutte, at A ogsaa er urigtig. Dette, eller, hvis 4 og B
ere to Paastande, som gjensidig udelukke hinanden, at
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B er rigtig, kan man altsaa opstille som Theorem, og
fore Beviset derved, at Antagelsen B urigtig eller A
rigtig vilde fore til det urigtige Resultat K. Et saadant
antithetisk Bevis er apagogisk, altsaa egentlig analytisk.
Da det imidlertid giver fuld Sikkerhed for, at Paastanden
B er rigtig, bruges det jeevnlig i Skrifter, hvor Fremstil-
lingen ellers er synthetisk, saaledes hyppig i Euklids
Elementer. Den antithetiske Bevisform blev ogsaa an-
vendt af Deinostratos paa Kvadratrix (S. 67) og bruges,
som vi skulle se, altid i Exhaustionsbeviset.

-Et Exempel paa, at et Theorem kan fremgaa, ikke
af en Analyse af det forsegsvis opstillede Theorem selv
eller dets Modsatning, men af Analysen af et dermed
forbundet Problem, havde vi derimod i det Theorem,
som udskiltes, da vi nys forsegte at opstille det elliptiske
Fladeanleg i for stor Almindelighed, nemlig at et Rekt-
angel anlagt langs et Liniestykke, saaledes at der mangler
et Kvadrat, ikke er storre end Kvadratet paa det halve
Liniestykke. Det synthetiske Bevis for den noget alminde-
ligere Seetning i Euklid VI, 27 fores i Overensstemmelse
med denne Analyse.

12. ,,Elementer; analytiske Hjelpemidler.

Hvad enten man bruger Analysen til at finde Los-
ningen af en Opgave eller Beviset for en Leeresatning,
eller man bruger Synthesen til at fremsette disse, er
Losningen sammensat af Losninger af simplere Opgaver,
og Beviset bygget paa Rigtigheden af simplere Satninger.
Der forudseaettes altsaa, at man forud er i Besiddelse af
saadanne. For at arbejde sig frem ad de her beskrevne
Veje, maa man forud have en Samling simplere Losninger
af Problemer og simplere Leres@tninger til Udgangs-
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punkt. De Verker, der indeholde saadanne Samlinger,
kaldes Elementer.

De forste Elementer, hvorom der berettes, vare
skrevne af Hippokrates; men desveerre kjende vi ikke
dette Veerk fra en saa tidlig Tid og af denne opfind-
somme og, som det synes, af de filosofiske Skoler
temmelig uafhangige Geometrer. De reelle og formelle
Fremskridt, som efterhaanden gjordes i Skolerne, op-
toges senere i nye Elementer. Et af disse Fremskridt,
Afgreensningerne eller Diorismerne, tilleegges den neeste
Elementforfatter, Leon, som vel altsaa netop tog dem
med i sine Elementer. Hans og andre senere Elementer
ere gaaede tabt, efter at Euklids havde vundet det
Eneherredomme, som de i over 2000 Aar skulde be-
holde overalt, hvor den greske Mathematik er trengt
frem.

Med dette Hovedveerk skulle vi beskjeeftige os ret
udferlig. Det vil da ogsaa ved Studiet af selve Vearket,
vise sig, hvor solidt det er sammenfojet af synthetisk
fremsatte Problemer og Theoremer, og hvor sikker en
Grundvold det maatte danne for de mathematiske Byg-
ninger, som opfortes derpaa. I de hertil forende videre-
gaaende Undersggelser kunde man dog, ved Siden af de
helt igjennem paa logisk Sikkerhed beregnede Elementer,
behove Hjxlpemidler af en for det analytiske Arbejde
mere bekvem Form. Exempler paa hertil sigtende Ar-
bejder kunne ogsaa anferes fra Tiden for og efter Eu-
klid og fra ham selv. Saaledes skal en Efterfolger af
Eudoxos, Hermotimos, have skrevet om geometriske
Steder, formodentlig de saakaldte plane Steder, det er
saadanne, som blive ret Linie og Cirkel. Om det samme
Emne har den store Geometrer Apollonios senere
skrevet to Beger, om hvis Indhold, der foreligger
Referater, som i den nyere Tid fik en ikke ringe Ind-
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flydelse paa Dannelsen af den analytiske Cieometri.
Som et Hjelpemiddel ved Brugen af den analytiske
Methode, der maaske kan have haft Forgeengere, skulle
vi endvidere n®vne Euklids Data. Dette Veerk gaar
i Henseende til Indhold ikke udenfor <Elementernes,
men meddeler dette Indhold i en helt anden Form. Dets
Setninger gaa nemlig bestandig ud paa, at naar visse
Sterrelser eller Figurdele ere «givne», saa ere visse
andre det ogsaa, det vil sige: bestemte ved de forste.
Bogens forste Setninger udsige, at givne Sterrelser have
et givet Forhold, given Sum o. s. v., en senere, at
givne Linier skjere hinanden i et givet Punkt, andre
fremsette Betingelserne for, at en Trekant er given efter
sin Art, det er, bliver ligedannet med en given, andre
meddele, at to Sterrelser, hvis Sum eller Differens og
hvis Rektangel ere givne, selv ere givne o. s. v.

Denne Bogs Betydning som analytisk Hjzelpemiddel
er indlysende. Det gjaldt ferst i «Transformationen»
om af Figuren, eventuelt foroget ved Hjzelpelinier, at finde
saadanne bekjendte Stykker, som bestemme ubekjendte
Stykker. Under Eftersporingen heraf er det godt at have
et Overblik over de vigtigste Tilfelde, i hvilke Stykker
bestemme andre. Naar man dernast i «Resolutionen»
skal gjore Rede for, at man virkelig er i Besiddelse af
det forngdne til Opgavens Lgsning, kan dette ske ved
alene at anfere Swmtninger i den Form, hvori de findes
i Data.

De enkelte Sewtninger i Euklids Data give tillige
Oplysning om nogle af de mere specielle analytiske
Fremgangsmaader, man havde til sin Raadighed. Der
er saaledes i Data ikke alene Tale om, hvilke Stykker
der kunne bestemme en Trekant, men ogsaa om, hvilke
der blot bestemme dens Form. Heraf ligger det neer at
antage, at man ikke alene loste Opgaver ved paa Figuren

|
;f
|
i




9% Den graeske Mathematik:

at opsege Trekanter, med hvis fuldsteendige Konstruktion
Opgavens Lgsning kunde begynde, men ogsaa saadanne,
hvis Form alene var bestemt. En Konstruktion af en
Trekant af denne Form kunde i Almindelighed kun veere
Udgangspunkt for den forelsbige Konstruktion af en
Figur ligedannet med den sggte; bagefter vilde da

den virkelige Sterrelse af en eller anden Linie veere at

indfore. Der foreligger virkelig i den greeske Mathematik
Opgaver, der ere lost ad denne Vej.

Tilbageforelsen til Bestemmelser af to Sterrelser ved
deres Produkt (Rektangel) og Sum eller Differens, altsaa
til den geometriske Losning af Ligninger af 2. Grad, ud-
peges ved de sidst anforte Setninger af Data som en brugelig
Methode. Den er jevnlig anvendt af de greeske Mathe-
matikere. Vi skulle senere se, at andre Satninger i Data
robe et lignende Kjendskab til mere sammensatte Lig-
ninger, udirykte ved Proportioner og geometrisk Algebra.

[3. Overblik over Euklids Elementer;
synthetisk Leerebygning.

Euklids Elementer udgjore 13 Bgger, hvortil man
i de fleste Udgaver har fojet et Arbejde af Hypsikles
som 14. Bog og et yngre og ubetydeligere Arbejde, som
15. Bog.

1. Bog indeholder de vigtigste Setninger om Sider
og Vinkler i Trekanter, om Konstruktion af disse, om
vinkelrette og parallele Linier, om Parallelogrammer og
om disses og Trekanters Arealer. 2. Bog indeholder
det alt benyttede Grundlag for den geometriske Algebra,
3. Bog L®ren om Cirklen og om Linier og Vinkler ved
denne, ogsaa Potenssztningen. 4. Bog handler om ind-
og omskrevne Polygoner, derunder navnlig Konstruk-
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tionen af den regulere Trekant, Firkant, Femkant, Sex-
kant og Femtenkant.

Euklids personlige Arbejde med disse Boger er
vel iser gaaet ud paa, ngjagtigere end det hidtil var
sket, at fremstille dette bekjendte Stof i Overensstemmelse
med de efterhaanden strengere formelle Fordringer, som
stilledes. Et egentligt mathematisk Arbejde kan ogsaa
have veret forbundet hermed. Proportioner anvendtes
nemlig, som vi ofte have set, i Geometrien, ogsaa for
Eudoxos’ exakte Proportionslere blev til. Naar man
da i mange Tilfeelde alligevel maatte ty til en blot paa
Leren om rationale Sterrelser bygget Proportionslre,
har det ikke spillet saa stor en Rolle, om den brugtes
lidt tidligere eller senere. Euklid derimod kjendte
Eudoxos’ Lzre om Proportioner. Den var imidlertid
for ny til allerede at kunne faa Plads i Begyndelsen af
Systemet og maatte opsattes til femte Bog. For denne
maatte altsaa enhver, aabenbar eller skjult, Brug af
Proportioner og Ligedannethed absolut undgaas. Det
ligger neer at antage, at det netop var dette Hensyn,
der tvang Euklid tii — som tidligere berort — selv
at udtenke det Bevis for den pythagor®iske Leareswtning,
som findes i Slutningen af hans forste Bog. For at
gjore forstaaeligt, at det overhovedet var muligt at komme
saa vidt uden Proportioner, skal jeg minde om, at man
ved den geometriske Algebra havde bevist Setningerne
om et Punkts Potens med Hensyn til Cirklen (III, 35—37).
Disse Swmtninger anvendes til at konstruere en ligebenet
Trekant, hvor Vinklen ved Toppunktet er halvt saa stor
som Vinklerne ved Grundlinien (IV, 10). Grundlinien
er da Side i en reguler Femkant med samme omskrevne
Cirkel som denne Trekant (IV, 11). _

1 5. Bog fremsattes dernaest Eudoxos’ Proportions-
lere, og i 6. Bog dens Anvendelser ej blot paa Geo-
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metrien, men, som vi ville faa at se, ogsaa til Udvidelse
af den geometriske Algebra. Mellemproportionalkonstruk-
tionen og en ret Linies Hgjdeling, der i anden Bog
vare erholdte i anden Form ved den geometriske Algebra,
komme her igjen som knyttede til Proportionsleren,
nemlig i VI, 13 og 30. Hvor mange af de enkelte
Seetninger og Beviser der i disse. Boger skyldes Eu-
doxos, og hvor mange der tidligere have vaeret knyttede
til en mindre exakt Proportionslere, vide vi ikke. Eu-
klid har vistnok Aren for at have sammenarbejdet det
til en systematisk Helhed.

I denne Helhed har han dog ikke indarbejdet den
specielle Lere om rationale Sterrelser og om de hele
Tal, ved hvis Forhold disse udtrykkes. Den fremstilles
17—9. Bog og kommer altsaa vel bagefter den almindelige
Proportionslere, men er ikke bygget paa den. Beviserne
ere rimeligvis de samme, som man har benyttet for
Eudoxos’ Tid, og hvorfra Resultaterne den Gang bleve
overforte ogsaa paa irrationale Starrelser.

De irrationale Storrelser selv behandles i 10. Bog.
Her findes den Klassifikation af disse, som Theaitetos
har begyndt, men som Euklid siges at have fuldstendig-
gjort. Her og ved Klassifikationens Anvendelse paa Be-
stemmelsen af de regulere Polyedres Stykker finder
man vistnok Euklids betydeligste personlige Arbejde.

For denne Anvendelse er det dog nedvendigt, at
den elementere Stereometri udvikles. Dette sker i
11. Bog. Beregning af Pyramidens Volumen krever
infinitesimale Greensebestemmelser; disse vindes, om de
end formelt omgaas, ved Eudoxos’ Exhaustionsbevis,
som anvendes dertil i 12. Bog, efler at det forst har
veret brugt til den anden i den elementere Geometri
nedvendige Greensebestemmelse: Beviset for, at to Cirkler
forholde sig som Kvadraterne paa Diametrene. Forst i
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13. Bog kommer Bestemmelsen af de regulamre Polye-
dres Stykker.

Som det ses, er til en vis Grad ensartede Emner,
saasom Leeren om irrationale Sterrelser, og ensartede
Fremgangsmaader, saasom Anvendelser af Exhaustions-
beviset, stillede sammen. Tildels skyldes denne Sammen-
stilling dog kun den tidligere historiske Udvikling, og det
er i hvert Fald forst i anden Rakke, at Euklid kan
tage Hensyn dertil. I Henhold til de i den foregaaende
Tid udviklede strenge logiske Principer, til hvis yder-
ligere Skjeerpelse Euklid har bidraget ved sit Skrift
om Fejlslutninger, var den logiske Uangribelighed
Hovedsagen. Medens denne for det enkelte Problems
eller Theorems Vedkommende, som vi have set, sikredes
ved den synthetiske Fremstilling, gjaldt det saavel inden-
for hver enkelt Bog som i hele Varket om at ordne
de enkelte Problemer og Theoremer saaledes, at det
Grundlag, hvorpaa, og det Materiale hvoraf, hvert nyt
skulde opferes, allerede var bragt tilstede ved de fore-
gaaende. Vi have i den Henseende anfort, at end ikke
et Midtpunkt af en ret Linie turde bruges i et Bevis,
uden at dets Existens forst var bevist ved Konstruktion.

En saadan Sammenfojning af Swmtninger, i hvilken
man, som i et synthetisk Bevis for en enkelt Seetning,
gaar over fra det bekjendte til det ubekjendte og derfor
haever sig fra det simple og enkelte til det mere sammen-
satte og mere almindelige, ville vi kalde en synthetisk
Lerebygning — uden dog at have nogen umiddelbar
antik Hjemmel for denne Betegnelse. I en saadan Leere-
bygning spiller Udgangspunktet og Slutningen en seregen
Rolle.

Hvad Udgangspunktet angaar, saa er det aabenbart,
at der forud for de Problemer, hvis Lesninger ere
sammensatte af dem, der ere givne af tidligere Pro-

7
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blemer, og forud for de Theoremer, hvis Beviser ere
byggede paa tidligere Theoremer og Problemer, maa
gaa visse forste Konstruktioner, hvis Udferelse uden
videre betragtes som kjendt, og visse forste Paastande,
hvis Rigtighed betragtes som umiddelbart indlysende.
De forste kaldes hos Euklid Postulater (afjuara),
de sidste almindelige Antagelser. (xowai &wvoiar).
I Stedet for det sidste Ord bruges dog jevnlig det hos
andre Forfattere, seerlig filosofiske, forekommende: Axi-
omer (Gtiwpara). Forud for disse to Arter Forudseet-
ninger maa selve de Begreber opstilles, som disse
Foruds@tninger gjelde. Dette sker i Definitionerne
(800). Med de Forudsetninger, som Euklid saaledes
opstiller, skulle vi snart beskjeftige os. Derigjennem
lere vi da ogsaa de Fordringer at kjende, som de
gamle i det hele stillede til deres Forudswtninger.

Foruden Forudsatningerne tiltreekker i en synthetisk
Leerebygning ogsaa Slutningen sig en vis Opmeerk-
somhed, da det ved den hele Ordning faar Udseende af,
at alt det foregaaende er medtaget som Grundlag for
denne Slutning. Som alt anfert slutter Euklids Elementer
med Bestemmelsen af de regulere Polyedres Stykker og
den deraf folgende Konstruktion af Polyedrene. Dette
har ganske vist ikke veeret Euklids eneste Maal; thi
han medtager i Lobet af sit Arbejde meget, som hverken
direkte eller indirekte bruges i denne Bestemmelse, og
han har saaledes tilvejebragt og sikkert villet tilvejebringe
et almindeligt Grundlag for videregaaende mathematiske
Undersogelser. Den’ store Rolle, som Konstruktionen af
regulere Polyedre spiller som Slutsten paa hans Arbejde,
har dog veeret Anledningen til, at Arbejder af andre For-
fattere om disse Polyedre allerede i meget gamle. Ud-
gaver ere medtagne som 14. og 15. Bog.

Mere bestemt stiler Behandlingen i forste Bog,
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tagen for sig, henimod at faa netop det med, som er
logisk nedvendigt for at maa til det Grundlag for den i
neste Bog udviklede geometriske Algebra, der danner
forste Bogs Slutsten, nemlig Gnomons®tningen I, 43 og
den pythagoraiske Leereseetning I, 47. Ogsaa her med-
tages dog et forelobigt Maal, som naas midt i Bogen i
Forbindelse med den for Hovedformaalet nedvendige
Paralleltheori, nemlig Seetningen (32) om Vinkelsummen
i en Trekant. Ievrigt indeholder Bogen Sewtninger om
rette Liniers Stilling mod hinanden, om vinkelrette og
parallele Linier med tilherende Konstruktioner, om Tre-
kanters Kongruens og Konstruktion, og Afhangigheden
mellem Siders og Vinklers Ligestorhed og Uligestorhed
1 en Blanding, som kun er lidet overskuelig, men som
er en Folge af den logisk vel sikrede Maade, hvorpaa
Seetningerne efterhaanden ere byggede op paa hinanden.
Exempelvis skulle vi neevne, at Setninger om Trekantens
Kongruens findes i 4, 8 og 26, og at Euklid ikke finder
Anledning til at undersoge Kongruensen af Trekanter
med en Vinkel, en hosliggende og en modstaaende
Side lige. For Saetninger herom har han nemlig ingen
Brug, hvorimod han i 6. Bog, hvor han sammenstiller
Setninger om Trekanters Ligedannethed, ogsaa behandler
det hertil svarende Tilfeelde. I Slutningen af Bogen ere
- Seetninger om Arealer mere samlede.

Idet vi her have opstillet Begrebet synthetisk Lerebygning,
skulle vi for Modsetningens Skyld — og da vi gnske ogsaa uden
for Anvendelsen paa de gamles Skrifter at faa fuld Klarhed paa
Betydningen af Analyse og Synthese — bergre, hvad vi vilde for-
staa ved en analytisk Larebygning. Medens man i den syn-
thetiske Leerebygning forst efterhaanden hever sig til Betragtningen
af mere og mere sammensatte eller mere almindelige Forhold,
tager man i den analytiske Larebygning et almindeligt Princip,
som netop ved sin Almindelighed kan have en vis Simpelhed, til
Udgangspunkt og udvikler ud fra dette de Forhold, som maa gjore

7§
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sig gjeldende i de forskjellige enkelte Tilfeelde. En Behandling af
Geometrien, hvor man begynder med ret Linie og Cirkel og der-
nast gjennem Keglesnit haever sig til Kurver af hojere Orden, er
efter sit hele Anleg synthetisk, selv om Enkelthederne behandles
analytisk; men en Behandling, hvori man strax underseger alminde-
lige Kurvers Egenskaber og deraf specielt udleder Szetninger om
den rette Linie eller Keglesnittene, er efter sit Anleg analytisk.
Et udpreeget Exempel paa en analytisk Behandlingsmaade haves i
Lagranges analytiske Mekanik, hvor alt udledes af de virtuelle
Hastigheders Princip. Var dette Princip selv kun opfattet som en
Hypothese, der skulde bevises gjennem sine Anvendelser eller
Konsekvenser, vilde Fremgangsmaaden ganske stemme med den
analytiske Methodes alt omtalte Anvendelse paa enkelte Sztninger.
Er Principet derimod som hos Lagrange forud fastslaaet, er den
anvendte Fremgangsmaade dog veesentlig den samme, og at kalde
den analytisk stemmer altsaa vedblivende med den tidligere brugte
Anvendelse af dette Ord. Iovrigt vil det i Reglen vere ved en
synthetisk Fremadskriden fra det mere specielle til det mere al-
mindelige, at det almindelige Synspunkt er vundet, som er Ud-
gangspunktet for en analytisk Leerebygning.

14, Euklids geometriske Forudsetninger.

De Forudsetninger, hvorpaa Euklid bygger Geome-
trien, maa seges i de Definitioner, Postulater og Axiomer,
som staa i Spidsen af hans forskjellige Boger. Seerlig
Interesse have de, som hyre til forste Bog, da de og
de derpaa efterhaanden byggede Resultater ogsaa ligge
til Grund for det folgende. Ved dem skulle vi derfor
her iser dveaele, men dog strax supplere dem med nogle
af de i andre Bager indfeorte nye Forudsatninger. De,
som staa i Forbindelse med serlige Theorier, saasom
Proportionsleren, skulle vi dog forst omtale i For-
bindelse med disse Theorier.

Ved den forste Gjennemlaesning af Euklids Defini-
tioner, Postulater og Axiomer vil man sikkert finde, at
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de ere langtfra at staa paa Hejde med de formelle og
logiske Fordringer, som vi have sagt, at de gamle stillede.
Man vil saaledes se, at adskillige af Definitionerne slet
intet sige om det, som skal defineres, og ingen Sikkerhed
give for, at der virkelig existerer noget, som svarer til
Definitionerne. Definitionen paa en ret Linie siger ikke
mere, end om man havde sagt: der er en vis Art Linier,
som kaldes rette. Hvad det er for nogle Linier, altsaa
de Egenskaber ved Linierne, som man i vore Dage vilde
bruge til Definition, udsiges forst i Postulaterne, som
altsaa sige: vi ville gaa ud fra, at den rette Linie har
de og de Egenskaber. Ogsaa Postulaterne og Axiomerne
ere tildels udtrykte med en Korthed, der kan gjore dem
gaadefulde, og som danner en sterk Modsetning til den
forsigtige Udforlighed, hvormed alt medtages i de egent-
lige mathematiske Seetninger og deres Beviser.

Sagen er, at til Definitioner, Postulater og Axiomer
henvises alt det, som Mathematikeren vil have Lov at
forudsatte i selve Larebygningen uden enten at give
nogen Forklaring, Beskrivelse af hvorledes eller Be-
grundelse af hvorfor. Det er hans Sag forud at give
en ngjagtis Fortegnelse over, hvad det er, han vil
forudsette, og den maa vere saa tydelig, at den, saa-
snart han skal bruge den, giver klar Besked, saa
det da ses, at han hverken bruger mere eller mindre
end det, han har betinget sig Ret til; men de Abstrak-
tioner, som have fort til Opstilling af Begreberne og til
i Postulater og Axiomer netop at tillegge dem disse
bestemte Egenskaber, ja selv en forelobig Paavisning af,
at han virkelig har opfyldt den Fordring hverken at til-
leegge dem for mange eller for faa Egenskaber, ved-
komme ikke ham. Han er som Mathematiker kun
ansvarlig for, at den, der indremmer ham alle disse.
Ting, derefter ved hans sikre Slutninger maa tvinges
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til at indremme alt det, han deraf udleder. Derved skal
det praktisk vise sig, at han har gjort et tilstreekkeligt
Antal Forudsaetninger. At han ikke har gjort for mange,
lader sig vel ikke saa umiddelbart paavise; men hvis
han havde gjort det, vilde han udsette sig for, at andre
paaviste, at han havde gjort det, nemlig derved, at nogle
af Forudseetningerne enten vare i Strid med hinanden
eller kunde udledes af hinanden.

Naar man rigtig vil vurdere de af de gamle, seerlig
af Euklid, udtrykkelig opstillede geometriske Forudsaet-
ninger, maa man derfor se mere paa, hvilke disse
Forudsatninger ere, end paa, at der mangler Oplysninger
om, hvorfra de haves, eller paa den Form, hvorunder
de fremtreede. Det vil da vise sig, at de ere de samme
som de, hvorpaa vi den Dag i Dag opfere Geometrien,
og at de fremdrages med en Sikkerhed og Fuldstendighed,
som vedblivende maa tjene til Monster ogsaa for dem,
der maatte finde Anledning til enkelte Suppleringer eller
Modifikationer. For at faa dem rigtig frem, maa vi dog
af og til ogsaa bergre de, idetmindste for en moderne
Opfattelse, mangelfulde Former, hvori flere af dem
fremtraede.

Vi skulle begynde med at fremdrage de Defini-
tioner, som kunne give os Anledning til nogen Be-
merkning. Punktet defineres ved sin Udelelighed
(I, Def. 1). Derfra gaas videre til Linien som Lzngde
uden Brede (I, 2), til Fladen med Lengde og Bredde
(I, 5) og i 11. Bog til Legemet med Langde, Bredde
og Tykkelse (XI, 1). Disse Definitioner give ingen Op-
lysning om, hvorledes man skal komme til Begreberne
Punkt, Linie, Flade og Legeme, og nevne altsaa som
en Forudseetning, hvorpaa der skal bygges, at man
allerede er i Besiddelse af disse Begreber og forstaar
Meningen af, at Punktet har O Dimensioner, Linien 1,
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0. s. v., hvori atter ligger en Opfattelse af en Linie
som geometrisk Sted for Punkter, af en Flade for Linier
og af et Legeme for Flader. For virkelig at komme i
Besiddelse af Begreberne vil man i Reglen ikke gaa
denne synthetiske Vej fra Punkt til Linie, Flade og
Legeme, men den omvendte analytiske, altsaa gaa ud
fra Legemet som noget umiddelbart givet, betragte
Fladen som Grense for Legemet o. s. v. At denne
Vej til at vinde Begreberne ikke var ukjendt for de
gamle, ses af en anden Rekke Definitioner, nemlig
XI, 2, I, 6 og I, 3 der imidlertid hos Euklid ikke ere
nye Definitioner paa Flade, Linie og Punkt, men kun
Oplysninger om, hvorledes Legeme, Flade og Linie be-
granses. y

At det ikke er i Definitionerne, men forst i Postu-
laterne samt et af Axiomerne, at man maa sege Op-
lysning om, hvad en ret Linie er, har jeg allerede berort.
Ogsaa Cirkelliniens Existens bliver forst slaaet fast i
Postulaterne, men dens Definition (I, 15) synes snarere
at sige for meget end for lidt, idet den ikke blot be-
retter, at Cirkelliniens Punkter alle skulle have samme
Afstand fra Centrum, men tillige oplyser, at Cirklen
selv er en Figur, altsaa en ved Cirkellinien afgraenset
Del af Planen, og at Centrum ligger indenfor denne.
Naar det ikke er sagt, at Cirkellinien skal indeholde
alle Punkter med den forst anforte Egenskab, bliver
den forste af de anferte Oplysninger dog et ikke over-
flodigt Skjeelnemeerke mellem den hele Cirkellinie og
Cirkelbuer. Derved kan den heaevde sin Plads mellem
Definitionerne. Vi ville igvrigt faa at se, at Oplys-
ningerne, hvis de ikke havde faaet Plads her, i en eller
anden Form burde medtages blandt Postulaterne.

Definitionen paa en Diameter i en Cirkel (I 19
indeholder derimod en Tilfgjelse, som sikkert er over-
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flodig ej blot for at definere den, men overhovedet i
Forudsztningerne. Det siges nemlig ikke blot, at den
gaar igjennem Centrum, men tillige, at den halverer
Cirklen. Dette er en Setning, som kan bevises ved
Kongruensen af de Dele, hvori Cirklen deles. Maaske
har en senere Udgiver indskudt den i Definitionen, fordi
den virkelig ikke findes i nogen af Euklids Laere-
setninger.

Euklids Definition paa en Vinkel (I, 8) eri sig naesten
ligesaa tom som Definitionen paa en ret Linie. Herpaa
raades der dog fuldkommen Bod ved Axiomerne,
hvori opstilles almindelige Kjendetegn paa, om en Stor-

relse er % en anden af samme Art. Disse Kjendetegn

lade sig nemlig ogsaa anvende paa Vinkler, som derved
faa vel definerede Sterrelser. Det kan igvrigt bemaerkes,
at den oprindelige Definition paa Vinkler ogsaa er an-
vendelig paa Vinkler mellem krumme Linier. Brug af
dette Begreb gjores i 3. Bogs Satning 16, hvor det
vises, at den vinkelrette paa Diameteren i et Punkt af
en Cirkel danner en mindre Vinkel med Cirklen eller
kommer denne narmere end enhver anden ret Linie.

De Postulater, som Euklid opstiller i forste Bog,
ere efter den nyeste og paalideligste Textrevision!
- folgende:

1. At drage en ret Linie fra et Punkt til et andet;

2. At forlenge en begraenset ret Linie uden Graense;

3. At beskrive en Cirkel med givet Centrum og
given Radius;

4. At alle rette Vinkler ere indbyrdes lige store;

! Heibergs Udgave.

-
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5. At, naar en ret Linie, som skjerer to andre rette
Linier, paa samme Side danner indvendige Vinkler, som
tilsammen ere mindre end to rette, de sidstnsevnte to
Linier ved at forleenges i det uendelige ville skjeere
hinanden til den Side, hvor Vinkelsummen er mindre
end to rette. ;

De Konstruktioner, af hvilke alle andre ifglge disse
Postulater skulle sammensattes, ere de, som praktisk
udfores ved Lineal og Passer. Det er dog vildledende
blot ensidig at fastholde dette. Det viser sig blandt andet
derved, at man da ikke ret faar Plads til de to sidste
Postulater, hvorfor endog meget gamle Udgivere have
ladet sig forlede til at flytte disse hen blandt Axiomerne.

Som det ses, navnes Lineal og Passer, ved hvis
Brug man jo ogsaa kun kan give et ufuldstendigt Billede
af den mathematiske rette Linie og Cirkel, end ikke i de
tre forste Postulater. Disse give, som vi alt have sagt
om HKuklids Forudsetninger overhovedet, slet ingen
Oplysning om, hvorfra, eller ved hvilke Midler man
tilvejebringer det, som forlanges forudsat. I Overens-
stemmelse med, at de gamle Problemer vaesentlig ere
Existenssetninger og Lesningerne give Existensbeviser,
ere Postulaterne Existenspaastande, som kraeves
anerkjendte uden Bevis eller Eftervisning. De Paa-
stande, som indeholdes i de 3 forste Postulater, gaa
da kun ud paa, at der er en ret Linie gjennem to vil-
kaarlige givne Punkter, at denne kan forlenges uden
Grense, og at der er en Cirkel med et vilkaarligt op-
givet Centrum og en vilkaarlig opgiven, ved dette be-
liggende Radius, eller med andre Ord en saadan, som
har et givet Centrum og gaar gjennem et givet Punkt.
At det tredie Postulat virkelig er saaledes at forstaa,
og ikke fordrer indrommet uden Bevis Existensen af
en Cirkel med givet Centrum og Radius given et andet
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Sted i Planen, ses strax derved, at Euklid i Setning 2
viser, at Bestemmelsen af en saadan Cirkel ved Hjelp
af den i Seetning 1 meddelte Konstruktion af en ligesidet
Trekant lader sig sammensewtte af dem, der ere postu-
lerede. Da dette virkelig lader sig gjore, har Euklid
ved den anforte Indskrenkning af det 3. Postulat kun
opfyldt den allerede omtalte Pligt: ikke at forudseette
for meget. Var der derimod Tale om den praktiske
Udforelse ved Passeren, havde det veeret ligegyldigt,
hvor den opgivne Radius laa, og man ter nok sige, at
den i Seetning 2 viste Vej ikke har veeret bestemt til
praktisk Udferelse af Tegningerne.

Med denne Opfattelse af Postulaternes Betydning er
det aabenbart, at man ikke har nok i at postulere Exi-
stensen af de paa simplest Maade bestemte rette Linier
og Cirkler. De geometriske Konstruktioner udferes ved,
at man ved forskjellige Liniers Skjering bestemmer
Punkter, som atter kunne benyttes ved Bestemmelsen
af nye Linier. Da maa Skjeringspunkternes Existens
postuleres lige saa vel som Liniernes; thi den kan umulig
vere en Fplge af denne sidste. I 5. Postulat opstilles
det derfor udtrykkelig som en ny Forudsatning, at
to rette Linier skjeere hinanden, hvorved dog maa gjores
den Indskreenkning, som er negdvendig, for at Paastanden
virkelig skal blive sand, en Indskreenkning, der her
spiller ganske samme Rolle, som Diorismen til et Pro-
blem. Uden at Skjeeringspunktets Existens var krevet
i 5. Postulat, vilde de Lgsninger af Problemer, hvor
Skjeeringspunkter mellem rette Linier benyttes, i Al-
mindelighed slet ikke give de Existensbeviser for de
konstruerede Figurer, som skulde veere Konstruktionernes
veesentligste Udbytte.

Er nu denne Betragtning rigtig, vil man imidlertid
savne Postulater, som paa lignende Maade krave Exi-
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stensen af Skjeringspunkter mellem ret Linie og Cirkel
eller mellem to Cirkler anerkjendt. Vel maa den fuld-
stendige Afgrensning af de Tilfelde, hvor Skjeringen
virkelig finder Sted, allerede krazeve Udviklingen af flere
Swtninger, og det er maaske den Omstendighed, at
Euklid derfor ikke strax kan give denne Afgrensning
i al Almindelighed, som har afholdt ham fra at opstille
hertil tjenende Fordringsseetninger. For overhovedet at
kunne benytte Cirklen i Konstruktioner, ere dog i det
mindste nogle Forudsetninger om dens Skjering med
ret Linie og med andre Cirkler ngdvendige. Hvilke
Euklid benytter, maa man sgge i selve de Anvendelser,
han gjor.

Man ser da i Setning I, 12, at han for at veere
vis paa, at en Cirkel med givet Centrum skjerer en vis
ret Linie, lader den gaa gjennem et Punkt paa den
Centrum modsatte Side af Linien, og at han dels i
Seetning 1, dels i Seetning 22 betragter det som ind-
lysende, at en Cirkel med Centrum paa eller indenfor
en andens Periferi, og som gaar gjennem et Punkt
udenfor denne, skjerer den i to Punkter. At det er
paa disse Forudsatninger, han bygger, treeder tydelig
nok frem paa de paagjeldende Steder, og andre Steder
forudseettes intet om Skjeering mellem Cirkel og ret
Linie eller Cirkel, forend det dertil fornedne er bevist.

Indeholder de af Euklid udtrykkelig opstillede
Forudsetninger da slet intet om disse faktiske Forud-
setninger, hvilke Euklid paa de anferte Steder, navnlig
i Nr. 12, er sig fuldt bevidst? Postulaterne gjore det i
hvert Fald ikke; men som vi have set, ere Forskjellene
mellem Postulater og Definitioner ikke saa udpreegede,
at man alene behover at sege blandt de forste. Det er
da klart, at Euklid kan sege Berettigelse til at bruge
disse Forudsetninger deri, at han i Definitionerne har
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sagt, at selve Cirklen er en Figur, der indeholder Cen-
trum, hvoraf maa felge, at en Cirkellinie maa skjere
en tilstreekkelig forleenget ret Linie eller en anden Cirkel-
linie i to Punkter, naar den har sit Centrum paa den
ene Side og gaar gjennem et Punkt paa den anden
Side af en af disse Linier. Det kan ipvrigt bemeerkes,
at man paa lignende Maade i visse Tilfelde kan paavise
Skjering mellem rette Linier uden at gjore Brug af
5. Postulat, idet man benytter sig af, at Polygoners
Omkredse ogsaa afgreense Arealer, som ikke streckke
sig i det uendelige. Euklid gjor Brug heraf i I, 21.
Endnu savne vi Forklaring af, hvorledes den Paa-
stand, at alle rette Vinkler ere lige store, kan faa Plads
blandt Postulaterne. Af Axiomerne vil det fremgaa, at
Vinkler ere lige store, hvis de ere kongruente, ellers
ikke, og Paastanden er altsaa den selysamme som, at
alle rette Vinkler ere kongruente. Da en ret Vinkel
defineres (Def. 10) som den, der er lig med sin Nabo-
vinkel, gaar Postulatet: altsaa ud paa, at den Vinkel,
som vi nu kalde en lige Vinkel, har en bestemt Stor-
relse, eller at Forlengelsen af en given ret Linie ud
over et Endepunkt er entydig bestemt. Fuld Bekrsef-
telse paa, at det er dette, som menes, faar man ved at
se, at det netop er paa denne Maade, at Postulatet
faktisk anvendes. Det sker i Beviset for Seetning I, 14.
4. Postulat bliver altsaa en Tilfgjelse til 2. Postulat,
nemlig at den i dette indeholdte Bestemmelse af en ret
Linies Forlengelse er entydig, og det ®r vel nsermest
derfor, at det har faaet Plads blandt Postulaterne 0g
ikke blandt Axiomerne. Postulatet vilde ikke savnes af
en moderne Leeser, som er vant til, at der tages Hensyn
til Oplosningernes Antal, og derfor nermest vil teenke
sig, at Entydigheden allerede er underforstaaet i 2. Po-
stulat. Naar det dog en Gang staar der, savner man
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et andet Postulat, som udtrykker, at ogsaa den i forste
Postulat givne Bestemmelse af en ret Linie ved to
Punkter er entydig. Af denne Entydighed gjor Euklid
udtrykkelig Brug i Seetning I, 4, hvor han i sin Bevis-
forelse bruger det Argument, at «to rette Linier ikke
kunne indeslutte noget Fladerum»; men denne Paastand,
der netop er den samme som den, at 1. Postulat er
entydigt, findes ikke opstillet blandt Forudsstningerne.
Her er en utvivlsom Inkonsekvens tilstede. Denne er
allerede bemerket i Oldtiden og har bragt Udgivere til
netop at medtage den i I, 4 udtrykkelig benyttede Forud-
setning enten — og vist nok tidligst — blandt Postu-
laterne, hvor den har samme Krav paa at findes som
Postulat I, 4, eller blandt Axiomerne. Dette nye Po-
stulat udtrykker tillige, at et Punkts Bestemmelse ved
5. Postulat som Skjeringspunkt mellem to rette Linier
er entydig.

Entydigheden af 3. Postulat om en Cirkels Be-
stemmelse ved Centrum og Radius behgver derimod
ikke at forudswttes. Man kan nemlig atter her benytte,
at Cirklen allerede i Definitionerne er fuldstendigere
bestemt end en ret Linie. Dette satter Euklid istand
til i 3. Bogs 5. og 6. Setning at bevise, at koncentriske
Cirkler ikke kunne skjwre eller berere hinanden, altsaa
at det fuldsteendige geometriske Sted for de Punkter,
som have samme Afstand fra et givet Punkt som et
andet, kun bestaar af én lukket Kurve, med andre Ord,
at 3. Postulat kun giver én Cirkel.

Euklids 1., 2., 4. og 5. Postulat, supplerede med
den i Setning I, 4 benyttede Forudsatning, at 1. Po-
stulat skal give en entydig Bestemmelse, og, som vi
skulle se, med en i 7. Axiom indeholdt Forudsetning,
udtrykke alle de Egenskaber ved den rette Linie, som
ligge til Grund for dens Brug i Geometrien. Uformsrkt,
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ja, som vi skulle se, endog uden selv helt at blive det
var, har Euklid imidlertid med det samme faaet Planens
Grundegenskaber opstillede. Dennes udtrykkelig opstillede
Definition (I, 7) er i sig lige saa intetsigende som den
rette ‘Linies. Planen neevnes endnu i Definitionerne
I, 8 og I, 15, hvor det udtales, at en Vinkels Ben skulle
ligge i samme Plan, og at Cirklen er en plan Figur.
Af storre Betydning er det, at det i de opstillede Postu-
later stiltiende forudsattes, at de forskjellige Bestemmelser
finde Sted indenfor en og samme Plan. Uden dette
vilde femte Postulat ligefrem blive meningslgst. Den
Egenskab, som navnlig ved forste og andet Axiom til-
leegges en Plan, bliver nu den at indeholde enhver ret
Linie, som gaar gjennem to af dens Punkter, samt dens
Forlengelse i det uendelige. Havde Euklid selv ud-
trykkelig slaaet dette fast, kunde han deri have faaet
et virkeligt Grundlag for de tre forste Seetninger i
11. Bog, som udsige, at en ret Linie, som delvis ligger
i en Plan, ikke kan gaa udenfor den, at to rette Linier,
der skjere hinanden, ligge i (og bestemme) en Plan, og
at to Planers Skjeringslinie er ret. Nu opstiller han
nogle andre Beviser, at hvilke det for XI, 1 maa for-
udsaxette Rigtisheden af XI, 2, som omvendt er bygget
paa XI, 1. I principiel og formel logisk Henseende
staar Euklids Behandling af Stereometrien i det hele
tilbage for hans Plangeometri, hvorpaa vi skulle se et
endnu vigtigere Exempel ved Omtalen af hans Axiomer.
Det vil dog vise sig, at trods denne Mangel hos de
greeske Mathematikere, deres Kjendskab til selve de
stereometriske Seetninger og Operationer havde et ret
betydeligt Omfang.

Medens vi ved Definitioner og Postulater tildels
have maattet tage vor Tilflugt til de Anvendelser, som
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Euklid i sine Setninger faktisk har gjort deraf, for at
faa ngjagtic Besked om de Forudsaetninger, som de
skulle udtrykke, give de Axiomer i forste Bog, hvis
Agthed anses for utvivlsom, og med hvilke vi derfor
udelukkende ville beskjeeftige os, nemlig! 1—3 og 7—S8,
‘ en lige saa kort som klar Besked om Grundlaget for
‘ Anvendelserne af Begreberne: Ligestorhed og Uligestor-
hed paa Storrelser i Almindelighed, og sarlig paa geo-
metriske Storrelser. Det forste Bidrag til Begrebet
Ligestorhed gives i Axiom 1: Sterrelser, som ere lige
store med en og samme Sterrelse ere indbyrdes lige
store. At Benavnelsen «ligestor» forekommer i For-
klaringen paa Begrebet Ligestorhed, gjor ikke denne
Forklaring veerdiles, hvad man blandt andet kan se af,
at man ikke kan sztte «uligestor» i Stedet for «ligestor»
i den i Axiomet indeholdte Forklaring. Denne er imid-
lertid ikke tilstreekkelig til at give et anvendeligt Storrelses-
> begreb. Der maa tages med, at en Sterrelse ikke for-
andres ved Deling, efterfulgt af Sammenseatning af alle
Delene. Dette indeholdes i Axiomerne 2 og 3, som
udsige, at ligestort lagt til eller trukket fra ligestort
giver ligestort. Det maa endvidere, naar man ogsaa vil
have Uligestorhed med, medtages, at man faar noget
mindre ud ved ikke at tage alle Delene med, hvilket
udsiges i Axiom 8: det hele er storre end en Del.
Herved er ogsaa givet Forklaring paa Addition og Sub-
straktion af almindelige Storrelser, og der er deri inde-
holdt, at Addendernes Orden er ligegyldig. Naar Ster-
relsesbegrebet i en moderne Arithmetik? defineres saa-
ledes, «at de Egenskaber ved Gjenstandene, der ikke
forandres, naar deres Dele sammensettes i forskjellig

! Se Heibergs Udgave.
? Jul. Petersens.
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Orden, men som forandres, hvis nogle af Delene bort-
tages, siges at have Stgrrelse», stemmer denne Definition
ganske med de anforte Axiomer, der endog have det
Fortrin mere direkte at forklare, hvad der er ligestort,
storre eller mindre.

Dette almindelige Sterrelsesbegreb maa suppleres
ved serlige Kjendetegn, som sikre dets Anvendelse dels
paa bestemte Arter af Sterrelser, saasom geometriske
Sterrelser, Vaegte o. s. v., dels paa rent abstrakte Tal-
storrelser. Euklid, for hvem selve den geometriske
Storrelse bliver abstrakt Sterrelse, da den i den geo-
metriske Algebra tjener til Fremstilling af Sterrelser af
enhver Art, ogsaa Tal, maa forst og fremmest give
Kjendemzrket paa geometriske Sterrelsers Ligestor-
hed. Det sker i det 7. Axiom til forste Bog, hvorom
vi nu skulle tale. Forst i femte Bog gives en umiddelbar
Fremstilling af abstrakte Sterrelser som Forhold samt
Kjendetegn paa deres Ligestorhed og Uligestorhed. For-
holdene til Enheden ere Tal i dette Ords moderne
og almindelige Betydning. Enheden indferes dog forst
i 7. Bog, og anvendes da kun til Maal for dermed
kommensurable Sterrelser. Om de dertil tjenende For-
udsetninger komme vi til at tale i Sammenhaeng med
disse Bogers ovrige Indhold.

I forste Bogs 7. Axiom, hvortil vi vende tilbage
fra dette Henblik til andre Sterrelsesbestemmelser end
den geometriske, udtales, at kongruente Sterrelser eller
saadanne, som kunne bringes til Deekning, ere ligestore.
Dette Kjendetegn paa geometrisk Ligestorhed gaar ganske
naturlig forud for det i 8. Axiom indeholdte Kjendetegn
paa Uligestorhed, som ikke behgver noget serligt Supple-
ment for de geometriske Sterrelsers Vedkommende.
Euklid peger i 7. Axiom med stor Sikkerhed hen paa
det, som altid maa veere det forste Udgangspunkt for
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enhver Undersogelse af Sterrelser i Geometrien. Kon-
gruensen er det allerede ved den praktiske Udmaaling,
som bestaar i efterhaanden at opteelle en Rakke Dele
af det, der skal maales, som ere kongruente med Maalet.
Den er det fremdeles saavel i Euklids egen som i alle
folgende Leerebygninger, som behandle geometriske Stor-
relser: man gaar ud fra, at visse Storrelser ere lige
store, fordi de ere kongruente, og ulige store, fordi den
ene selv er, eller er kongruent med, en Del af den
anden. Det er denne Fremgangsmaade Euklid anvender
i forste Bog for at vise, hvorledes Ligestorhed og Ulige-
storhed af Sider eller Vinkler i samme eller forskjellige
Trekanter medfore hinanden. Resultaterne heraf kom-
binerer han derpaa med de almindelige Sterrelsesforud-
seetninger. Ja han streeber endog at anvende det serlig
geometriske Kongruensprincip saa lidt som muligt. Saa-
ledes benytter han i I, 26 ikke umiddelbart Kongruensen
for at bevise, at Trekanter med en Side og de hosliggende
Vinkler stykkevis lige store ogsaa have de andre Stykker
lige, men slutter dette antithetisk fra de tidligere Kon-
gruenstilfelde

For rette Liniers og for Vinklers Vedkommende falder
Ligestorhed sammen med Kongruens. For brudte Liniers,
Arealers og Rumfangs Vedkommende kan man derimod
efter forst at have paavist Ligestorhed ved Kongruens
paavise Ligestorhed uden Kongruens ved Sammensatning
ifolge de almindelige Sterrelsesforudsaetninger, saaledes
som det f. Ex. sker i Beviset I, 35 for, at Parallelo-
grammer med samme Grundlinie og Hojde ere lige store.
Til Storrelsen af krumme Linier og de Arealer, de be-
graense, samt af de fleste Rumfang, kan man kun komme
ved Grenseovergange, som de gamle udforte ved Exhaust-
ionsbeviset, og som tildels tillige kraeve Opstilling af
nye Forudseetninger. Dette ville vi faa at se ved Omtalen

8
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dels af Euklids 12. Bog, dels af Archimedes’ Ar
bejder. ¢
Vi ber derimod strax omtale, at der er en meget
veesentlig Mangel i den Brug, som Euklid i Stereo-
metrien gjor af deti 7. Axiom opstillede Kongruensaxiom.
Den haenger sammen med, at man i hans Stereometri
savner enhver Skjelnen imellem Kongruens og
Symmetri, men viser dog, at han ikke antager sym
metriske Figurer for kongruente. I saa Fald vilde han
nemlig i 7. Axiom have ment at have et tilstraekkeligt
Grundlag for sine Volumenbestemmelser. I Stedet herfor
opstiller' han en ny Forudsetning, som kan passe baade
paa kongruente og symmetriske Figurer. [ 11. Bogs
10. Definition defineres ligestore og ligedannede
Rumfigurer som saadanne, der indesluttes af lige mange
ligestore og ligedannede (o: kongruente) plane Figurer.
Definitionen indeholder foruden en Navnebetegnelse til-
lige en geometrisk Forudsaetning, altsaa et Axiom, nemlig
at disse Figurer ogsaa skulle vare lige i Rumfang'.
Dette anvendes dels i Beviset i XI, 29 for, at Parallel-
epipider med samme Grundflade og Hejde ere lige store,
dels sluttes deraf i XI, 28, at de to tresidede Prismer,
hvoraf et Parallelepipedum bestaar, ere lige store. Det
vides, at de Prismer, som omlagges i det forste af disse
Beviser, ere kongruente, og at de tresidede Prismer i
den sidste Seetning ved Omlaegning af Dele kunne om-
dannes til at blive kongruente. Dette kan Euklid ikke
have bemarket; thi da vilde Indferelsen af et nyt Princip
for Ligestorhed for Legemers Vedkommende veere over-
flodig og derfor stridende mod hans sadvanlige Frem-
gangsmaade.

! Cauchy har bevist, at saadanne Figurer virkelig altid ere
kongruente eller symmetriske.
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I den her paapegede Brug af 7. Axiom er dette
blot blevet et Kjendetegn eller, om man vil, en Definition
paa geometrisk Ligestorhed; men i alle Tilfeelde gjemmer
det 1 sig en virkelig geometrisk Forudsatning eller et
Axiom af meget veesentlig Betydning. Dette gaar ud
paa, at der overhovedet kan veere Tale om kongruente
Figurer, altsaa om Flytning af Figurer til andre
Steder i Rummet. Ifolge Euklids Axiom bestemme de
geometriske Storrelser alt det, som bliver uforandret
under en saadan Flytning. Hvori selve Flytningen skal
bestaa, karakteriseres dog slet ikke, -ja den neevnes ikke
engang i Axiomet, men Anvendelserne vise, at der
teenkes paa den empiriske Flytning, som kjendes fra de
fysiske, saakaldte uforanderlige Legemer.

Naar vi tidligere have bergrt, at Axiom [, 7 er
nedvendigt til fuldsteendig at karakterisere en ret Linie,
saa tenktes derved netop paa, at Euklid, f Ex. i Be-
viserne for Kongruensseetninger, bestemt benytter den
Forudsetning, at en ret Linie ikke forandres ved Flytning.

15. Anmarkning om Geometriens Forudsetninger.

Naar man kombinerer den sidstnzevnte Egenskab ved den rette
Linie med dem, der alt vare udtrykte i Postulaterne, derunder En-
tydigheden af Bestemmelsen ved to Punkter, bliver den rette Linie
defineret som en saadan, der i hele sin Udstrekning falder
sammen med en anden ret Linie, naar den flyttes saaledes, at to
Punkter gjore det. At denne Definition ikke er nogen Cirkeldefinition,
uagtet den rette Linie bestemmes ved Sammenlagning med en
anden ret Linie, ses derved, at ingen anden Linie har denne Egen-
skab. Derimod er Axiomet om Muligheden af en Flytning forudsat.
Efter Definitionen faas en ret Linie som geometrisk Sted for de
faste Punkter af et Legeme, som drejer sig, medens to Punkter
ligge fast. Konstruktionen af rette Linier ved en Lineal, det er
ved en heveegelig ret Linie, folger ligeledes af Definitionen.

8‘.‘7
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Denne Definition findes nu vel ikke hos Euklid, men den er
en Sammendragning af de Egenskaber, som han faktisk benytter,
og som han efterhaanden opstiller i Postulater og Axiomer. Disse
bestemme dernzst Planen som en Flade, der helt indeholder enhver
ret Linie gjennem to af dens Punkter. Denne Bestemmelse inde-
holder imidlertid mere, end en god Definition bor, da deri Planen
hverken defineres som geometrisk Sted for en enkelt uendelig
Samling rette Linier eller for en dobbelt uendelig Samling Punkter.
Man kan imidlertid dele Bestemmelsen i en Definition og et Axiom
eller Postulat. Planen skal da forst defineres som Stedet for de
Linier, som forbinde et fast Punkt med en fast Linies Punkter, 0g
der skal dernast tilfojes som en ubevislig, men for den geometriske
Leerebygning nedvendig Forudsatning, at denne Flade da har den
nys nzevnte almindelige Egenskab.

. Man kommer ikke ud over denne Vanskelighed ved som i en
moderne Geometri' at definere Planen som Stedet for Punkter, der
have samme Afstand fra to faste Punkter. Det lykkes da vel i
Stereometrien at bevise, at den saaledes definerede Plan virkelig
indeholder enhver ret Linie, hvoraf den indeholder to Punkter;
men det Iykkes kun paa Grundlag af Plangeometrien, i hvilken
man alt har gjort denne Forudsatning om den Plan, som indeholder
alle de behandlede Figurer.

For Planens Vedkommende gjores endnu en Forudsatning,
som ikke kan udledes af dens her opstillede Definition, nemlig den,
som indeholdes i det 5. Postulat, at — bortset fra et ngjere he-
tegnet Tilfzelde — to rette Linier i samme ®lan skjere hinanden.

Som vi have omtalt, gjor Euklid, om han end ikke saa
tydelig fremhzver det, endnu en geometrisk Forudstning, der
ogsaa vedkommer retliniede Figurer, nemlig den, at en i sig selv
tilbagelobende (brakket eller krum) Linie i Planen indeslutter et
Fladerum, og at den skjeres af enhver ret eller i sig selv tilbage-
lobende Linie, som forbinder et ydre og et indre Punkt, i mindst
to Punkter. Lignende Forudsmtninger knytte sig til de lukkede
Flader; men de spille forst en Rolle, naar man gaar videre end
Euklid.

De geometriske Forudswtninger, som Euklid benytter, ere
altsaa folgende: 1) Flytningsaxiomet, 2 og 3) de to anforte Forud-
s@tninger om en Plan, 4) Forudsetningen om lukkede Konturer
(0g Overflader). Han gjor i det vwsentligste Rede for dem i sine

1Jul. Petersens.
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Definitioner, Postulater og Axiomer. Disse indeholde desuden For-
klaringer af de brugte Benavnelser, og endeligc de i Axiom 1—3
samt 8 indeholdte og klart udtalte Forudseetninger for den almindelige
Sterrelsesleere. Disse indeholde ikke blot Ordforklaringer, men til-
lige den til Opforelsen af en virkelig Storrelseslere nedvendige
Forudsetning om Sterrelsers Uforanderlighed og Foranderlighed ved
Deling fulgt af Sammensetning af alle eller nogle Dele.

Den tydelige Maade, hvorpaa de vigtigste geometriske Forud-
setninger saaledes fremtraede hos Euklid, har gjort det i hans
Elementer opstillede Grundlag for Geometrien til et godt Udgangs-
punkt for den nyere Tids Undersggelser om de enkelte Forud-
setningers Raekkevidde og om deres indbyrdes Uafhean-
gighed. For saavidt de virkelig ere indbyrdes uafh@ngige, maa
man nemlig kunne fastholde nogle og udlede Konsekvenser alene
af dem, medens man giver Slip paa andre. Man faar derved en
Almindeliggjorelse af Geometrien; thi de Setninger, man da beviser,
gjelde baade om: det «Rum», der tillige tilfredsstiller de andre
Forudsetninger, og om saadanne Rum, som ikke gjore det. De
kunne ogsaa i det ved Euklids Forudsetninger definerede Rum
faa en saadan videregaaende Anvendelse, at f. Ex. rette Linier
ombyttes med Kurver, der karakteriseres ved nogle af den sed-
vanlige rette Linies Egenskaber, saa de foruden denne ogsaa ind-
befatter andre Linier. -

Den vigtigste af disse Almindeliggjorelser, den projektive
Geometri, er dog ikke veesentlig opstaaet ved Spekulation over
Axiomerne. Dens fleste S@tninger ere fremkomne ved Almindelig-
gjorelser, som have vist sig hensigtsmeassige indenfor selve den
paa alle Euklids Forudsetninger byggede Geometri. [ Virkeligheden
setter den sig-dog ud over nogle af disse Forudsatninger, og den
kan derfor ogsaa fra ferst af opferes uden dem. Hvad man i den
projektive Geometri ser bort fra, er Flytningsaxiomet og den
derpaa grundede Lwre om geometriske Storrelser, hvorved man
-— 1 det mindste saaleenge den projektive Geometri ikke selv danner
sig et nyt Begreb om Flytning og derved et nyt Sterrelseshegreb
— heller ikke faar Brug for det ved Euklids evrige Axiomer
fastslaaede almindelige Storrelsesbegreb. Tilbage blive de i Postu-
laterne indeholdte Forudsetninger, hvorved dog maa ses
bort fra de Laan, som ogsaa deri ere gjorte fra Storrelsesleren.
Derved falder dels tredie Postulat om Cirklens Bestemmelse helt
bort, da Cirklen forud er defineret ved, at dens Radius skal have
en uforandret Storrelse, dels falder Indskreenkningen i 5. Postulat
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bort, saaledes at dette kommer (il at lyde: to rette Linier i samme
Plan skjere altid hinanden i et Punkt. Man undgaar at komme i
ligefrem Strid med den Geometri, hvor alle de Euklidiske Forud-
setninger benyttes, eller «den Euklidiske Geometri», ved at
tillegge denne sidstes parallele Linier uendelig fjerne Skjarings-
punkter. Ved overhovedet ikke at sporge om, hvorvidt Skjerings-
punkter ere uendelig fjerne eller ikke, kommer den projektive Geo-
metri til at indbefatte baade den euklidiske og den i det falgende
omtalte ikke-euklidiske Geometri.

Den rette Linie faar i den projektive Geometri samme Egen-
skaber som i den Euklidiske Geometri paa den Flytning ner,
hvorved en ret Linie bragtes til at falde sammen med en anden,
og Planens Egenskaber knyttes paa samme Maade som hos Euklid
til den rette Linies. De to Forudsetninger, som knyttede sig il
Planens Bestemmelse, vedblive. Idet man nu kun har disse og
ikke mere Flytningsaxiomet at bygge paa, forstaas det, at den pro-
jektive Geometri, naar den udvikles selvstendig, og man ikke be-
tragter den Euklidiske Geometri som forud bekjendt, feorst faar
noget virkeligt Indhold, naar man gaar uden for en enkelt Plan
og derved kan komme til at bruge disse Forudsatninger. Hvad
den Euklidske Forudsatning om lukkede Konturer angaar, viser
det sig nemlig, at den ikke er saaledes uafhwngig af de bortfaldne
Forudseetninger, at den kan bibeholdes i den projektive Geometri;
i denne faar man tvertimod to Slags lukkede Linier i Planen, af
hvilke den ene skjerer en ret Linie.i et lige Antal Punkter (eller
i intet), den anden i et ulige Antal.

I Modsetning til den projektive Geometri er den saakaldte
ikke-euklidiske Geometri netop fremkommen ved Spekulationer
over de af Euklid opstillede Forudsetninger, serligc en enkelt af
dem, nemlig den, som vi have truffet i det 5. Postulat. Disse
Spekulationer forstaas maaske bedst, naar det bemaerkes, at dette
Postulat i de fleste Udgaver har fundet sin Plads blandt Axiomerne,
hvor det ved Indskud af andre mindre zgte Axiomer har faaet
Navnet «Euklids 11. Axiom». Medens et Punkts Bestemmelse
som Skjeringspunkt mellem to retle Linier blandt Postulaterne
var et naturligt Modstykke til den rette Linies Bestemmelse ved
to Punkter, vakte den dertil knyttede Begreensning seerlig Opmeerk-
somhed, naar man traf den samme Forudsetning blandt de til
Lezresetningerne svarende Axiomer. Det Axiom, at to rette Linier,
hvis indvendige Vinkler paa samme Side af en overskjerende
tredie danne en Sum mindre end 2 rette, skjere hinanden til
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denne Side, blev da en Modsatning til den Leresaetning, at Linierne
ere parallele, naar Summen er lig 2 rette. Denne sidste Satning
beviser Euklid i I, 27 og 16 ved Hjzlp af de. gvrige Forud-
setninger; kan da det 11. Axiom og den deraf afhangige vigtige
Sxtning om Vinkelsummen i en Trekant ikke ogsaa bevises?

Dette Spergsmaal har i Tidernes Lob fremkaldt utallige Forsog
paa Beviser. Adskillige af disse kunne have haft en vis Berettigelse,
for saa vidt de have sat saadanne andre Forudsetninger i Stedet
for Euklids, hvis Rigtighed man vil veere lige saa villig til paa
Forhaand at indrgmme som Euklids. Kun har man ikke altid,
saaledes som Euklid, selv bemerket og tilstaaet, at man gjorde
en Forudsetning. Vi skulle exempelvis nevne de Beviser for det
her omtalte Euklidiske Axiom eller for de dermed forbundne
Setninger, at en ret Linie er entydig bestemt ved at gaa igjennem
et Punkt og vere parallel med en given Linie, eller at Summen
af Vinklerne i en Trekant er lig to rette, som have fundet Vej til
gode danske Lezrebeger fra vor og den nermest foregaaende Tid.
Af disse skyldes de, som vi finde hos Ramus og hos Opper-
mann og Steen, den franske Mathematiker Legendre.

Mundt ngjes med at anskueliggjore selve Axiomet og saa-
ledes overtale Leeserne til at antage det paa samme Maade, som de
tidligere have antaget de ovrige geometriske Forudseatninger.

Ramus knytter den Setning, at to Vinkler i en Trekant
bestemme den tredie til en Trekants Bestemmelse ved en Side og
to hosliggende Vinkler. Storrelsen af en enkelt Side kan nemlig
kun bestemme Maalestokken for den tegnede Figur og altsaa ingen
Indflydelse have paa Trekantens Form, altsaa heller ikke paa Vink-
lerne. De to givne bestemme altsaa den tredie. Man ser, at
Beviset fores ved at slaa Forestillingen om Ligedannethed eller om
en af Maalestokken uafhangig Form fast som geometrisk Forudset-
ning, hvorpaa man vil bygge. Det, som her gjores, svarer ganske
til, hvad Euklid selv har gjort, da han i Flytningsaxiomet fastslog
Kongruensen som geometrisk Sterrelsesprincip.

Oppermann og Steen ngjes ikke som Euklid med at be-
stemme en Vinkels Storrelse ved Hjelp af Flytningsprincipet, men
de lade Vinklens Sterrelse veere Forholdet mellem det af Vinklens
Ben indesluttede uendelige Areal og hele Planens Areal. Hvis man
nu gjennem et Punkt kunde treekke to Paralleler med en given
ret Linie, vilde hele den af den sidste Linie afskaarne ene Halv-
plan, som netop er lig to rette, kun udgjore en Del af en af de
fire af de forste to Linier dannede Vinkler, som ere mindre end
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to rette. Det ses let, at den nye Forudsetning her ligger i Vinkel-
definitionen og gaar ud paa, at det i denne opstillede Forhold
mellem to uendelige Starrelser har en bestemt Veerdi.

Jul. Petersen beviser, at Summen af de udvendige Vinkler
til en Polygon er lig 4 rette, ved successivt at lade en ret Linie dreje
sig om Vinkelspidserne fra den ene af de hosliggende Sider til den
anden. Naar den kommer tilbage til sin oprindelige Stilling, siges
den ialt at have drejet sig samme Stykke, som om den ved at
dreje sig om et fast Endepunkt var vendt tilbage til sin oprindelige
Stilling. Ogsaa her er man ikke bleven staaende ved den i Eu-
klids Flytningsprincip liggende Karakterisering af Vinklen som
Storrelse. Den. er derimod defineret som Del af en hel Omdrej-
ning; men heri ligger den Forudseatning, at denne Del har en
Storrelse af en saadan Natur, at det bliver ligegyldigt, om man
foretager en hel Omdrejning om et enkelt Punkt eller deier denne
Omdrejning i Omdrejninger om forskjellige Punkter. At her virkelig
gjores en Forudsetning, der ligesom Euklids eget Axiom serlig
skal gjelde om Planen, ses ved at forsgge at ombytte denne med
en Kugleflade, de rette Linier med Storcirkelbuer. Da ophorer
Forudsztningen nemlig at vare rigtig.

At storre Betydning med Hensyn til Euklids Axioms Forhold
til hans egen Lerebygning er dog et Forsog af Legendre, som
virkelig holder sig til Euklids egne ovrige Forudsatninger. Paa
Grundlag af disse kan han vel ikke bevise den almindelige Sztning
om Vinkelsummen i en Trekant, men det lykkes ham dog at godt-
gjore, at Vinkelsummen ikke er storre end to rette. En af
de Veje, ad hvilke han naar dette Resultat, slutter sig noje til et
af Euklids egne Beviser, nemlig det i L. 16. Euklid beviser her,

at Nabovinklen til en Vinkel C

4 <y i en Trekant A BC er storre

end hver enkelt af Trekantens
D to andre Vinkler f. Ex. A. Det
godtgjores ved at forhinde Midt-
punktet D af AC med B og
afsette D A1 = BD. Trekanten
A1 B C faar da samme Vinkel-
sum som A BC og indeholder en Vinkel BCA:1 = A + C i den
oprindelige Trekant, hvoraf felger, at A + C << 2 rette, eller at A
er mindre end Nabovinklen til C. Det er den her anvendte Operation
som Legendre gjentager, idet han hver Gang sorger for, at den
Vinkel, som her er kaldt B, er den mindste Vinkel i den Trekant,

B (5
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som videre omdannes. Den nye Trekant, hvortil han kommer, har
da bestandig samme Vinkelsum, og den indeholder en Vinkel, B eller A,
som er lig eller mindre end Halvdelen af den foregaaendes mindste
Vinkel. Ifelge et Princip, som Euklid senere opstiller i Forbindelse
med Exhaustionsbeviset, kan man ad denne Vej tilsidst komme til en
Trekant, hvori en af Vinklerne er mindre end en vilkaarlig opgiven
Grense. Euklids egen Setning viser, at Summen af de to andre
Vinkler er mindre end to vette. Man kan da let, om man vil ved
Exhaustionsbeviset, bevise, at Summen af alle tre Vinkler, der er
bleven uforandret den samme som i den forst givne Trekant A B C;
ikke er storre end to rette.

At man var kommen saavidt uden at benytte det 11. Axiom
(5. Postulat), indeholdt en Opfordring til at gaa videre. Man maatte
holde sig til, at Summen af Vinklerne i en Trekant kunde veere lig
eller mindre end to rette. Hvis det sidste var Tilfeldet, kunde
man bevise, at Vinkelsummen aftog, naar Trekantens Areal tiltog.
Som Udgangspunkt for Undersogelsen af, om rette Linier skar hin-
anden, havde man nu kun det, vi have kaldt Forudseatningen om
lukkede Konturer, men man sattes dog i Stand til at bevise, at
Skjeringen mellem en given ret Linie og en Linie gjennem et givet
Punkt finder Sted, naar Linien falder-i det ene Par Topvinkler
mellem to bestemte rette Linier gjennem Punktet. Andre Setninger
1 denne saakaldte ikke-euklidiske Geometri, som er udviklet
af Lobatchefsky og Bolyai, stemme mere med dem i den
sedvanlige euklidiske Geometri.

Endnu kunne vi navne en Art Geometri, som af Euklids
Forudseetninger udelukkende henytter den om lukkede Konturer 0g
den tilsvarende rumlige Forudsaztning. Man kalder den ana-
lysis situs. :

Med de her antydede geometriske Undersogelser af Geometriens
Forudsetninger har man i vore Dage ogsaa forbundet erkjendelses-
theoretiske Sporgsmaal om, hvorfra vi have dem. Ere For-
udsztningerne fuldstendig vilkaarlige? eller ere de byggede paa
medfedte Forestillinger? eller indeholde de Sandheder, som man
har lert at kjende ved Erfaring? I sidste Tilfzlde tor man ikke
sige, at de i Forudsmtningerne indeholdte Paastande ere absolut
rigtige, men kun at Afvigelserne have veret for smaa til at kunne
lagttages. Paa saadanne Spergsmaal giver Euklid, efter hvad vi
alt have sagt, aldeles intet Svar. Det er ham nok at opstille
Forudseetningerne og at bevise, at naar de ere gyldige, er alt,
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hvad deraf udledes, det ogsaa. Det bliver da dens Sag, som vil
bruge hans Resultater at veere paa det reme med, hvorvidt han
anerkjender Forudsztningerne.

16. Den almindelige Proportionslere:
Euklids 5. og 6. Bog.

Vi have i det foregaaende haft forskjellige Lejlig-
heder til at gjore opmaerksom paa de Steder i Euklids
4 forste Beger, hvor Behandlingen afviger fra den nu
sedvanlige. Disse Afvigelser beroede, for saa vidt de
ikke vare af en rent formel Natur, veesentlig derpaa, at
Euklid i disse forste Boger maa neegte sig Brugen af
-Proportioner, og derfor fremsetter de paa den geome-
triske Algebra byggede Beviser. Som omtalt var Grunden
hertil, at man forlengt havde set, at den eldre Pro-
portionslaere strengt taget kun var anvendelig paa kom-
mensurable Sterrelser. Herpaa havde Eudoxos raadet
Bod ved en ny virkelig almindelig Proportionslere; men
denne giver Euklid sig forst til at udvikle i 5. Bog.
Ved denne Bog skulle vi dvaele udferligere for at lere
den Proportionsiere, der ikke blot blev et Hoved-
fundament for den folgende antike Mathematik, men
indeholder Grundlaget for de kommende Tiders alminde-
lige Storrelseslere, ngjere at kjende.

Vi ville bedst kunne fremdrage denne Bogs store
saglige Betydning ved at se bort fra Euklids mange
Benzvnelser paa Proportioner dannede paa forskjellig
Maade af andre, og gjengive disse Dannelser ved det
moderne, algebraiske Tegnsprog. Vi skulle da ved Alfa-
betets forste Bogstaver a, b, ¢ . .. betegne almindelige
Sterrelser, hvilke Euklid fremstiller ved Leengder, og
ved m, n, p ... hele Tal, hvilke Euklid paa Figurerne
exempelvis giver passende, smaa Veerdier. Det vil af
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hans Bog ses, at ogsaa denne geometriske Fremstilling
giver et ret godt Overblik. Af de talrige Definitioner
faa vi da kun Brug for de felgende tre:

I Def. 4 siges, at to Sterrelser danne et Forhold,
naar Mangefold af hver enkelt af dem kunne bringes til at
overgaa den anden. Hermed siges ikke blot, at Stor-
relserne skulle veere af samme Art, saaledes at de over-
hovedet kunne sammenlignes. Dertil vilde det veere nok
at sige, at 'de skulle veere saadanne, at den ene kan
betragtes som storre end den anden; men der udtales
en videregaaende Fordring, som vil vise sig uundveerlig
saavel ved Proportionsleerens Udstraekning til inkommen-
surable Sterrelser som senere hen for de infinitesimale
Undersogelser, som hos Euklid og Archimedes findes
udforte ved det ogsaa af Eudoxos opfundne Exhaustions-
bevis.

I Def. 5 siges, at

i ib—le il
> : =

naar m a =n b gjere m ¢ =n d,
== =<

og i 7, at
a b icid,

naar der gives saadanne Veardier af m og n, at

ma>nb men mec<nd.

~

Ganske vist bruges i 5 ikke udirykkelig Ordene lige
store om de to Forhold; men da der senere i Setningerne
11 og 13 bevises, at a:b==c:d og ¢u ds = ginf
medfore, at @ : b i_ e: f, bliver Talen netop om Lige-

storhed. Betydningen af disse Definitioner paa et Forholds
Sterrelse bliver klar, naar det bemaerkes, at de i Realiteten
ere identiske med den moderne Bestemmelse af et irratio-
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nalt rent Tal ved rationale Tilnsermelsesvaerdier. For det
forste er nemlig et rent Tal en Storrelses Forhold til en
Enhed af samme Art. Derneest beror Euklids Sammen-
ligninger netop paa Sammenligninger af Forholdene med

rationale Tilnermelsesveerdier, —

Vi skulle nu se, hvorledes Definitionerne leegges til
Grund for en exakt Leere om Forhold og Proportioner.

I 1—3 og b—6 forudskikkes folgende Hjalpe-
seetninger:

maimb:m(aib), (1 og b)
ma + na=(m+ n),a, (2 og 6)
TR = LTIV O (3)

Vor Gjengivelse af de 3 sidste er dog for saa vidt

noget fri, som der f. Ex. i 2 siges, at ma | na er

det samme Multiplum af @ som m b 4 n b af b; men

saavel Beviserne — ved Oplosning af de hele Tal i deres
Enere — som Anvendelserne stemme med vor Angivelse
af Betydningen.

Disse Hjeelpeseetninger og Definition 4 benyttes til
at gjore folgende Seetninger til simple Folger af Defini-
tionerne 5 og 7:

Naar @l =G a
er m e wb =m-¢ s rnd; (4)

naar ¢ b, er a:c= b:¢, men-c:a < c:b;

(7 og 8)
naar o —ehrd
0g C5Ule= 1,
er . 2bi=— et (11)

og af saadanne lige store Forhold kan dannes et nyt der-
med lige stort, nemlig (¢ +-¢ +¢) : (b+d + f); (12)

-2 LSS R e
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men naar a:b=c:d
0g Coed =ic ]
er Ui Dp=ipiagf (13)

Som Exempel paa Bevisforelsen skulle vi betragte 8,
hvor der, idet a > b, kreves Bestemmelsen af saadanne
to hele Tal mogn, at ma >nc>mb. Dette opnaas
ved at ombytte Fordringen med folgende, som ifolge
Definition 4 kunne opfyldes:

mb=>c og mia—b) >c,
[m— e =tmb==nc
hvoraf folger RGE=<TTnia;
Satningerne 9 og 10, som ere de omvendte af 7 og 8,

bevises antithetisk. 1 14 bevises ved Hjelp af de fore-
gaaende Sgetninger, at naar

o — et
vil a % ¢ give b % d. I 15 bevises ved Hjelp af 12, at

ma:mb=a:b.

16—19 indeholde folgende Omdannelser af Pro-
portionen

0 ih—165id.

Den giver ai:G—" b (16)
(@—b):b={c—d):d, (17)
(@+b6):b=(c+d):d, (18)
a:b=(a—c): (b—d). (19)

16 og 17 bevises ved Hjelp af Definition 5. I 16
benyttes derved de to foregaaende Satninger. I 17 ud-
leder man af den givne Proportion, at for alle Vaerdier
af m og n

ma -<2_ (m + n) b giver mc % (m + n)d,
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hvoraf folger, at
m (& — b) = b giver m (¢ — d) =, d.
= =

18 og 19 udledes — den forste antithetisk — af
16 og 17.

En Omdannelse er der dog, som man savner,
nemlig den til

b:a=4d:c.

Da denne udtrykkelig- anvendes i Beviset for 20, har
man villet sgge den i et Tilleg til 7, hvilket dog
er misligt, da der i 7 kun er Tale om det Tilfelde,
hvor b = d. Derfor have nogle Udgivere henlagt Til-

leget til 4. Sagen er ikke af stor Betydning, da Om-

dannelsen er en umiddelbar Folge af Definition 5.
Seetningerne 20—23 indeholde den vigtige Leere om
sammensatte Forhold. 22 udsiger, at naar

ai3b— disieriogibec=e i f
bliver el

Beviset er forberedt ved i (20) at bevise, at ifolge

Forudseetningerne vil a :E ¢, som ifglge 8 giver d: e =
@b E: c:b=r":e,ifolge 9 og 10 medfore d % . Idet
nu de givne Proportioner ifglge 4 kunne omdannes til

NG b = midek e
0g nbspe=—mwepf

maa ogsaa

= = -
m a = p ¢ medfare mc<pj

-«
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Seetning 23, som udsiger, at naar

aib—e:7 og bic—d e
er G eV

I —

bevises paa samme Maade og er paa samme Maade
forberedt ved 21.

I disse Seetninger siges Forholdet a : ¢ at veaere
sammensat af Forholdene o : b og 6 : c. Opfatte vi det
antike Forhold som et moderne Tal, ses det, at det af
to Forhold sammensatte Forhold er det samme, som
man nu kalder deres Produkt. Skjent der er tillagt de
Forhold, som sammensattes, bestemte Former, idet det
enes Efterled skal veere det andets Forled, vil dette ikke
gjore nogen Indskreenkning i Sammensztning af Forhold.
Det vil nemlig af den geometriske Fremstilling i 6. Bog 12
ses, at ethvert Forhold kan omdannes saaledes, at et af
dets to Led faar en opgiven Veardi. Af 6. Bog 23,
@ hvor det bevises, at Forholdet ~mellem 2 Parallelo-

grammer med samme Vinkel er sammensat af Sidernes
Forhold, vil det ogsaa ses, at man netop giver disse
sidste Formerne a: b og b : ¢ for at sammensatte dem.

Naar dette allerede her tages med i Betragtning,

. ville 22 og 23 indeholde fuldsteendige Beviser for de
Paastande, som man nu vilde udtrykke saaledes: Et
Produkt er bestemt ved sine Faktorer, og Fak-
torernes Orden er ligegyldig.

De gamle havde altsaa to forskjellige Fremstillinger
af det, som man nu uafhangig af, om Faktorerne ere
rationale eller irrationale, kalder deres Produkt, nemlig
nzrverende og den i den geometriske Algebra benyttede
ved Rektangler. At det virkelig er veesentlig det samme,

- som fremstilles paa de to Maader, ses af den nys an-
forte 23. Seetning af 6. Bog. Fremstillingen ved sammen-
satte Forhold forbinder en veesentlig- Fordel med sin
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storre Omstendelighted. Medens den geometriske Algebra
seedvanlig kun behandler Produkter af to Faktorer, frem-
stillede som Rektangler, og man maa gaa ud i Rummet
for at faa Produkter af tre Faktorer fremstillede som
Parallelepipeder, kan man fremstille et Produkt af et
hvilket som helst Antal Faktorer som et af disse sammen-
sat Forhold. Omskrives Faktorerne til Formerne

0580y (0 065 B8 ks

bliver det deraf sammensatte Forhold a : e. Dette ud-
tales udtrykkelig i Satning 22.

Et Exempel paa den almindelige Brug, som Grakerne
gjorde af sammensatte Forhold have vi allerede haft i
Omdannelsen af den Opgave at fordoble Terningen til
Bestemmelsen af to Mellemproportionaler. De gamles
sammenheengende Proportioner

A — =1t b
udtrykke da ganske det samme, som man nu vilde ud-
trykke ved

el felon g (o)

Paa samme Maade udtrykkes ogsaa hgjere Potenser
som Forhold mellem forste og sidste Led i en sammen-
hengende Proportion, o: i en saadan, hvis Led danne
en Kvotientrekke.

At man ogsaa paa Euklids Tid var videre i den
Henseende, end det umiddelbart kan ses af hans femte
Bog, se vi af Satning 35 i 9. Bog, som giver Bestem-
melsen af Summen af Leddene i en Kvotientraekke. I
vort Sprog vil den deri indeholdte Undersggelse ud-
trykkes saaledes: Naar

b

Xl 2
DS
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b—a_c——b_d—c_ d—a
= G R e e e O e

Seetningen udtales imidlertid ikke blot om Summen
af tre paa hinanden folgende Led, hvilken Euklid har
anset det for tilstreekkeligt at betragte i Beviset. Da
dette alene er bygget paa Swmtninger i 5. Bog, er det
almengyldigt, selv om Euklid i Qjeblikket kun medtager
det, fordi han i den efterfolgende taltheoretiske Sectning
har Brug for, at

1+2+22 _{._...2n=2n+1“_1.

Vi maa legge saa meget storre Vagt paa denne
Fremstilling af Produkter og Potenser, som den langt
ind i den nyere Tid er vedbleven at danne Grundlaget
for saadanne algebraiske Undersogelser, som gjorde Krav
paa Almengyldighed og ikke indskrenkedes til ratio-
nale Tal.

Setning V, 24, som udsiger, at naar

@G
0g D —te it
er (@+06):c=(d+e):f

er nermest af samme Natur som de, der gaa forud
for Setningerne om sammensatte Forhold, men kan forst
finde sin Plads her, fordi Setning 22 benyttes til af de
givne Proportioner efter Omvending af Forholdene i den
anden at udlede, at
Qb e,
hvorefter 18 giver
(@4 0):b=(d+¢e):e

og en ny Sammensatning af Forhold (22) ferer til den
Proportion, som skal bevises. Den forste Anvendelse

af (22) bliver interessant derved, at den viser, at Divi-
9
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sion af Forhold ikke kraver nogen ny og serlig
Seetning.

Seetning 25 udsiger, at naar fire Sterrelser ere pro-
portionale, er Summen af den sterste og den mindste
storre end Summen af de to andre. Den bevises let
ved 19. Et specielt Tilfelde, som dog ikke nevnes
her, er, at Middelsterrelsen mellem to Sterrelser er
storre end deres Mellemproportional. Dette bevises i
6. Bog 27 ved geometrisk Algebra og giver Diorismen
til Ligninger af 2. Grad.

Den i 5. Bog givne Proportionslere er ganske vist,
trods den geometriske Anskueliggjorelse, fuldsteendig al-
mindelig og anvendelig paa enhver Slags Sterrelser;
men den behgver et Supplement, som efter de gamles
Vis maatte blive geometrisk. Existensen af Forhold
fremgaar af Definitionerne, saa snart man blot har
Sterrrelser, der ifolge 4. Definition kunne danne For-
hold. Der kreeves imidlertid som nys bergrt et Bevis
for Existensen af en saadan Storrelse, som i Forbindelse
med en given danner et Forhold af given Veerdi, 0g en
saadan Existens bevises ved geometrisk Konstruktion af
fjerde Proportional.

Dette geometriske Supplement til Proportionsleren
findesi6. Bog, som tillige indeholder denne Laeres vigtigste
Anvendelser paa Geometrien, szrlig paa ligedannede
Figurer, samt dens Kombination med .den geometriske
Algebra. Det vigtige Maal, som naas ved denne Kom-
bination, er den geometriske Fremstilling og Lesning af
Ligninger af 2. Grad med Koefficient til 2. Hyis denne
Koefficient @ var rational, forstode de gamle, som vi
alt have omtalt, nok at omdanne den til en Ligning i
a2 uden Koefficient til Leddet af 2. Grad. Naar Koeffi-
cienten derimod er irrational og selv skal fremstilles
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ved en Linie, streekker den sadvanlige geometriske
Algebra med to Dimensioner ikke til.

I S@tning 1, hvor det bevises, at Trekanter 0g
Parallelogrammer med samme Hegjde forholde sig som
Grundlinierne, kommer den Euklidiske almindelige De-
finition paa Forholds Ligestorhed til god Nytte. Idet
lige store Grundlinier give lige store Arealer, giver
umiddelbar Anvendelse af denne Definition den alminde-
lige Seetning, og der bliver ikke Brug for de moderne
Laerebegers Udvidelse hertil fra det Tilfelde, hvor de
ensartede Sterrelser ere kommensurable.

Efter denne Swtning folger i 2 og 3 Satningerne
om Paralleltransversaler i Trekanter og om en Trekant-
sides Deling ved Halveringslinien af den modstaaende
Vinkel. Derefter folge i 4—7 Hovedsetningerne om
ligedannede Trekanter; de bevises ved Konstruktion af
en Trekant, som bliver kongruent med den ene og lige-
dannet med den anden af de givne. De anvendes strax
(i 8) paa en retvinklet Trekant og de to, hvori den
deles ved Hgjden paa Hypotenusen.

9—13 indeholde Deling af en ret Linie i lige store
eller proportionale Dele, samt Konstruktion af tredie Pro-
portional (o: fjerde Proportional til @, b og b), af fjerde
Proportional og Mellemproportional. Den sidste Kon-
struktion er den samme, som allerede iII, 14 paa Grundlag
af den geometriske Algebra er anvendt til Bestemmelse
af Siden i et Kvadrat ligt et givet Rektangel.

Dernaest komme i 14 —23 Swtningerne om Forhold
mellem Figurers Arealer. Hovedsztningen 23 om ens-
vinklede Parallelogrammers Arealer have vi allerede
omtalt. I Beviset (i 19) for, at ligedannede Trekanters
Forhold er — som vi sige — Kvadratet af et Par ens-
liggende Siders, bringes dette sidste Forhold a : b til
Brug ved Sammenstningen med sig selv paa Formen

9‘.‘
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b : c, saa det kvadratiske Forhold bliver a : c. Seetnings-
gruppen indeholder ogsaa (i 16) den Seetning, at i en
Proportion er Yderleddenes Rektangel lig Mellemleddenes.

I Bogens Slutning behandles dernsest i 28 0g 29 de ved
Proportionslerens Hjzlp almindeliggjorte Fladeanleeg.
En af Proportionslaeren uafhengig Almindeliggjorelse be-
staar i, at Rektanglerne ere ombyttede med Parallelo-
grammer med en vilkaarlig given Vinkel; men da denne
sidste Almindeliggjorelse ingen Rolle spiller med Hensyn
til Opgavernes geometrisk-algebraiske Betydning, skulle
vi se bort fra den og her kun tale om Rektangler. De
Opgaver, hvorom Talen er, blive da til folgende:

Langs en given Linie (@) at laegge et givet
Areal (B) som et saadant Rektangel (med Hojde ),
at det manglende (28) eller overskydende (29)
Rektangel bliver ligedannet med ot givet (med
Siderne ¢ og d).

Oplesningerne blive de samme, som vi have ud-
ledet af II, 5 og 6 for de Tilfielde, hvor de manglende
eller overskydende Figurer skulde vere Kvadrater, paa
det neer, at de tidligere Kvadrater nu ombyttes med
Rektangler ligedannede med de givne. Ligedannetheden
treeder tilmed tydelig frem derved, at de ligedannede
Rektangler have en Diogonal paa en og samme rette

Linie. De udvidede alge-

}C : L B braiske Anvendelser, som

_;' Mﬁ nu kunne opnaas, ses af

‘I | folgende algebraiske Om-
skrivning af Opgaverne og
> de Omlegninger af Figurer,
hvorved de leses, nemlig:

t

S G e

Ty S SR




16. Almindelig Proportionslere; Euklid V og VI. 133

hvor vi ved den moderne Brug af Fortegn blot have
villet undgaa dobbelt Udtalelse. For at finde = gjelder

d e ek N
det om at konstruere Rektanglet 7 iy s 35 ) ¢ der

skal veere ligedannet med det givne og lige stort med
Differensen eller Summen af de bekjendte Arealer
% (%)2 og B. Hertil tjener, idet B forudsattes at veere
en given retliniet Figur, Opgave 25, som er den allerede
ved Pythagoreerne omtalte: at konstruere en Figur lige
stor med en og ligedannet med en anden given ret-
liniet Figur.
Opgave 28 kraver som Diorisme, at B = 4 (2)2
: ) a2l
eller at det givne Areal B ikke er steorre end et Rekt:
angel paa den halve givne Linie a ligedannet med det
givne Rektangel ¢ d. Denne Diorisme er paa seedvanlig
Maade vedfgjet Opgaven, men dens Ngdvendighed bevist i
den foregaaende Saetning 27 ved den samme Omlaegning,
som bruges i 28. Den vil som tidligere bemeerket (i vort
11. Afsnit) umiddelbart veere fremgaaet af den til den syn-
thetiske Fremstilling i 28 svarende Analyse. Naar Rekt-
anglet cd ombyttes med et Kvadrat, udsiger den, at et Kva-
drat er storre end et andet Rektangel med samme Sidesum
(et Resultat, der som alt bemzrket ogsaa folger af V, 25).
I 30 hgjdeles en ret Linie. Konstruktionen er alt
angiven en Gang i II, 11 og stettedes da paa II, 6.
Nu stottes den samme Konstruktion paa VI, 29, der er
en Almindeliggjorelse af II, 6. Grunden til Gjentagelsen
er som ved Mellemproportionalkonstruktionen, at selve
Opgaven nu ved Proportionsleren udtrykkes anderledes
end tidligere (Deling i yderste og mellemste Forhold).
Seetning 31 indeholder Udvidelsen af den pytha-
goreiske Leereseetning til hvilke som helst ligedannede
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Figurer paa Siderne i en retvinklet Trekant. Ved denne
Setning, som siges at skyldes Euklid personlig, kan
Suktraktionen eller Additionen af Figurer i Fladeanlaeg-
gene i 28 og 29, naar B er given som, eller omdannet
til at veere, ligedannet med Rektanglet ¢ d, udfores ved
Hjzlp af en retvinklet Trekant.

I Bogens sidste Satning, 83, bevises, at Cirkelbuer
og de derpaa staaende Centervinkler og Periferivinkler
ere proportionale.

Som det vil ses, indeholde 5. og 6. Bog det ned-
vendige Grundlag for en exakt og fuldstendig almindelig
Behandling af saadanne Opgaver, der i vor Algebra,
athenge af Ligninger af forste og anden Grad, ved
Proportionsleren og denne forbunden med geometrisk
Algebra. At man nu virkelig har benyttet dette Grundlag,
ses af de foreliggende videregaaende Arbejder, saaledes
at den geometrisk-algebraiske Behandling af Keglesnits-
leeren hos Apollonios og af en stor Maengde af de
Undersggelser, som Pappos har opbevaret os. At man
endog udtrykkelig rustede sig til saadant algebraisk Ar-
bejde, ses af adskillige Setninger i Euklids Data, der
nevne en Mangde Opgaver — af den anforte Art og i
de anforte Former — hvis Losning det under det fort-
satte analytiske Arbejde er nyttigt at betragte som saa-
ledes bekjendt, at det vil veere nok at fore de nye
Opgaver tilbage dertil.

Hvad vi vilde skrive som en Ligning af forste Grad
med almindelige Koefficienter, bliver i Data for Almen-
gyldighedens Skyld udtrykt som en Proportion. For
blot at n®vne et Exempel blandt mange, udsiger Swtning
15 i Data: Naar man lmgger givne Sterrelser til hver
af to Storrelser, som staa i et givet Forhold, staa enten
Summerne selv i det givne Forhold, eller den enes Over-
skud over en given Sterrelse staar i det givne Forhold




16. Almindelig Proportionslere; Euklid V og VI. 13H

til den anden. Dette siger saa meget som, at 2 er
bestemt ved Proportionen

@+m—x):(b+n=a:b.

Det forste Alternativ, som naevnes, udtrykker, at x kan
blive 0, nemlig naar

m:n—=—a:b.

2« negativ undgaas ved at ombytte Ligningen med

(@+m):(b+n—ax)=a:b.

Vi have allerede tidligere anfort, at Data indeholder
Opgaver, som umiddelbart vilde fores tilbage til Flade-
anleggene. Som Exempler paa Saetninger i Data, der
robe Kjendskab til Opgaver, som mere indirekte afhznge
af Ligninger af anden Grad, skal neevnes 85 og 87:
Naar to Linier under en given Vinkel indeslutte et
Parallelogram af given Sterrelse, og Summen eller
Differensen af Kvadraterne paa disse Linier er given,
ere Linierne det ogsaa. Man kjendte med andre Ord
(under geometrisk Form) Lgsningerne af Ligningerne

0 li—"d) xz_—tczﬂ:b.

17. Kommensurable Sterrelser og deres Behandling
ved Tal; Euklids 7.—9. Bog.

I 7. Bog indferes der en Enhed, hvorved de Stor-
relser, som den maaler, blive udtrykte ved hele Tal.
I denne og de folgende to Boger behandles dernaest hele
Tal og deres Forhold og andre Forbindelser. 1 7. Bog
mede vi for hele Tals Vedkommende Setninger om
Proportioner, som i 5. Bog ere godtgjorte paa en almen-
gyldig Maade. Til Forklaring heraf tjener den Om-
steendighed, at 5. Bogs almengyldige Proportionslere var
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temmelig ny og derfor endnu ikke tilstreekkelig udviklet
til at leegges til Grund paa alle de Omraader, som den
i Virkeligheden omfatter. Derved er 7. Bogs Proportions-
leere ladt os tilbage som en Prove paa den wldre Be-
handlingsmaade, ved hvilken der endnu ikke toges Hensyn
til Muligheden af, at Forholdenes Led kunde vare in-
kommensurable.

At Leren om Forhold mellem hele Tal ikke simpelt
hen kunde udelades som indbefattet i den alt udviklede
almindeligere Leere, beror paa, at der ved de hele Tal
ogsaa var andre Hensyn at tage, navnlig til Spergsmaal
om Delelighed og til Reduktion af Talforhold til de
mindst mulige Tal. Dette viser sig strax derved, at
der for Tals Vedkommende gives en ny Definition paa
Proportionalitet, nemlig Nr. 20. Efter denne er
%:%, naar enten @ og ¢ ere samme Mangefold eller
den samme Del eller de samme Dele af b og d, det er:
naar samtidig @ —=m . 08 C=1n . % Hvad selve

Ligestorheden af Forholdene angaar, indeholder denne
Definition vel ikke andet, end hvad der indbefattes i
den 5. Definition i 5. Bog; men det vil dog snart ses,
at der ved Maaden, hvorpaa den bruges, indbringes en
ikke uvigtis Forudsetning.

[ Seetningerne 1—3 fremsattes og bevises de be-
kjendte Regler for Bestemmelsen af storste fwlles Maal.
Det bevises direkte, at man faar et fmlles Maal, 0g
antithetisk, at man faar det storste. I 4 vises, at naar
@ og b ere hele Tal, f deres storste felles Maal, kan
man altid skrive a=m f, b=n_f og derved a —m ’—Zz
Er a <0, bliver m = 1, n > 1. Ved denne Bestem-

melse blive m og 7 indbyrdes primiske. Naar nu denne

[ES
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17. Kommensurable Stgrrelser; Euklid VII—IX. 137

legges til Grund for Prevelsen af, om ifelge Def. 20

% — (3, indkommer tillige den Forudsaetning, at, naar det
: : d : d

er Tilfeeldet, skal i c=m . - den sidste Faktor = veere

et helt Tal, altsaa at, naar n gaar op i et Produkt m . d,
og er indbyrdes primisk med den ene Faktor m, maa
den gaa op i den anden d. Denne Fundamentalsetning
for Taltheorien er altsaa allerede lagt ind i Forudsaet-
ningerne, og det faar folgelig ikke stor theoretisk Be-
tydning, at Euklid senere paa Grundlag af disse beviser
flere deri indbefattede Setninger, saaledes i 30, at et
Primtal, som gaar op i et Produkt, maa gaa op i en
af Faktorerne. De omtalte Forudseetninger ere navnlig
benyttede i Szetning 20, som gaar ud paa, at, naar
@G
b
ia, di b, og denne Setning danner et vigtigt Led i
den Bevisforelse, hvorigjennem man naar til 30.

Som bekjendt benytter man i et virkeligt Bevis for den navnte
Fundamentalsetning den Omstendighed, at naar a og b ere ind-
byrdes primiske, er k storste falles Faktor for ka og kb, en Sewt-
ning, som folger af Reglerne for Bestemmelsen af storste fewlles

Faktor, men som Euklid ikke medtager. Hvad man savner hos
Euklid, er et Bevis for, at den i 4 beskrevne Omdannelse af « til

og ¢ og d ere saa smaa som muligt, gaar ¢ op

b A 2 ol
m.— er den eneste, for hvilken m og n ere indbyrdes primiske.

Det ses vel heraf, at Euklid ikke legger Grunden
for Leeren om hele Tal saa dybt som den for Geometrien
og for Leren om almindelige kontinuerte Sterrelser;
men den Omhu, hvormed igvrigt den talrige Reckke af
veesentlig theoretiske Saetninger ere fremsatte og be-
grundede, vidner dog dels om et rigtigt Blik for, at
ogsaa Arithmetiken behover en exakt Behandling, dels
om nogen Brug af de Operationer, med hvis Theori
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man beskjeftiger sig saa meget. De 3 arithmetiske Boger
have dog ikke faaet en saa stor og grundleggende Be-
tydning for Mathematiken indtil vore Dage som de fore-
gaaende og Dele af de efterfolgende. Derfor skulle vi
her nejes med ganske faa Bemzrkninger om det videre
Indhold.

Leren om Forhold i 7. Bog bliver nermest en
Fremstilling af de vigtigste almindelige Seetninger, som
bruges ved Regning med Brok. (Derfor have vi ogsaa
1 Modseetning til 5. Bog skrevet Forholdene som Broker).

De sammenhzngende Proportioner, som behandles
i 8. 0g 9. Bog, ere, som vi alt have omtalt, den antike
Form for Kvotientreekker, her med hele Led. Forholdene
mellem Led i en saadan med forskjellige Numre er den
antike Form for de forskjellige Potenser af hele Tal 0g
Broker. Enkelte Setninger om Rod kunne fremkomme
ved Indskydning af Mellemproportionaler.

Den betydeligste taltheoretiske Seetning, som naas,
er Slutningsseetningen 36 i 9. Bog. Den udsiger, at

L2 E DB O o
naar den forste Faktor er et Primtal, bliver et «fuld-
komment» Tal, o: et saadant, som er Summen af alle
dets Faktorer. Rigtigheden godtgjores let, idet — som
alt omtalt i en tidligere Henvisning — den dertil ned-
vendige Summation af Kvotientreekker er fremsat i 35.

18. Inkommensurable Sterrelser; Euklids 10. Bog.

Naar vi heller ikke skulle gaa meget i det enkelte
i Redegjorelsen for 10. Bog, den omfangsrigeste af
Bogerne i Elementerne, er det ikke, fordi det deri ned-
lagte Arbejde, som er paabegyndt af Theaitetos 0g
fuldfort af Euklid, skulde vere for lidet betydeligt til at

“3
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fortjene vor fulde Opmseerksomhed. Tvertimod hidrerer
den Vanskelighed, som man trods den omhyggelig
gjennemforte Bearbejdelse nu finder ved at overskue Ind-
holdet, fra, at det er en vanskelig Opgave uden noget Tegn-
sprog at skjelne imellem de i denne Bog klassificerede
irrationale Sterrelser. At den dog, skjont man lang Tid
efter kan finde de derfra hentede Klassifikationer an-
vendte, ikke har kunnet faa en saa varig historisk Be-
tydning som meget andet hos Euklid, hidrerer fra, at
Tegnsproget allerede paa tidlige Trin af dets Udvikling,
gav langt simplere Overblik over de forskjellige Arter
irrationale Sterrelser. Vi skulle ogsaa her ngjes med ved
Hjelp af Tegnsproget at gjore Rede for, hvilke de Stor-
relser, som Kklassificeres, ere, uden at bekymre os om
de Benaxvnelser, hvorved dette opnaas. For disses
Vedkommende skal jeg kun for at forebygge direkte Mis-
forstaaelser hos Leesere af Euklid gjere opmeerksom paa,
at naar han taler om «rationale» Sterrelser menes dermed
ikke blot saadanne, som ere kommensurable med En-
heden, men ogsaa saadanne, hvis Kvadrater ere det, og
som altsaa «blot i Potens ere kommensurable> med
Enheden. Ordet Enhed bruges dog ikke her saaledes
som ‘i de taltheoretiske Boger; men en vilkaarlig valgt
Sterrelse, som siges at veere rational, spiller i denne
Sammenhaeng samme Rolle som en Enhed.
Kommensurabilitet eller Inkommensurabilitet “sikres,
som berort tidligere, ved direkte Forsgg paa at bestemme
storste felles Maal. Inkommensurabiliteten kjendes paa,
at denne Operation lader sig fortsette i det uendelige
idet de successive Rester aftage i det uendelige eller
under enhver opgiven Greense. Denne Aftagen i det
uendelige tages med samme videnskabelige Strenghed
som hos de gamle enhver uendelig Tilnermelse. Dette




140 Den graeske Mathematik:

sker ogsaa her ved Hjewlp af 4. Definition i 5. Bog, som i
Seetning 1 omformes til, at man ved fra en given Stor-
relse at subtrahere mere end Halvdelen, ligeledes fra
den ny, ved Fortsmttelse kan naa til en Sterrelse, som
ligger under enhver opgiven Granse. Med denne Set-
ning som Udgangspunkt foretages forst nogle almindelige
Undersogelser af irrationale Sterelser uden Hensyn til,
hvorledes de ere fremkomne, og af deraf dannede nye
irrationale Sterrelser. Dernaest komme swrlige Under-
 sogelser vedrorende Kvadratrodder, derunder ogsaa de
tidligere berorte Underseogelser af Tilfeelde, hvori disse
vise sig at veere rationale, navnlig af rationale retvinklede
Trekanter. De Former for irrationale Sterrelser, som
videre opstilles, ere Fjerdergdder af rationale Storrelser

og Udtryk af Formerne p 1V p2> — ¢, Vp? ¢ +p,
Va + Vb samt disse Udtryks Kvadratrodder eller ret-

tere, som vi skulle se et Exempel paa, visse Omdannelser
af disse Kvadratrodder til Summer eller Differenser.
Det Arbejde, som her er gjort foruden Opstillingen
at de formelle Definitioner ved Angivelse af Ligninger
(tildels fremstillede ved Udtryk for 22 4- y2 og zy),
som fore til Storrelsernes Led, bestaar vaesentlig i Beviser
for, at de dannede Storrelser ere irrationale og i Al-
mindelighed forskjellige indbyrdes. Dette sidste maa
forbindes med en udtrykkelig Fremhaven af de seeregne
Tilfeelde, hvor et Udtryk af en af Formerne kan reduceres
il en simplere Form eller til at vere sammensat af
Udtryk af simplere Former. Herunder kommer den be-
kjendte Omdannelse af de dobbelt irrationale Udtryk

Vm til enkelt irrational Form. Denne

foretages i 54 og 91 henholdsvis for -+ 0og —. Den
samme /ndring anvendes derefter i 57 og 94 til at
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omdanne V' p -+ Vp? —gq, hvor ¢ ikke er noget Kva-
drat, til

Det er til denne Form, at de Ligninger, som i 39
og 76 tjene til at fremstille den saakaldte «sterre» og
«mindre» irrationale Sterrelse, fore. De Operationer,
hvorved disse og lignende Omdannelser foretages, frem-
stilles vel i den geometriske Algebras Form, men ere
saglic de samme, som man nu vilde udtrykke i det
algebraiske Tegnsprog og anvende til at lgse de paa-
gjeldende Ligninger.

19. Stereometriens Elementer; reguleere Polyedre;
Euklids 11. og 13. Bog.

Idet Euklid saaledes i 10. Bog faar Lejlighed til
at vise en ret vidtgaaende algebraisk Feerdighed i Be-
handling af Opgaver, som behandles ved gjentagen
Losning af Ligninger af anden Grad, tilvejebringer han
serlig Midlerne til at bensevne de Sterrelser, hvortil
Bestemmelserne af Sider i reguleere Polygoner og Polyedre
fore ham. Ferend han i 13. Bog kan komme hertil,
maa han forst i 11. Bog fremsatte Stereometriens forste
Elementer.

I de forste Setninger, som handle om Stillingen af rette
Linier og Planer mod hverandre, vil man strax treffe de
samme Setninger og Beviser, som findes i moderne
Leereboger. Ved Siden af Seetninger maa Euklid her
som i Plangeometrien medtage Konstruktioner, idet ved
disse de fornedne Existensbeviser fores. Idet Konstruk-
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tioner ved Planer ikke ere saaledes forberedte som
Konstruktioner ved rette Linier ere det i forste Bogs
Fordringssetninger, fores Konstruktionerne saavidt muligt
tilbage til de plangeometriske. En Linie vinkelret paa
en Plan fra et Punkt A udenfor samme faas saaledes i
11 ved forst at nedfelde en Linie vinkelret paa en vil-
kaarlig ret Linie i Planen, dernsest paa den Linie i
Planen, som i Fodpunktet staar vinkelret paa den forste.
I 12 faas den vinkelrette gjennem et Punkt af selve
Planen ved forst fra et Punkt udenfor samme at ned-
felde en vinkelret og dernaest drage en Parallel med
denne.

Serlig medtages saadanne Setninger, som senere

kunne’ finde Anvendelse ved Undersogelser og Konstruk-
tioner af Parallelepipeder og Polyedre, saaledes i 20 og 21
de bekjendte Satninger om Siderne i et tresidet eller et
vilkaarligt konvext Hjorne. 1 22 forberedes dernsest 0g

i 23 udfores Konstruktionen af et tresidet Hjorne med

givne Sider. Det sker ved paa disse Vinklers Ben at
afskjeere lige store Stykker, konstruere en Trekant af
deres modstaaende Sider i de derved dannede ligebenede
Trekanter og omskrive denne Trekant med en Cirkel,
hvis Centrum da er Projektion af det sogte Hjornes
Toppunkt. Konstruktionens Mulighed, naar Siderne til-
fredsstille de i 20 og 21 opstillede Betingelser, eftervises
omhyggelig, hvorved disse Betingelsers Tilstreekkelighed
bevises.

Bogen handler igvrigt veesentlig om Parallel-
epipeder og om Forholdene mellem disses Storrelser
og slutter med Bestemmelsen af et tresidet Prismes
Rumfang. Beviserne for Rumfangsbestemmelserne lide
iovrigt under den Mangel i de geometriske Forudsset-
ninger om stereometriske Storrelser, som vi tidligere
have omtalt.
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I 12. Bog forekommer blandt andet Bestemmelsen
af Pyramidens Rumfang, for hvilken vi bagefter nsermere
skulle gjore Rede i Forbindelse med de andre Bestem-
melser, som i 12. Bog udferes ved Exhaustionsbeviset.
Den ovrige Fortsattelse af Stereometrien kommer i
18. Bog, som indeholder Bestemmelsen af de b5 regulaere
Polyedre og Bestemmelsen af Storrelserne af deres Kanter,
naar den omskrevne Kugles Diameter er given. Hertil
behgves forst nogle geometrisk-algebraiske Hjzlpeseat-
ninger samt en fuldsteendigere Bestemmelse af regulare
Polygonsider end den, Polygonernes Konstruktion i

4. Bog umiddelbart giver.

De forste Seatninger kunne i den nuveaerende Al-
gebras Tegnsprog udtrykkes saaledes: Naar x og y ere
Stykkerne af den hgjdelte Linie a, og @ > y, er

1. z+4 g— — % V5 (2. omvendt Setning.)
X FEL =

A WA ) = &) 38
o, raZ— i as i)

Heraf sluttes i 6, at & og y henhore til den Slags
irrationale Sterrelser, som i 10. Bog have faaet Navnet
«Apotomers.

Derefter folge nogle Seetninger om Siderne i regu-
leere Femkanter, Sexkanter og Tikanter. Blandt disse
kan merkes et elegant geometrisk Bevis i 10 for, at
den forste er Hypotenuse i en retvinklet Trekant med
de to andre til Katheter. I 11 foretages dernast paa
Grundlag af geometriske Betragtninger en Beregning af
Femkantsiden, naar den omskrevne Cirkels Diameter d
er given. Euklids egen Bestemmelse forer ligefrem til,
at Siden maa beregnes paa den Maade, som vi an-

-
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ive ved Udtrykket a il V5, men idet Euklid
8 EioR BT

savner Midler til at opstille et saadant Udtryk, ngjes
han med at opstille den Swtning, at Femkantsiden,
naar d er rational, bliver irrational af den Form, som
han i 10. Bog har kaldt «mindre Irrational>, og at
forme sin virkelige Bestemmelse som et Bevis for denne
Paastand. At Beviset bliver saa vidtleftigt, beror paa,
at det udtrykkelig maa eftervises, at den dobbelte Irra-
tionalitet ikke kan heeves, i hvilket Tilfselde den irrationale
Sterrelse vilde here til en anden Klasse.

I 12 bestemmes Trekantsiden, og i 13 konstrueres

et regulert Tetraeder og vises, at Kanten % er d V2,
naar d er den omskrevne Kugles Diameter.
I 14 konstrueres et regulert Oktaeder og vises, at

=T
I 15 konstrueres et regulert Hexaeder, og vises, at
h—d V7

1 16 konstrueres et regulert Ikosaeder og vises ved
Angivelse af den virkelige Beregning, at Kanten er en
«mindre Irrational».

I 17 konstrueres et regulert Dodekaeder og bevises
ved Angivelse af den virkelige Beregning, at Kanten
henhgrer under de irrationale Sterrelser, som kaldes
Apotomer.

18 viser paa en og samme Figur Konstruktioner af
de forskjellige Kanter. Denne Figur benyttes til at
sammenligne dem indbyrdes.

Konstruktionerne vise, at de 5 regulere Polyedre
virkelig existere. I Bogens Slutning tilfsjes Beviset for,
at de ere de eneste mulige.

De fleste Udgaver af Euklid indeholde endnu en
saakaldet 14. Bog, som skyldes den noget senere
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Mathematiker Hypsikles, og en vistnok langt yngre
15. Bog. De ere opfattede som Tilleg til Euklid, fordi de
ligesom dennes sidste Bog handle om regulere Polyedre.
Hypsikles’ Bog er en virkelig videregaaende Behandling
af dette Emne. Som Prove paa de Sztninger, som den
indeholder, kan navnes den, at de omskrevne Cirkler
til Sidefladerne i et regulert Ikosaeder og i et regulaert
Dodekaeder, " som ere indskrevne i samme Kugle, ere
lige store. Som en Specialundersegelse hgrer denne
Bog egentlig slet ikke hen under Elementerne, men den
er et smukt Exempel paa de Undersogelser, der be-
skjeeftigede Mathematikerne i den alexandrinske Tid.
Efter Fortalen danner den en Fortswmttelse af lignende
Undersggelser, som skyldtes den store Geometrer Apol-
lonios.

I denne Sammenhzng kunne vi ogsaa nzvne et
andet Arbejde, som har siuttet sig til Undersogelsen af
regulere Polyedre, nemlig Archimedes’ Bestemmelse
af halvregulere Polyedre o: saadanne, som be-
greenses af regulere Polygoner af forskjellig Art. Af
disse fandt Archimedes 13 i et Arbejde, som er tabt,
men hvorom Pappos beretter.

20. Exhaustionsheviset; Euklids 12. Bog.

Vesentlig de samme Midler, ved hvilke Eudoxos

- i Proportionsleren opnaaede en exakt Behandling ogsaa

af saadanne Sterrelser, som kun med Tilnsrmelse kunne

bestemmes ved rationale Talforhold, bragte han i An-

vendelse til exakte Bestemmelser af og Operationer med

Sterrelser, der fremkomme som Greensevaerdier for en

uendelig Tilnermelse. Den Methode, som han fandt til

at sikre disse Graensevaerdier uden at gjore direkte Brug
10
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af det den Gang af Mathematiken banlyste Uendeligheds-
begreb, har saa bestemte Former, at den fortjener sit
eget Navn. Vi ville bruge det, som man i det 17. Aar-
hundrede har givet den, og kalde den Exhaustions-
beviset. Dette bygges paa den Forudsztning, som er
opstillet i 4. Definition i 5. Bog, eller sedvanligvis mere
umiddelbart paa den deraf udledede Setning 1 i 10. Bog,
at man ved fra en Storrelse at borttage Halvdelen
eller mere end Halvdelen og gjentage denne
Operation et tilstreekkeligt Antal Gange kan naa
ned til en Stgrrelse, der er mindre end en hvilken
som helst opgiven Storrelse af samme Art. (I det
moderne Sprog Lima ..y ...=0, naara, f,y 0.s. V.
ere = &)

Vi skulle lere Exhaustionsbeviset at kjende ved
dets forste Anvendelse i Euklid XII, 2 til at bevise, at
to Cirklers Arealer forholde sig som Diametrenes Kva-
drater. Forud er det i 1 bevist, at ligedannede, ind-
skrevne Polygoner forholde sig som Diametrene. Beviset
for 2 kan da, naar man vil udtrykke sig kort, siges at
bestaa i at betragte Cirklerne som Grienserne for saa-
danne Polygoner. Det er denne Granseovergangs Paa-
lidelighed, som sikres ved Exhaustionsbeviset. Den
dertil tjenende Anvendelse af X, 1, hvilken forst kommer
inde i selve Beviset, gaar i dette Tilfelde ud paa, at
man i en Cirkel kan indskrive en Polygon med saa
mange Sider, at Differensen mellem Cirklen og den er
mindre end en hvilken som helst opgiven Granse. De
Trekanter, som man ved en Fordobling af Sideantallet
treekker fra de Segmenter, hvoraf denne Differens be-
staar, ere nemlig halvt saa store som Rektangler, der
helt indeholde disse Segmenter, dltsaa selv mere end
halvt saa store som Segmenterne.
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For nu, naar A og B ere Cirklerne, a og b deres
Radier, at bevise, at

A:B—a?:b2,
antages, at
a2 b AT (]

For at prove, om det da er muligt, at C < B,
indskrives i A og B ligedannede, regulzre Polygoner
A’ og B’ med saa mange Sider, at B — B’ < B — C.
og altsaa B’ > C. Da skulde man have

@ ZHb e — AR — A

men dette er umuligt, da 4 > A’ men C < B’.
Tilfeeldet C> B fores tilbage til det foregaaende,
idet man af C> B vilde kunne udlede:

b a2 =—C" A — Bl )
hvor D) =g AL

Det er klart, at det samme Bevis altid, naar varie-
rerende Sterrelser A’ og B’ have Grensevardierne
A og B, og Forholdet A’: B’ har en konstant Verdi,
kan bruges til at godtgjore, at Forholdet A : B har
samme Veerdi. Naar specielt A’ = B, giver det A — B.
De gamle opstille imidlertid ikke, saaledes som man vilde
gjore i den moderne Infinitesimallere, denne Seetning en
Gang for alle, hvad der vilde vaere det samme som at
forklare og derved godkjende saadanne Begreber som
uendelig Tilnzermelse. Saavel Euklid som senere Ar-
chimedes gjentage derimod de samme Bevisformer
hver enkelt Gang, der er Brug for dem.

Allerede i 5, hvor det bevises, at to tresidede Pyra-
mider med samme Hojde forholde sig som Grund-
fladerne, har Euklid Lejlighed til at gjentage den
anforte Bevisforelse efter i 3 og 4 at have vist, at

10*
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Foruds®tningerne for dens Anvendelighed ere tilstede.
Dette gjores ved som paa hosstaaende Figur ved Pla-
nerne B F G, EGIH og EHK lagte gjennem
Midtpunkterne af 3 eller 4 Kanter at dele en tresidet
Pyramide i to dermed ligedannede Pyramider med halvt
saa store lineere Dimensioner og to Prismer, der ved
den foregaaende Bogs Satninger kunne vises at vare
lige store indbyrdes, og af hvilke det ene har samme

Hgjde og Grundflade som Pyramiden. Deler man igjen
hver af de smaa Pyramider paa samme Maade, og fort-
setter man hermed, vil man paa denne Maade som
Tilnermelsesveaerdier til Pyramiden faa Summen af de
2 forste, de 4 naste, de 8 nazste o. s. v. Prismer. Det
ses, at de Prismer, man hver Gang, man gaar over til en #
ny Tilneermelse, borttager fra Pyramiden, udgjore mere
end Halvdelen af det, som var tilbage; de to Pyramider,
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som fremkomme ved en Deling af en Pyramide, ere
nemlig mindre end de to Prismer, da de kunne legges
saaledes, at de kun blive Dele deraf.

Haves nu to Pyramider, A og B, med samme Hgjde,
og bruger man som Tilnermelsesveardier til disse Prisme-
summer A’ og B’, dannede ved for begges Vedkommende
at gaa lige vidt i Delingen, gjelder det (i 4) blot om at
vise, at A’ : B’ er lig Forholdet mellem Grundfladerne
(£ og G). Dette ses, naar vi for de to Pyramiders
Vedkommende kalde Summen af de to forste Prismer
u, og v,, af de 4 ved nwmste Deling fremkommende
U, 0g U,, af de 8 nmste u, og v, 0. s. v.,, ved at
bevise at

B D = = AR
Exhaustionsbeviset giver dernzst i 5, at
AR (G,

Betydningen af den her brugte Fremgangsmaade
forstaas bedst ved at bemeerke, at Satning 3 giver de
Betingelser, som ifolge X, 1 sikre, at :

A=u, 4+ u, + uy + o0.s.v. i det uendelige.

Denne Betragtning frister til ngjere at undersgge
den konvergente Rackke. Det ses nu let og benyttes del-
vis af Euklid i XII, 4, at et af de 2 lige store Prismer
iu, er ligedannet med 2 af de 4 ligestore Prismer i u,
0- sV “hyorafeigloer atau, =8y LSy =y R0 S8 .
eller at '

A=u(L+2+ B2+ ) =4u,=}u,
naar u, betegner et Prisme med samme Hgjde og Grund-
flade som Pyramiden P. For Rigtigheden heraf fores

let et Exhaustionsbevis.
Denne Fremgangsmaade anvender Euklid nu ikke.
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Naar vi alligevel have fundet det vaerd at anfore den
her, hvor vi ikke blot ville lere Euklids, men over-
hovedet de gamles Fremgangsmaader at kjende, er det,
fordi Archimedes virkelig, som vi snart skulle omtale,
anvender ganske den samme Summation af en
uendelig Rekke for at finde Arealet af et Parabel-
segment.

I Stedet for denne Summation anvender Euklid
i 7 den bekjendte Deling af et tresidet Prisme i tre
Pyramider til at finde den tresidede Pyramides Rumfang.
Vi behove ikke at dveele ved Overgangen til flersidede
Pyramider og Overgangene fra Prismer og Pyramider
til Cylindre og Kegler. De sidste foretages ved Hjelp
af Exhaustionsbeviset.

Vanskeligere er det Bevis for, at to Kugler forholde
sig som Radiernes Kuber, som tilendebringes i 18; thi
her kan man ikke danne saa simple Tilnsermelsesvaerdier
som til Cirkelarealer. Som Forberedelse kreves Losning ks
af den Opgave (17): i en Kugle at indskrive et Polyeder,
som helt omslutter en dermed koncentrisk mindre Kugle.
Denne Opgave lgses saaledes. [ en Storcirkel til den
storre Kugle (vi ville kalde den Akvator) indskrives en
regulzer Polygon med lige Sideantal (2 n) saaledes, at den
helt omslutter den i samme Plan beliggende Storcirkel
i den mindre Kugle. Dernsest indskrives i den store
Kugles Akvator en reguleer Polygon med dobbelt saa
mange Sider (4 7). Gjennem dennes Vinkelspidser og
Akvators Pol legges nye Storcirkler (Meridianer), som
ud fra et Skjeringspunkt med Akvator deles i samme
Antal Dele (4 n) som Akvator. Delingspunkterne ville
da veere Hjornespidser i det segte Polyeder, hvis Side- \
flader blive Trapezer og Trekanter, de sidste beliggende 7

om Polerne. Det fremgaar. af Euklids fuldstendige
Bevis, at det er denne Lgsning, han vil give, om det
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end ikke er denne, men en anden urigtic Lgsning, der
forud for Beviset gives i den nu foreliggende Text.

Her haves vel ikke en Raekke Tilnsermelsesveerdier
til Kuglerne; men Exhaustionsbeviset lader sig dog fore
som tidligere. Ere nemlig A og B de givne Kugler,
a og b deres Radier, og er C en med B koncentrisk
Kugle bestemt ved

A:C=a3:bs,

kan man, hvis C<< B, i B indskrive et Polyeder B’,
som helt indeslutter C, og i A et dermed ligedannet
Polyeder A’. Disse benyttes dernsest paa samme Maade
som de Sterrelser, vi kaldte A’ og B’ i det tidligere
forte Exhaustionsbevis.

For at komme til fuld Klarhed over Exhaustions-
bevisets logiske Veerd vil det veere nyttigt at sammen-
holde det med moderne Betragtningsmaader. Om de
gamle end netop undgaa saadanne Bensevnelser som
Grenseveerdien for en uendelig Tilnsermelse, er det dog
i Virkeligheden, som anfert, saadanne, som man be-
stemmer ved Exhaustionsbeviset. Det er endog det
exakte Grensebegreb, som legges til Grund for den
hele Undersggelse, idet der udtrykkelig fordres, at Til-
nermelsen (en endelig) skal kunne drives saavidt, at
Tilnermelsesveerdiens Afvigelse fra Graenseveerdien bliver
mindre end enhver opgiven Storrelse. Exhaustions-
beviset er et exakt, antithetisk Bevis for denne Bestem-
melsesmaades Entydighed, eller for at to Sterrelser, der
paa denne Maade blive Grenser for de samme Til-
naermelsesveaerdier, blive lige store. Det er et ngdvendigt
Led i enhver fuldsteendig Infinitesimalundersegelse. Det
er fremdeles intet andet end et saadant Led, hvorfor
man kan sige, at hvor der er Exhaustionsbevis, der er
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ogsaa en Infinitesimalundersogelse, nemlig den, som
forer til det Resultat, hvis Rigtighed bagefter bevises.

De Infinitesimalundersogelser, som man finder hos
de gamle Forfattere, hvor de have brugt Exhaustions-
beviset, lade sig ogsaa henfore under bestemte af de
infinitesimale Methoder, som man nu anvender. Saaledes
ville ikke hlot Pyramiderne i Euklid XII, 5 og Parabel-
segmentet hos Archimedes, men ogsaa Cirklerne i Sget-
ning XII, 2 kunne siges at vaere bestemte ved konver-
gente Rakker, og hos Archimedes ville vi finde
benyttet saadanne Summer af uendelig mange, uendelig
smaa Sterrelser, som vi nu kalde bestemte Integraler.
Exhaustionsbeviset gjor Anvendelsen heraf fuldkommen
exakt. De gamle ere imidlertid i de opbevarede Skrifter
saa optagne af at sikre denne Exakthed i hvert enkelt
Tilfelde, at der ikke bliver Plads til at udvikle de
Methoder, som de bruge til at finde Resultaterne, ud
over det gjeblikkelige Behov, og til at danne andre
Methoder. :

Da i det 17. Aarhundrede Infinitesimalundersogelser
igjen optoges i Tilslutning navnlig til Archimedes’
Skrifter, maatte det blive en Hovedsag, foruden at for-
staa hans Begrundelse af Resultaterne, tillige at se,
hvorledes disse og nye kunde findes, altsaa at udvikle
Methoder hertil. De efterhaanden vundne Resultater
vedblev man'dog for en stor Del enten at sikre ved
gjentagne Anvendelser af Exhaustionsbeviset eller dog at
skaffe Tillid ved den Bemerkning, at det vilde kunne
bruges. Saaledes gjorde f. Ex. Fermat, og man ved-
blev endog dermed efter Differential- og Integralregningens
Grundleggelse ved Newton og Leibnitz. Efterhaanden
som man blev mere optagen af Methodens Brug til at
finde nye Resultater, og man fik Rutine i at tumle med
uendelig smaa Sterrelser, glemte man dog ofte den
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logiske Sikring, som det var Exhaustionsbevisets Be-
stemmelse af give. Man betragtede uendelig smaa
Sterrelser som tilstreekkelig definerede ved deres Navn,
og man kunde godt gjore sig skyldig i at betragte en
Sterrelse som defineret ved en uendelig Raekke uden at
sikre sig dennes Konvergens.

Forst i vort Aarhundrede have de Fordringer til
Exakthed, som de gamle tilfredsstillede ved Exhaustions-
beviset, igjen vundet fuld Anerkjendelse. Man opfylder
dem netop ved at fore saadanne Beviser for Graenseveerdi-
ernes Existens og Entydighed, som i det veesentlige falde
sammen med Exhaustionsbeviset. Kun forer man det
nu — som vi alt ved den forste Anvendelse af Exhaust-
ionsbeviset antydede, at man kan — engang for alle
eller anvender det dog kun ved Behandlingen af saa
almindelige Begreber som en uendelig Rekkes Sum
eller et bestemt Integral, medens man i Oldtiden gjentog
det for hver enkelt Anvendelse.

En ikke uveesentlig Formforskjel, der vel ikke ved-
rorer Slutningernes Stringens, men kun hidrgrer fra det
forskjellige Udgangspunkt, er dog tilstede mellem Old-
tidens og Nutidens Behandling af disse Spergsmaal.
Den traadte allerede frem, da Talen i Almindelighed
var om Sterrelsers Kontinuitet. Denne forudsettes af
de gamle umiddelbart at vere tilstede ved de geometrisk
fremstillede Storrelser i Euklids fire forste Bager, og
det er forst bag efter, at man i femte Bog larer arith-
metiske Midler at kjende, som man ogsaa kan bruge til
at sammenligne Sterrelser, som ikke ere kommensurable.
Nustilles snarest denne arithmetiske Storrelsesbestemmelse
i Spidsen og anvendes forst bag efter paa de mere
empiriske, kontinuert varierende Sterrelser. Ligeledes
vil man nu ofte stille den konvergente, arithmetiske Til-
neermelsesproces, ved hvilken Arealet af en plan Figur,
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f. Ex. en Cirkel, eller et Rumfang, f. Ex. af en Pyramide,
bestemmes, i Spidsen og bruge den som Definition paa
Arealet eller Rumfanget. De gamle derimod betragtede
ethvert plant Areal og ethvert Volumen som definerede
ved de almindelige Sterrelsesaxiomer, som vi have lsert
at kjende af Euklids forste Bog. At Cirklen er storre
end enhver indskreven og mindre end enhver omskreven
Polygon, blev saaledes en umiddelbar Folge af 8. Axiom.
Det var af Axiomerne i forste Bog, at de Tilnzrmelses-
processer, som da anvendtes til Bestemmelserne og nu
til Definitionerne, udledtes. Overensstemmelsen bestaar
i, at man da som nu forlangte sikre Beviser for disse
Processers Konvergens.

De almindelige Storrelsesaxiomer streekke imidlertid
ikke til, naar det gjelder om at bestemme en krum
Linies Leengde eller en krum Flades Areal. Disse Be-
greber anser man det derfor nu for sarlig ngdvendigt
at definere ved selve den Tilnermelsesproces, hvorved
Storrelserne virkelig bestemmes. Det viser sig, at i det
mindste Archimedes havde Oje for den her paapegede
Vanskelighed. Han raader ikke Bod paa den ved for-
melle Definitioner af de navnte Begreber, men opstiller
i deres Sted efter de gamles Vis udtrykkelig — postu-
lerer — de Forudsatninger, hvilke han foruden de
almindelige Storrelsesforudsatninger anvender i de Til-
ngrmelsesprocesser, hvorved Storrelserne bestemmes, og
i Beviserne for disse Processers Konvergens. Disse
Forudseetninger opstilles som Postulater til hans Skrift
om Kuglen og Cylinderen. De gaa ud paa, at

1) den rette Linie er den korteste Vej mellem to
Punkter;

2) at af to Linier mellem samme Punkter, som
vende Konvexiteten til samme Side, den yderste er den
storste;



20. Exhaustionsbeviset; Euklid XII. 155

3) at et plant Areal er mindre end et krumt med
samme Omkreds;

4) at af to krumme Arealer med samme (plane)
Omkreds, som vende Konvexiteten til samme Side, det
yderste er det starste.

Det er aabenbart en Misforstaaelse, naar man under-
tiden i det forste af disse Postulater — revet ud af sin
Sammenheng — har villet se en Definition paa en ret
Linie. Nej det og det folgende Postulat tjene til Definition
paa en krum Linies Leengde, de to andre paa en krum
Flades Areal. At disse indirekte Definitioner ere til-
streekkelige, viser sig ved, at de virkelig kunne bruges
til Bestemmelserne. Derimod indeholde 2 og 4, som
ganske vist ikke helt kunde undveeres, noget mere end
strengt nedvendig.

Idet vi nu her ogsaa have lert de almindelige
Principer at kjende, som Archimedes benyttede for at
sikre sine infinitesimale Bestemmelser ved Exhaustions-
beviset, kunne vi i det folgende nejes med at angive de
Dekompositioner, hvorved Bestemmelserne udfertes, og
de derved opnaaede Resultater uden at behgve at gaa
ind paa Enkeltheder i den strenge Bevisforelse.

21. Archimedes’ infinitesimale Bestemmelser.

Skjent Archimedes’ overordentlige Fortjenester
ogsaa vise sig paa andre Omraader, som tildels ere
eller senere ville blive omtalte, leegger hans skabende
Kraft sig dog fremfor alt for Dagen dels i de infini-
tesimale Undersogelser, for hvilke Eudoxos alt
havde lagt en saa paalidelig Grundvold, dels i Lige-
vegtsleren, hvoraf man ikke kjender nogen exakt
Behandling for Archimedes. I disse Undersogelser faar
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han jevnlig Lejlighed til foruden med den elementsre
Mathematik at vise sig fortrolig med Keglesnitslzren,
saa fortrolig, at han endog kan behandle Snit i Flader
frembragte ved Omdrejning af Keglesnit. Da vi imidlertid
helst ville tale i Sammenheng om den greske Kegle-
snitsleere, skulle vi i vor @vrige Omtale af Archimedes’
Arbejder blot hver Gang nwvne de Egenskaber ved
Keglesnittene, som han netop benytter, uden forelgbig
at undersgge, hvorfra han kjender dem.

Vi ville begynde vor Meddelelse om Archimedes’
infinitesimale Undersogelser med Skriftet om Pa-
rablens Kvadratur, fordi vi i dette Skrift undtagelsesvis
faa at vide, hvorledes Archimedes fra forst af er
kommen til sit Resultat, og fordi dette Resultat naturlig
kan have givet Stodet til de dermed beslegtede Under-
sogelser i andre Skrifter.

Den Vej, ad hvilken Archimedes forst har fundet
Arealet af det Segment, som begraenses af en Parabelbue
og dens Korde, kalder han mekanisk, fordi den stotter
sig paa Swmtningerne om statiske Momenter og om Tre-
kantens Tyngdepunkt, hvilke fremssttes i hans forste
Bog om plane Figurers Ligeveegt, som senere skal om-
tales. Underspgelsen kan kort gjengives saaledes: Tages
Korden A C (hvis Laengde vi ville kalde a) til Abscisseaxe
og Diameteren A G til Parablen gjennem Kordens ene
Endepunkt A til Ordinataxe, betegne endvidere og y
Koordinaterne til et Punkt £ af Parablen, Y, den til
Abscissen « svarende Ordinat Z L til Tangenten C G i
Kordens andet Endepunkt, er — hvad Archimedes forst
udleder af de da bekjendte Setninger om Parabelen —

a.y:x.yl.

Ordinaten y, har derfor i den Stilling, som den virkelig
indtager, samme Moment med Hensyn til Linien A G,
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som Ordinaten y vilde have, naar den flyttedes parallelt
med sig selv til C. Ved en Deling af Figuren i Strimler
ved Linier parallele med Ordinataxen og en Anvendelse

G

af Exhaustionsbeviset, der nzrmest vilde svare til en
fuldsteendig Begrundelse af

a a
af ydx:f Yo Ll

beviser Archimedes dernest, at Momentet med Hensyn
tii A G af hele Parabelsegmentet anbragt i C er det
samme som Momentet af Trekanten A C' G i dens natur-
lige Stilling. Idet nu Trekant A C G’s Tyngdepunkts
Afstand fra A G er Trediedelen af Punktet C’s, bliver
Segmentet $ A A C G eller % af den Trekant, som be-
greenses af Korden og Tangenterne i Endepunkterne.
[[ Virkeligheden teenker Archimedes sig Parablen op-
heengt i det andet Endepunkt af en ligearmet Veegtstang
med Hvilepunkt i A].
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Uagtet den strenge Gjennemforelse af dette Bevis
tilfojer Archimedes endnu et overordentlig smukt
geometrisk Bevis. Er A £ B F C Segmentet og B D
den Diameter, som halverer Korden A B, indskrives
forst A A B C i det givne Segment, dernazst A A E' B
0g A BF Cide afskaarne Segmenter, lignende Trekanter
i de nye o.s. v. Det vises da let, at hver Trekant

A D/ 4

(som A E' B) i et nyt Seet Trekanter er 1 af en Trekant |
(som A BC) i det foregaaende. Da der i hvert nyt |
Seet-er dobbelt saa mange Trekanter som i det fore-

gaaende, faas

Segment ABC=(1+1+ (})2+--)AABC

Beviset gjennemferes — som bergrt i vor Omtale af "‘
Euklids 12. Bog — som et Exhaustionsbevis.

Medens Archimedes’ geometriske Kvadratur af
Parablen faktisk beror paa Summation af en uendelig
R#kke, have vi i vor Gjengivelse af den «mekaniske» |
Bestemmelse brugt Integraltegn for at betegne en Ind- )
deling i Stykker, der alle samtidig aftage i det uendelige.
Archimedes’ Behandling kan dog ikke her kaldes en 1
Integration. Den tjener tvertimod til at undgaa en ,m-
Integration, idet den blot forer den foreliggende Under-
sogelse tilbage til en, hvis Resultat forud er fundet
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uden Integration, nemlig Bestemmelsen af en Trekants
Tyngdepunkt.

Om virkelige Integrationer kunne vi derimod
tale i Skrifterne om Spiralerne og om Konoider og
Sferoider. Archimedes opstiller nemlig Satninger,
der ngje svare til vore Formler

e ¢
fxdm:%ﬁ ogf ek S
S0 )

og anvender dem paa indbyrdes forskjellige geometriske
Bestemmelser, som man nu — paa den ved hvert enkelt
Spergsmaal gjentagne Anvendelse af Exhaustionsbeviset
ner — vilde udfere paa samme Maade ved Hjazlp af
de anforte Integralformler. Disse Swetninger, af hvilke
den forste anfores i Indledningen til Skriftet om Konoider
og Sferoider, den sidste i et Tilleg til Szetning 10 om
Spiraler, ere fglgende:
(n + 1)2

n—;h<h+2h+3h+...nh<_2_h,

%;h%<h2+42m2+43m2+~-4nm%<gt%93h?

Den forste er en umiddelbar Folge af Summationen
af Leddene i en Differensrekke, som sikkert leenge havde
vaeret bekjendt. Den sidste beror paa en i Hovedset-
ningen 10 udfert Summation af den paagjeeldende Reekke.
Archimedes finder, at

o [Pt (=S (B R E R S e —
R+1) (k)2 +h(R+2h48h+ . nh).

Beviset, i hvilket %, 2 & o. s. v. fremstilles som Linier,
kan, naar vi betragte 2 som Enhed, og kalde selve den
sogte Sum af Kvadrater s, gjengives saaledes:
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(n+1).722=n2—|—[(n—1)+1]2+[(n—2)—{—2]2-.-
+ 24 (2 —2)2 + [+ (2 —1)]2 + n2
=2.54+2.n—1)+4.(n—2)+6.(n—8) ...
+2Mn—1).1

Adderes hertil (n—i—n—l—{—n——2—{—---1) faas
2s—|-n+3.(n—1)—{—5.(n—2)—f—-.~(2n——1).1.

At denne Sterrelse netop er 3 s, fremgaar ved
~ Summation af fglgende Ligninger, hvis Rigtighed folger
af Formlen for Summen af Leddene i en Differensraekke :

nt*=n+2mn—14n—2-4...1)
(n——1)2=n—1+2(n—2—|—71—3+~--1)
(n—2)2=n—24+20n—3+n—4+...1)

Denne Summation er et verdifuldt algebraisk Bi-
produkt af Archimedes’ Underspgelse.

Den Anvendelse, som Archimedes gjor heraf i
Skriftet om Spiralerne, er Beregningen af en Sektor af en
Archimedisk Spiral 7 = a . 9. Arealet af en saadan er

(™ 2 d 9 1 i 2
§f,9 7 :ﬂfr07 s,

(0}

og findes altsaa ved den sidste af de to anferte Inte-
grationer. Archimedes bestemmer Forholdet til Arealet
af en Cirkelsektor med Radius », og opnaar dette ved
Deling af Vinklen ¢, — ¢, og dermed af Sektorerne,
Konstruktion af og Sammenligning med Cirkelsektorer,
som indeslutles i og omslutte Spiralsektorerne, samt An-
vendelse af Exhaustionsbeviset.

Ved Konoider betegnes dels Omdrejningsparabol-
oider, dels Omdrejningshyperboloider med to Net, af hvilke
dog kun det ene betragtes. Sferoider ere Omdrejnings-
ellipsoider. I Skriftet om disse Arter Flader bestemmer
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Archimedes Rumfang af Segmenter begreensede af en
saadan Flade og en vilkaarlig Plan. Archimedes viser
sig i Stand til at bestemme Beskaffenheden af et vil-
kaarligt plant Snit i en saadan Flade og udtrykke dets
Axer ved Hjelp af de Stykker, som dets Plan afskjaerer
paa den tilhegrende Diameter til Fladen. Han har end-
videre fundet Arealet af en Ellipse, hvilket let sker ved
Sammenligning mellem indskrevne Figurer i den og i
en Cirkel over dens ene Axe som Diameter. Volumen-
bestemmelserne fores da tilbage netop til de Integrationer,
som vi have set, at Archimedes kjendte i en anden
Skikkelse.

De to anforte Skrifter ere meerkelige i flere Hen-
seender end ved de deri indeholdte Areal- og Volumen-
bestemmelser. Skriftet om Konoider og Sferoider
giver saaledes, som det vil ses af det alt anforte, Op-
lysninger om Archimedes’ Kjendskab til Keglesnittene.
I Skriftet om Spiralerne findes nogle tidligere omtalte
«Indskydninger». Til Skriftets Hovedopgave horer foruden
Arealbestemmelsen endnu en anden infinitesimal Opgave,
nemlig Bestemmelsen af Tangenter til Spiralerne. Dertil
benytter Archimedes, selvfolgelig under beherig Kontrol
af Exhaustionsheviset, den samme infinitesimale Trekant,
som nu bruges til Tangentbestemmelse for Kurver frem-
stillede i poleere Koordinater. Resultatet bliver, at Polar-
subtangenten er 7 .. Subtangenterne i Endepunkterne
af de forskjellige hele Omlob af Spiralen fik — som vi
tidligere have berort — for Archimedes serlig Inte-
resse derved, at de ere retliniede Fremstillinger af
Cirkelperiferier.

Den vigtigste integrationslignende Bestemmelse, som
skyldes Archimedes, turde dog hans Bestemmelse af
Kuglens Overflade veere. Fremgangsmaaden er om end

11
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i en forskjellig Form omtrent den samme, som bruges
i vore elementere Larebeger. Den forer, i Overens-
stemmelse med Verkets Titel, seerlig til Ligestorheden
mellem Kuglebalter og de tilsvarende Stykker af den
omskrevne Cylinders Overflade. Derfra kommer man
imidlertid let til andre Bestemmelsesformer, ligeledes til
Bestemmelser af Rumfang af Kuglen, Udsnit og Afsnit.
Idet Archimedes, ligesom Euklid, ikke indforer nogen
Enhed, bestaa disse sidste Bestemmelser i Konstruktion
af Cylindre og Kegler lige store med de sggte Rum-
storrelser.

[ anden Bog af samme Skrift behandles (foruden
den nysnevnte Bestemmelse af Afsnits Rumfang) for-
skjellige Opgaver vedrerende de sggte Rumsterrelser,
deriblandt den ved en Plan at dele en Kugle i“to Af-
snit, som danne et givet Forhold. Lesningen afhznger
som bekjendt af en Ligning af tredie Grad. Til denne
forer ogsaa Archimedes den tilbage, idet han giver
den folgende Form: At dele en ret Linie D Z, paa
hvilken Punkterne B og 7' ere givne, saaledes ved et
Rumnkts Xemat

DB X2 — X /o T,
D B er her Kuglens Diameter, 2 r, paa hvis Forlengelse

B Z er afsat = r, D X er det ene Afsnits Hgjde, og
hvis dette skal forholde sig til det andet som m : n, er

=

m
_ 7.
m -+ n

Archimedes lover, at han bagefter skal lgse denne
Ligning og fremheever i @jeblikket kun, at den Muligheds-
betingelse, som Ligningen kraever, er tilfredsstillet ved
den foreliggende Opgave angaaende Kuglen. En Grund
til denne Opsettelse — der desvaerre har fort til, at
Oplosningen savnes i den foreliggende Text — kan det
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have veret, at Archimedes i samme Bog har haft
flere Anvendelser for den samme Ligning. Bogens sidste
Seetning (1X) gaar nemlig ud paa, at det storste af de
Kuglesegmenter, som have en given krum Overflade, er
en Halvkugle. Det Bevis, som anfores herfor, barer
ikke blot Preeget af at veere dannet, efterat Resultatet
er fundet ad anden Vej, men er tillige ganske ufuld-
steendigt.  Det bevises nemlig kun, at et Segment, som

er den storre Del af en Kugle delt ved en Plan, er/ o«

mindre end en Halvkugle med samme krumme Overflade,
men ikke at det samme er Tilfeldet med et Segment,
som er den mindre Del af en Kugle delt ved en Plan.
En saadan Ufuldsteendighed ligner ikke Archimedes,
og vilde mindst findes ved dette Spergsmaal, som netop
er et af dem, med Hensyn til hvilke han forst havde
sendt et urigtigt Resultat til Alexandria og foranlediget
Beviser for samme af derveerende Mathematikere (se S.23).
En fuldsteendigere Besvarelse kan derimod have fundet en
naturlig Plads i den samme Tilfgjelse, som Archimedes
lovede for Kugledelingens Vedkommende. En saadan
Maximumsseetning som IX forekommer nemlig stedse hos
Greekerne som Diorisme til en Opgave. Denne maa i
nerverende Tilfeelde have gaaet ud paa at finde et
Kuglesegment, hvis Rumfang og hvis krumme Overflade
ere givne. Denne Opgave lader sig lgse netop ved den
ovennavnte Ligning.

Nu findes det lovede Tilleeg, som sagt ikke i selve
den opbevarede Text; men det antages at have vaeret
indeholdt i et andet gammelt Manuskript, som Archi-
medes’ Kommentator Eutokios har fundet og gjen-
givet i Udtog. I dette loses Archimedes’ Ligning ved
Keglesnit, og af Ligningen udledes saadanne Muligheds-
bestemmelser, som, anvendte paa den Opgave: at finde

et Kugleafsnit med givet Rumfang og given krum Over-
11+
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flade, umiddelbart ville give Seetning IX. Selve Lgsningen
skal senere blive meddelt som et af de bedste opbevarede
Exempler paa de gamles Behandling af de saakaldle
«rumlige Opgaver».

At Bestemmelsen af Kuglens Overflade giver rig
Anledning til videre Undersggelser, har saaledes strax i
Archimedes’ Skrift lagt sig for Dagen. Anvendelser i
Praxis eller paa andre Videnskaber, saaledes Geografien
ligge ogsaa naer. Disse Omstendigheder kunne have
bidraget til, at Archimedes satte denne Bestemmelse
hgjest blandt sine Arbejder. En gyldig Grund hertil
var dog allerede den Omstendighed, at han her havde
naaet at beregne Arealet af en ikke udfoldelig krum
Flade paa en Tid, da endog Beregning af plane Arealer
og af Rumfang var saa lidet udviklet. Hvor faa Flader
kjende vi ikke den Dag idag, hvis Arealer kunne frem-
stilles paa en nogenlunde overskuelig Maade!

Efter Archimedes’ Onske sattes paa hans Grav et
Monument, som indeholdt en Kugle med en omskreven
Cylinder. Dette fandt og fornyede Cicero halvandet
Aarhundrede efter, da han var Kveastor paa Sicilien.

22. Archimedes’ Ligeveegtslere.

Reglerne for Ligeveegten af en uligearmet Veegtstang
have veeret bekjendte leenge for Archimedes’ Tid; men
hos ham finder man den forste virkelige Begrundelse.
Vi kunne kort gjengive hans Tankegang saaledes. Lad

e

Sy B P e
A og C vxre Angrebspunkterne for Vaegte P og Q, og
lad Punktet B veere bestemt saaledes paa A C, at

AB:BC=Q:P.
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Vieegtstangen, til hvis egen Veegt der ikke tages Hensyn,
er da i Ligeveegt, naar den understottes i B. Beviset
fores ved at dele Veagtstangen i et Punkt D saaledes at

AD:DC=P:Q

og paa dens Forlengelse afsette £ og F' saaledes, at
EA=AD og CF=DC. Man kan da, uden at
forandre Ligeveegtsforholdene, fordele P’s Veegt jevnt over
ED og Q's Vagt jevnt over D F, hvorved hele Vegten
P +- Q bliver fordelt jevnt over E'F. Paa Grund af
Symmetrien er der da Ligeveegt, naar FE Ri'er under-
stottet i sit Midtpunkt B.

I forste Bog af sit Skrift om plane Figurers Ligevagt
forer Archimedes et saadant Bevis uden dog at gjore
Brug af en kontinuert Fordeling. Han behandler forst
det Tilfeelde, hvor P og Q ere kommensurable og altsaa
kunne fordeles i Punkter med lige store Afstande, og
gaar dernzst ved Exhaustionsbeviset over til det Tiltelde,
hvor P og Q ere inkommensurable. Han har som s&ed-
vanlig udtrykkelig opstillet de Forudseetninger, hvorpaa
Beviset bygges, hvilke her ere Betingelserne for Ligevagt
eller Mangel paa Ligevaegt for en ligearmet Veogtstang.
For det folgendes Skyld opstilles endnu de Forudseat-
ninger, at ligedannede Figurers Tyngdepunkter maa veere
ensliggende Punkter, og at Tyngdepunktet af en Figur,
hvis Konvexitet overalt vender ud ad, maa falde paa
selve Figuren. Hvis de Beviser for, at en Trekants
Tyngdepunkt er Medianernes Skjeringspunkt, hvormed
Bogen slutter, nu forekomme ungdig vidtleftige, beror
det paa, at de have skullet bygges paa de udtrykkelig
opstillede Forudsatninger.

Vi have allerede set den Brug, som Archimedes
gjorde af disse Ligeveegtssaetninger for at finde Arealet
af et Parabelafsnit. Senere har han i anden Bog af
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I Skriftet om plane Figurers Ligevegt fundet et
Parabelafsnits Tyngdepunkt. Til Grund for Bestemmelsen
ligger den Sezetning, at Tyngdepunkterne i forskjellige
Parabelsegmenter maa dele deres Diametre i samme
Forhold. Dette bevises ved den samme Deling af Parabel-
segmenterne i uendelig mange Trekanter, som benyttedes
Il i hans «geometriske» Bestemmelse af Segmentets Areal!
(se Fig. S. 158). Den ubekjendte Veerdi af det kon-
J stante Forhold, lader sig nu finde ved Deling af Seg-
mentet A B C i Trekant A B C og to nye Segmenter.
Den derved fremkommende Ligning af forste Grad leser
Archimedes under geometrisk Form.

Endnu et Tyngdepunkt viser det sig, at Archimedes
I kjender, nemlig Tyngdepunktet i et vilkaarligt Segment
af en Omdrejningsparaboloide. Det kan ikke veere fundet
paa samme Maade som Parabelsegmentets Tyngdepunkt,
men Bestemmelsen maa under en eller anden Form
veere fort tilbage til de to alt omtalte af Archimedes
kjendte Integrationer, hvoraf den i Virkeligheden af-
heenger. Archimedes giver os selv ingen Oplysninger
i om, hvorfra han har det; men han navner og anvender
I ~ det gjentagne Gange i 2. Bog af sit Skrift om Legemer,
I som svemme paa en Vaedske.

I den forste Bog af dette hydrostatiske Skrift opstilles
og begrundes den bekjendte Hovedsaetning om helt eller
delvis nedsenkede Legemers Ligeveegt, som har faaet
Navnet det Archimediske Princip. I denne Bog
indtager Archimedes endog et saa almindeligt Stand-
punkt som at tage Hensyn til Jordens Kugleform. I
Bogens sidste S@tning behandler han den Opgave at

! Slutningen af Beviset er dog i den bevarede Texts Nr. 7
ved en gjensynlig Misforstaaelse af en senere Udgiver indskranket
til ligedannede Segmenter.




22. Archimedes’ Ligevaegtsleere. 167

finde Ligeveaegtsstillingen af et delvis nedsenket Kugle-
segment; men desveerre ere veesentlige Dele af denne
Undersogelse gaaede tabt.

At Archimedes ikke uden videre af den blotte
Symmetri slutter, at der ikke gives andre Ligeveegts-
stillinger end den, hvor Segmentets Axe er lodret, kan
man slutte af den fuldstzendigere Behandling, som han
i 2. Bog underkaster den Opgave at finde Ligevagts-
stillingerne af et Segment, afskaaret af en Omdrej-
ningsparaboloide ved et Snit vinkelret paa Axen.
Ved denne Undersogelse forudsaettes Vandspejlet dog at
vaere plant. Det er ved denne, han har Brug for
Tyngdepunktet ogsaa af saadanne Afsnit, som afskjaeres
af Planer, som ikke ere vinkelrette paa Axen.

Archimedes’ statiske Verker danne Grundlaget
saavel for den rationelle Mekanik som for Mekanikens
praktiske Anvendelser. At han selv bragte det vidt i
saadanne, vides af mange Beretninger fra den senere
Oldtid, da man bedre forstod at beundre de @jensynlige
Resultater end det videnskabelige Arbejde. En umiddelbar
Anvendelse af det Archimediske Princip er hans Brug
af Veagtfylde til at bestemme Metalblandinger («Hierons
Krone».) Han skal have konstrueret Apparater til ved
ringe Kraft at beveege store Masser. Vandsneglen skyldes
ham. Serlig Betydning fik hans mekaniske Snille ved
de under Syrakus’ Belejring konstruerede Krigsmaskiner;
blandt disse er dog Anvendelsen af Brandspejlet til at
anteende den romerske Flaade en Fabel, om det end
ikke er umuligt, at han har fundet paa parabolske Brand-
spejle. Med- stor Beundring neevnede man i Oldtiden et
af ham konstrueret mekanisk Planetarium.
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23. Leren om Keglesnit far Apollonios.

Vi have allerede ved vor Omtale af det Deliske
Problem, eller Konstruktionen af de to Mellem-
proportionaler anfort, at dette Problem af Eudoxos’
Discipel Menaichmos lgstes ved Skjazring mellem to af
Kurverne

@ ==z, e —y2 xy—ab,

hvilke han fremstillede som Skjeringskurver mellem en
Omdrejningskegleflade og en Plan. I Overensstemmelse
dermed berettes, at Menaichmos har opfundet Kegle-
snitslinierne. Tillige vides det, at man til deres Frem-
stilling lige til Apollonios brugte en Plan vinkelret
paa en af Keglefladens Frembringere, hvorved Ellipser,
Parabler og Hyperbler fik Navnene «Snit i den spids-
vinklede, retvinklede og stumpvinklede Kegles.
Heraf maa man dog ikke slutte, at Menaichmos 0g
Mathematikerne lige til Apollonios have besiddet en
Fremgangsmaade, som searlig forte til Bestemmelsen, af
Egenskaberne ved Snit vinkelrette paa en Frembringer
og ikke med samme Lethed kunde tjene til at vise, at
anderledes beliggende Snit have ganske de samme
Egenskaber. Af nogen saadan Fremgangsmaade er der
ikke opbevaret noget Spor i den graske Mathematik, 0g
i det mindste for Ellipsens og Hyperblens Vedkommende
turde det veere vanskeligt at finde nogen saadan.
Sagen lader sig imidlertid forklare saaledes: Ved
Bestemmelsen af de to Mellemproportionaler var der
Brug for de Kurver, som defineres ved- ovennazvnte
Ligninger. En saadan Definition maatte imidlertid led-
sages af et Poslulat om, at Kurverne virkelig existere,
eller med andre Ord, at de ved denne Definition bestemte
Punkter folge kontinuert paa hverandre. Postulatet kunde
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kun undgaas, naar der kunde angives en paa tidligere
Postulater grundet Konstruktion af Kurverne — ja i
dette Tilfeelde vilde det endog veere utilstedeligt at komme
med nye Postulater. Den af Menaichmos fundne Kon-
struktion bestaar netop i Bestemmelsen som Snit i
cirkulere Kegler: Keglefladens Kontinuitet er da sikret
ved dens cirklere Ledekurves, og Snitkurvens Kontinuitet
atter ved Keglefladens.

Til denne Brug er enhver Frembringelse som Snit
i Kegler lige god; ja for at sikre sig, at en Kurve med
bestemte Konstanter virkelig kan frembringes som Snit
i en Kegleflade, er det endog bekvemmest at have en
ensartet Losning af denne Opgave. At da serlig den
Losning, hvor man tillige lader Keglefladen veere ret-
staaende, og Snitplanen vaere vinkelret paa en Frem-
bringer, kan vere hensigtsmessig, vil let ses, naar vi
forst betragte parabolske Snit frembragte som Snit i
i den retvinklede Kegle. Lad 7 vare dennes Toppunkt,
KTC et Snit gjennem
Axen, G P H Sporet /1\
afetSnitparalleltmed 7
Grundfladen, y det ”'/\
Stykke, som afskjeres / 7
mellem P og Kegle-
fladen paa en Linie,
der i P staar vinkel-
ret paa Figurens Plan. Da er, naar A P | T K,

yi— G P Pty APt S oA A T

Det Snit, som i A P oprejses vinkelret paa Figurens
Plan, bliver da, naar A P = x, og 2 A L = p, frem-
stillet ved

yr=pa.
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I Overensstemmelse med denne Konstruktion kaldes

den halve Parameter £ endnu af Archimedes «Stykket

2
til Axen», nemlig fra Parablens Toppunkt A til Keg-
lens Axe.

Det ses nu, at Menaichmos netop faar Lesningen
af den Opgave, som forelaa: at fremstille en Kurve
med Ligningen y2? = p « som Snit i en Kegle. Det
behovedes blot at lade Keglen vaere retvinklet, lade Snittet
vaere vinkelret paa en FKrembringer og segrge for, at

«Stykket til Axen» bliver D

2

De samme Fordele opnaas ved den tilsvarende
Fremstilling af Ellipsen og Hyperblen som Snit vinkel-
rette paa en Frembringer i en spidsvinklet eller stump-
vinklet Omdrejningskegle. Vi ville derved bruge de
samme Betegnelser som paa Fig. S. 169 og blot tillige
ved A, betegne A P’s Skjeeringspunkt med den anden
Frembringer i Figurplanen, 7" C, eller, for Hyperblen,
med dens Forlengelse tilbage over 7. Man finder da,
naar A P= 2, PA, =x,; og som for «Stykket til

Axen» eller A L = % er den halve Parameter, og
AWARS— 000
2l p
2 LEEL sy
Y AA AR PAI——anxl.

Denne Bestemmelse (ved Axeligningen) er netop
den, som de ®ldste greeske Geometrere i en eller anden
2
Form (neermest som /A L) leegge til Grund for
45 a5 2a
Undersggelsen af Ellipsen og Hyperblen (som man faar,

efter som @+ 2; = 2 a elleriz;, — x = 2a). Idet
Kurvens Konstanter paa en simpel Maade indgaa paa
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Figuren, haves ogsaa en god og bestemt Maade at
fremstille disse Kurver som Snit i Keglen, altsaa at
vise, at de for alle Veerdier af Konstanterne ere Keglesnit.

Herved forudseettes dog, at disse Kurver have vearet
kjendte forud og — selvfolgelig under geometrisk Form
— fremstillede ved den anforte Ligning. For Ellipsens
Vedkommende tyder adskilligt herpaa: det kan da have
ligget meget ner at betragte den som Cylindersnit.
Hyperblen, og navnlig den ligesidede, har som alt
anfort frembudt sig som anvendelig ved Konstruktionen
af de to Mellemproportionaler, men rigtignok bestemt
ved en anden Ligning, nemlig den, hvorved den hen-
fores til sine Asymptoter. Anvendeligheden til Kon-
struktionen af de to Mellemproportionaler har da givet

en god Anledning til — for at undersoge, om Kurven
ikke skulde vaere en ad anden Vej bekjendt Kurve,
f. Ex. en Cirkel — at omdanne den oprindelige Be-

stemmelse ved de Midler, man raadede over, navnlig
ved den geometriske Algebra. Omdannelsen til Axe-
ligningen har da vaeret temmelig nerliggende netop for
dette Hjzlpemiddel. Nogen umiddelbar Sammenhang
mellem Asymptoteligningen og Fremstillingen som Kegle-
snit har neeppe varet kjendt.

Hvad der opnaaedes ved Snit vinkelrette paa Frem-
bringeren i en Omdrejningskegle, var altsaa et Middel til
at fremstille enhver Parabel, Ellipse og Hyperbel som
Snit i en Omdrejningskegle. Selvfolgelig saa man med
det samme, at omvendt alle saaledes anbragte Snit
ere Parabler, Ellipser og Hyperbler. Det har imidlertid
umulig kunnet undgaa Opmerksomheden, at den ser-
egne Beliggenhed aldeles ingen Rolle spiller ved denne
omvendte Bestemmelse. I hvert Fald har den samme
Bestemmelsesmaade vist sig anvendelig, saa snart man
overhovedet har fundet Anledning til at sperge om
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anderledes beliggende Snit. Dette finde vi bekraftet i
Archimedes’ Skrift om Konoider og Sferoider. Allerede
dette Skrifts Indledning viser, at man endog for hans
Tid idet mindste har vidst Besked om alle elliptiske
Snit i rette Kegler, og i Lebet af hans egne Undersogelser
betragtes endog visse elliptiske Snit i skjeve cirkulsere
Kegler, nemlig saadanne, som staa vinkelret paa Keglens
Symmetriplan. Da Archimedes for de foreliggende
Opgavers Skyld ingen Brug har for hyperbolske Snit,
der ligge paa samme Maade, kan man ikke af hans
Tavshed slutte nogen Uvidenhed herom.

Archimedes faar endog Lejlighed til at lere os
det Hjeelpemiddel at kjende, hvorved man fandt den
plangeometriske Bestemmelse af plane Snit i cirkulere
Kegler. Lad Figuren veare den, hvori Keglen skjares
af sin Symmetriplan (eller
hvis Keglen er ret, af en vil-
kaarlig Plan gjennem Axen),
TL og TK de i denne
Plan beliggende Frembrin-
.gere, L K den -cirkulaere
Grundflades Spor. Beskaf-
fenheden af det plane Snit,
som projiceres i N N,
findes da ved den plan-
geometriske Hjeelpesaetning,
at naar Linierne N N, og
M M,, som skjere de
rette Linier L T og T K i M og N og i M, og N,
PM P M;
 PN. PN,
er konstant, k. Er nu M M, Sporet af et Snit parallelt
med Grundfladen, og y det Stykke, som paa den i

K

og hinanden i P have uforandrede Retninger
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P projicerede Linie afskjeeres mellem P og Kegle-
fladen, er

U R S B BN BN

hvilket netop er den Egenskab, hvorved vi have karak-
teriseret en Ellipse eller Hyperbel.

Den her benyttede plangeometriske Satning forud-
settes bekjendt og har altsaa vistnok ogsaa for Archi-
medes varet benyttet til Udledelse af Keglesnittenes
Egenskaber. Den gjelder, ifolge den saakaldte Potens-
setning, som vi senere skulle omtale, 0g som var
kjendt af Archimedes, ogsaa naar Punkterne M, N,
M, og N, ere beliggende paa et vilkaarligt Keglesnit.
Archimedes kunde derfor i det anforte Skrift om Om-
drejningsflader - af anden Orden bestemme plane Snit i
disse ganske paa samme Maade.

Naar vi have antaget, at Menaichmos’ Opdagelse
veesentlig var den, at Parablen, Ellipsen og Hyperblen
kunne fremstilles som Keglesnit, have vi dermed maattet
forbinde den Antagelse, at de i det mindste delvis have
veeret undersogte forud, navnlig i Forbindelse med det
deliske Problem og paa Grundlag af de Egenskaber,
som nu fremstilles ved deres simpleste Ligninger. Denne
Antagelse stottes i hej Grad af den Omsteendighed, at
det i alle senere Undersagelser hos greske Forfattere er
disse plangeometriske Egenskaber og ikke Fremstillingen
som Keglesnit, der legges til Grund. Den bidrager
ogsaa til at forklare, at Laren om Keglesnit strax efter
Menaichmos kunde udvikle sig saa rask hos Graekerne,
som Tilfeldet var. Interessen for den maatte voxe
derved, at man snart maatte se, at Keglesnittene ikke
blot som af Menaichmos kunde anvendes til Konstruk-
tionen af de to Mellemproportionaler, men ogsaa ved
Losningen af mange andre Opgaver, som man forgjeves
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havde sogt at lose ved Lineal og Passer. Til det Brug
maatte man benytte Keglesnittene opfattede som geo-
metriske Steder, «rumlige Steder», som de da kaldtes.
Den Veegt, som man lagde paa saadan Anvendelse, viser
sig derved, at det eeldste Vaerk om Keglesnit, som findes
omtalt, havde Titlen «rumlige Steder». Det skyldtes
en Mathematiker, Aristaios, som var en @ldre sam-
tidig af Euklid. At Titlen paa dette tabte Veerk virkelig
havde en seerlig Betydning og ikke blot var et Navn
paa Keglesnitsleeren i Almindelighed, fremgaar af, at
Euklids snart efter fremkomne Boger om Keglesnit
skulde supplere og ikke treede i Stedet for Aristaios’
rumlige Steder. Dette Skrift vedblev man endog at
studere og benytte ved Siden af Apollonios’ Kegle-
snitslere, som fuldstendig fortreengte Euklids.

Den Brug, som Aristaios rimeligvis har gjort af
Keglesnittene, og som man har gjort i videre Maal, da
selve Leren om Keglesnit var bleven mere udviklet af
Euklid og Apollonios, vil bedst forstaas, naar vi af
den sidstes store Verk have lert, hvorledes de gamle
overhovedet behandlede disse Kurver. Af dette Verk
ville vi tillige, naar vi serlig gjore opmeerksom paa,
hvilke Fremskridt der skyldes Apollonios personlig,
faa en Forestilling om, hvad allerede Euklids Frem-
stilling maa have indeholdt. Forelgbig skulle vi bemérke,
at man af Archimedes’ Skrifter kan se, at dette ikke
har veeret saa ganske lidt; thi de Seetninger om Kegle-
snittene, som Archimedes forudsatter bekjendte, have
vistnok veeret at finde i Euklids tabte Veerk. I dette
maa man have kunnet finde ej blot Keglesnittenes alt
anforte Henforelse til Axerne og de dertil knyttede Be-
stemmelser af Tangenter, konjugerede Diametre og
Asymptoter, men ogsaa den tilsvarende Henforelse til
to konjugerede Diametre foruden den alt af Menaichmos




23. Lezren om Keglesnit for Apollonios. 175

kjendte Henforelse til Asymptoterne Man har der end-
videre fundet den nys omtalte Potensseetning og de forste
Seetninger om Pol og Polar.

24, Apollonios’ Keglesnit.

Det er af Apollonios’ store Veerk om Keglesnittene,
at vi hovedsagelig kjende de gamles Keglesnitslzre,
som vi kjende deres elementere Geometri fra Euklid.
Af Apollonios’ 8 Boger om Keglesnit ere dog kun de 7
opbevarede, de 4 forste paa Graesk, de 3 sidste gjennem
arabisk Oversattelse. De 4 forste Boger indeholde, hvad
der kaldes Keglesnitsleerens Elementer, det vil sige den
sammenhzngende Fremstilling af Keglesnittenes
Hovedegenskaber, som maa tages til Udgangspunkt saavel
for Anvendelser af Keglesnitsleren til Losning af Kon-
struktionsopgaver ved Brug af rumlige Steder, som for
videregaaende szregne Underspgelser af enkelte Sporgs-
maal vedrerende Keglesnittene. Det er derimod saadanne
Specialundersegelser, som indeholdes i de folgende Boger.
Den femte, som handler om Normaler til Keglesnittene,
er tillige den fuldstzendigste opbevarede Prove paa Kegle-
snittenes Anvendelse til Konstruktion, nemlig af de
Normaler, som udgaa fra et givet Punkt, 0og paa den
til en saadan Konstruktion knyttede finere theoretiske
Undersogelse. ;

De gamles almindelige Kjendskab til Keglesnittene
leere vi dog forst og fremmest at kjende ved de fire
forste Boger. Ved dem skulle vi derfor dveale saa meget,
at vi dels kunne give et Overblik over, hvad de gamle
vidste om Keglesnittene, dels gjore forstaaeligt, at de
virkelig besad Midler til at naa saa vidt.

Forst maa vi da se, hvorledes Grundvolden lmgges
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i forste Bog. Om dette end sker med et andet Ud-
gangspunkt, end Apollonios’ Forgengere benyttede,
ere dog, som det kan ses af hans Fortaler, de enkelte
Seetninger, hvoraf denne Grundvold er sammenfojet, for
en stor Del de samme, som ogsaa hans Forgzngere
kjendte og anvendte. For Hyperblens Vedkommende
er der dog i disse Satninger det betydelige Fremskridt,
at Apollonios, om han end kalder en Hyperbels to
Grene «sammenhorende Hyperbler», dog behandler
dem som en enkelt Kurve, og saaledes opnaar den
Ensartethed i Setninger om Ellipse og Hyperbel, som
kun derved bliver muliz.

Det nye Udgangspunkt bestaar i, at Apollonios i
Stedet for at betragte Snit frembragte af Planer i en
bestemt Stilling mod Omdrejningskegler, strax betragter
vilkaarlige plane Snit i vilkaarlige cirkulaere
Kegler. Den Fremgangsmaade, der benyttes til at ud-
lede en saadan plangeometrisk Egenskab ved disse Snit,
som kan laegges til Grund for Kurvernes videre Under-
sogelse, er en Almindeliggjorelse af den, vi have set
Archimedes benytte til at undersege Snit vinkelrette
paa Keglens Symmetriplan; men derved bliver den plan-
geometriske Egenskab ogsaa almindeligere. Det bliver
nemlig nu ikke mere den, som udtrykkes ved at henfore
Keglesnittet til en af dets Axer og de halve tilhgrende
Korder som Ordinater, men den, som paa lignende Maade
faas ved Henforelse til en vilkaarlig Diameter og dens
Korder. Dette maa man fastholde for at faa det rette
Overblik over Gangen i Bogen. Om de undersegte
Kurver er det fra forst af kun bevist, at de have denne
Egenskab i Forhold til en enkelt Diameter og et dertil
horende Kordesystem, som i Almindelighed danner en
skjeev Vinkel med Diameteren. Forst i Lobet af Bogen
ses det, at de have samme Egenskab i Forhold til
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uendelig mange Diametre, og i Slutningen af Bogen
konstrueres endelig saadanne Diametre, som staa
vinkelret paa deres Korder, og vises, at Kurverne
efter Henforelse til disse kunne indlegges som Snit i
Omdrejningskegler. Forst da har Identiteten af de
af Apollonios behandlede Kurver med de alt kjendte
Keglesnit veeret fuldt godtgjort.

Disse sidste Resultater udgjeore altsaa det Maal, som
Apollonios har haft for gje under Opforelsen af hele
forste Bog, der er et udpraeget Exempel paa, hvad vi
have kaldt en synthetisk Leerebygning. Undervejs har
han dog dels veeret nedt til, dels skaffet sig Lejlighed
til at fremstille mange Egenskaber ved Kurverne, som
der i de senere Beger kan veere Brug for, eller som i
og for sig ere veerd at kjende. Saaledes medtages Laeren
om Tangenterne og deres Bestemmelse som Indledning
til den for Bogens Hovedformaal nedvendige Lere om
Diametre til parallele Korderakker.

Hvis man vil give en Forestilling om de benyttede
Fremgangsmaader, kan det bedst ske ved Sammenligning
med den nuveerende analytiske Geometris algebraiske
Omdannelser af Ligningerne til de nye Former, som
faas ved Henforelse til nye Koordinatsystemer, og over-
hovedet med den analytiske Geometris algebraiske Ope-
rationer. Disse fremstilles blot ved Hjelp af den geo-
metriske Algebra. Dennes Brugbarhed hertil vil man
bedst fatte ved at se den geometriske Form, hvorunder
Apollonios fremstillede de Ligninger for Keglesnittene,
som han udledede af deres Beliggenhed paa selve Keglen.
I disse Ligninger henfores de som allerede sagt til en
Diameter og de dertil horende halve Korder som Ordi-
nater. Lad A B veere en Diameter 2@ i en Ellipse eller
Hyperbel, C D en halv dertil hgrende Korde. At da

12
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Kvadratet C D2 skal staa i et konstant Forhold §p_a til

A C. CB, findes udtrykt ved i A og C at .oprejse
Linierne A E' og C I vinkelret paa A B og paa den
forste afsette A B = p. Er da F Skjeringspunktet

mellem CF og B E, skal Kvadratet paa C D vare
lige stort med Rektanglet A F; thi C /' er da netop
P
2
algebraiske Apparat, hvorved man fremstiller det samme,
som vi, naar C D =y og A C= z, vilde udtrykke ved
Ligningen

C B. Hijelpefisuren udgjer altsaa det geometrisk-

Y2 :2—]%(1’(2 g )
Det ses, at den fremstillede Grundegenskab er den

samme, som man kjendte for Apollonios (og som
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det derfor er urigtigt at kalde Apollonios’ Theorem).
Fremstillingsformen. stemmer fremdeles med den geo-
metriske Algebras swedvanlige Former. Den har dog
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faaet en sewrlig Betydning derved, at den er lagt til
Grund for de nye Benaevnelser, som Apollonios maatte
give Keglesnittene, efterat den Bestemmelsesmaade, hvor-
til de gamle Betegnelser knyttede sig, var opgiven.
Den Figur, der benyttes, er nemlig den samme som
den, der, svarende til Ligningens Omskrivning til

RS o e
y*=pxtgz_x%,

udtrykker, at Kvadratet y2? er lagt hen ad Linien
A FE = p, saaledes at Siderne i det manglende eller
overskydende Rektangel £ F forholde sig som p: 2 a.
(Smlgn. Euklids 6. Bog). I Overensstemmelse med de
ved Lgsninger af Ligninger af anden Grad brugte Be-
tegnelser kaldes selve den fremstillede Kurve Ellipse
eller Hyperbel, eftersom Rektanglet £ F mangler eller
er et Overskud. Er der hverken Overskud eller Mangel,
haves et simpelt Anleg af Kvadratet y? langs p.
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Kurven y? = p 2 har da faaet samme Navn, Parabel,
som de simple Fladeanlaeg. :

Det ses, at den geometriske Algebra her netop gjor
samme Tjeneste som Algebraen i den senere analytiske
Geometri. Som vi nu udtrykke Kurvens Grundegenskab
ved en algebraisk Ligning, fremstilles den hos Apol-
lonios ved en Figur. Ved at veere oprejst under rette
Vinkler, ogsaa naar Ordinaterne danne skjeve Vinkler
med Abscisseaxen, faar denne Hjeelpefigur en vis Uaf-
hengighed af den, ved hvis Undersggelse den skal be-
nyttes. Som Kurvens algebraiske Ligning er af anden
Grad i 2, bliver Figuren den samme, som i Elementerne
benyttes til Fremstilling og Lesning af en algebraisk
Ligning af anden Grad. Det er derfor netop som
«Kurver af anden Orden», at Keglesnittene have vist
sig saa tilgeengelige for den antike Behandlingsmaade.
At denne selv giver Algebraen en geometrisk Form, har
dog givet Anledning til mangen en Kombination af det
geometriske Hjeelpemiddel og det geometriske Under-
sogelsesemne, som vilde ligge den analytiske Geometri
fijernere, navnlig saa lenge denne helt omdannede
geometriske Spergsmaal til Regnestykker. I Modseatning ‘
hertil ligner den antike Behandling noget mere den nu "
sedvanlige Brug af analytisk Geometri, under hvilken
man ikke glemmer den geometriske Betydning af de
algebraiske Omdannelser, som man foretager.

Vi kunne vel ikke i det enkelte folge de Omdannelser
af Kurvens under geometrisk Form fremstillede Ligninger,
hvorved man efterhaanden naar til det Resultat, som vi
have betegnet som Bogens Maal; men som Exempel
skulle vi dog naevne et Mellemled, som spiller en Hoved- _‘
rolle baade her og ved de videregaaende Undersggelser %
i 3. Bog. Et Keglesnit med Centrum C og Diametrene
CE og C B bliver betragtet som geometrisk Sted for
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saadanne Punkter /, at den Firkant CM H T, der
begrenses af disse Diametre, Linien H M, som
er parallel med de af C B halverede Korder, og
H T, som er parallel med de af C E halverede

Korder, faar et konstant Areal. Denne Arealsszt-

ning er for os almengyldig, naar vi efter sedvanlige
Regler regne de enkelte Dele af en uegentlig Firkant,
naar en saadan fremkommer, med Fortegn. Apollonios
maa derimod udstykke den i flere forskjellige Seetninger,
hvis Sammenhaeng han dog aabenbart har for Qje. Den
Brug, som han gjor deraf i forste Bog, vil forstaas,
naar det bemarkes, at den forst udledes af den Ligning,
hvorved Kurven er henfert til den ene Diameter og dens
Korder, og derneest paa tilsvarende Maade forer til den
Ligning, hvorved den henfores til den anden Diameter
og dens Korder.

Af forste Bog skulle vi endnu bhergre Tangent-
bestemmelsen. Ifelge Kurvens Ligning gjelder det
ved denne om gjennem et Punkt (2" y’) af Kurven at
legge en ret Linie saaledes, at ethvert andet Punkt (z, y)
al denne tilfredsstiller Betingelsen
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2 792
: P > ; p
i 22 Tl
R x' + o
hvor for Parablen ‘—2% ombyttes med 0. For Ellipsens

og Hyperblens Vedkommende viser Apollonios, at dette
opnaas, naar Tangenten og Ordinaten i (x/, y’) dele
Diameteren harmonisk (en Beneevnelse, der dog er af
nyere Oprindelse). Beviset er noget for vidtleftigt til
at gjentages her. Derimod kan hans Bevis for, at den
Linie fra et Punkt (#”y’) af Parablen y? —p 2, som
skjeerer Abscisseaxen i Punktet (— «/, 0), er Tangent
til Parablen, omtrent gjengives paa folgende Maade. Er
(zy) et Punkt af denne Linie, bliver

YR gyt
(" +x)2 = 422
Da man nu fra Euklid véd, at Mellemproportionalen
mellem to Sterrelser er mindre end Middeltallet, eller

NG 2 459
at 'z < <‘T + 93) bliver 4> & .
2 4 g%

Naar man ret ser, hvor godt og fuldstendig Grunden
er lagt i Apollonios’ forste Bog, forstaar man bedst,
hvorledes han kan haeve sig saa hojt i flere af de andre
Boger, navnlig i 3. og tildels i 5. Bog. Vi maa her
ngjes med i al Korthed at angive disse forskjellige
Boagers Indhold.

I 2. Bog vises Hovedegenskaberne ved Asymptoter
0og konjugerede Diametre. Foruden sammenhorende
Grene af en Hyperbel betragtes ogsaa konjugerede
Hyperbler beliggende i forskjellige Vinkler mellem de
samme Asymptoter og med de samme Lengder af Dia-
metrene. Der tilleegges nemlig ogsaa de Diametre, som

TR AR T T T ST
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ikke skjere Kurven, Laengder, der i Virkeligheden
blive de samme, som man nu benytter. Desuden loses
forskjellige Opgaver vedrerende Diametre og Asymptoter,
deriblandt Konstruktion af Centrum og Axer til et tegnet
Keglesnit, Konstruktion af en Tangent, som danner en
given Vinkel med Diameteren til Reringspunktet o. s. v.

3. Bog indeholder forst og fremmest saadanne
Seetninger, som vedrere Kurvernes Punkter uafheengig
af Diametre og Axer. Til Grund for disses Udledelse
leegges den allerede naevnte Arealsetning, der i Virke-
ligheden er en Henforelse af Kurven til to ikke konju-
gerede Diametre. Det forstaas, at den kan danne et
godt Udgangspunkt for Beviset for den ogsaa af Archi-
medes kjendte Potenssetning, som vi alt have omtalt;
denne vedrerer nemlig Korder med givne, men vilkaarlig
valgte Retninger. Hovedseetningerne om Pol og Polar
forefindes ogsaa. Endelig forekommer et Keglesnits Frem-
bringelse ved to saadanne Liniebundter, som man nu
kalder projektive. Bundternes Midtpunkter ere (se om-
staaende Figur) vilkaarlige Punkter A og C af Kurven, og
de til hinanden svarende Linier bestemmes som Linier
A M og CM, der paa Linier CP og A Q parallele hen-
holdsvis med Tangenterne i A og C afskjere Stykker
CP og A Q, der danne et Rektangel af konstant Areal.

Man ser let, at alle disse Setninger blive ufuld-
steendige og lidet overskuelige, naar en enkelt Hyperbel-
gren betragtes alene for sig. Det forstaas derfor, at
Apollonios’ nye Opfattelse af de to Kurvegrene navnlig
har givet hans tredie Bog et veesentligt Fortrin for
tidligere Behandlinger af samme Emner, selv om de
enkelte Szetninger i mere begrenset Skikkelse have vaeret
kjendte forud.

En anden Raekke Saéetninger i samme Bog indeholde
de simpleste Bestemmelser af Tangenter uden Brug af
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Bergringspunkterne, navnlig af Tangenter til en Hyperbel
som de Linier, der paa Asymptoterne ud fra Centret —
og Tangenter til en Ellipse eller Hyperbel som de Linier,

der paa parallele Tangenter ud fra Reringspunkterne
— afskjere Stykker, som danne et Rektangel af konstant
_Areal. ‘Tangenterne til en Parabel bestemmes som de, hvis
Skjeringspunkter med faste Tangenter samtidig gjennem-
lgbe proportionale Stykker. Disse Setninger forklare For-
maalet for to mindre Skrifter af Apollonios om For-
holdssnittet og Arealsnittet. I disse har han ved
geometrisk Algebra lost og — i det mindste i det opbevarede
Skrift om Forholdssnittet — med en neesten pinlig Omhu
for alle Enkelthederne diskuteret de Opgaver: fra et Punkt
at drage en ret Linie, som paa to givne rette Linier ud
fra givne Punkter afskjere Stykker, som danne et givet
Forhold eller et Rektangel af givet Areal. Disse Opgavers
Losning ved Lineal og Passer giver i Virkeligheden,
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ifolge de omtalte Seetninger af 3. Bog om Keglesnittene,
Bestemmelserne af en Tangent fra et givet Punkt til et
tilstreekkelig bestemt Keglesnit.

Endnu et meerkeligt lille Afsnit indeholdes i den
samme tredie Bog, nemlig en elementeaer-geometrisk
Behandling af Leeren om Ellipsens og Hyperblens
Brendpunkter. Beliggenheden af disse, 7 og [,
paa Hovedaxen A A, opgives at veere bestemt ved, at
Rektanglet A F'. ' A, skal vare lig { ap, hvor 2 a
og p betegne Laengderne af Axen og Parameteren. Ved
Hjelp af den nysnaevnte Tangentbhestemmelse til Ellipsen
eller Hyperblen faas derneest, at det Stykke som Tan-
genterne i A og A, afskjere paa en beveaegelig Tangent,
ses fra /7 og [F'; under en ret Vinkel, hvorefter de
ovrige Hovedseetninger ere lette at opnaa. Om Parablens
Breendpunkt findes meerkelig nok intet hos Apollonios.
Af Pappos’ Hjelpesatninger til et tabt Skrift af Euklid
kan man dog se, at det i det mindste delvis har vearet
kjendt allerede af denne.

I 4. Bog findes Maximumsantal af Skjeringspunkter
mellem to Keglesnit. Her angiver Apollonios ud-
trykkelig i Fortalen, at hans personlige Fremskridt be-
staar i Hensynet til Hyperblens to Grene, et Hensyn,
som her spiller en Hovedrolle. Om 5. Bog skulle
vi tale neermere i vor Redegjorelse for de gamles
Behandling- af rumlige Opgaver. 6. Bog handler dels
om ligedannede Keglesnit, dels indeholder den nogle
Udvidelser af forste Bogs Konstruktioner af Kegler
gjennem forelagte Keglesnit.

7. Bog indeholder en sterre Samling Udtryk for
visse Funktioner af konjugerede Diametres Leengder, af
de tilhprende Parametre o. s. v. Serlig forekomme
her de vigtige Seetninger, at Arealet af den Trekant,
der dannes af et Par konjugerede Diametre, (som for
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Hyperblen ere Diametre til konjugerede Hyperbler) og deres
mellemliggende Korde, er konstant, ligeledes Summen
eller Differensen af konjugerede Diametres Kvadrater.
I de andre Tilfeelde, hvor Funktionerne ikke vise sig at
vere konstante, sgges deres Maximums- eller Minimums-
veerdier. Da det nu angives, at den 7. Bog indeholder
Beviser for Diorismerne til Opgaver, lgste i den nu
tabte 8. Bog, maa disse Opgaver have gaaet ud paa
at finde saadanne konjugerede Diametre, for hvilke disse
Funktioner have givne Veerdier. De Udtryk, som i
7. Bog vare fundne for disse Funktioner, have strax
givet de til Opgavernes Losning nedvendige Ligninger.

2b. Rumlige Steder og Opgaver.

Keglesnitsleerens oprindelige Formaal var, som vi
alt have angivet, at fremstille geometriske Steder, som
kunde benyttes ved Losning af saadanne Opgaver, hvortil
ret Linie og Cirkel ere utilstraekkelige. Opgaver, som
kunne lgses ved ret Linie og Cirkel, kaldes plane Op-
gaver, og ret Linie og Cirkel som geometriske Steder
plane Steder. I den senere Oldtid antoges det sidste
af disse Navne at vere det oprindelige og at hidrere
fra, at de anforte Linier oprindelig bestemmes som lig-
gende i en Plan. Fuldt saa rimeligt er det dog, at
Navnet plane oprindelig har tilhgrt Opgaverne, som af-
henge af Ligninger af hegjst anden Grad og altsaa i den
geometriske Algebra fremstilles i Planen ved Relationer
mellem Arealer. Er dette rigtigt har Navnet «rumlige
Opgaver» oprindelig tilhort saadanne, som afheenge af
Ligninger af 3. Grad og fremstilles ved Relationer mellem
Parallelepipeder. «Rumlige Steder» betegner saadanne
geometriske Steder, som ere Keglesnitslinier. Dette Navn
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kan antages at hidrere fra, at de ere bestemte til Los-
ning af rumlige Opgaver. Allerede i den senere Oldtid
antog man dog, at omvendt Navnet rumlige Steder var
det oprindelige og hidrerte fra Keglesnittenes stereo-
metriske Definition.

Desvaerre er Aristaios’ Skrift, hvori Keglesnittene
skulle veere behandlede sarlig som geometriske Steder,
tabt, og vi vide intet om nogen senere Aflgser af denne
meget gamle Behandling. Da dog Apollonios’ Kegle-
snitsleere har behandlet det samme Emne fra en anden
Side, kan man deraf slutte, hvilke «rumlige» Steder
man har kjendt, eller dog let maattet kunne finde, naar
der i en Opgave var Brug derfor. Allerede af Apol-
lonios’ forste Bog ser man, at dette ej blot maatte
veere Tilfeldet, naar visse givne Linier strax viste sig
at veere konjugerede Diametre eller deslige. I Arealsat-
ningen henfores Kurven nemlig til to ikke-konjugerede
Diametre. Tredie Bog forer os imidlertid videre dels
ved sin egen almindeligere Karakter, dels ved Apol-
lonios’ udtrykkelige  Angivelse af, hvortil den skal
bruges. Hans serlige, vistnok ved Indferelsen af de to
Hyperbelgrene fuldsteendiggjorte, Behandlingsmaade skal
nemlig efter hans egen Opgivelse udfylde Manglerne ved
de sldre Bestemmelser af rumlige Steder. Blandt disse
naevnes udtrykkelig Stedet til 3 og 4 Linier. Stedet til
4 Linier er den Kurve, der, naar x,y, &, u betegne et
Punkts Afstande, regnede paa Skraalinier af givne Ret-
ninger, fra fire faste Linier, og naar % er en Konstant,
fremstilles ved Ligningen

L —Aoun

Stedet til 8 Linier fremstilles paa lignende Maade ved
Ligningen

e =y
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Aldre, ikke ganske fuldsteendige Beviser for, at
disse Steder ere Keglesnit, maa Apollonios forudsette
saa vel kjendte, at hans Leesere, uden at selve Béviserne
gjentoges, kunde se, at de fuldsteendiggjores ved hans
3. Bog. Denne maa altsaa have fuldstendiggjort de
Forudsetninger, hvorpaa man forud byggede og skulde
vedblive at bygge disse Beviser. Vi, der ikke kjende
de @ldre Bestemmelser af Stederne, kunne kun af det,
der foreligger i Bogen, forsgge at slutte os til disse.
Dette er ikke saa vanskeligt for Stedet til 3 Linier, der
fremgaar ved en Omdannelse af den Frembringelse ved
projektive Bundter, som vi have laert at kjende. Stedet
til fire Linier kan i det Tilfselde, hvor to modsatte Linier,
y=0,u=0, ere parallele, udledes af Potensseatningen.

At der allerede herved er naaet meget, ses bedst
ved en Sammenstilling med den analytiske Geometris
Fremstilling af et «rumligt Sted». Tages blot et Punkt
af dette til Begyndelsespunkt, faas der en Ligning af
Formen

ax?+bxy-tcy?t+de-tey=0

eller
x(ax—}—by—{—cl):—cy(y-{—%).

Kurven fremstilles altsaa netop som Sted til fire
Linier, hvoraf to modstaaende ere parallele. TIdet nu
de gamles Omlegninger af Arealer og Indforelse af
Koefficienter ved Proportionsleeren svare ngje til vor
algebraiske Behandling af Udtryk af anden Grad, vil
den nuvaerende Fremstilling af en Kurve ved en al-
mindelig Ligning af anden Grad have svaret temmelig
ngje til de gamles Fremstilling som Sted til fire Linier,
hvoraf et Par modstaaende ere parallele. Hertil lod
ogsaa det almindelige Sted til fire Linier sig fore tilbage.
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At man virkelig havde Blik for denne omfattende Be-
tydning af Stedet til fire Linier, fremgaar af den Veegt,
Apollonios legger paa netop at have forbedret Be-
handlingen deraf. Iovrigt synes Euklids tabte Skrift
om Porismer netop at have givet Midler til saadanne
Omdannelser som dem, for hvilke der her vilde vere
Brug.

Der er et tabt Skrift af Apollonios, som det
ligger neer at seette i Forbindelse med Stedet til fire
Linier, nemlig Skriftet om det bestemte Snit. Det
vides nemlig at have indeholdt Konstruktionen af Punkter
paa en ret Linie, hvis Afstande fra to Par Punkter af
Linien danne Rektangler med et givet Forhold, samt
en omhyggelig Diskussion af denne Opgave. Til denne
Opgave fores Bestemmelsen af Skjeeringspunkterne mellem
en given ret Linie og et Sted til 4 Linier tilbage, naar
alle 4 Afstande regnes parallelt med den givne rette
Linie. Opfattet saaledes falder Bestemmelsen af et Sted
til 4 Linier sammen med Setningen om Involution af
en ret Linies Skjeeringspunkter med et Keglesnit og med
de modstaaende Sidepar i en indskreven Firkant, hvilken
senere er gjenfunden af Desargues og beerer hans Navn.
Sikkert er det, at Skriftet om det bestemte Snit har
indeholdt enkelte vigtige Dele af den nuveerende Leere
om [nvolution.

Som nys anfort vare rumlige Opgaver vistnok
forst saadanne, som afhang af Ligninger af tredie Grad
og fremstilledes stereometrisk. Senere derimod knyttedes
Navnet til Losningen ved Keglesnit og kom saaledes
til faktisk ogsaa al omfatte dem, der — hvis man havde
sat dem i Ligning — vilde have afheengt af Ligninger
af fjerde Grad.

Den simpleste rumlige Opgave, den rent kubiske
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Ligning, have vi allerede -set i Skikkelse af Spargsmaalet
om Terningens Multiplikation, og vi have set, hvorledes
Brugen af Keglesnit oprindelig knyttede sig til Lasningen
af denne Opgave. Andre Exempler have vi medt i
Vinklens Tredeling eller i de Indskydninger, hvortil den
fores tilbage, og vi have naevnt, at Archimedes 1
Skriftet om Spiralerne gjor anden Brug af de samme
Indskydninger. Hvorledes disse udfertes ved Keglesnit,
har Pappos meddelt os.

De vigtigste Exempler vi have paa Losninger af rum-
lige Opgaver ved Keglesnit fra den greeske Mathematiks
bedste Dage, ere dog den opbevarede Behandling af den Lig-
ning, hvortil Archimedes forer sin Deling af Kuglen
tilbage (se S. 163), og Apollonios’ Konstruktion i femte
Bog af Normalerne fra et Punkt til et Keglesnit. Hvad
der seerlig giver disse Losninger Interesse, er den Omhu,
hvormed der er gjort Rede baade for Mulighedsbetingelser
og for de forskjellige Antal af Oplgsninger, som man
faar for de forskjellige Veerdier, man tilleegger de opgivne
Storrelser. Det treeder derved — i fuld Overensstemmelse
med, hvad vi have sagt om Betydningen af den geo-

metriske Konstruktion hos Greekerne — tydelig frem at
Konstruktion ved Keglesnit ikke saa meget er et Middel
— som vilde veere meget tarveligt — til at tilvejebringe

de sogte Storrelser som et godt theoretisk Middel til at
underspge, i hvilke Tilfelde de existere. De Maximums-
og Minimumsbestemmelser, man derved faar for de givne
Sterrelser, ere de virkelige og betydningsfulde geome-
triske Seetninger, som have veeret Undersggelsens Hoved-
formaal.

Vi have set, at Archimedes forte Kugledelingen
tilbage til Ligningen

ezl X2 — X 7 T/,
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hvor D, B, T og Z ere bekjendte, X et sggt Punkt af
en ret Linie. [ det alt omtalte opbevarede Manuskript,
som rimeligvis skyldes Archimedes selv og har dannet’
et Tilleeg til hans 2. Bog om Kuglen og Cylindren,
loses denne Opgave paa en Maade, som vi lettest kunne
gjengive saaledes i moderne algebraiske Tegn. Skrive
vi hans lLigning

b a—x

e c

A : e : :
seettes blot de to Forhold = 7 hvor e er en vilkaarlig
Linie. » og y kunne da bestemmes som Skjaerings-
punkter mellem
b2
e

Parablen 2 —

.y og Hyperblen (¢ — x)y =ce.

Ved Anvendelserne paa Kugledelingen ere de Kon-
stanter, som her ere betegnede ved a og ¢ positive,
og det gjelder om at bestemme en saadan Veerdi af z,
at 0 <<z <2a, idet X skal falde indenfor D B=2 D Z,
som er Kuglens Diameter. Den gamle Fremstilling af
Ligningen indbefatter imidlertid paa Grund af de for-
skjellige Beliggenheder, som man kan give Z og 7, eller
som det segte Punkt X kan tenkes at erholde, alle
Ligninger af Formen

x® +ax?+ b=0,
og Opgaven kan stilles saaledes, at man kan faa alle
Rodder med. Vi have altsaa her et Exempel paa, hvad
tidligere er anfert, at, naar Greekerne ikke kjendte vor
Brug af Fortegn, gjorde den geometriske Fremstilling
dette Savn mindre foleligt.

Hvad nu Greensebetingelserne angaar, ville disse ved
den enkelte Opgave for en Del bero paa, om Punktet X
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falder paa eller udenfor de Intervaller, som den fore-
liggende Opgave maatte kreeve; men hvad der tillige
ved alle disse Opgaver bliver en Hovedsag, er at kjende
de Greensetilfelde, i hvilke Keglesnittene bergre hinanden,
og altsaa to Redder falde sammen; thi derved dannes
Overgangen imellem de Tilfielde, hvor disse to Redder
ere reelle, altsaa virkelig kunne existere efter den da
gjeldende Opfattelse, eller ej. I det opbevarede Brud-
stykke angives dette Overgangstilfeelde at indtreede, naar
¢ = % a, altsaa naar b% ¢ = 4 q?. Er derimod
a5 ; % a, maa man have b2 ¢ < .4 a3, som altsaa bliver
Betingelse for 2 Oplesninger. Dette bevises let ved Hjelp
af Seetninger om Keglesnittenes Tangenter. Skal nemlig
Tangenten til - Parablen i Punktet P bergre Hyperblen,
j : hvis Asymptoter ere Linierne y — O
| / | 0g y = a maa P vere Midtpunktet
r / ‘ af det Stykke, som disse afskjere.
fl ;)/ Dens Spor S paa Abscisseaxen,
‘ som er Parablens Toppunktstangent,

|
|
| skal fremdeles veere Midtpunktet
4 mellem P og Skjeringspunktet med

A
D] /S ¢
’/’ ‘ Ordinataxen. Deraf udledes, at P’s
/ Abscisse D Q=2 D Z. At, som
’ Archimedes siger, Mulighedshetin-
gelsen b2 ¢ <'» a3 virkelig er opfyldt ved Kugledelingen,
hvor Punktet B falder i Q og 7" mellem Q og Z, over-
beviser man sig let om. Man faar dog kun 1 Oplasning,
da Punkterne X ville falde hvert paa sin Side af B, og
kun det, som falder paa D B kan bruges.
Archimedes forer saaledes sin Opgave angaaende
Kugledelingen tilbage til en Trediegradsligning af
meget almindelig Form, der som alt bemerket ogsaa
giver et Bevis for sidste Setning i 2. Bog om Kuglen
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og Cylindren og endvidere finder Anvendelse ved nogle
af Archimedes andensteds stillede Opgaver angaaende
Bestemmelse af Segmenter af Ellipsoider og Hyperbol-
oider med givet Rumfang. Apollonios’ Normal-
bestemmelse er derimod Exempel paa en Opgave, som
direkte loses ved Keglesnit uden Opstilling af en Ligning.

Vi skulle ngjes med at meddele hans Lesning i den

nuverende Algebras Sprog. Lad O vere et Punkt (2, y,)
af Normalen i et Punkt M (z, y)

af et Keglesnit, G denne Nor- M

mals Skjeeringspunkt med Hoved-

axen og N Projektionen af M \

ind paa denne. Tage vi da

denne Axe til Abscisseaxe, og LS,
regne vi, for at sammenfatte {
de af Apollonios sarskilt \\J
behandlede Tilfelde under e, g
Sterrelserne med Fortegn paa moderne Vis, haves

U e N G
—Y, @®;,—ax—NG

N G, der er den Storrelse, som vi nu kalde Subnormalen,

er for Parablens Vedkommende %, hvorved den fundne

Ligning bliver til
ZY —(«7@1 —%)y —y1%=0;

for Ellipsens og Hyperblens Vedkommende er den, naar

&,

Centret taget til Begyndelsespunkt, henholdsvis —

hvorved Ligningen bliver til

_ b2 be
(1+a—2)xy—~$1yiﬁy1x=0,
13
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I begge Tilfelde vil, naar Punktet (2,, y,) er givet,
Punktet («, y) ligge paa en Hyperbel, hvis Skjerings-
punkter med den givne Kurve ville veere Fodpunkter
for Normalerne for Punktet (x,, y;). Denne Normal-
bestemmelse benytter Apollonios til en udforlig Under-
sogelse af, hvor mange Normaler man kan drage fra
Planens forskjellige Punkter. Hovedsagen bliver her at
bestemme de Punkter, hvis tilsvarende Hyperbler berore
den givne Kurve. Den af disse Punkter dannede Kurve
vil nemlig danne Overgangen mellem saadanne Dele af
Planen, at man fra den enes Punkter kan drage to
Normaler mere end fra den andens. Apollonios finder
ved at soge Betingelserne for den omtalte Bergring,
hvorledes man kan bestemme Ordinaten til et Punkt af
denne Kurve, naar man kjender Abscissen. Kurven er
den, som man nu kalder Keglesnittets Evolut. Der er
dog slet ikke hos Apollonios eller de gamle overhovedet
Tale om nogen naermere Undersggelse af denne end
den her angivne.

26; Den Dberegnende Geometri.

I Archimedeés’ Integrationer, som vi have kaldt
dem, og i hans hvdrostatlske Arbejder, i Apollonios’
Keglesnitslere” g"l Keglesnittenes Anvendelse hos Grae-
kerne til Dlskusswn af Opgaver, som i vor Mathematik
afhenge af ngmnger af tredie og fjerde Grad, se vi,

4il hvilken Hojde den graeske Geometri og-den rene
Mﬁ;‘élﬁ\/lathematik i geometrisk Form havde haevet sig. Vi
_.-have tidligere set, med hvilken Strenghed man sikrede
denne Mathematiks Almengyldighed. Vi have imidlertid
ogsaa haft Lejlighed til at omtale, at man under denne
Streeben’ efter Almengyldighed lagde for liden Veagt paa
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at udvikle de Hjeelpemidler til virkelig Udregning, hvor-
igjennem Mathematiken skulde faa praktisk Anvendelse.

Helt forsomte man dog selvfalgelig ikke denne Side
af Sagen. De geometriske Satninger, som man havde
leert af segyptiske Landmaalere, vedblev man at anvende °
paa Landmaaling, og dertil fojedes ogsaa Anvendelsen
af de simpleste af de Seetninger, man selv fandt. Det
vilde veere urimeligt at antage, at de Mathematikere,
som havde Indsigt nok til at give deres Resultater en
saa almengyldig Form, ikke ogsaa gjennem denne skulde
kjende deres specielle Anvendelighed paa de nummeriske
Opgaver, som kunde forekomme i Praxis. De. som
have udarbejdet en saa fin Proportionslere, have ikke
savnet Midler til Behandling af Opgaver, som i Praxis hen-
hore under enkelt og sammensat Regula de Tri. Heron —
hvem vi tillige skylde et af de geometriske Resultater, som
der iszer kunde blive Tale om at anvende i Praxis, nemlig
Bestemmelsen af Trekantens Areal ved dens Sider — har
i sine Opgavesamlinger givet Vidnesbyrd om nummerisk
Anvendelse i det mindste af de simpleste plangeometriske
og stereometriske Setninger og af Lesninger af Ligninger
af anden Grad. Det ringe Omraade af Geometrien, fra
hvilket disse Anvendelser tages, og den beskedne Ngj-
agtighedsgrad, hvormed Heron, der selv skal have
bidraget til Regnemidlernes Udvikling, lader sig ngje i
sine Udregninger, tyder dog hen paa, at der virkelig
er god Grund til at sette denne Side af den greske
Mathematik lavere. Den vedblev imidlertid, navnlig paa
Grund af sin Forbindelse med Astronomien, at udvikle
sig, ogsaa efterat de store Fremskridt i den gvrige greeske
Geometri vare opharte.

Det var ikke wudelukkende Mangel paa Regne-
feerdighed, som i den greeske Geometris bedste Dage
lagde Hindringer for dens Anvendelse til virkelige Ud-

135
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regninger. Dens Resultater vare ikke lagt godt til Rette
for saadanne. Opgaverne lgses i Form af Konstruktioner.

Disse lade sig vel ofte omsette til Beregning, saaledes’

som sikkert mange have gjort ogsaa for Heron. Der
er imidlertid, selv naar vi holde os til den elementere
Geometri, et vigtigt Omraade, paa hvilket denne Om-
seetning ikke lader sig iveerkseette, nemlig det, hvor der
blandt de Sterrelser, som skulle bestemmes ved hver-
andre indbyrdes, ej blot findes Lwengder, Arealer og
Rumfang, men ogsaa Vinkler. Med andre Ord Grakerne
havde i den bedste alexandrinske Tid endnu ingen
Trigonometri, et Savn, som forst den Tids store Geo-
metrere begyndte at afhjelpe. For dette skete, var
man dog ikke wudelukket fra alle saadanne Under-
sogelser, som man nu foretager ad frigonometrisk Vej.
Seetningerne 12 og 13 i 2. Bog af Euklids Elementer
udtrykke ganske det samme som Formlen

a2 =05b2 -] c?2—2bccos A

og kunne anvendes ganske som denne i alle almindelige
Undersggelser, hvor ,_ A ikke netop er given i, eller
soges udtrykt i Vinkelmaal. Hvor klart man op-
fattede Sammenhesengen mellem Vinklers Storrelse og
Liniers Forhold, fremgaar af de Seatninger i Euklids
Data, som udsige, at en Trekant under visse Betingelser
er given i Form. Dette siges f. Ex. i denne Bogs Nr. 80
at veere Tilfeeldet med en Trekant, hvori en Vinkel .og
Forholdet mellem Rektanglet af de hosliggende Sider
og Kvadratet paa den modstaaende Side ere givne.
Trekantens andre Vinkler og Forholdene mellem dens
Sider bestemmes altsaa ved disse Sterrelser. Data
indeholder igvrigt videregaaende Satninger af denne Art.

Til nummerisk Beregning kunne saadanne Setninger
dog ferst da bruges, naar man under en eller anden
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Form bestemmer Sammenhsengen mellem en Vinkel
given i et Vinkelmaal og Forhold mellem Linier. Saa-
danne Forbindelser kjendte man vel for de faa Center-
vinkler i de regulere Polygoner, hvis Sider man kunde
konstruere og derved beregne; men dels synes man
leenge at have forsomt denne Udregning, dels var her
kun Talen om ganske enkelte Vinkler.

Heraf kan man slutte, at den Anvendelse af Mathe-
matiken paa Astronomien, som var begyndt med
Eudoxos, endnu ikke paa Euklids Tid kan have fort
til synderlig ngjagtige Bestemmelser. Hvad man kan
observere nogenlunde nejagtig, er nemlig netop Vinkler,
og dem forstode Mathematikerne ikke at bruge, hvorfor
man omvendt ikke lagde Vind paa saadanne ngjagtige
Bestemmelser. Man har sikkert i Eudoxos’ og navnlig
i Platos Skole besmykket sin Ligegyldighed i den Hen-
seende paa lignende Maade som Ligegyldigheden for
udforlig Udregning af irrationale Storrelser, og ment, at
naar man dog ikke kunde naa den absolute mathematiske
Ngjagtighed i de empiriske Bestemmelser, kunde man
lige saa godt nojes med en grovere Bestemmelse. Idet
saadanne opstilledes som Postulater, gjaldt det kun om
med absolut Sikkerhed at udlede de Resultater, som
folge af disse engang opstillede Forudseetninger.

Bragtes man nu end paa denne Maade til at for-
somme Vinkelmaalinger, maatte Vinkelstorrelser af sig
selv gjore sig gjeeldende i de astronomiske Bestemmelser.
De kunde saaledes frembyde sig som Forhold mellem
den Tid, hvori en Bue og den hele Cirkel gjennemlobes
i en jevn Cirkelbeveaegelse. En Prave paa den Maade,
hvorpaa man ved rigtige mathematiske Slutninger forstod
at anvende den Slags Bestemmelser — og tillige paa selve
Bestemmelsens Ungjagtighed — haves i en opbevaret
Undersogelse af Aristarch fra Samos om Solens og

e T
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Maanens Afstande og Sterrelser. 1 denne Undersegelse,
i hvilken Aristarch dog har haft Forgengere, navnlig
Eudoxos, benyttes dels Jordskyggens Radius i Maanens
Afstand fra Jorden, hvis Forhold til Maanens Radius
beregnes ved Maaneformerkelsens Varighed, dels Vinkel-
afstanden mellem Solen og Maanen i det Qjeblik, da
Maanen netop viser sig halvt oplyst. Medens der iovrigt
i Henhold til Proportionsleren opereres med Forhold
mellem Afstande og Radier, findes denne sidste Vinkel
i Vinkelmaal. Dens Komplement anslaas af Aristarch
til 39, hvoraf udledes, at Solens Afstand er 19 Gange
saa stor som Maanens, hvad der er det samme som at
antage, at i vort trigonometriske Sprog sin 30 = ;.

For at komme hertil benytter Aristarch en Hjelpe-
setning, som trigonometrisk kunde udtrykkes saaledes:

AL 9 :
Idet & voxer fra O til X vil Forholdet o voxe

0g l‘giﬁ aftage. Denne Seatning betragter han som be-

kjendt, og vi opdage ogsaa let dens Forbindelse med @ldre
greeske Undersggelser, hvis Betydning derved bliver os
klarere. j— 0g e ere nemlig proportionale med
sin 9 g o 2

Radius vector og med Abscissen til Kvadratrix (se S. 67),
og de anforte Resultaler have da naturlig knyttet sig til
Undersggelsen af denne Kurve.

Tillige vides det fra Bestemmelser af Sider i regu-
1

V241,

eller, da V' 2 > %, att g % =< % Heraf faas til Be-

ooy 1 7
leere Polygoner, at sin 3 = 5 08 at tg T

stemmelse af sin 39, eller sin %
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Sy 1 iy 1
SN —= > — . Sin €> 50"

GO 10
0g sz'n—gl<tg£<-2—.é<l
60 6O B Sl 6
altsaa sin 3° tilnermelsesvis = .

Det er veerd at legge Meerke til, at den samme
Fremgangsmaade, idet sin ¢ <9 < tgd, eller som
Grakerne udtrykke det, idet en indskreven Polygon har
en mindre, en omskreven en storre Omkreds end Cirklen,
kan anvendes til en tilnzermet Bestemmelse af z. Den giver

Bt m==93.1,

Bestemmelser af denne Art har man veeret i Stand
til at foretage siden Antifons og Brysons Tider (S. 60);
thi idet man bemerkede de af disse begaaede Fejl, var
man ogsaa i Stand til at undgaa dem. De geometriske
Hjalpemidler til at opnaa en storre Ngjagtighed, som
vilde bestaa i Beregning af Omkredsene af regulere
Polygoner med flere Sider, besad man ogsaa paa Eu-
klids Tid. 1 den Henseende skulle vi nemlig ikke blot
teenke paa de Polygonsider, for hvis Irrationalitet han
udtrykkelig gjor Rede; thi derved indskreenker han sig
til dem, som benyttes ved Konstruktion af reguleere
Polyedre, og han fremforer ikke alt, hvad man af hans Bog
og f. Ex. af Aristarchs Benyttelse af Siden i den om-

skrevne regulere Ottekant (2 tg %) kan slutte, at man

den Gang formaaede. For at man virkelig skulde bruge
de foreliggende geometriske Hjeelpemidler til en nej-
agtigere Bestemmelse af x, eller til en ngjagtigere An-
vendelse af maalte Vinkler, maatte der dog dels vise
sig en Trang til saadanne, dels kraevedes der stor Energi
til den Gang at gjennemfore en Beregning, som kom
til at indeholde adskillige Kvadratrodsuddragninger.
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Trangen traadte frem ved Eratosthenes’, i Sammen-
ligning med tidligere Maalinger, ngjagtige Bestemmelse
af Ekliptikas Heldning og ved hans Gradmaaling. Til
ved den sidste at benytte Polhgjdeforskjellen og Af-
standen mellem to Steder med omtrent samme Leengde
til Bestemmelse af Jordens Diameter krevedes netop en
taalelig god Bestemmelse af 7. Archimedes var det,
der i sin Cirkelmaaling overvandt Vanskelighederne ved
at opnaa en saadan. Vi skulle her kortelig gjore Rede
for Indholdet af hans Skrift, hvori dog desveerre ingen
Oplysning gives om, hvorledes han besejrede de storste
af Vanskelighederne nemlig Kvadratrodsbestemmelserne.

Archimedes begynder med at fore et Exhaustions-
bevis for, at Cirklen har samme Areal som en Trekant
med Periferien til Grundlinie og Radien til Hejde.
Derved fores Cirklens Kvadratur tilbage til Cirkel-
periferiens Beregning. Archimedes beviser, at dennes
Forhold til Diameteren, altsaa det Tal, som i den nyere
Tid har faaet Navnet @, er mindre end 31 men
storre end 3 19. Det bevises derved, at selv den ind-
skrevne 96-Kants Perimeter er storre end 3 19 d, og selv
den omskrevne 96-Kants Perimeter er mindre end 3 1 d,
naar vi ved d betegne Cirklens Diameter.

Hertil kommer Archimedes ved af Forholdene
mellem Siderne i en retvinklet Trekant med en vis
Vinkel, 2, at bestemme Forholdene mellem Siderne i
en retvinklet Trekant med den halve Vinkel, 4 2. Idet
han sgger den hgjere Graense for Periferien, lader
han en hosliggende Kathete til = ogl x vere faelles;
idet han seger den lavere Greense, Hypotenusen; men
i begge Tilfeelde kan den fundne Relation mellem For-
holdene i vor Tids trigonometriske Sprog gjengives ved

ekl sin x ( R lgie )
tg?‘x—l—{—cosx SR secx + 1/°
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Overensstemmelsen skjules dog i Anvendelsen ved
den Omsteendighed, at der i den ene Undersogelse bruges
hajere Grenser for de Kvadratrgdder, hvortil Overgangen
mellem Forholdene mellem forskjellige Sider i samme
retvinklede Trekant (sin 22 -+ cos 22 =1) giver An-
ledning, lavere i den anden, og at disse udtrykkes ved
forskjellig formede Konvergenter.

Ved at gaa ud fra en retvinklet Trekant med en
Vinkel % og ved gjentagen Overgang til nye Trekanter
finder Archimedes, at (med vore trigonometriske Be-
tegnelser for de undersegte Forhold)

7 153 7 66

R oy e e T

g 96 ~ 20171’

og kommer derved til de foran angivne Greenser for s.

Efterat Isen engang var brudt ved Archimedes’
Arbejde, skal Apollonios have givet en endnu ngj-
agtigere Beregning. Maaske skyldes Verdien 3,1416,
der vemsentlig svarer til den Ngjagtighed, som senere
findes i Ptolemaios’ Kordetavler, og som vi ville
treeffe hos indiske Forfattere, ham.

Archimedes’ Skrift indeholder faktisk Bestemmelser

af lavere Grenser for sin % og hgjere Greenser for
tyg —g— for n = 6, 12, 24, 48 og 96. Den sidste giver

ogsaa en brugelig hejere Graense for sin og Ari-

7T
gg:
starchs Arbejde viser, at man var istand til at bruge
denne. Apollonios’ Bestemmelse af # maa have fort
til en endnu ngjagtigere Bestemmelse af en Sinus til en
lille Bue eller af den Sterrelse, over hvis Veerdier vi
have Tabeller fra senere graeske Astronomer, nemlig
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Korden til den dobbelte Bue. Til at beregne en fuld-
stendig Tavle over Korderne til Multipla af denne lille
Bue behoves nu ikke mere end Kjendskab til den Seet-
ning om indskrevne Firkanter, som nu kaldes den
Ptolemeiske, fordi Ptolemaios udtrykkelig benytter den
til Beregningen af sin Kordetavle, eller til en geometrisk
Setning, som kunde anvendes paa lignende Maade. En
saadan har man paa Archimedes’ og Apollonios’
Tid let kunnet finde i det @jeblik, man virkelig gnskede
en Kordetavle, og den storste Vanskelighed har ogsaa
her bestdaet i Udregningen af de til Gjennemforelsen af
Ari}{)%t ngdvendige Kvadratrgdder.
" Den forste Kordetavle, hvorom vi have sikker Efter-
“retning, er fra det andet Aarhundrede f. Chr. og skyldes
den store Astronom Hipparch. Denne eller en anden
Kordetavle maa veere benyttet i en opbevaret Tavle hos
Heron over Forholdene mellem Arealerne af de regu-
leere Polyedre op til Tolvkanten og Sidernes Kvadrater.
Hipparchs Tavle, ligesom en senere af Menelaos, er
gaaet tabt. Den Kordetavle, som findes i Ptolemaios’
Almagest er derimod bevaret, idet den ved at bygges
paa de eeldre har kunnet naa den storste Fuldsteendighed
og Ngjagtighed. Den gaar med et Mellamrum paa 1°
op til en Bue paa 180°. Paa Grund af, at Sinus er
Halvdelen af Korden til den dobbelte Bue, spiller denne
Tavle samme Rolle som en Tavle over Sinus til Buer
med et Mellemrum paa £ op til 90°. Cirklens Dia-
meter settes = 120, og Korderne udtrykkes i Sexa-
gesimalsystemet i hele, Minuter og Sekunder, det er,
som ved Vinkeldelingen, i Breker med Neaevnerne 60
og 602; altsaa gives Kordernes Forhold til Diameteren
i Brgker med Navneren 432000. Til Brug ved Inter-
polation tilfgjes 30'te Delene af Differenserne mellem de
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paa hinanden felgende Korder, svarende til Buedifferenser
paa 1 Minut.

Til Beregning af denne Tavle anvender Ptolemaios
forst og fremmest Seetningen om indskrevne Firkanter.
Denne kan umiddelbart bruges til Beregning af Korden
til to Buers Sum eller Differens, derved ogsaa til Be-
regning af Korden til den dobbelte og den halve Bue.
Ved at gaa ud fra de bekjendte Korder, kan man ad
denne Vej komme til Korderne til Buer paa 11° og
paa 20. Af disse beregnes Korden til 1° ved en Slags
Interpolation, som beror paa, at Forholdet mellem Korde
og Bue aftager, naar Buen voxer, og at altsaa

Korde £ °© Korde 10 _ Korde 15 °
e

For den her benyttede geometriske Setning, som
ogsaa Aristarch anvendte, meddeler Ptolemaios et .
smukt geometrisk Bevis. Efterat Korden til 1° saa-
ledes er funden, benyttes den ptolemeiske Seetning til
successiv Beregning af de ovrige Korder.

Da en Kordetavle spiller samme Rolle som en
Sinustavle, kan man, om man vil, ved denne Tavle og
den pythagorziske Swmtning bestemme ethvert Stykke i
en plan retvinklet Trekant ved to andre, hvoriblandt
en Side, og derved, om end gjennem besveerlige Reg-
ninger, udfere de Bestemmelser, som henhgre til den
plane Trigonometri. Der findes i Almagest Exempler
paa praktisk Udforelse af forskjellige saadanne Bestem-
melser. Det var dog Astronomerne serlig magtpaa-
liggende at faa de sfeerisk-trigonometriske Bestem-
melser med. Hertil kracvedes forst og fremmest nogen
sfeerisk Geometri.
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21. Sterisk Geometri.

Af Kuglens Geometri have vi hos Euklid kun
fundet Setningen om Forholdet mellem Kuglers Volu-
miner, hvortil Archimedes fgjede den exakte Bestem-
melse af Overflade og Volumen; men herved kunde
Astronomerne ikke blive staaende. De maatte navnlig
have Midler til at karakterisere Punkters Beliggenhed
paa Kuglen, Stjerners paa Himlen, Steders paa Jorden.
Det sker ved en Henforelse til en saadan Storcirkel,
som paa en eller anden Maade tor betragtes som be-
kjendt, Horizont, Akvator og Ekliptika paa Himlen,
Akvator paa Jorden, og denne Henforelse kunde ikke
godt veere forskjellig fra den, som nu udfores ved de
sedvanlige sferiske Koordinater, En saadan Henforelse
ligger til Grund, naar Eratosthenes for at bestemme
Jordens Storrelse maaler Afstanden mellem to Steder
med samme Leengde og bekjendt Forskjel i Polhgjde,
selv om Indforelsen af Betegnelserne Leengde og Bredde
forst tilleegges Hipparch. Vi skulle igvrigt erindre om,
at den Inddeling af Kuglen, som Euklid anvender i
Elementernes 12. Bog (se S. 150), netop svarer til en
Inddeling ved saadanne Koordinater.

En mere eller mindre direkte Anvendelse af sfaeriske
Koordinater kan benyttes til at afbilde Himlens eller
Jordens Punkter paa en drejet Kugle. Det forste er i
alt Fald sket. Greekernes hgjt udviklede Geometri satle
dem imidlertid i Stand til at lese de vanskeligere Op-
gaver, som frembyde sig, naar man paa hensigtsmassig
Maade vil afbilde en Kugle paa en Plan. I den Hen-
seende vil det i denne Fremstilling af Mathematikens
Historie veere nok at anfore, at Greekerne have gjort
forskjellige Anvendelser af den i geometrisk Henseende
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saa vigtige og interessante stereografiske Projektion.
Den bestaar som bekjendt i en Centralprojektion af
Kuglefladen fra et fast Punkt af denne ind paa den
Storcirkel, der har det faste Punkt til Pol, og den
udmeerker sig ved, at enhver Cirkel paa Kuglen pro-
jiceres som en Cirkel i Planen, og at Vinkler beholde
deres Sterrelser.

Af foreliggende Anvendelser vides det, at Graekerne
i det mindste have kjendt den forste af disse Egenskaber,
der staar i ner Forbindelse med Leeren om de to Raekker
cirkuleere Snit i en skjev Kegle. En Bestemmelse af
disse findes hos Archimedes, og Lezren om de for-
skjellige Snit i samme Kegle udvikledes videre af Apol-
lonios. Den stereografiske Projektion ter saaledes nok
betragtes som en Frugt af disses Leerdomme. Den er
paa Hipparchs Tid anvendt i et Apparat som brugtes
til af en bekjendt Stjernes gjeblikkelige Hgjde at be-
stemme Tiden om Natten. Man benyttede dertil to
Skiver, hvoraf den ene indeholdt Projektionerne af be-
kjendte Stjerner, den anden Projektioner af Horizonten
og dermed parallele Lillecirkler, begge Dele projicerede
fra Himlens Sydpol. Det gjaldt om at dreje den ene
Skive saaledes om Billedet af Nordpolen, at den obser-
verede Stjerne kom ind paa den til dens Hgjde svarende
Lillecirkel. En anden Anvendelse findes i Ptolemaios
Geografi.

Den greeske Geometri gav imidlertid ikke blot
Midlerne til at foretage astronomiske Bestemmelser ved
saadanne mekaniske Operationer. Vi saa nys, at man
fra de store Geometreres Tid havde begyndt at beskjeeftige
sig med de tabellariske Arbejder, som behovedes for
ved Beregning at lgse saadanne Opgaver. Samtidig
maa Geometrien have tilvejebragt de sfeerisk-geometriske
Seetninger, hvorpaa Anvendelsen af Tabellerne beror,
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og som i en anden Form svare til vore sferisk-trigono-
metriske Formler vedrerende den retvinklede Trekant.
Denne Form lere vi at kjende hos Ptolemaios. Han
benytter dertil en Setning, som man efter hans An-
givelse har kaldt Menelaos’ Setning. [ sin plan-
geometriske Skikkelse gaar den ud paa, at naar en
Transversal skjzerer Siderne i Trekant A B C (henholdsvis
de modstaaende til A, B og C)i D, E og F, er

e A
G B

men den er ogsaa rigtig, naar man ombytter de rette
Linier med Storcirkler paa samme Kugle, Liniestykkerne
med Sinus til Buestykkerne eller, som Ptolemaios
maa sige, med Korderne til de dobbelte Buer. Sewet-
ningen er dog sikkert i begge Skikkelser langt sldre
end Menelaos. Den plangeometriske henhorte helt til
de Emner, som behandledes i Euklids Porismer, 0g
hvad den sfarisk-geometriske Sewtning angaar, saa for-
stod i det mindste Hipparch at udfere de Beregninger,
hvortil den benyttes hos Ptolemaios.

Disse Beregninger ere de samme, som i den sfaeriske
Trigonometri foretages ved de 4 Formler, der i en
retvinklet sferisk Trekant finde Sted mellem de 3 Sider
eller mellem 2 Sider og en Vinkel. Lad A B C vare
en saadan Trekant med den rette
Vinkel i B, og lad D, E og F
vere de Punkter, hvori Stor-
cirklen med Polen A skjerer
denne sfeeriske Trekants Sider.
Da er i Grademaal — F E —
ZAVAC g B -— 0900 =104
Figurens g¢vrige Buer ere Sider
i Trekanten A B C eller deres

A
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Komplementer. Naar man nu efterhaanden betragter
de fire Trekanter A BC, CDE, AF E og D BF og
hver Gang den fjerde Storcirkel som Transversal, faar
man netop de omtalte fire Relationer. Forst hos sene
arabiske Forfattere traeffe vi en Relation mellem 2 Vinkler
og en Side.

28. Den graeske Geometris Forfald.

Den Udvikling af den beregnende Geometri hos
Greekerne, som vi nys have fulgt, strakte sig et ikke
ganske lille Stykke ud over det Tidspunkt, da den
ovrige greeske Geometri naaede sit Hgjdepunkt. I de
mere abstrakte, geometriske og i geometrisk Form frem-
stillede rent mathematiske Undersggelser, hvori Grakerne
naaede serlig vidt, kunne vi nemlig egentlig ikke paa-
vise noget Fremskridt af storre Betydning efter Apol-
lonios. Dette er ikke saaledes at forstaa, at det
mathematiske Arbejde ophorte strax efter ham. Den
lagte Grundvold var saa sikker, og de anvendte Be-
handlingsmaader saa frugtbare, at de store Mathe-
matikeres Disciple, saalenge Tidsforholdene tillode det,
maatte have let ved at arbejde videre i de begyndte
Retninger. Dette er ogsaa sket. Det er imidlertid ret
forklarligt, at Udbyttet af dette Arbejde, som netop ved
at bygges paa Mestrenes simplere Undersggelser kan
have strakt sig til mindre tilgeengelige og mere specielle
Omraader, i den folgende Forfaldstid hverken har kunnet
finde saa megen Interesse eller saa megen Forstaaelse
som de tilgrundliggende simplere Arbejder, og derfor er
gaaet tabt.

Det er da ogsaa kun enkelte Meddelelser, som
foreligge om geometriske Arbejder af de store Geo-




208 Den greeske Mathematik:

metreres Efterfolgere eller samtidige. Om Nikomedes
og hans Konkoide have vi allerede talt. Om Perseus
siges, at han skal have undersogt de saakaldte spiriske
Kurver, der antages at have varet Snit i den Flade,
som frembringes ved en Cirkels Omdrejning om en Axe
i dens Plan (Toren). En enkelt af disse Kurver har
maaske tidligere veeret undersegt af Eudoxos, som til
Fremstilling af Planeternes tilsyneladende Baner og
disses Knuder har anvendt en Kurve, kaldet Hippopede
(Hestelobskurven), som maaske nok har veret den, der
nu kaldes Lemniskat. Diokles’ Kissoide er ogsaa i
vore Dage kjendt og bruges nu som et nyttigt Exempel
paa Differential- og Integralregningens Anvendelse paa
Geometrien. Diokles skylder man ogsaa en ny Los-
ved Keglesnit af Archimedes’ Trediegradsligning.

Fra den nazrmeste Tid efter de store Geometrere
skrive sig sikkert ogsaa de vigtigste af de af Pappos
anforte Resultater, som ikke lade sig fore tilbage til
disse selv. Nogle kunne ogsaa veere fremkomne i de
enkelte Perioder, da Forstaaelsen atter opblussede, 0g
et enkelt tillegger Pappos sig selv. Vi skulle her
nzvne nogle saadanne Resultater. Foruden det af Ar-
chimedes fundne plane Spiralareal har man bestemt
Arealer, begransede af de paa Kuglefladen paa tilsvarende
Maade fremstillede Spiraler. Archimedes’ Bestemmelse
af Kuglefladens Areal lagdes derved til Grund. — Pro-
jektionen af et plant Snit gjennem en Frembringer i en
vindskjeev Vindelflade ned paa Grundfladen er en Kva-
dratrix. — Pappos tillegger sig selv den vigtige al-
mindelige Seetning, at Volumen af et Omdrejningslegeme
er lige stort med det Areal, som Meridiankurven inde-
slutter, multipliceret med den Vej, som dette Areals
Tyngdepunkt gjennemlgber under Omdrejningen. Denne
Seetning, som efter en senere Gjenfinder har faaet Navnet



28. Den graeske Geometris Forfald. 209

Guldins Sesetning, maa ievrigt have ligget de gamles
geometriske Fremstilling af de til Tyngdepunktshestem-
melser nedvendige Integrationer meget ner. Pappos’
almindelige Udtalelse er dog en virkelic Fortjeneste. —
Hos Pappos findes fremdeles en Udvidelse af Stedet
til fire Linier (S. 187). Han opstiller som Bestemmelse
at en vis Kurve, at Forholdet mellem Produkterne af et
Kurvepunkts Afstande fra to Grupper af givne Linier i
ubegrensede Antal skal have en given Vardi. Forholdet
er i Overensstemmelse med Euklids femte Bog frem-
stillet som et sammensat Forhold. Pappos meddeler
dog ingen Egenskaber ved denne Kurve udover dens
Definition. Denne er imidlertid bleven et vigtigt Ud-
gangspunkt i Descartes’ analytiske Geometri.

Hvor interessante end.flere af de her anforte Resul-
tater kunne veere, vil den Omstendighed, at der hos
Pappos, ved Siden af de talrige og betydningsfulde
Meddelelser om de gamle Mathematikeres Arbejder, som
vi alt have benyttet i rigt Maal i vor Omtale af disse,
ikke kan paavises stort andre nye Sstninger, vidne
om, at Mellemtiden mellem Apollonios og Pappos
ikke indenfor Geometrien har bragt Fremskridt af blivende
Betydning. At disse 500 Aar da have bragt betydelig
Tilbagegang i Kjendskabet til og i Forstaaelsen af de
tidligere Tiders mathematiske Skatte, var at vente. Dette
ses ogsaa tydelig al de mange Hjelpesaetninger til de
gamle Skrifter, som Pappos har opbevaret fra denne
Mellemtid. Gjennem de omhyggelige, ofte smaalige For-
klaringer, disse give af Enkeltheder, ses det nemlig,
hvor lidet man havde bevaret Blikket for Helhedens
Betydning.

Naar der nu sperges, hvorledes en saadan Nedgang
af en saa grundig og rigt udviklet Videnskab som den
14
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greeske Mathematik var mulig, kan man vel pege hen
paa de i det historiske Overblik neevnte forskjellige ydre
Omstendigheder; men disse give ikke nogen tilstreekkelig
Forklaring. Da, som vi se hos Pappos, mange eldre
Skrifter bestandig bevaredes, kunde man vente, at ved
disse den tabte mathematiske Indsigt kunde gjenvindes
og den atbrudte Udvikling gjenoptages. Dette skete ikke
i Oldtiden; og hos Araberne og dernzest hos den nyere
Tids Europaere maatte Studiet af de gamles Skrifter
ledsages af en helt ny Udvikling, — der tillige var
frugtbar i andre Retninger — for man fuldt ud tilegnede
sig det, som disse Skrifter indeholde.

Grunden til en saadan Nedgang og til Manglen paa
Betingelser for en Gjenoprejsning maa ligge i Mangler
ved selve de gamle Skrifter, som opbevaredes. Disse
Mangler have vi vel lejlighedsvis peget hen paa, men
skulle her sammenstille dem.

Den forste heenger ngje sammen med noget, som i
anden Henseende har vakt vor hgjeste Beundring, nemlig
den overordentlige Omhu, hvormed man gjennem be-
stemte Former sikrede sig den logiske Uangribelighed.
For denne tilsidesattes nemlig alt, hvad der kunde lette
Tilgengeligheden, give Overblik eller tydeliggjore Hen-
sigterne med de enkelte Operationer. Vel vedligeholdtes
leenge til en vis Grad Forstaaelsen af, hvad der op-
naaedes ved disse Former, og man lerte tildels at
efterligne dem; men idet man satte al sin Kraft ind
herpaa oz ikke fik nogen Vejledning til en almindeligere
Forstaaelse af den hele Sammenhang, blev man staaende
ved sin Interesse for disse Former og en sparsom Til-
egnelse af de simpleste af de Enkeltheder, der nu en
Gang vare lagte ind i dem. Fremtraedende i de beundrede
Former fik disse et saadant Preeg af Fuldkommenhed,
at man savnede Mod til selvsteendige Arbejder. Udbyttet
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af saadanne vilde nemlig, i ethvert Tilfeelde til en Be-
gyndelse, fremtraede i en langt mindre fuldkommen
Skikkelse.

Med den geometriske Form, som Algebraen og den
almindelige Sterrelseslere havde antaget, var ogsaa for-
bundet en Ulempe. Ganske vist gav denne geometriske
Form i Gjennemsigtighed og Anvendelse til virkelig
Udfereise af algebraiske Operationer ikke det nuveerende
algebraiske Tegnsprog saa meget efter, som en moderne
Laeser vil veere tilbgjelig til at antage. Den, som

“er fortrolig med denne FKremstillingsmaade og altsaa

kjender Betydningen af Figurerne, kan omlegge og
operere med dem neesten med samme Lethed som den,
hvormed man nu flytter om med og sammentraekker
Bogstavudtryk; han kan fremdeles i mundtlig Under-
visning ved at pege paa Figurerne let gjore sine Ope-
rationer forstaaelige for sine Disciple. Dette bidrog til,
al en fuld Forstaaelse kunde holdes vedlige, saa lenge
den mundtlige Undervisning kunde fortseettes i Ro i
Alexandria. Men saa snart denne Ro forstyrredes, og
den ved mundtlig Undervisning vedligeholdte Tradition
tabtes, og man altsaa alene var henvist til Leesning af
de omhyggelis udarbejdede Verker, maatte der lides
et veesentligt Tab. Den geometriske Fremstilling af
Algebraen er nemlig ikke let at leese. Dette vil for-
staas, naar det erindres, at Text og Figur til en vis
Grad maa fremtraede hver for sig, og man altsaa under
Studiet maa fare frem og tilbage fra den ene til den
anden.

Til disse formelle Svagheder kom en, som vi alt ofte
have naevnt, og som veesentlig angik Indholdet. De greeske
Mathematikere havde sat dettes videnskabelige Veerdighed
saa hgjt, at de fra deres Hovedverker udelukkede alt,
som ikke forekom dem absolut exakt. Dermed blev,

14*
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som vi navnlig have set, da vi talte om Roduddragninger
virkelige nummeriske Udregninger, der som oftest kun
kunne give en Tilnermelse, udelukkede og henviste til
den mindre hgjt agtede Logistik. Dermed gik man
tillige Glip af de praktiske Anvendelser, der skulde have
givet Fagmeendene nye Impulser og holde Interessen
vedlige for Videnskaben i de Tider, da Blikket lukkedes
for dennes eget Verd.

De skadelige FKolger af denne Forsgmmelse af
Mathematikens Anvendelser treede maaske bedst frem
ved de gavnlige Folger af, at man i enkelte Retninger
ikke gjorde sig skyldig i samme Forsgmmelse. Vi have
nys set, at Anvendelserne paa Astronomien lode den
beregnende Geometris Udvikling fortseettes, efter at den
gvrige Stilstand var indtraadt. Vi have set, at man i
Forbindelse hermed vedblev at gjore betydelige Frem-
skridt i Udferelsen af praktiske Beregninger. Derved
udvikledes en Fortrolighed med Tallene, der sikkert
har bidraget til den betydelige Udvikling af Arith-
metiken ud over det af de eeldre greeske Mathematikere
naaede Standpunkt, som treeder os imede hos Diofantos.

29. Den senere graske Arithmetik; Diofantos.

Det almindelige, videnskabelige Grundlag for den
greeske Arithmetik have vi leert at kjende af Euklids
7.—9. Bog. Har dette Grundlag nu end ikke det Om-
fang og den videnskabelige Sikkerhed som den i de
andre Bgger lagte Grund for Geometri og den i geo-
metrisk Form givne almindelige Sterrelseslere, er dog
den samme almindelige Form bibeholdt. Skjont Talen
er om Tal, oplyses Satningerne ikke ved Talexempler.
Uden Behandlingen af mange saadanne, kan den al-
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mindelige Theori dog ikke veere bleven til. Pythagorseerne
have saaledes sikkert allerede kjendt mange Exempler
paa de saakaldte fuldkomne Tal. Om forskjellige andre
Talformer, navnlig Polygonaltallene, hvormed man tidlig
syslede, have vi allerede talt, da vi skildrede den geo-
metriske Arithmetik. Disse Undersggelser have sikkert
netop i de tidligere Tider veeret forbundne med praktisk
Udregning af saadanne Tal. Endelig have vi set, at en
Klasse af taltheoretiske Undersegelser tidlig tildrog sig
Opmarksomheden, nemlig saadanne, som vedkom An-
vendelsen af de almindelige Lgsninger af Ligninger af
anden Grad paa nummeriske Ligninger. Man opsogte
Betingelserne for, at Sammensatninger af Tal kunde
fore til rationale Oplosninger af de kvadratiske Lig-
ninger, altsaa Betingelserne for at visse Taldannelser
blive Kvadrater. Dette maa seedvanlig ske ved Be-
handling af saadanne Ligninger, som vi nu kalde ube-
stemte Ligninger af anden Grad. Vi have ogsaa set,
at disse kunne benyttes ved tilnsermet Kvadratrods-
uddragning af enkelte bestemte Tal, saaledes 2. Det
er dog kun enkelte Exempler paa saadanne ubestemte
Ligninger, vi have fundet i den wldre graeske Mathematik;
men vi fremheve dem her som Begyndelsen til en
Retning, hvori vi snart skulle se, at Greekerne senere
bragte det langt videre. Den Interesse, der ferst var
vakt ved @nsket om at erholde rationale Losninger, har
da senere knyttet sig til selve de ubestemte Ligninger.

Et Exempel paa, at man ogsaa i den alexandrinske
Tid har fortsat praktiske Undersagelser over visse Klasser
af hele Tal, er Beretningen om, hvorledes Eratosthenes
optalte de forste Primtal ved Hjelp af den Methode,
som kaldes «Eratosthenes’ Si». Man opstiller forst
den hele Talrekke saa langt, som man vil gaa i sin
Undersogelse, stryger dernzest hver andet Tal, idet der
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begyndes med 4, hver tredie, idet der begyndes med 6,
hver femte, idet der begyndes med 10 o.s.v. De Tal,
der da ikke «udsies», ere Primtallene.

Man tilleegger Archimedes en indviklet arithmetisk
Opgave om Solens Okser, men maaske med Urette.
Derimod have vi i det foregaaende set ham lejlighedsvis
udfore en anden tlaltheoretisk Bestemmelse, som han
netop havde Brug for, nemlig af Summen af de forste
Kvadrattal. De saaledes dannede Summer give et Ex-
empel paa de under den geometriske Arithmetik omtalte
Pyramidaltal, nemlig saadanne, som svare til Pyramider
med kvadratisk Grundflade. De fore tillige let til Be-
regning af de andre Pyramidaltal.

Vi se saaledes, at ej blot for Polygontallenes, men
ogsaa for Pyramidaltallenes Vedkommende, Nikoma-
chos, hos hvem vi serlig hente Oplysning om de gamles
Kjendskab til disse Figurtal, kunde bygge paa, hvad
der allerede forelaa fra de store Mathematikeres Tid.
Ved Siden af Leeren om disse Tal findes hos ham en
Iagttagelse, som danner en Fortsamttelse af den allerede
af Pythagoreeerne kjendte Swmtning om Kvadrattallenes
Dannelse af Summer af de forste ulige Tal. Den gaar
ud paa, at ogsaa ethvert Kubiktal kan dannes som Sum
af paa hinanden folgende ulige Tal. Den i Formlen

n®=n?—n41)4 (n2—n+43) +...(n24-n—1)

udtrykte almindelige Swetning synes Nikomachos dog
ikke fuldsteendig at have kjendt.

I Forbindelse hermed kan det anfores, at det fra
en langt yngre romersk Forfatter vides, at man i Old-
tiden har kunnet summere de forste Kubiktal og altsaa
vidst, at o

19 428 {35 4.0 — (22 EDY?
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Dette Resultat kan veere udledet af det her nevnte.
Hos en arabisk Forfatter findes der dog et andet Bevis,
som ved sin geometriske Form tyder paa gresk Op-
rindelse, og som paa en Gang kan have fort til Saetningen
hos Nikomachos og til Kubiktallenes Summation. Det
kan i den nuverende Algebras Sprog gjengives ved

(2 )2 (e 2 s b s
2/2(712—%— 1) —1—7172(n2—1)=n3;

men det maa da tillige bemearkes, at Differensen mellem
de to Kvadrater paa swedvanlig greesk Maade er frem-
stillet som en Gnomon, der her bhestaar af de to
Rektangler

n (1*{—2—{—...7;/):711(&21—_12
og n(1+2+...n_1):nﬁ(”‘2~_),

Der findes dog indtil henad 300 efter Chr. kun
spredte Bidrag til en videre Udvikling af den i Geo-
metriens bedste Tid kjendte Arithmetik, og selv om
disse Bidrag vides det ikke, hvor tidlig det meddelte
i Virkeligheden har veeret kjendt. Ferst hos Diofantos
fra Alexandria mede vi noget nyt af storre almindelig
Interesse. Hans opbevarede arithmetiske Veerk viser o0s
Sider af den greeske Mathematik, hvortil vi kun have
leert Spirerne at kjende i de opbevarede Skrifter af sldre
Forfattere. Ganske vist er selve det theoretiske Grundlag
det samme, som vi have fundet hos Euklid, og ganske
vist falder Formaalet for Diofants interessante Under-
sogelser sammen med den nys omtalte Bestrebelse fra
eldre Tider for at undgaa irrationale Sterrelser; men
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disse Undersegelser drives af ham i et hidtil ukjendt
Omfang. De s®tte ham istand til at opstille Exempler
paa bestemte Opgaver, der under sterkt varierende
Former fore til Ligninger med rationale Losninger, og
de bringe ham navnlig til at opstille talrige ubestemte
Opgaver, af hvilke det gjelder om at finde rationale
Losninger. I hans hele Fremstilling er der endvidere
den store Forskjel fra de aldre opbevarede Fremstillinger,
at han bestandig kun behandler specielle Talopgaver og
kun meddeler de til disse heorende Taloperationer uden
at opstille almindelige Setninger. Da ikke blot hans
givne Tal ere rationale, men ogsaa de sggte skulle veere
det, har han ikke samme Behov for den geometriske
Fremstilling, som hvor Resultaterne skulde veere an-
vendelige paa- hvilkesomhelst Storrelser, ligegyidig om
de kunde fremstilles ved Tal (o: rationale Tal) eller
ikke. Han bruger vel de fra den geometriske Frem-
stilling laante Bensvnelser, saasom Rektangel for Pro-
dukt, men at de behandlede Stgrrelser dog kun ere Tal,
fremgaar f. Ex. af, at den geometriske Homogeneitet
ikke overholdes. En Side kan saaledes godt leegges
til et Areal.

Diofant legger endog saa liden Veegt paa formel
Almengyldighed, at han jevnlig, naar der i en Opgave i
Almindelighed siges, at et vist Tal skal have en given
Veerdi, strax tilleegger det en bestemt Veerdi; med denne
regner han dernzst, saa den forelagte almindeligere Op-
gave kun for saa vidt lgses, som man af det valgte
Exempel kan slutte, hvorledes man i Almindelighed maa
baere sig ad. At han virkelig har dette for Oje og kun
ved Mangel paa et Tegn for et bekjendt men vilkaarligt
Tal er bragt til at indfere den bestemte Verdi, kan
ses af, at han i saadanne Tilfelde, hvor ikke ethvert
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Tal kan bruges, udtrykkelig oplyser dette i en Diorisme
til selve Opgaven. Indferelsen af en bestemt Veerdi
anvender Diofant ogsaa ofte forsegsvis paa selve den
ubekjendte. Naar det da viser sig, at den ikke passer,
kan han ved at fplge de foretagne Regningers Gang
se, hvilken Andring af den forsegsvis antagne Veerdi
der virkelig vilde fore til den opgivne Form eller Veardi
af en anden Storrelse. Den regula falsi, som vi allerede
have truffet hos Agypterne, er en meget simpel Anven-
delse af denne Methode; men Diofant anvender den i
langt mere indviklede Tilfeelde.

Ved de Regninger frem og tilbage, som saadanne
Forsgg kreve, behoves stor Feerdighed i at tumle med
Tal og i at overskue Operationer med disse. En saadan
er det ogsaa fremfor alt Diofant legger for Dagen i
Modseetning til, hvad der foreligger i de gamle greaeske
Mathematikeres opbevarede Arbejder. Denne umiddel-
bare Faerdighed streekker imidlertid ikke altid til. Idet
den geometriske Fremstilling var bortfalden, behovedes
der andre Midler til at fastholde en ubekjendt Sterrelse
og simple Funktioner af denne. Dette opnaar Diofant
ved et algebraisk Tegnsprog. Er dette end kun
endnu en Afkortelse af Skriftsprogets Ord og aldeles
ikke bestemt til virkeligt Organ for de algebraiske Opera-
tioner, er det dog tjenligt til det, man allerforst maa
forlange af et Tegnsprog: at give et hurtigere og be-
kvemmere Overblik, end man kan faa ved en Frem-
stilling i Ord.

Den ubekjendte betegnes ved Bogstavet ¢ (Slutnings-
sigma), som har maattet veelges, fordi det alene ikke
havde nogen bestemt Talbetydning. Dens Potenser op til
sjette betegnes ved Afkortninger af de graske Ord for
Kvadrat o.s. v., og lignende Betegnelser bruges for Broker
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med 1 til Teller og disse Storrelser til Neevner. Der
haves saaledes Betegnelser for

:
Tl 6 s DS s I s S 2 e L6005 S RREBI NSRS B bR 6

foruden en swregen Betegnelse for Enere (altsaa for x0).
Flerleddede Sterrelser, sammensatte af de her navnte
multiplicerede med Talofficienter, kunne derved paa en let
overskuelig Maade baade opskrives, idet man umiddelbart
setter adderede Led ved Siden af hinanden og bruger
et omvendt ¢ som vort Minus, og settes lige. Der gives
bestemte Regler for Multiplikation af de for neevnte
Potenser, hvorved atter flerleddede Storrelser kunne
multipliceres. Ligeledes forstaar Diofant af Ligninger
at danne nye ved at bringe Led, Faktorer og Divisorer
over fra den ene til den anden af de lige store Sterrelser.

En veesentlig Ulempe ved dette Tegnsprog er det,
at der kun haves Tegn for en enkelt ubekjendt og i
Forbindelse dermed s@rlige Tegn for dens forskjellige
Potenser. En Udvidelse til to ubekjendte vilde, netop
fordi disse sidste Tegn ere swrlige, kreeve 12 nye Tegn,
og paa dem er der slet ikke teenkt. Som det saa ofte
sker, giver Redskabets Mangelfuldhed imidlertid Anledning
til at vise personlig Feerdighed. Denne Feaerdighed legger
Diofant for Dagen, ikke blot ved Brugen af de for navnte
Forsggsveerdier for de ubekjendte, som han ikke kan be-
nevne, men ogsaa paa anden Maade. Naar der i en
Opgave er flere ubekjendte Sterrelser, som skulle be-
stemmes ved forskjellige Opgivelser, valger han den
ubekjendte, hvorpaa han vil anvende sine Betegnelser —
og som vi her ville kalde & —, saaledes, at han fra
Begyndelsen af kan faa de andre udtrykte ved den.
Tillige maa det bemeerkes, at Betegnelserne ikke fast-
holdes gjennem hele Opgaven. Det kan saaledes veere
én ubekjendt, som fra forst af smttes — &, i paafel-
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gende Mellemregninger en anden og en tredie, og idet
man efter disses Bestemmelse atter vender tilbage til
Hovedopgaven, paany den forste ubekjendte. Det ses
af disse Bemeerkninger, at Diofant veesentlig maatte
udfore det, vi kalde Eliminationer, i Hovedet og frem-
stille dem i Ord; men netop derved fik han Ovelse i at
veelge sine ubekjendte saaledes, at Eliminationen blev
saa simpel som muligt.

Man kunde tro, at Mangelen paa flere Betegnelser
for ubekjendte vilde volde sarlige Ulemper ved de ube-
stemte Opgaver. Dette er dog ikke Tilfzeldet, idet disse
seedvanlig gaa ud paa, at en sammensat Sterrelse skal
veere et Kvadrat eller lignende. For Kvadratroden o.s.v.
heraf behoves da ingen saerskilt Betegnelse.

Det er disse ubestemte Opgaver, hvoraf der
soges rationale Oplgsninger, som fortjene storst Opmaerk-
somhed i Diofants arithmetiske Arbejde. Han betragter
det dog i Reglen kun som hans Sag at finde en enkelt
Losning af Opgaven og ikke en saadan almindelig Los-
ning, hvori alle mulige enkelte Losninger ere indbefattede.
Denne Begrensning bor dog ikke fastholdes altfor en-
sidig, naar man ret vil forstaa, hvad Diofant har at
bringe. Den beror nemlig i Reglen paa, at han ogsaa
her strax tillegger de Hjwmlpestorrelser, ved hvilke Op-
gaven loses, bestemte Veerdier; men han har da ogsaa
her lige saa godt som i de tidligere Tilfzelde kunnet se,
at man ogsaa kunde have benyttet andre Veerdier af
Hjaelpestorrelserne. Dette faar han Lejlighed til ud-
trykkelig at legge for Dagen, naar en paa en vis Maade
dannet Storrelse paa en Gang skal vaere et Kvadrat og
tilfredsstille en anden Betingelse. Da bliver det ikke
tilstraekkeligt at give den Hjeelpestorrelse, der gjer den
til et Kvadrat, en bestemt Veerdi; den bliver derimod
selv en ubekjendt Sterrelse, x, ved hvilken Diofant
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da i Almindelighed maa udtrykke de oprindelig sogte
Sterrelser, for bagefter at bestemme 2 ved den anden
opgivne Betingelse. x

Af de ubestemte Ligninger, som Diofant faar Lej-
lighed til at lgse, henhgre en stor Masengde under
Formerne

Y: =a2x? +-bx | ¢ (1)
0g Yy2=ax? | bx + c? 2)

Den forste loses, idet vi for at forkorte Fremstillingen
tage det nuveerende Tegnsprog til Hjzlp, ved at saette
Yy=ax -+ 2z, den sidste ved at satte y=2zx -+ ¢, hvor-
efter & let udtrykkes rationalt ved z, som paa sin Side
kan antage alle rationale Veerdier (som blot ikke gjore
nogen Storrelse negativ). Det ses, at de anvendte Sub-
stitutioner ere de samme, som nu bruges til at gjore
irrationale Differentialer rationale.

Til den sidste af de anferte Ligningsformer kunne
de sammenhorende Ligninger, eller som Diofant siger
«den dobbeHle Ligning»

yr—gx b
22 —=cxz | b2 )

fores tilbage. Ja sidste Led behgver ikke at veere det
samme, naar det blot begge Steder er et Kvadrattal;
thi da kan man opnaa, at dette faar samme Veerdi ved
Multiplikation af den ene Ligning med et Kvadrat.
For Nemheds Skyld have vi antaget, at dette allerede
er opnaaet. Subtraktion af Ligningerne giver, naar man
derneest udtrykker = ved z,

a—c e

12—522
Y (6

(22 —b2) (2—0b)(z 4 b).
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Sattes her z=1t¢- b, faas

yr=Lo 4 280 pe,

som er af den foranstaaende Form (2).

Ved andre lignende Kunstgreb har Diofant ogsaa
vidst at finde idetmindste enkelte rationale Oplgsninger
af andre sammenhgrende Ligninger, som ere indbefattede
i Formen:

y2=ax2—l—bx—l—c,} @)
22 =dx? +ex+f

dog kun af saadanne, hvor enten baade ¢ og f eller
baade a og d ere Kvadrattal.

Da det som anfert kun er gjennem Behandlingen
af en Raxkke enkelte Opgaver, at vi se, hvorledes
Diofant i det hele beerer sig ad, vil det veere passende
' at give en Prove paa en saadan Opgave og dens Behand-

ling. I Opgave 6 i 6. Bog se@ges en saadan ret-
[ vinklet Trekant, at Summen af Arealet og en Side, ud-

trykt i (rationale) Tal, er et givet Tal. For at gjere
‘ tydeligt, hvor Diofant bruger sit Tegnsprog og hvor
\ ikke, skulle vi i Gjengivelsen skrive & og 2% i Stedet
}; for Diofants egne Tegn, medens de gvrige Bogstaver
udtrykke Tal, hvorom Diofant taler i sedvanlige Ord.
Opgaven gaar da ud paa at finde rationale Veerdier af A,
B og C, som tilfredsstille Ligningerne:

A? | B2 — (2

0g 3 AB-+ A=a,
hvor a betegner et givet Tal. Dette giver Diofant dog
strax Veerdien 7. Forsegsvis indsettes dernasest A —3 z,
B=4x C=5x som tilfredsstille den forste givne
Ligning. Den anden giver da
(G opA i n =
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Betingelsen for, at denne Ligning skal give rationale
Rodder, er, at 2 4+ 6.7 er kvadratisk. Det er den
ikke; men Regningen med de bestemte Tal har givet
Diofant Lejlighed til at se, hvorledes den Storrelse,
som skal vere et Kvadrat, er sammensat af Sterrelser
proportionale med Trekantens Sider. Han opnaar altsaa
det samme, som vi vilde opnaa ved at satte

A B0 e 6 — iy

nemlig at Betingelsen
a2 af
?—F o 7 = et Kvadrat

er Betingelsen for rationale Oplegsninger.

Da det kun kommer an paa Forholdet mellem
Siderne, kan man her s®:fte a =— 1. Diofant tager
dernzst forelobig B til ubekjendt @, og det Udbytte,
som han har haft af de forsggsvis valgte Verdier, er
da, at

1+ 14 = D2

Ifolge den forste givne Ligning skal tillige
il gpl =2
Disse sammenhorende Ligninger henhere unden den nys

anforte almindelige Form (4). Efter deraf at have udledet
x(x—14) = E? — D?

slutter Diofant, aabenbart ved Oplosning af hgjre Side
i Faktorer og ved at seette

E-1+- D= E—D=—x— 14,
at D er den halve Differens mellem Faktorerne eller
=7 hvonefterio— 2t
Denne sidste Veerdi skal tilhere Forholdet mellem
Katheterne. Idet Diofant derefter paany lader = have
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en lignende Betydning som oprindelig, setter han i den
anden givne Ligning

A= g8 /8= P g5
Man faar da
T.12 22 -7 =1,

hiverafiEcei—ievie__ ST uBs— G @ — 20

For at give en fyldigere Forestilling om Diofants
mange Opgaver skulle vi endnu i Fleng valge et Par
Exempler og tilfgje korte Angivelser af hans Lesninger.

I, 20. At finde tre Kvadrattal af den Beskaffenhed,
at Differensen mellem det storste og midterste staar i
et givet Forhold til Differensen mellem det midterste og
mindste. — Saettes det mindste = a2, det midterste
(¢ + a)? bliver det sterste

4+ a)2 +m[(z+ a)2 — x2].

At dette skal vere et Kvadrat udtrykkes ved en Lig-
ning af den foran naevnte Form (1). Diofant lader
bloting veerel— 3 a=—""1"

II, 2. At finde tre Tal af den Beskaffenhed, at
Kvadratet af deres Sum, naar hvert af Tallene adderes
dertil, giver nye Kvadrater. — Diofant lader Summen
veere x. Betingelserne ere da opfyldte, naar Tallene ere
(@ —1)z2, (b2 — 1) 22, (c2 — 1) 22, og naar

. (@2 — 1) 22 (b2 — 1) 22 L (c?—1)x® ==,

som giver et rationalt Udtryk for 2. Diofant lader
blot @, b og ¢ vare 2, 3 og 4.

IV, 27. At finde to- Tal af den Beskaffenhed, at
Produktet foreoget med hvert af Tallene bliver en Kubus.
— Diofant swmtter det forste Tal = a2 x (og velger
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a = 2), det andet = x? — 1, hvorved den ene Be-
tingelse umiddelbart er opfyldt. Der kreeves endnu, at

ye—=adx® {22 —ad%x—1."

I Overensstemmelse med den Maade, hvorpaa de ube-
stemte kvadratiske Ligninger (1) og (2) lostes, loses
denne kubiske ved at sette y = a 2 — 1, hvorved faas
en Ligning af forste Grad til Bestemmelse af .

Vi skulle endnu bemarke, at enkelte af Diofants
Opgaver give ham Lejlighed til at vise Kjendskab til
visse taltheoretiske Sezetninger, saaledes til den, at et Tal
af Formen (a2 + b2) (c2 + d?) paa to Maader kan
opleses i en Sum af to Kvadrater, nemlig

(@cFbd)2+ (ad+bc)2,

og den, at et Tal af Formen 4 n - 3 slet ikke kan
oplgses i en Sum af to Kvadrater. —

Exemplerne ville have vist, at det kun er rationale
(og selvfolgelig positive) Losninger, Diofant seger, og
ikke Oplesninger i hele Tal. Det ses heraf, at det
beror paa en Fejltagelse, naar man har kaldt ube-
stemte Ligninger af forste Grad, der skulle oploses ved
hele Tal, «Diofantiske Ligninger». Ubestemte Ligninger
af forste Grad findes ganske vist hos Diofant; men
han bekymrer sig kun om at angive, hvorledes den ene
ubekjendte udtrykkes ved den anden, idet dennes Ratio-
nalitet af sig selv medforer hins. Disse Opgaver gave
Diofants Udgiver i det 17. Aarhundrede, Bachet de
Méziriac, Anledning til selvstzendig at rejse Sporgsmaalet |
om hele Oplosninger og lose denne Opgave. Den var |
dog tidligere lpst af indiske Forfattere, som Bachet
ikke kjendte. 7

Der rejser sig nu det Spergsmaal, hvor meget " af
Diofants Arbejde der skyldes ham selv, og hvor
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gammelt det ovrige er. Til Besvarelsen heraf haves
ikke mange Holdepunkter. Det er fremheevet, at man
allerede paa den Tid, da den @vrige greeske Mathematik
blev til, har behandlet enkelte Opgaver af samme Natur
som dem, der beskjeftige Diofant. At der ikke trseder
os flere imgde i de opbevarede Skrifter, kan vel for-
klares af, at de efter disse Skrifters Natur ikke horte
hjemme i dem. Men jeg tror dog ikke, at mange af
Diofants Opgaver skrive sig fra den Tid. Den Regne-
feerdighed, som vi mgde hos Diofant, have vi nemlig
ikke faaet Indtryk af, at de sldre greeske Mathematikere
besad. Paa den anden Side skyldes en saa stor Samling
af forskjelligartede Opgaver som den, vi finde hos Diofant,
sikkert ikke en enkelt Mand. Vi ville derfor nermest
antage, at Dannelsen af disse Opgaver er begyndt paa
et meget tidligt Standpunkt, vist nok strax efter Op-
dagelsen af irrationale Sterrelser, at den dernest er
fortsat ud over den Tid, da ellers den graske Mathe-
matiks Udvikling var standset, maaske lige til Diofant,
som i den Henseende godt kan have personlige For-
tjenester. At en saadan Fortsettelse af Udviklingen har
kunnet finde Sted med en enkelt Gren af Mathematiken,
kan bero paa, at den dertil vigtige Regneferdighed
efterhaanden er udviklet, dels ved Astronomiens Krav dels
ved Bergring med et andet Folk, Inderne. Med disse kom
navnlig Alexandria i Forbindelse ved sin Handel. Som vi
skulle se, besad nemlig Inderne, ogsaa forend de opfandt
Positionssystemet, o: den nu brugelige Maade at skrive
Tal paa, en stor Ferdighed i at benavne, fremstille og
regne med Tal. Denne kunde szrlig gjennem Handels-
forbindelser meddeles til Greekerne, som endnu besad
en Del af de mathematiske Betingelser for at benytte
den. Til Gjengjeld have Inderne saa ved den samme

Bergring modtaget en Del af Greekernes mathematiske
15
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Resultater. Disse have de, som vi ligeledes skulle se,
forstaaet at bruge, navnlig hvor de have ladet sig om-
sette i Taloperationer, men uden nogensinde at veere
treengt ind i Greekernes strenge theoretiske Begrundelse.

Hvad szrlig angaar Diofants Tegnsprog, der
afviger en Del fra det, vi treffe hos de langt yngre
indiske Forfattere, hvis Arbejder ere opbevarede, behpve
vi ikke deri at se noget Laan fra fremmede. De Af-
kortninger, han bruger, maa frembyde sig af sig selv, naar
man uden at bruge den eeldre geometriske Fremstilling
skal meddele andre, ja blot naar man selv skal fast-
holde, de efterhaanden dannede Sammensatninger af
bekjendte og ubekjendte Tal. Har man en Gang ned-
skrevet dem, vil deres store Nytte som Middel til
Overblik have vist sig af sig selv. Diofants Tegnsprog
kan altsaa godt skyldes ham selv; men af de samme
Grunde kan det ogsaa vaere dannet af en anden enkelt
Person.

Endnu skulle vi allerede her kaste et Blik paa den
Betydning, Diofants Arbejde senere har faaet. Den
nummeriske Beskaffenhed af Diofants bestemte Lig-
ninger af forste og anden Grad maatte gjore disse langt
tilgeengeligere for dem, der ikke forud vare indviede i
den greeske Mathematik, end de abstrakte geometriske
Former, hvori navnlig Ligningerne af anden Grad fore-
komme hos Euklid, og disse og Ligninger af forste
Grad anvendes i opbevarede Skrifter af andre geometriske
Forfattere. Det er derfor nzrmest bleven Diofant,
gjennem hvem den graske Algebra har forplantet sig
til Araberne, fra hvem den ved Videnskabernes Gjen-
opvaagnen i Europa atter kom hertil. Hvor megen
Indflydelse hans Behandling af ubestemte Ligninger har
haft paa Indernes, som vi snart skulle omtale, vides
ikke; men arabiske Forfattere have arbejdet videre i
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den af ham angivne Retning, og i Europa fik tal-
theoretiske Studier et nyt Opsving, da man ikke blot lzerte
saadanne at kjende gjennem Araberne, men ogsaa blev
bekjendt med Diofants eget Arbejde. Jeg skal her blot
anfore, at Fermat har studeret Diofant meget grundig.
Jeg kan i den Forbindelse ikke tilbageholde en For-
modning om, at et indgaaende Studium af Diofant, ved
hvilket man ikke ngjes med at beundre hans Faerdighed
i at operere med de vilkaarlig valgte Tal, men treenger
ind til de almindelige og omfattende Betragtningsmaader,
som for os skjules af disse bestemte Tal’, vil veere en
god Forberedelse til at finde Vejen til de merkelige
taltheoretiske Seetninger af Fermat, hvis Begrundelse
endnu lader vente paa sig.

! Et godt Hjelpemiddel hertil vil man have i de Noter til
Wertheims nye, tyske Udgave af Diofant (Leipzig 1890), hvori
Udgiveren overalt ombytter de vilkaarlig valgte Tal med almindelige
algebraiske Tegn.

15*




Den indiske Mathematik.

I, Kort Overblik.

Vi vende os nu til den indiske Mathematik, som i
helt andre Retninger end den graeske har ovet en over-
ordentlig Indflydelse paa Mathematikens Udvikling. Denne
Indflydelse har vist nok mest fundet Sted gjennem
umiddelbar Meddelelse af den indiske Regnekunst, og
kun i ringe Grad gjennem de Forfattere, som vi nu
skulle omtale. Det er dog ved dem, at vi have det
mest umiddelbare Kjendskab til, hvad de indiske Mathe-
matikere overhovedet vidste og formaaede. Disse For-
fattere have skrevet paa Sanskrit, et Sprog, der allerede
den Gang var et dedt Sprog, men som Brahmanerne
anvendte til religigse og videnskabelige Arbejder, ligesom
senere Europaeerne Latin.

De xldste af disse Forfattere give geometriske Regler
for Anleg af Templer, af lignende Art som dem Harpe-
donapterne anvendte i det gamle Afigypten (S. 11). I
disse Regler traeffe vi flere Spor af Paavirkning fra den
greske Geometri, navnlig enkelte saadanne Omdannelser,
som vi kjende fra den geometriske Algebra. Det er
iovrigt hos de indiske Astronomer, at vi maa soge
Kjendskab til de Sider af den indiske Mathematik, som
have faaet en gjennemgribende Betydning. De frem-
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sette det til Hjelp i Astronomien, eller det kommer
endog kun lejlighedsvis frem indenfor Fremstillingen af
S Astronomien.

Dette sidste gjelder seerlig et Skrift Strya Sid-
dhanta fra det fjerde eller femte Aarhundrede efter
Chr., hvis Forfatter ikke kjendes. Aryabhatta, fodt
476 efter Chr., har i et astronomisk Vark medtaget
et mathematisk Afsnit. Af storre Betydning i mathe-
matisk Henseende er det 12. og 18. Kapitel i et stort
astronomisk Skrift af Brahmagupta, fedt 598. Et
fuldsteendigere Kjendskab til den indiske Mathematiks
Enkeltheder faa vi gjennem de langt yngre to mathe-
matiske Arbejder af Bhaskara Acarya (den lerde),
fodt 1114, som bzere Titlerne Lilavati (den skjonne)
og Vijaganita (Rodberegning). Det forste behandler
nermest Regning og Arithmetik, det sidste kan siges at
behandle Algebraen. Navnet paa det forste af disse
Vearker er vist nok at forstaa saaledes, at det er selve
Regnekunsten, som kaldes den skjonne, og som i Op-
gaverne tiltales i meget poetiske Udtryk. Denne Tiltale
stemmer godt med det poetiske Sving, som selve Op-
gaverne ofte have. Der existerer igvrigt en Legende,
efter hvilken det skulde vaere Bhaskaras Datter, hvem
han ved de tiltreekkende Regnestykker vilde troste over
en bitter Skuffelse.

Selv om Inderne kunne have haft en eldgammel
Astronomi, der formodentlig har sluttet sig til den chal-
deeiske, viser allerede Sturya Siddhanta saa sterke
Paavirkninger enten fra Ptolemaios eller snarere fra
@ldre greeske Astronomer, at man ikke kan udskille de
muligvis oprindelig indiske Bestanddele. Greesk Ind-
flydelse paa den indiske Kultur — og omvendt — gaar
vist nok tilbage til Alexanders Tog til Indien, og er
senere fortsat dels ved enkelte Kolonier, dels ved de
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Handelsforbindelser, i hvilke Alexandria var et Midt-
punkt. ‘De af Greekerne kjendte mathematiske Satninger
og Operationer, som vi ogsaa treffe hos Inderne, skylde
disse vist nok hine; men deri udviklede Inderne saadanne
Sider, som kreeve nummerisk Behandling langt ud over
det Maal, som Grakerne have naaet at faa med i deres
strengt rationelle Behandling. For en saadan synes
Inderne ikke at have haft Sans; men derfor vare de
ogsaa fuldstendig frie for de Skrupler, der bragte de
greeske Mathematikere til at agte den virkelige Udregning
i Tal for ringere af den Grund, at den ofte kun forer
til en Tilnsermelse. Nummerisk Udregning og den derved
erholdte praktiske Prgve var tvertimod for Inderne det
virkelige Middel til at tilegne sig Seetninger og Methoder,
hvis egentlige Begrundelse de neppe fuldstzndig forstode
Betydningen af. 1 ethvert Tilfeelde gjengive de i Reglen
ikke saadanne Begrundelser i Ord, men ngjes med at
tegne og med Ordet «Se!l» vise hen paa den Figur, der
laa til Grund for Grakernes virkelige Bevisforelse.

Af langt storre Betydning end den Udvikling, som
forskjellige Grene af Mathematiken fik ved Indernes
Anvendelser af nummerisk Beregning, er dog selve den
Talskrivning og den Regnekunst, som vi skylde dem.
Det er den samme Talskrivning med Pladsveerdier for
de enkelte Cifre («Positionssystemet»), som vi bruge
den Dag i Dag, og i det veesentlige den samme dertil
knyttede mekaniske Udforelse af Beregningerne. Des-
veerre er kun lidet bekjendt om, hvorledes dette System
har dannet sig, da det til Systemets Fuldendelse tjenende
tiende Ciffer O allerede findes i Sarya Siddhanta.
Stort @ldre synes Positionssystemet dog ikke at vere,
om end de 9 betydende Cifre forekomme i langt eldre
Indskrifter. Nogen anden Oplysning om den tidligere
Talbehandling hos Inderne kan dog for saa vidt findes
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i den opbevarede Litteratur, som eldre Maader at skrive
Tal paa ofte ere beholdte enten af Pietet eller paa
Grund af specielle Fordele ved disse Skrivemaader;
men det bliver kun et meget ufuldsteendigt Billede, som
man paa denne Maade kan faa af Positionssystemets
Forhistorie hos Inderne. Vi skulle sgge at bode noget
paa denne Mangel ved her at indlede Fremstillingen af
Positionssystemet hos Inderne med et ganske kort Over-
blik over dets almindelige Forhistorie. Ved i al Al-
mindelighed at omtale de Hjeelpemidler, som man har
brugt ved Talberegning forud for Positionssystemets Op-
findelse, eller dog for det blev kjendt paa de paagjel-
dende Steder, ved deriblandt at beregre de tarveligere
Midler, hvormed endog Grzkerne maatte lade sig ngje,
ville vi i hvert Fald give en Forestilling om, hvor store
Vanskeligheder det har voldet at naa til dette System. Af
hvor stor Betydning det er, ingenlunde alene som Del
af Mathematiken, men for Menneskeheden i de dagligste
Ting, behgver ingen nermere Paavisning.

2. Talbenavnelse, Talbetegnelse og Talregning
for og hos Inderne.

Naar en Moder vil tage et Zble til hvert af sine
7 Born, behover hun ikke at kjende Tallet 7. Lige
saa lidt behever hun at vide, at 2 . 7= 14, for at give
hvert Barn to. Hun udtager ganske simpelt et eller to
til Peder, Poul o.s.v. Neermere er hun ved Talbegrebet,
nadr hun har lagt Mzrke til, at hun i forste Tilfelde
skal tage et for hver Finger paa den ene Haand og for
forste og anden Finger paa den anden. Fingrene, som
ikke vedkomme de Samlinger, hvoraf der skal veere lige
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mange, blive da for hende Betegnelser blot for disses
Antal.

At det er ad denne Vej, Folkene have hevet sig
til Talbegrebet, ses af, at de neesten alle til at bensevne
storre Tal bruge Titalsystemet, Femtalsystemet (dog
nermest kun som Gjennemgangsled til Titalsystemet)
eller Tyvetalsystemet. Disse ere, om det end kan have
taget Tid, af sig selv blevne til virkelige Systemer.
Efter at have talt alle Fingre med, eller veere gaaet
videre og, som et Folk ved Orinoco udtrykker 20, talt
et helt Menneske (o: Fingre og Taer), har man maattet
begynde forfra, og da legge Maerke til, hvor mange Tier
eller Tyver, og hvor mange Enere udover disse man
har talt. Derved er opstaaet de Taldannelser, som vi
kunne betegne ved a -+ bxz, hvor @« er den hgjere En-
hed: Ti eller Tyve. Naar Udviklingen og Brugen for
Tal er kommen saa vidt, at selve Antallet af Tier eller
Tyver overskrider 10 eller 20, har man maattet danne
hgjere potentielle Enheder, 102, 103 .., eller som de
gamle Azteker i Mexiko 202, 203 .., og fremstille Tal
af Formerne

a+bxtcax? ...

Hvor vidt man er gaaet, har da rettet sig efter
Behovet. Den ubegraensede Mulighed for Dannelsen af
hgjere Enheder er derimod i Reglen farst gjort gjeldende
paa et mere videnskabeligt Standpunkt, som af Archi-
medes i Sandregningen.

Saaledes ere Ti- og Tyvetalsystemerne dannede,
det sidste vel narmest hos Folk, der altid, eller dog
som Gronlenderne i deres Hjem, gaa nogne eller med
nogne Fodder. De tydelige Spor af Tyvetalsystemet,
som findes i flere europziske Sprog ikke mindst paa
Dansk, have en senere Oprindelse og ‘ere vistnok opstaaede
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derved, at den stgrre Enhed, Snesen, i visse Tilfeelde
har veeret bekvem at bruge i Handel og Vandel. Ved
Siden af de her omtalte hgjere Enheder har man i Ind-
delingen af Maal, Veegt og Menter ofte benyttet andre,
som af mere rationelle Grunde have vist sig bekvemme,
saasom 12 =22.3. Et Exempel paa et endnu videre
gaaende Hensyn til saadanne Grunde er det fra Baby-
lonien kommende astronomiske 60-talsystem, som vi alt
have omtalt.

Foruden Addition, Multiplikation og de forste Potens-
oploftninger, som om end ubevidst ligge til Grund for
disse Taldannelser, har man ogsaa i Talbensevnelserne
brugt Subtraktion, som naar 19 paa Latin hedder un-
de-viginti, paa Sanskrit ekonavimgali (5: 20—1) eller
blot dnavimeati (9: mangelfuldt 20).

Til baade at regne med de saaledes dannede Tal
og til at opskrive dem bruge vi nu et og samme Hjaelpe-
middel, men saaledes har det ikke altid veeret. = Til den
gjeblikkelige Fastholden af Tallene, som behgves i Reg-
ning, har man forst kunnet bruge det samme Hjelpe-
middel som ved Telling, nemlig Fingrene. De forskjel-
lige Enheder har et afrikansk Folk fastholdt ved at lade
et Menneske rakke en Finger op for hver simpel Enhed,
et andet for hver Tier, et tredie for hvert Hundrede;
men et enkelt Menneske kan til samme Brug, paa for-
skjellig Maade, anvende Fingrenes Led (Fingerregning
hos Graeker og Romere). Andre mekaniske Hjelpemidler,
som man har anvendt og endnu anvender paa mang-
foldige Steder af Jorden, som brugtes af de gamle
Grakere og Romere og i Middelalderen i Kuropa, og
som ogsaa civiliserede Folk endnu bruge til specielle
Ojemed (Regnskaber i Spil) eller som Leeremiddel i
Bornehaver, er Regnebredter, simple Regnemaskiner
og Regnepenge. Paa Regnebraedterne haves Inddeling i
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Kolonner for Enhederne af samme Art, hvis Antal da
betegnes ved paalagte Smaasten eller andre Marker.
Paa Maskinerne, som i vort Aarhundrede ere komne til
Europa fra de asiatiske Folk, der lenge have brugt
dem, ere Kolonnerne ombyttede med Strange eller
Smaastenger med forskydelige Kugler eller deslige. Hver
Kolonne eller Stang kan bestaa af to Underafdelinger,
hvoraf den ene indeholder 4 eller 5 Mwrker til Betegnelse
af enkelte Enheder af en vis Art, den anden 1 eller 2
til Betegnelse af femdobbelte Enheder. Af Regnepengene
haves forskjellige Former til at betegne Enhederne af
forskjellig Art. At disse Hjelpemidler kunne bruges til
Udforelsen af simple Regninger, Addition, Subtraktion og
idetmindste Multiplikation med smaa hele Tal, er let at
se, og vi skulle ikke dvzle ved at underspge, hvorledes
man har gjort det paa forskjellige Steder.

Neermere kommer man til vor Talregning, naar man
vel bruger de inddelte Kolonner, men i Stedet for at
leegge Meerker paa Kolonnerne skriver Taltegn for 1—9.
Hertil behoves ikke blot Kjendskab til Skrivekunsten,
men, idet man nu ikke mere mekanisk sammentaller
sine Merker, tillige nogen Indevelse i Tabeller eller
skrevne Tabeller. Positionssystemet haves, naar man i
Stedet for at bruge forud tegnede Kolonner, lader
selve de skrevne Cifre danne disse. Dertil behgves et
Tegn, der fylder en Plads uden selv at have nogen
Veardi, nemlig 0. At denne sidste Opfindelse ikke
kom helt af sig selv, viser sig derved, at Positions-
systemet lod vente saa lenge paa sig. lovrigt har det
vist sig, at der, selv da det var opfundet, kravedes en
vis Udvikling for at bruge det. Ej blot maa man, som
for at bruge et Kolonnesystem, hvori Tallene skrives,
kunne skrive og have lert nogle Tabeller; men man
maa skrive nogenlunde pant og egalt for at faa Cifrene
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paa rette Plads, og man maa kunne beholde mere i
Hukommelsen, end naar man kan fylde Menter og saa
mange Cifre, man vil, i de forud tegnede Kolonner.
Med Undtagelse af de to sidste have de her navnte
Midler ikke stillet Fordringer til Kjendskab til Skrive-
kunsten. Det samme kan endog siges om de forste
Trin af selve Talskrivningen, som kun har bestaaet i
faste Meerker i Stedet for de beveegelige Sten, Kugler
eller Regnepenge. Man har, ganske som det nu geres,
naar Enerne komme enkeltvis, f. Ex. ved Stemmetelling,
afsat et Maerke for hver Ener. Man har kunnet sammen-
fatte disse Meerker i et nyt for 5 eller 10, for hvilke
der saa dog senere er kommet mere selvstendige
Merker, ligesaa vel som for de hgjere Enheder. Paa

‘denne Maade kommer man da til en sammenheengende

Talbetegnelse som Romernes — for at holde os til et
velkjendt Exempel —. Det er let forstaaeligt, hvor-
ledes en saadan Talskrivning er opstaaet, og det vilde
veere let at finde Betydningen af saadan Talskrift, selv
uden at man havde faaet nogen som helst Vejledning.

Greekerne, som i wldre Tider havde skrevet Tal
paa lignende Maade, hvad man kan se af gamle Ind-
skrifter, benytte i den opbevarede Litteratur fuldsteendig
modsatte Principer for Talskrivning. Hvert helt Antal
Enere, Tiere og Hundreder har nemlig sit eget Bogstav-
tegn. Man skriver

forBE 2SS SRS ()00 S IR (0 =2 O O
TR0 it A A Sk P s b L@ oo
hvorved f. Ex.
803 = wy, 83 = ay, 833 = wiy.
Denne Betegnelsesmaade synes i forste Ojeblik at

veere et Tilbageskridt paa Grund af sin usystematiske
Karakter. Intet regber, hvad der er ensartet. Tegnene
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p, %, o robe saaledes ikke, at man har at gjore med
samme Antal Enheder af forskjellig Art. Man ser imid-
lertid, at Greekerne fremstille et Tal langt kortere end
Romerne, og deres Betegnelse burde ikke, selv om det
havde veeret det eneste, vi kjendte til Graekerne, opfattes
som Tegn paa et lavere Trin. I vore Dage have mange
Sprogforskere opgivet den wldre Opfattelse, at det skulde
vaere Tegn paa hgj Udvikling af et Sprog, at det som
det latinske ved fuldsteendige Regler setter alle Ord i
saadanne Former og i saadanne Forbindelser med hin-

anden, at den, der endnu ikke har Begreb om Sammen- ‘
hengen, kan slutte af Formerne, hvor hvert Ord horer ‘
hen, og saaledes konstruere sig til Sammenheangen.

Netop noget lignende finder man i de mindst udviklede ‘
Folks Sprog. Et Sprogs Fuldkommenhed settes derimod J

nu i ved saa faa Midler som muligt, altsaa med mindst
Besveer for den talende og den herende at tilvejebringe
* en fuldsteendig Forstaaelse. Hertil hgrer, at man (som
i Engelsk) udelader saadanne Hjwlpemidler til Bedom-
melse af de enkelte Ords Sammenh#ng, som i Virkelig-
heden ere overflodige. Skal Forstaaelsen ikke briste,
kreeves der da vel et storre Kjendskab til selve Sproget,
f. Ex. til Ordstillingens Betydning, naar Misforstaaclse
skal veere umulig; men er dette Kjendskab tilstede, gaar
Forstaaelsen langt hurtigere, end naar man skal kon-
struere sig til Sammenheengen ved Betragtning af Over-
ensstemmelsen i Kjon, Tal og Kasus. En lignende
Fordel havde Graekernes Talskrivning og Leesningen af
denne for Romertallenes Vidtloftighed. Grakerne kunde
ikke blot skrive Tallene indtil 1000 lige saa kort som
vi; men for den, der er fortrolig med Tegnene ere deres
Tal hurtigere at lawse, end naar man skal twlle efter
paa et Romertal.
Som Skrifttegn for ikke for store Tal kunde de
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graeske saaledes vare meget gode. Rimeligvis fordi
man, hvor det var forngdent, ved Siden af brugte me-
kaniske Midler til Regning, vare disse Betegnelser imid-
lertid altfor udelukkende bestemte blot til den skriftlige
Meddelelse. For at faa en Talskrivning, der tillige var
hensigtsmassig som Regnemiddel og brugelig til Frem-
stilling af ubegreensede Tal maatte man vende tilbage
fra det begyndte Spor. Dertil kraeves en Forening af
den graeske Korthed med den romerske Gjennemsigtig-
hed. Nogen Tilnermelse hertil viser en Betegnelse,
som Kineserne bruge: de forskjellige hgjere Enheder
have hver sit Tegn, hvis Antal angives ved de samme
Cifre, som betegne de simple Antal af Enere. Vi kunne
ved at ombytte Kinesernes egne Tegn med en Kombi-
nation af Romernes og vore Taltegn fremstille dette
Systems Anvendelse paa folgende Betegnelser

883— K133 803 — Bi(L 3RS I=—=RIXE:

Simplere bliver Systemet, hvis man angiver den
hgjere Enheds Art ved tilfgjede Meerker som

833 = 833, 803 — 83, 83 — 83.

Korthed, Klarhed og Anvendelighed ere dog bedst
forbundne i Positionssystemet.

Efter her ved de bedst kjendte Exempler at have
oplyst, hvorledes Dannelsen af Tal i Almindelighed er
foregaaet, samt de Veje, som ere benyttede til Regning
og Talskrivning, skulle vi kaste et Blik paa, hvad der i
‘den Henseende serlig vides om Inderne for Positions-
systemets Opfindelse.

At Inderne tidlig have beskjeeftiget sig med haje
Tal, ses af, at de tidlig have dannet Navne for de de-
cimale Enheder op til 1027. Den gamle Interesse for
hgje Tal robes fremdeles derved, at det siges i Legender
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om Buddha, at han har dannet saadanne Navne op til
1054, ja har haft endnu hgjere Taldannelser for Oje.
Herved og ved Indernes Tilbgjelighed til nummeriske
Overdrivelser viser det sig, at de allerede fra gammel
Tid besad, hvad forst Archimedes bragte Grekerne i
sin Sandregning. I selve Bensvnelserne viser der sig
vel en Mangel paa saadanne Hvilepunkter, som vi have
dem i Tusen, i en Million o.s.v. Det er en Mangel
paa System; men som ved Graekernes Talskrivning tyder
det paa Udvikling, at man overhovedet kunde gjore sig
forstaaelig ved de mange forskjellige Betegnelser. Den
bestemte Adskillelse af hver enkelt decimal Enhed
peger igvrigt hen imod de Principer, hvoraf Positions-
systemet skulde fremgaa. Disse Principer finde endog
Anvendelse ved selve Udtalelsen af Tal. Saaledes er et
Sted 1577917828 i en Blanding af billedlige Ord for
Tal og egentlige Tal fremstillet, idet der begyndes med
Enerne ved Vasu (o: en Samling af 8 Guddomme) 2, 8,
Bjerge (7), Form (1), Cifre (nemlig de 9), 7, Bjerge, Maane-
dage (15 o: en halv Maaned). Den sidste Betegnelse svarer
til et tocifret Tal begyndende med 1, og det samme
kan ogsaa finde Sted inde i et paa lignende Maade
sammensat Tal. Fremsigelsen af Tallet bliver hurtigere
end vor, hvis ikke ogsaa vi ville ngjes med at sige de
enkelte Cifres Navne i Ordem Den har derimod,den
Svaghed, at samme Ciffer, her f. Ex. 7 og 8, faar for-
skjellige Navne. Dette haenger imidlertid sammen med
et Hjeelpemiddel, som anvendtes til at bevare baade Tal
og mathematiske Regler i Hukommelsen, nemlig at sette
dem paa Vers, et Middel, som vistnok stod i Forbindelse
med Hinduernes poetiske Tilbgjeligheder, men ogsaa
gjorde praktisk Nytte.

Det anforte Exempel findes vel hos Brahmagupta,
da Positionssystemet forlengst var kjendt; men efter
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sin hele Beskaffenhed maa Benavnelsesmaaden, som
forudsaetter gamle vedtagne Navne paa de forskjellige
Tal, vere gammel. Da O mangler i det anforte Tal,
kan endog selve Exemplet vere gammelt.

Hvad egentlig Talskrivning angaar, have vi alt be-
merket, at Brugen af de 9 Cifre findes i eeldgamle
Indskrifter. Til deraf at sammensette storre Tal kan
man have benyttet en Fremgangsmaade, som indtil for
kort Tid siden har holdt sig paa Ceylon. Den bestaar i,
at man dels som Graekerne supplerer de 9 Cifre med
seerlige Tegn for 10, 20, 30 ... 100 og dernzst tor 1000,
dels som Kineserne betegner et vist Antal Hundreder
ved at smtte vedkommende Ciffer foran Tegnet for 100,
eller man kan helt have fulgt Kinesernes Princip.

Omtrent saaledes som disse beaerer nemlig endnu
Aryabhatta sig ad. Han benytter Konsonanterne til
at udtrykke Cifrene og angiver ved en tilfgjet Vokal,
af hvilken decimal Enhed disse Antal skulle tages.
Saaledes er

ga—"o" gr— 90 gu—"30000%0 5 V.

Derved opnaar han en herlig Fremstilling af Tallene,
som kan passe ind i Vers.

De Fremgangsmaader, som Inderne brugte til Reg-
ning, for det egentlige Positionssystem var gjort ferdigt
ved Indfgrelsen af Cifret O, kunne godt have lignet dem,
man anvendte, efter at det var kommen i Brug; thi
den Talskrivning, som man havde, vil i hvert Fald have
gjort det tydeligt, hvor mange der var af hver decimal
Enhed. Umiddelbart kunne saadanne Fremgangsmaader
hos de bevarede Forfattere have veeret brugte, hvor Be-
tydningerne af de 9 Cifre, som man havde, angives ved
deres Pladser i forud inddelte Rammer; thi i disse faar
man slet ikke nogen nedvendig Brug for Tegnet O.
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Dette gjalder f. Ex. om fglgende Form for Multiplikation
af 12 . 735, som ogsaa anvendtes paa sterre Tal:

Produkterne af de enkelte Cifre ere saaledes delte
i Enere og Tiere («Menter»), at der bag efter kun skal
foretages Sammentelling i Retning af den ene Diagonal
i de smaa Kvadrater.

De til Positionssystemet knyttede Regneregler vare
hos Inderne i Hovedsagen de samme, som bruges den
Dag i Dag. Afvigelserne havde narmest rent ydre
Grunde. Saaledes havde man Regnetavler, der kun vare ‘
smaa i Forhold til de temmelig store Cifre, man for
Tydeligheds Skyld maatte skrive; men disse lode sig let
udslette og ombytte med andre. Af den sidste Grund
var der intet til Hinder for at addere og multiplicere
fra venstre til hejre, idet man da stadig rettede de alt
skrevne Cifre ved Tilleeg af Menten. Ved Multiplikation
med et flercifret Tal begyndte man, naar man var dygtig
nok til at undveere en saa omstendelig Opskrivning som
den nys anforte, med at multiplicere med det hojst be-
tydende Ciffer. Samtidig med, at man multiplicerede
med det nastbetydende, kunde man da addere det der-
ved fremkommende Partialprodukt til det alt dannede,
og rette dette til den saaledes dannede Sum o.s.V.
Foruden Multiplikator og Multiplikandus, hvilken sidste 2
man stadig flyttede hen, saa dens Enere stode lige saa
langt til hgjre, som Enerne i det Partialprodukt, der
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netop skulde dannes, indeholdt Tavlen altsaa bestandig
kun ét Tal, dannet ved Addition af de alt dannede
Partialprodukter.

En saadan stadig Udslettelse kreever stor Sikkerhed,
da man bestandig tilintetgjor Midlerne til at opdage
mulige Fejl. Det er navnlig paa Hukommelsens Fast-
holden dels af de gjeblikkelig forekommende Tal, dels
af de Tabeller, som bruges, at man maa kunne stole.
Saadanne Tabeller leres den Dag i Dag udenad i Indien
i stort Omfang, og det var sikkert ikke mindre Tilfzeldet
i gamle Tider. Man leerer nu Multiplikationstabeller,
hvis ene Faktor er et af Tallene til 10, den anden af
Tallene til 30, ja til 100, samt Brekerne 1, 1, 3 11
24, 3%, endvidere omfattende Kvadrattavler. Med en
saaledes ovet Hukommelse er det ikke underligt, at
Inderne ogsaa have formaaet at anvende den nu saa-
kaldte Fourier'ske Multiplikation af sterre Tal, som
bestaar i strax (korsvis) at danne og sammenlaegge de
Produkter. af enkelte Cifre i Faktorerne, som give samme
decimale Enhed i Produktet.

3. Talregningens Anvendelser.

Vi skulle nu se, paa hvilke Opgaver Inderne videre
formaaede at anvende den nummeriske Regnefeerdighed,
hvorom Dannelsen af Positionssystemet er det bedste
Vidnesbyrd, og hvortil dette System dernzest blev det
bedste Hjelpemiddel. Oplysning hérom kunne vi navnlig
finde i de talrige Regneregler og den rige Exempel-
samling i Bhaskara’s Lilavati, men ogsaa andensteds.
Saaledes giver allerede Aryabhatta de Regler for Ud-
dragning for Kvadrat- og Kubikrod, som vi nu
udlede af Udtrykkene for (a -+ 0)2 og (a + b)3.

16
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Af Indholdet af vore sedvanlige Regnebeger kjendte
Inderne enkelt og sammensat Regula de tri, Rentes-
regning ogsaa med Rentes Rente, Selskabsregning,
Blandingsreglen, Regler for Rummaaling o. s. v. Ad-
skillige andre Opgaver, som vi nu vilde satte i Ligning,
lostes ogsaa efter bestemte Regneregler. Hertil horte
den «regula falsi», som vi have truffet hos Zgypterne
(S. 9); men ved denne bleve de dog ikke staaende.
Af senere arabisk Kilde vide vi, at de ogsaa benytiede
den saakaldte «regula duorum falsorum». Den tjener
til at lgse en Opgave, som — hvis man havde sat
den i Ligning — vilde afhaenge af en Ligning af
forste Grad, som vi kunne skrive

Jal=az - b=Fk,

ved to Forsgg. Giver @ = a og & = p ved Indsettelse
i venstre Side, de fra % forskjellige Verdier f/ (a) og
S (B), beregnes & ved Afvigelserne k& — f (a) og k — f (B)
samt a og S efter en Regneregel, som kan gjengives
ved Formlen

B [ f ]—a k—/‘(ﬂ)]
e —f(a [k —7 (B)
Som man ser, falder denne Regneregel ganske sammen
med det, vi nu kalde simpel Interpolation, og vi
vide da, at den ikke blot som af Inderne kan anvendes
til exakt Beregning, naar f () virkelig vilde blive en
hel Funktion af forste Grad, men ogsaa i andre Tilfeelde
til yderligere Tilnzrmelse, naar allerede a og B ere
Tilnsermelsesveerdier. En saadan Anvendelse traeffe vi
dog forst senere.

En anden Regneregel af meget almmdehg Beskaffen-
hed er Omvendingsreglen. Den gaar ganske simpelt
ud paa, at naar man skal finde et Tal, som ved at

x_
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underkastes en vis Reekke Regninger giver et bekjendt
Tal, opnaas dette ved at underkaste sidstnsevnte Tal
alle de omvendte Regninger i omvendt Orden.

Iovrigt opstilles forskjellige specielle Regler, som vi
vilde finde — og som Inderne, saaledes som vi snart
skulle se, ogsaa kunne have fundet — ved Lgsninger af
Ligninger af forste eller anden Grad med en eller flere
ubekjendte. Dette gjelder f. Ex. om Regneregler ved-
rorénde Differens- og Kvotientreekker, hvor der ikke
opstilles almindelige Relationer, i hvilke man kan be-
tragte de forskjellige Sterrelser som ubekjendte, men
meddeles serlige Regler for at beregne hver enkelt af
Storrelserne, naar de andre ere bekjendte. [ Lilavati
meddeles de uden Bevis. Det samme gjelder om ad-
skillige andre Regler, som vi_hellere ville medtage i
naste Afsnit som Tegn paa Indernes taltheoretiske
Kundskaber. .

Derimod ber vi ikke forlade Indernes Regnekunst
uden at give mnogle Prgver paa de Former, som de
ikledte deres Exempler paa Anvendelser af deres for-
skjellige Regneregler.

En rent nummerisk Anvendelse af- den omtalte
Omvendingsmethode er folgende:

Skjonne Pige med de funklende Ojne! (det er
Lilavat])! Du som kjender den rigtige Omvendings-
methode! Sig mig det Tal, som multipliceret med 3,
foroget med $ af det udkomne, divideret med 7, for-
mindsket med 1 af Kvotienten, multipliceret med sig
selv, formindsket med 52, ved Uddragning af Kvadratrod,
Addition af 8 og Division med 10 giver 2.

En Opgave, som kan lgses ved den simple regula
Jfalsi, er folgende:

Femtedelen af en Bisveerm satter sig paa en Kadam-

bablomst, Trediedelen paa en Silindhablomst, 3 Gange
16*
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Differensen mellem disse Tal er flojet hen paa en Kutaja-
blomst, og en enkelt Bi er flgjet om i Luften tiltrukket
af en Jasmins og en Pandamus’ Duft. Sig mig, smukke
Pige! Biernes Antal.

En kvadratisk Ligning fremsaettes i folgende Skikkelse:

Midt i Kampen greb den rasende Sgn af Prit'ha et
Antal Pile for at dreebe Carna. Han brugte Halvdelen
til sit eget Forsvar og 4 Gange Kvadratroden mod Hestene.
6 Pile gjennemborede Kusken Salya, 3 andre klovede
Parasolen og knuste Standarten og Buen, og Carnas’
Hoved blev gjennemboret af en Pil. Hvor mange Pile
havde Arjuna (o: Prithas Sen)?

Folgende skal, hvad ikke er let at vide, veere et
Exempel paa omvendt Reguladetri:

Naar en Slavinde paa 16 Aar koster 32 Nishkas,
hvor meget koster da en paa 20 Aar?

Som Grund til denne Beregning anfores blot, at
Veerdien af levende Skabninger retter sig efter Alderen.

Mere negterne ere folgende Exempler paa sammensat
Reguladetri:

30 Bjalker paa 12 og 16 Tommer i Tykkelse og
Bredde og 14 Fod i Lengden koste 100 Nishkas, hvad
koste da 14 Bjelker paa 8 og 12 Tommer i Tykkelse
og Bredde og 10 Fod i Lzengden?

Hvis det koster 8 Drakmer at bringe de forste
1 Mil, hvor meget koster det da at bringe de sidste
6 Mil? :

Selv her vilde det ikke overalt i Praxis veere af-
gjort, at der vil vere Proportionalitet mellem Pris og
Bjelkens Storrelse eller Meengden af det, der skal flyttes.
Exemplerne maa saaledes gjennemgaaende siges at vere
lavede af Interesse for og til Indevelse af selve Be-
regningen.

Disse faa Exempler vise, hvor forskjellige de Om-
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raader ere, hvorfra Opgaverne tages: i andre er det
snart et Antal af Blomster, snart en Rentefod, snart en
geometrisk Storrelse, som sgges. Selve disse rige Iklaed-
ninger robe den Gleede, man havde af at stille og lgse
Opgaverne. I Overensstemmelse hermed slutter en For-
fatter fra det 7. Aarhundrede sit Arbejde med folgende
Ord: «Som Solen ved sin Glans overgaar Stjernerne,
vil den indsigtsfulde fordunkle andres Ros, naar han i
Folkeforsamlingen foreleegger algebraiske Opgaver, og
end mere naar han leser dem.»

4, Algebra og Taltheori; Geometri.

Vi vende os nu til Algebraen, som hos Bhaskara
navnlig behandles i hans Vijaganita eller Rodbereg-
ning, som kan siges at veere Regning forbunden med Be-
viser. Disse ere dog langt fra at fores med greesk Streng-
hed og bestaa veesentlig i, at Opgaverne her ere satte i
Ligning, hvis Lesning ogsaa virkelig giver en Begrundelse
af de Regningers Rigtighed, som fore til Oplesningen.
Derved faar man tildels at vide, hvorledes de i Lilavati
meddelte Regneregler kunne vaere fundne.

Den indiske Algebra stemmer overens med Diofants
deri, at den har frigjort sig fra den geometriske Frem-
stilling og behandler Tallene blot som Tal. For Diofant
som Grazker fulgte imidlertid deraf den Fordring, at de
Storrelser, som kom wud, virkelig skulde vaere Tal
o: rationale Tal. Var det end paa Grund af den mindre
fintfolende Logik, at Inderne ikke neerede Betankelighed
ved uden videre at overfore Regneregler fra rationale
til irrationale Tal, gav selve denne Omstendighed deres
Operationer et langt storre Omfang. [ Stedet for Eu-
klids i geometrisk Form holdte Omdannelser af irrationale
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Sterrelser, treffe vi derfor hos Inderne Regning med
irrationale Tal. “ De kjende Reglerne for at give Broker
rational Neevner og — som Euklid i geometrisk Form
— for at heeve dobbelt Irrationalitet. De vide endog, at

V16 4 V120 + V72 + 1/ 60 + V48 4 V40 + V 2
=V24+V3+Vb -+ V6,

et Exempel, som dog rimeligvis er lavet ved den om-
vendte Regning.

Ogsaa i en anden Henseende overskrede Inderne
de Graznser, som en forsigtiz Graeeker maatte swmtte sig.
Idet Graekerne ikke havde opstillet noget Begreb: negative
Sterrelser, maatte de sgrge for, at de Sterrelser, som
sattes lige, sikkert ere positive, og hvis en stillet Op-
gave af sig selv forte til et negativt Resultat, maatte
ogsaa den Greeker, som indsaa Betydningen heraf,
strax benytte denne Indsigt til at omdanne Opgavens
Form saaledes, at det blev om den tilsvarende positive
Storrelse der spurgtes. Den regnende Inder tog mere
Regningerne og deres Resultat, som de af sig selv
frembgde sig. De bekymrede sig ikke om, hvor vidt en
Sterrelse paa den ene Side af Lighedstegnet virkelig er
positiv eller negativ, og hvis selve den sogte Stgrrelse
blev negativ, have de vel ofte forkastet en saadan Rod,
men ogsaa ofte forstaaet at finde sig til Rette med den
ved at betegne den som Gjzld. De have ogsaa, om
end nermest kun til Brug ved Behandlingen af de
enkelte Led i Regninger med flerledede Sterrelser, op-
stillet Reglerne om Regninger med Storrelser med For-
tegn. I Forbindelse hermed staar det, at man indsaa,
at en Kvadratrod maa regnes med dobbelt Fortegn, og
at man derfor tillagde en Ligning af anden Grad to
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0
Rodder. Blev den ene aj‘\ disse negativ, forkastedes

denne dog i Reglen. \
Et andet Tegn paa heldig Tydning er en fore-
kommende rigtig Forklaring af %. Man treeffer dog

ogsaa helt urigtige Anvendelser af saaledes dannede
Storrelser.

Hvad angaar Indernes analytiske Hjelpemidler, saa
brugte de som Diofant Tegn, der i Virkeligheden vars
Afkortninger af Ord, til at fremstille sogte Storrelser
og deres Potenser; men de gik videre end denne, idet
de samtidig kunde betegne flere forskjellige ubekjendte.
De gjorde det ved at tillegge hver af disse en forskjellig
Farve, hvis Navn de da ogsaa afkortede. Denne Ud-
videlse af Tegnsproget gav ogsaa Anledning til Udvidelser
af Regningerne med de ved dette fremstillede Sterrelser.

Disse forbedrede Hjzlpemidler kom Inderne til Nytte
i deres Behandling af bestemte Ligninger med en eller
flere ubekjendte; men paa dette Omraade treeffe vi dog
ikke andet end, hvad ogsaa Greekerne — hvem de vist nok
skyldte Lesningen af Ligninger af anden Grad — kunde
behandle. Noget nyt treffe vi derimod paa de ube-
stemte Ligningers Omraade. Dette nye bestaar navnlig
deri, at Inderne her ikke som Diofant ngjedes med ratio-
nale Oplosninger, men kreevede Losninger i hele Tal.

Derved faa de allerede Lejlighed til at beskjeeftige
sig med ubestemte Ligninger af forste Grad. For
at oplgse en saadan ved hele Tal anvendte Inderne
omtrent samme Regninger, som forekomme, naar man
nu loser Opgaven ved Kjadebrek. Da Reglerne angives
uden Bevis, vide vi ikke, hvorledes de ere fundne, men
skulle blot bemeerke, at man let kan komme til dem
uden Opstilling af saadanne Begreber som Kjedebrok
og Konvergent. For det forste er det indlysende, at
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man ved Multiplikation med ¢ kan udlede Losningerne
af Ligningen

ax—by=c
af dem af

ax—by=1
Er i denne sidste a > b, og giver Division af b i a
Kvotienten % og Resten 7, faas

hvor en saadan Bestemmelse af 2, at

bliver hel, afhenger af en Ligning med simplere Koeffi-
cienter. I Reduktionen forekommer netop de samme Tal,
som naar man sgger sterste feelles Maal, og der skal
fortseettes, til man faar en Koefficient 1. Indswttelserne
bagefter falde sammen med Beregning af Kjzdebroks-
konvergenter.

Det var dog ikke blot med enkelte Ligninger med
to ubekjendte, man beskjeftigede sig, men ogsaa med
Ligninger med flere ubekjendte. Opgaverne gaa ofte ud
paa at finde et Tal, som divideret med forskjellige givne
Tal give givne Rester. Muligvis skyldes disse Opgaver
oprindelig Kineserne, hos hvem man har fundet en
gammel Regel til deres Oplesning. De vedrere ofte Be-
stemmelsen af de astronomiske Perioder, efter hvilke en
Gruppe af Fenomener paa ny falde sammen, hvad der
giver Anledning til Formerkelser o. s. v. Selve Leeng-
derne af disse Perioder, som vare kjendte af de graeske
Astronomer, give vel endnu kun Anledning til homogene
Ligninger. Naar der f. Ex. sperges om den Tid, der
dels indeholder et helt Antal, x, Dage, dels et helt
Antal, ¢, Aar, idet 80 Aar = 10960 Dage, bliver

¢

¢ el
10960 ¢ = 30 = eller 50960 — 30°
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Sperges der derimod om, naar de paagjeldende
Sammentreef virkelig indtreede, faar man fuldsteendige
ubestemte Ligninger af forste Grad. Mangler der saa-

m ; : :
ledes e Dage i, at en Dag er tilende, og % Aar i, at

et Aar er tilende, og skal det @jeblik, da Dagsskifte og

Aarsskifte falde sammen, indtreeffe efter & - % Dage =

L‘—{—% Aar, maa man have

10960 (¢ -+ %) 5 (90 o -’”%)

Bhaskara simplificerer dog Spergsmaalet ved at
antage, hvad man altid med en vis Tilnermelse kan
opnaa, at Neevnerne i Brokerne ere ¢ = 10960 og
30 j ;

Ligningen 2y + ax + by =c loses let ved at
omskrives til

@+ y+a=ct+ab,

hvorefter det kun gjelder om at oplese ¢ 4 a b i et
Produkt af hele Faktorer.

Storre Vanskeligheder have Inderne overvundet ved
Behandlingen af ubestemte Ligninger, som ere af anden
Grad i hver enkelt af de ubekjendte. Af disse sogte
de ikke blot som Diofant, ved hvem de dog kunne
veere forte ind paa disse Spergsmaal, rationale, men
hele Oplosninger. Swrlig beskjeftigede de sig med
Ligninger af Formen :

Y2 —'ax? b, (1)

hvortil ogsaa andre ubestemte Ligninger af 2. Grad
kunne reduceres. For at give en Forestilling om deres
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Behandlingsmaade skal jeg meddele deres L@smng af
den seerlig vigtige Ligning

Y =ax?+ 1. (2)

Vi begynde med en fra Diofants afvigende Frem-
gangsmaade, der kan benyttes til Dannelse af et ube-
greenset Antal rationale Oplosninger. Man danner forst
Ligningerne

ax12+b1:y12 (3)
ax,® + by, =y,?
hvoraf b, og b, kunne bestemmes, naar «,, y,, &, 0g y,
ere valgte vilkaarlig. Isolation af b, og b, og Multi-
plikation giver
(@@ 2y + Y1 95)% —a (2, Yy + 25 y,)% = by b,
altsaa en tredie Ligning
axy® + by =y,2, [
hvor by = by b, s =iy, & sy, (4)
Ys =ax, Ty + Y, Y, J

Lader man de to Ligninger (3) vare den samme, faas

@@y, + b2 =(az,? 4y,
eller

a(zxéyi)2+1=(“"31 S ) a0

hvorved haves en rational Losning af Ligning (2). Ved
at prove sig frem med Valgene af 2, og y,, kan man
ofte opnaa, at de fundne Veerdier af x og y blive hele.
Seerlig meerkes de Tilfelde, hvor man allerede har op-
naaet, at b = + 1 eller + 2.

Er b =1, kan man ad denne Vej af en Losning
af (2) udlede en ny, og dernszst saa mange, som man vil.
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Er b = — 1 eller £+ 2, vil (5) ogsaa give en Lgsning
af (2) i hele Tal; thifor b=+2er y,2 =ax,? + 2,
og altsaa bliver a #,2 + y,2 =2a x,? + 2 lige. Til-
lige ses det af (4), at Kjendskabet til en Losning af (2)
tillader af en Lgsning af (1) at udlede uendelig mange.

Lykkes det nu for en opgiven Veerdi af a ikke ved
Forsgg at danne nogen Ligning af Formen (1) hvor
b = + 1 eller + 2, benytter man den saakaldte cykliske
Methode til at reducere b’s Veerdi.

Lad

@z ® 4 by =y,*
veere en Ligning, hvor b, alt er saa lille, som det kan
Y1
Lq
vere en Tilnsermelsesvaerdi til V a. 2, og b, inde-
holde da ikke nogen felles Faktor; thi en saadan vilde
veere kvadratisk Faktor paa begge Sider af Lighedstegnet,
og Forkortning vilde give en simplere Ligning af samme
Art. Man seetter nu
218+ Yy
bl
hvoraf 2, og # kunne bestemmes som hele Tal. Man
veelger dem, der gjore 52 — a saa lille som muligt.
Seettes nu - b”ﬁ: b,, er dels b, et helt Tal, dels
1

a x,? 4+ b, et nyt Kvadrattal y,2. Disse Ting bevises
let, men de indiske Forfattere bevise hverken dette, eller
at man virkelig paa denne Maade kan naa ned til b = 1.
Dette sidste, som Inderne sikkert ikke besad mathematisk
Indsigt nok til rationelt at begrunde, har forst Lagrange,
der selv har gjenfundet samme Losning, bevist. Indernes
store Talferdighed har imidlertid lagt sig for Dagen ved,
at deres nummeriske Forsgg have fort dem til en fuld-

opnaas ved Forsgg, hvilke kunne bestaa i at lade

:x2’
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steendig rigtis Methode, og til ved Anvendelser at faa
Tillid til dens almindelige Brugbarhed.

Ved Siden af saadanne taltheoretiske Methoder som
de foregaaende besad Inderne adskillige taltheoretiske
Setninger; deriblandt f. Ex. folgende: Sterrelserne

((8[)2—1*%_1 2i(8_p;—p_1)2_1

ere begge Kvadrater. Vi skulle ligeledes her anfore, at
Inderne kjendte og anvendte Formler for Antal af Permu-
tationer og Kombinationer og, som Grekerne, for Summer
af Kvadrater og Kuber af de forste Tal i Talreekken. —

Ved Indernes Geometri er der ikke Anledning til
at dvele meget. De fleste af de Sewmtninger, som de
kjendte, skyldes vistnok Grakerne; men den derpaa
byggede Beregning dreve de ofte videre end disse. En
Setning hos Brahmagupta har vakt en vis Opsigt,
nemlig en Udvidelse af Herons Trekantsformel til Fir-
kanter. Som Sztningen staar, ser det ud, som om det
var en vilkaarlig Firkant, hvis Areal skulde vaere
Vis—a)(s—0b)(s—c)(s—d), idet a, b, ¢, d ere
Siderne og s deres halve Sum. Allerede Bhaskara
opfattede den saaledes og opholder sig da med Rette
ved den Fejl at antage, at Firkanten skulde veere bestemt
ved Siderne. [ Virkeligheden beskjeftiger Brahma-
gupta sig dog kun med to bestemte Klasser af ind-
skrivelige Firkanter, for hvilke Satningen jo er rigtig;
men det er muligt, at han ikke har gjort sig Rede for
denne Begreensning, som ikke udtales ved Angivelsen af
Resultatet. De Klasser af Firkanter, som han behandler,
ere dels ligebenede Paralleltrapezer, dels indskrivelige
Firkanter med indbyrdes vinkelrette Diagonaler. En
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Anledning, som dog ikke treder frem hos Brahma-
gupta, kunne Inderne have haft til at beskjeftige sig med
de sidste Firkanter, nemlig deres Trigonometri, i hvilken
de ikke som Ptolemaios brugte Kordetavler men Sinus-
tavler. Man ser nemlig, at naar Diameteren i Cirklen
er 1, og to sammenliggende Buer ere 2 x og 2y, blive
Firkantens Sider sin @, siny, cos x, cosy, og Diago-
nalerne dele hinanden henholdsvis i Stykkerne sin x
cosy og siny cosx og i Stykkerne sin x siny og
cos x cos y. Figuren har saaledes rimeligvis veeret den,
som man benyttede til at bestemme sin (€ + y).

De Sinustavler, som findes i Strya Siddhanta,
gaa dog kun ned til Intervaller paa 3% °, medens Ptole-
maios’ Kordetavler svare til Sinustavler med et Interval
paa 10, Have disse Tavler — saaledes som meget
andet af denne Bogs Indhold — greesk Oprindelse, maa
de altsaa hidrere fra eeldre Veerker end Ptolemaios’,
og da maaske fra Astronomerne i Alexandria, som i
Modsatning til Hipparch og hans Skole kunne have
brugt Sinustavler. Sammesteds fra kan Tilneermelses-
veerdien ?—éé%g til 7, som findes hos Aryabhatta vare
kommen. Derimod tyder den vilkaarlige Tilnsermelse

n =110, som findes hos Brahmagupta ikke paa
graesk Oprindelse, lige saa lidt som vi finde greske
Forbilleder for en Tilnermelsesformel til Beregning af
en Korde, %, til en given Bue, som findes hos Bhas-
kara, nemlig

b(p—0b)
E=4d - ;
16—

hvor d er Diametren, p Periferien og b Buens Leengde.




Middelalderen.

I.  Almindelig Indledning.

Der var, som vi have set, i Oldtiden af Graekerne
grundlagt en Geometri, der behandlede Rumforholdene
med en saadan Fuldstendighed og en Sikkerhed i alle
Slutninger, at den fuldt ud kan haevde sin Plads som
Videnskab selv over for den nyeste Tids strengeste Krav.
Idet de geometriske Former tillige vare et Middel til
Fremstilling af almindelige, kontinuerte Starrelser, inde-
holdt denne Geometri ogsaa en stor Del af det, vi nu
kalde ren Mathematik. Derunder var Algebraen fort
saa langt som til Legsning og vidtgaaende Anvendelser
af Ligninger af anden Grad, og til en Behandling af
Ligninger af tredie Grad, som vel ikke indeholdt den
Tilbageforelse til Roduddragninger, som vi nu kalde
Ligningernes Lgsning, men som gjennem Anvendelse
af Keglesnitslaeren gav Midler til Diskussion og til en
theoretisk Undersogelse af de Opgaver, som afhenge af
disse Ligninger. Den samme Methode lod sig ogsaa
anvende paa Problemer, som vilde afhenge af Ligninger
af fjerde Grad, uden at der dog er Tale om nogen
direkte Fremstilling af saadanne Ligninger. Ved Siden
af disse Opgaver, som henhgre under det endeliges Ana-
lyse, havde Grakerne ogsaa begyndt paa Behandlingen
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af Opgaver, som nu tilhere Integralregningen, og om
denne Behandling end ikke naaede at omfatte mange
enkelte Spergsmaal, foretoges den i Former, hvis store
videnskabelige Verd i den nyere Tid vinder mere Aner-
kjendelse, jo mere de videnskabelige Fordringer stige.
Vi have endelig set, at den i Begyndelsen forsgmte
nummeriske Anvendelse af Mathematiken efterhaanden
udviklede sig under Astronomiens stigende Krav, og vi
have hos Diofant set Prover paa indgaaende Under-
sogelser af de nummeriske Betingelser for Rationalitet.

Paa den anden Side have vi set, at Indernes
gamle Ferdighed i Behandlingen af Tal havde udviklet
sig til en virkelig Regnekunst, som benyttede det samme
Hjeelpemiddel, Positionssystemet, som vi nu bruge. Ved
Beroring med den greeske Mathematik havde denne
Regnefxrdighed ogsaa hos Inderne hidfort egentlig mathe-
matiske Fremskridt. Det betydeligste af disse var en
hensigtsvarende Behandling af Spergsmaal vedrerende
hele Tal. Nogle af disse Fremskridt tilhere dog maaske
forst en Tid, da nye mathematiske Arbejder vare be-
gyndte hos Araberne.

For rettelig at vurdere de Folks Fortjenester, til
hvilke Mathematikens Udvikling gik over fra Graeker og
Inder, niaa man dog erindre, hvor langt det var fra,
at dette forelaa i en for de nye Folk tilgengelig Form.
Hos Gramkerne selv havde de opbevarede Veerker vel
kunnet vedligeholde eller dog af og til gjenvakke en
Forstaaelse af Enkeltheder, men ikke vejledet til det
Overblik, uden hvilket videregaaende Arbejde bliver
umuligt. For de Arbejdsmaader, der i sin Tid havde
fort til saa store Resultater, gjore disse Verker ikke
Rede, og enhver frugtbar Tradition om dem var for-
lengst tabt. Man maatte derfor selv gjenfinde disse eller
andre Arbejdsmaader, forend der kunde veere Tale om




256 Middelalderen:

en fuldstendig Tilegnelse af Indholdet; ja mangt et
Resultat har man forst kunnet se — ja end ikke altid
set —, at Grekerne besad, da man selv havde gjen-
fundet det i en anden Form. Under hele denne Gjen-
opforelse har det, som forelaa fra, og som man efter-
haanden forstod hos Graekerne, dog selvfalgelig givet en
ypperlig Vejledning.

Den indiske Regnekunst kunde, hvor der var Lej-
lighed dertil, ved sin praktiske Anvendelighed have noget
storre Udsigt til at treenge igjennem. Det maa imidlertid
erindres, at det heller ikke ved den er nok at lazre
dens Principer at kjende for rettelig at vurdere den.
Vi kunde ikke anvende den uden i vor Barndom at
have ofret et vist Arbejde paa at lere de simpleste
Tabeller udenad og blive gvet i deres Brug. Dens
Fordele faldt derfor ikke strax i Ojnene, maaske mindst
paa dem der alt havde anvendt Arbejde paa at indeove
andre Regnemaader.

De mest umiddelbare Arvetagere af den ved Old-
tidens Slutning foreliggende graeske Mathematik, af de
enkelte opbevarede Hovedveerker og den stadig synkende
Forstaaelse af disse, var det gstromerske Rige og den
greesk-katholske Kultur, der i Konstantinopel havde
samme Hovedstad som dette Rige. Skjont hertil senere
ogsaa kom saadanne Paavirkninger, som skrive sig fra
Indien, treeffe vi dog i Konstantinopel veesentlig kun en
Fortswttelse af den begyndte Hensygnen. Det modtagne
Pund, nemlig de endnu existerende Veerker af de store
greeske Geometrere, nedgroves uden at give nogen Rente;
men de lode sig da atter opgrave ved Middelalderens
Slutning og kunde da paany komme den europaiske
Kultur til Gode. Dette skete dog forst, efterat en Del
af Verkerne og en ny Interesse for dem og Forstaaelse
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af dem var kommen til Vesteuropa ad anden Vej,
nemlig gjennem Araberne.

Et saadant Pund blev ikke betroet de Folkeslag,
som ved Folkevandringen fik Overtaget i den vesteuro-
pxiske Udvikling. De modtoge Christendommen, og de
fik Andel i den romerske Kultur; men til denne horte
Mathematiken ikke. Efterat Romantikerne i sin Tid
have omgivet den vesteuropeeiske Middelalder med en
vistnok i mange Henseender ufortjent Straaleglands, er
man i vor Tid mest tilbgjelig til at gaa til den modsatte
Yderlighed og alene tale om den merke Middelalder.
Ogsaa denne Dom turde indeholde meget ubilligt, naar
man ser paa de Kulturstandpunkter, hvorpaa de fleste
af de paagjeldende Folkeslag stode ved Middelalderens
Begyndelse og dens Slutning. Hvad de virkelig havde
modtaget i Christendommen og i romerske Love og
Institutioner, blev navnlig i Klostrene forarbejdet af
flittige Meend med aandelige Interesser og kom Folkene
til Gode ved sit eget Vaerd og sin kulturudviklende Ind-
flydelse. Mathematik kunde man derimod veesentlig kun
leere at kjende gjennem de tarvelige Uddrag af Zgyp-
ternes og Herons praktiske Regler, som skyldtes romerske
Landmaalere, eller, naar det kom hgjt, gjennem de
Stumper af Euklid og Nikomachos, som Land-
maalernes mere theoretiske, men lige saa lidet viden-
skabelige Efterfolgere overleverede i Skikkelser, der gave
Anledning til saadanne Misforstaaelser som den, at Figur-
tallene skulde veere Arealudtryk. Det nyttigste og til-
gengeligste af den mathematiske Arv fra Romerne, og
gjennem dem fra Grzkerne, var Regnetavlen, abacus,
der — uvist naar — var undergaaet den Forbedring,
at de Brikker, som lagdes paa Tavlens forskjellige Sgjler
nu ikke mere vare ens og ved deres Antal betegnede

Antallene af de decimale Enheder, hvortil Sgjlerne hgrte,
; 17
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men havde 9 forskjellige Maerker svarende til Tallene
1—9. Alt i alt stod hele denne Arv dog sikkert tilbage
for den, som ZAgypterne i sin Tid havde efterladt
Greekerne.

At der dog var Modtagelighed for Mathematiken
baade i Klostrene og i de sydeuropziske, navnlig de
italienske Handelssteeder, viste sig, da den kom til Europa
i en bedre Skikkelse. Dette skete gjennem Araberne,
som dels havde erhvervet sig en rigtis Forstaaelse af
den graeske Mathematik og givet den en ny Udvikling,

i hvilken den var lettere tilgeengelig end i de opbevarede
gamle greeske Skrifter, dels i rigt Maal dermed havde
forbundet indisk Regnekunst. Det tog vel nogen Tid
for Europzerne, efterat de gjennem Korstogene og i
Spanien og paa Sicilien vare komne i Forbindelse med
Araberne, at tilegne sig disses og/ derigjennem en Del
af den greeske og indiske Mathematik og Regnekunst.
Under denne Tilegnelse forberedtes dog det Gjennembrud 1
for en ny og rask Udvikling af Mathematiken, der i det
16. Aarhundrede faldt sammen med de store Fremskridt,
som i andre Retninger betegne Begyndelsen af den
nyere Tid.

Af det her sagte fremgaar det, at den tidligste og
betydeligste Del af den mathematiske Udvikling i Middel- !
alderen foregik hos Araberne. Hvad angaar de ydre
Betingelser for denne Udvikling, skal jeg forst minde
om den rivende Fart, hvormed Arabernes Erobringer
og dermed Muhammedanismen udbredte sig over vidt-
strakte Egne. Disses oprindelige Beboere bleve ved An-
tagelsen af denne Religion snart regnede lige med
Araberne, og de mange Lande bragtes derved i For-
bindelse med hverandre, Til disse Lande heorte AHgypten, J‘
Geometriens gamle Vugge, med Alexandrien, hvor den
senere naaede sin hejeste Blomstring og lengst Tid
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vedblev at give virkelige Livstegn fra sig. Dertil horte
ogsaa andre Lande, som vare beboede af Graekere eller
paavirkede af greesk Kultur. Araberne oversvemmede
ligeledes de Egne, som i sin Tid havde veeret Sede for
de babyloniske og chaldeiske Astronomer. De treengte
endvidere frem til Indien og kom derved i nsermere
Bergring med den indiske Regnekunst, end Grakerne i
Alexandria havde veret.

At der saaledes frembgod sig gunstige Lejligheder
til at tilegne sig hele den da existerende Mathematik,
var dog ikke nok. Vi have jo set, at den graske
Videnskab lenge havde veeret en ded Skat for Graekerne
selv, og at Romerne, der havde haft den samme Legj-
lighed som nu Araberne til at faa Del i den graeske
Mathematik, tilmed paa et Tidspunkt, da den endnu kun
havde mistet lidet af sin oprindelige Friskhed, ikke
havde forstaaet at. benytte denne Lejlighed. Maaske
var Romernes ejendommelige Kultur trods sin Begrens-
ning for betydelig til at gjore dem til saa duelige Elever
overfor de vanskeligere Dele af den greeske Videnskab,
seerlig Mathematiken, som paa den ene Side Folke-
vandringens Folk bleve det overfor den Kultur, de kunde
modtage gjennem Romerne, og som paa den anden
Side nu et i Kulturen saa nyt Folk som Arakerne viste
sig at blive overfor Levningerne af den greeske Kultur.

Det var ikke alle arabiske Herskere, der viste sig
saa fjendtlige mod Videnskaben, som Profetens anden
Efterfolger “Omar var det, selv om den vasentligste
(Odeleeggelse af Bibliotheket i Alexandria er foregaaet
for hans og Arabernes Tid. Der opstod tvertimod paa
forskjellige Tider og Steder Reekker af Fyrster, som
satte en Are i at fremme Videnskaben og mente, at
de netop derved forogede deres egen Anseelse. Af

disse skulle her kun nesevnes den Reekke Kaliffer, Ab-
17
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basiderne, nemlig Almanstir, Haran Arraschid og
Almamin (754—833), som fulgte efter ‘Omars Slaegt
og 762 grundlagde og toge Swde i Bagdad. Under dem
bleve navnlig Euklids Elementer og Ptolemaios’
«Almagest> oversatte paa Arabisk. Senere kom hertil
Overswmttelser af Diofant, Heron, Archimedes og
Apollonios. Ved Siden af disse Hovedveerker have
Araberne kjendt et nu tabt Verk af Hipparch om
kvadratiske Ligninger. Ligeledes forelaa tidlig Over-
settelser af indiske Korfattere, og dels med den indiske
Astronomi dels rimeligvis ved Handelsforbindelser treengte
den indiske Regnekunst ind hos Araberne. De egentlige
mathematiske Fremskridt, som skyldes Inderne, synes
derimod ikke at have paavirket Araberne, der med
Rette saa hen til Greekerne som deres bedste Laeremestre
i videnskabelig Behandling og have overset de mindre
fuldsteendig begrundede Theorier, som kunde hentes hos
Inderne. :

At Oversatterarbejdet. efterhaanden strakte sig til
de vanskeligste greeske Verker, er et Vidnesbyrd om,
at man efterhaanden naaede den Udvikling, som ud-
kreevedes for at skatte og forstaa dem. Som tidligere
paavist kunde dette ikke opnaas uden et betydeligt selv-
steendigt Arbejde hos Araberne. Om dettes Omfang og
om den Alvor, hvormed den enkelte Mathematiker for-
beredtes til Deltagelsen i dette Arbejde have vi et
Vidnesbyrd, naar det berettes, at Diofants Oversstter
Abul Wafa, hvis egne Fortjenester vi senere skulle
omtale, i sin Ungdom ngd Undervisning i spekulativ og
praktisk Arithmetik (c: Algebra og Arithmetik) af to
Leerere, i Geometri af to andre.
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2. Arabernes Arithmetik og Algebra.

Jeg har gnsket — blandt andet ved Sammenligning
med Romerne — at fremhaeve Veerdien og Omfanget af
Arabernes mathematiske Arbejder, for at man ikke skal
drage nedsettende Slutninger af de forholdsvis faa
positive Resultater, som de have naaet ud over, hvad
Greekerne allerede vidste. Denne sidste Omstendighed
er imidlertid en Grund til, at vi her ikke kunne be-
skjeeftige os saa meget med Araberne, som deres Ar-
bejders Omfang ellers kunde synes at kraeve. Vi ville
vel komme til at neevne de betydeligste mathematiske
Forfattere, men mere som Exempler paa, i hvilke Ret-
ninger Araberne i det hele arbejdede, end som Led i
en sammenheengende Fremstilling af den arabiske Mathe-
matik og dens Udvikling.

Den Tid ligger os imidlertid ikke fjernt, da man,
af Mangel paa rigtig Opfattelse af de opbevarede greske
Forfattere og paa Kjendskab til den indiske Mathematik,
gav Araberne Aren for den af hine grundlagte Algebra
og for disses Regnekunst.- Denne Forestilling har endog
faaet et blivende Udtryk i Navnet Algebra og i en
anden mathematisk Benzvnelse, Algorithme, som i
lang Tid brugtes om den til Positionssystemet knyttede
Talregning, men nu er udvidet til at bruges om ethvert
System af Betegnelser og Opstillinger, som tilstede en
mekanisk Udregning efter bestemte Regler. Begge disse
Benavnelser skrive sig fra Navnet paa en enkelt Mand
og paa et af hans Veerker, og med Brugen af dem har
vaeret forbunden en Forestiling om, at det er ham,
hvem Algebraen og den nu brugelige Talregning forst
skyldes.

Denne Mand er Muhammed ibn Musa Alchwa-
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rizmi, som herte til den Kreds af Lerde, som Kaliffen
Almamin beskjeftigede med Overseettelser, med en geo-
grafisk Gradmaaling og med andre videnskabelige Ar-
bejder. Ordet Algorithme er dannet ved Overforelse
af hans Tilnavn paa et Veerk af ham om Regnekunsten,
hvori der gives Regler for Regning med Tal skrevne i
Positionssystemet, derfra paa de Veerker som senere
have udbredt den indiske Regnemaade i Europa og
endelig derfra paa selve denne Regnemaade. Det an-
forte Arbejde kjendes igjennem en latinsk Oversettelse,
som begynder med Ordene <«Dixit Algorithmi», og
hvori der gives Forklaring paa Talskrivning og de fire
Species i hele Tal og i simple Brgker. Fordobling og
Halvering opstilles som saregne Regninger. For de 3
forste Regningsarter naevnes Niprgven. Alt forklares i
Ord og — i det mindste i den opbevarede latinske Text
— oplyses de benyttede Exempler ikke ved Tal skrevne
med Cifre, men Tallene skrives i Ord eller med Romertal.
Forklaring af, hvad man skal gjore i Subtraktion, naar
et Ciffer i Subtrahendus er storre end det tilsvarende i
Minuendus, mangler. Det vil af alt dette forstaas, at
den indiske Regnekunst ikke strax kunde blive ret til-
gengeligs i Europa ved Oversattelsen af dette Veerk.
Selve dets Fremkomst hos Araberne er dog et Vidnesbyrd
om, at den indiske Regnekunst nu var kjendt. Derneest
kunde den udbredes ved Hjelp af Bogen, naar denne
tillige blev behgrig forklaret. Forfatteren betegner ud-
trykkelig Regnemaaden som indisk.

Han har heller ikke nogen Skyld i, at man senere
har villet tillegge ham Grundleggelsen af Algebraen.
Han beretter, at Almamtn har opfordret ham til at
skrive et kort Veerk om Aldschebr og Almukébala,
begraenset til det letteste og mest brugelige i Arith-
metiken og dens praktiske Anvendelser. De to Ord, af
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hvilke han endog finder det overflodigt at give nogen
Forklaring, maa altsaa betegne noget, som forud var
kjendt i videre Omfang. Efter Ordenes sproglige Be-
tydning og den Sammenheeng, hvori de bruges, betegner
det forste den Operation at legge Led, som skulle
treekkes fra i den ene af to lige store Sterrelser til den
anden, saaledes at begge de lige store Sterrelser kun
komme til at indeholde positive Led. Det andet betegner
den Operation at treekke Led af samme Art, nemlig
henholdsvis simple Tal, ubekjendte og deres Kvadrater
sammen. Navnet paa den forste af disse Operationer,
hvormed Behandlingen af Ligninger skulde begynde,
er saaledes overfort paa den hele Lare om Ligninger.
Denne Leere — og senere hen i Tiden seerlig dens Be-
handling ved et Tegnsprog, ja i Almindelighed Lzren
om Operationer med Sterrelser ved et Tegnsprog —
har altsaa faaet samme Navn, som egentlig tilhorte en
enkelt algebraisk Operation, der ikke engang mere bruges
paa denne Maade. Nu sextte vi nemlig ikke mere Pris
paa at faa lutter positive Led paa hver Side af Ligheds-
tegnet saaledes som Grakerne, Araberne og deres
nermeste europziske Efterfolgere. Som alt, hvad der
skriver sig fra de greske Mathematikere havde denne
Operation imidlertid en fornuftig Grund. Man vilde
nemlig ved denne Ordning sikre sig, at de Sterrelser
som man satte lige, vare positive, hvilken (positiv)
Veerdi den ubekjendte end vilde faa; thi man anerkjendte
kun positive Storrelser.

Det er navnlig Behandlingen af Ligninger af anden
Grad og Anvendelsen af disse og af Ligninger af forste
Grad, som vi finde i det her omhandlede Veerk. Alt
fremsaettes i Ord, idet den ubekjendte under Behand-
lingen kaldes «Rod» eller «Ting», dens Kvadrat simpelt
hen Kvadrat. Lesningen af Ligninger af anden Grad
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vises ved geometrisk Algebra, dog tildels ved andre
Figurer end Euklids. Saaledes lgses Ligningen

2?2 +ax=>b
ved folgende Figur. Paa de fire Sider i det ubekjendte
Kvadrat 2 afsettes Rektangler med Hgjderne % Naar

4
Hjornerne i den derved dannede Figur udfyldes med

Kvadrater med Siden %, skal det derved fremkomne

Kvadrat med Siden = ~}—% have den bekjendte Veerdi

aZ
b -+ P

Denne Lgsningsform, som ogsaa forekommer hos
andre arabiske Forfattere, og som i det mindste er en
af Euklid uafhengig Anvendelse af geometrisk Algebra,
kan maaske hidrere frg os ubekjendte graeske Arbejder,
f. Ex. fra Hipparchs alt omtalte Skrift om Ligninger.
At Vearket dog i hvert Fald ikke i sin Helhed er en
Bearbejdelse af et greesk Monster, ses af de Anvendelser
af Ligninger, som gjores paa praktiske Livsforhold f. Ex.
paa de for Araberne ejendommelige Arveregler. Det
bor ligeledes anfores at Muhammed ibn Masa, ligesom
Inderne, udtrykkelig tillsegger Ligningen x2 - a2 — b x
to Rodder. Foruden den greske Vardi # = 22 og den
mulig graeske Veerdi = = 3,1416, kjender han den indiske

Veerdi /10, et Vidnesbyrd om, at det ikke alene er
Talregning, han har lert af Inderne.

Hvad selve Oplosningen af Ligninger af anden Grad
angaar, ses det, at Forfatteren kun bringer det samme,
som findes hos greeske Forfattere. At senere Slegter
have kunnet finde dette hos ham, men ikke altid hos
de greske Forfattere, da de paany bleve bekjendte,



B ¢

2. Arabernes Arithmetik og Algebra. 265

beror paa, at han fgjer Talexempler til de almindelige
i geometrisk Form fremsatte Losninger, medens Euklid
ngjes med at give disse, Heron kun giver nogle num-
meriske Anvendelser, og Diofant ikke beviser den
Lesning, som han opstiller.

Springe vi nu hen til Tiden om Aar 1000, treeffe
vi to meget forskjellige Behandlinger af Arithmetik og
Regning. Af den ene, som skyldes Alnasawi, se vi,
at der da var gjort Fremskridt i Brugen af den indiske
Regnemaade og dermed i det hele i regelbunden Frem-
stilling og Behandling af Talstorrelser. For Broker
haves saaledes Betegnelser, der med vore Cifre — thi
selve Taltegnene ere ikke de samme overalt, hvor
Positionssystemet benyttes — vilde se ud som i folgende
Exempler

0 15
L= 1,150 = T
1 19

Da det af den her omtalte Bog ses, hvor godt den
indiske Regnemaade var treengt ind og forstaaet, er det
overraskende paa samme Tid og Sted at se en Regnebog
fremkomme fra den betydelige Mathematiker Alkarchi,
hvori der slet intet findes om den indiske Udferelse af
Talregningerne. Tallene meddeles derimod i Ord, og selv
vidtloftige Regninger udferes uden Brug af Cifre. Dette
synes at tyde hen paa en principiel Modstand mod den
indiske Regnemaade, og man har opstillet den ret rimelige
Formodning, at denne kan hidrere fra de skarpe Mod-
setninger mellem religiose Sekter. Ved Siden af saa-
danne Forklaringer bgor man dog ikke undlade at prove,
om Grunden til Forskjellen mellem Alnasawi og Al-
karchi ikke ogsaa kan ligge i et forskjelligt Formaal.
Den forste har netop villet meddele Reglerne for den
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simpleste praktiske Udforelse af Talregningerne. Den
sidste har derimod villet skrive et videnskabeligt
Arbejde om Tal og Brugen af Tal, og da har han med
god Grund segt sit Udgangspunkt hos Graekerne og ikke
hos Inderne. Om han end saaledes medtager disses
Regula de tri, giver han den et sikkert Grundlag i
Euklids Proportionsleere. Naar han undlader at med-
dele saadanne mekaniske Hjeelpemidler, som virkelig
kunne gjore de foreliggende Talregninger overkommelige,
gaar han ikke engang saa vidt som Euklid, der ikke
blot helt tier om de mekaniske Hjzlpemidler, man ogsaa
maa have haft paa hans Tid, men ikke giver et eneste
Talexempel. At Alkarchi dog finder Anledning til at
forklare en Del greeske Udregningsmaader, som staa
langt tilbage for de indiske, kan hidrgre fra hans Be-
undring for Greekerne. Denne kan have bragt ham en
theoretisk Interesse for disse Regnemaaders Sammen-
heng, som man endnu ikke havde for de indiske
Regnemaader.

Hvorledes Forskjellen paa de to Forfattere end er
at forklare, viser den, at Sammensmeltningen af de
greeske og indiske Bidrag til Mathematik og Reghing
kreevede Tid. De to Bgger vise dog tillige, at man nu
i ret betydeligt Omfang havde begge til sin Raadighed.

At Alkarchi heller ikke savnede et Herredemme
over Tallene, som i hvert Fald maatte kreeve andre
mekaniske Hjelpemidler, end man finder i hans Regne-
bog, ses dels af de vidtloftige Regninger, som denne i
Virkeligheden indeholder, dels af hans betydningsfuldere
algebraiske Veerk, Alfachri, som dette kaldes rimeligvis
efter en Person. [ dette viser han sig som en frem-
ragende Discipel af Diofant, der ej blot i stor Ud-
streekning gjengiver dennes Undersggelser og Exempler,
men tillige selv gjor betydelige Fremskridt. I den
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Henseende kan anferes, at han udvider Diofants Tegn-
sprog, ja endog et enkelt Sted bruger Tegn for to ube-
kjendte; at han giver fuldsteendigere Regler for Regninger
med Sterrelser, hvori indgaar en ubekjendt, og at han
behandler mange andre Exempler end dem, der findes
hos Diofant, ja endog indlader sig paa nye Arter af
ubestemte Opgaver. Som Exempel herpaa kan anfores
Ligningerne

2 —ws g s et Bl bt
der ved at s®tte y=m &, 2 =n x give
rx=m? —a=n?—b>,

hvor m? og n? ere vilkaarlig valgte Kvadrattal med
Differensen a — 0.

Storre Veegt ville vi dog leegge paa de mere begrebs-
meessige Fremskridt, som vi treffe. For at forstaa disse
maa vi bemarke, at Alkarchi ikke blot havde tilegnet
sig Diofants praktiske Behandlingsmaader, men at han,
som han jo allerede havde vist i sin Arithmetik, var
helt inde i, hvad der efter greesk Tankegang kraves fil
et Bevis. Geometriske Beviser, der jo var den eneste
Form for almengyldige Beviser, giver han dog kun for
Losninger af Ligninger af anden Grad, og selv der be-
vaeger han sig med sterre Frihed end Grakerne, idet
han i et af dem fremstiller 2 og @ 2 ved Linier,
noget, som en grask Forfatter i et Bevis kun indirekte
vilde gjore ved at omdanne z? og @z til Rektangler
med samme Side De fleste Regler ngjes han imidlertid
med at oplyse ved et enkelt Exempel og Angivelse af,
hvorledes de fremgaa af selve Regningerne. Ja han
bemeerker endog udtrykkelig, at man maa forberede sig
til Forstaaelsen af Reglerne for algebraisk Regning ved
de almindelige arithmetiske Regler, som han har givet
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i sit tidligere Vaerk. Den Slags arithmetisk-algebraiske
Forklaringer lover han at give i storre Omfang i et
Veerk, som vi ikke besidde.

I og for sig er der maaske ikke noget nyt i disse
Betragtninger; thi den virkelige Regning med rationale
Tal maatte ogsaa for Greekerne i mange Maader have
veeret Forbilledet for den geometriske Behandling, hvorved
de bragte de samme Operationer til at omfatte irrationale
Storrelser. Men det er af stor Betydning, at disse Be-
tragtninger udtrykkelig fremheeves. Dette viser sig hos
Alkarchi i den Frihed, hvormed han behandler irratio-
nale Rodsterrelser. Disse fremstilles vel ikke ved Tegn,
men i Ord svarende til Bensvnelserne paa Potenser
med samme Exponent; men som hos Inderne vises der
udtrykkelig, hvorledes man kan regne med dem, nemlig
dels hvorledes de kunne multipliceres og divideres,
hvilken Veerdi Potensen end har, dels hvorledes Kvadrat-
og Kubikrgdder kunne adderes og subtraheres, naar
Potenserne ere ligedannede plane eller rumlige Tal. De
sidste Sastninger bevises ikke ved, i Henhold til de
forste, at bringe rationale Faktorer udenfor Rodtegnet,
men ved Anvendelse af Formlerne for (@ +b)2 og
(@ £ b)s.

Vi se altsaa, at Alkarchi regner med irratio-
nale Rodstorrelser, eller med andre Ord, at han
ogsaa opfatter dem som Tal. Indirekte gjor han det
ogsaa derved, at flere af hans bestemte Ligninger fore
til irrationale Rgdder, og at altsaa i de Ligninger, som
have fort til disse, de Tegn, som svare til vort 5143
fremstille Potenser af irrationale Tal, medens Diofant
stedse forudseetter, at x skal veere et rationalt Tal. Vi
have nu vel set, at Inderne uden Skrupler regnede med
irrationale Tal; men dem har Alkarchi dog nappe
med Bevidsthed fulgt. Hvad der bliver af Betydning,
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er, at vi her se det samme blive gjort af en Mand, som
fra de graeske Forfattere er fuldt fortrolig med Irratio-
nalitetsbegrebet, og, som ved den Maade, hvorpaa han
skjelner mellem de geometriske Beviser og de arithmetiske
Forklaringer, viser, at han er sig bevidst, at de sidste
ikke give almengyldige Begrundelser. Som Disciple af
Greekerne kunde Araberne derfor ikke blive staaende
ved de arithmetiske Forklaringer. Dette se vi af den
Algebra, som er efterladt os af den ansete arabiske
Mathematiker “Omar Alchaijami, der levede i det
11. Aarhundrede. Denne sextter sine Forklaringer af
Betydningen af irrationale Rodsterrelser i ligefrem For-
bindelse med de strenge graeske Begreber. Han skjelner
mellem arithmetiske og geometriske Oplosninger af Lig-

ninger. De forste vil han ikke blot — som Diofant,
og hvad der i denne Sammenheng vilde vare tilstraekke-
ligt — have rationale, men ogsaa hele. Da der kan

regnes med disse Storrelser, er et arithmetisk Bevis for
saadanne Oplosningers Rigtighed tilstraekkeligt. Den
anden Art Oplosninger kunne veere irrationale, og det
er derfor, at de maa fremstilles geometrisk og krave et
geometrisk Bevis. Kvadratrodder og Kubikrgdder frem-
stilles da ved de fra Grakerne bekjendte Konstruktioner
af en og to Mellemproportionaler. For Rodsterrelser af
hojere Orden lader der sig paa Grund af at Rummet
kun har tre Dimensioner, ikke gjennemfere nogen geo-
metrisk Fremstilling, og nogen anden almindelig Frem-
stilling kjender Alchaijami ikke. Ved Dannelsen af
Potenser af hgjere Orden viser han derimod i Overens-
stemmelse med Euklids Proportionslere hen til Dannelsen
af sammensatte Forhold, hvad der jo ogsaa indirekte
giver en Forklaring af, hvad de irrationale Rodsterrelser
af hgjere Orden, som vi have truffet hos Alkarchi,
maa betyde. Alchaijamis Opfattelse, hvis theoretiske
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Betydning Alkarchi formodentlig ogsaa nok vilde ved-
kjende sig, er altsaa fuldkommen greesk.

Hvad angaar Beregning af Rodsterrelser, viser
Alchaijami hen til Indernes Kvadratrods- og Kubik-
rodsuddragninger, og han tilfgjer, at han selv andensteds
— men da i et ukjendt Verk — har givet Regler for
Uddragning af Redder med en hvilkensomhelst Exponent.
Dertil maa han sikkert have brugt Binomialkoefficienterne
for hel Exponent, og han maa altsaa have kjendt Reg-
lerne for disse Koefficienters Dannelse. Han siger, at
han kun har vist disse Roduddragninger arithmetisk.
De havde da ogsaa for ham kun Gyldighed, naar de
kunne udfores med Nojagtighed. Uden det har han jo
ifolge det foregaaende endog kun antydet deres virkelige
Betydning. Det er imidlertid klart, at de saavel som
Kvadratredss og Kubikrodsuddragning ogsaa kunne bruges
til tilneermet Beregning af irrationale Rodder. Som
Exempel paa Beskjeeftigelse med tilnsermet Roduddragning
kunne vi iovrigt nevne, at Alkarchi for V a? I r,

”
2041
som en yderligere Tilnzermelse. Dette er den Verdi,
som faas, naar man anvender regula duorum falsorum
eller Interpolation mellem a og a - 1.

Hvor forskjellig den her omtalte Beskjwftigelse med
Rodsterrelser end er hos Alkarchi og Alchaijami,
maatte den dog bidrage til hos Araberne at drage et
Problem frem, som var blevet noget skjult ved den
graeske Behandlingsmaade, nemlig Losningen af Tredie-
gradsligningen ved Kubik- og Kvadtatrodder. Have
Greekerne end muligvis i eeldre Tider beskjeeftiget sig
med denne Opgave, maatte den tabe noget af sin Interesse
derved, at man direkte kunde lose Trediegradsligninger
ved de selv. samme geometriske Midler, som alligevel

naar ¢ er det nsermest lavere hele Tal, angiver a -
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skulde bruges til en almengyldig Fremstilling af Kubik-
roden, nemlig Skjering mellem Keglesnit. Ja, som vi
have set, forsvandt selve Interessen for saaledes som
Archimedes at fore Opgaver tilbage til Trediegrads-
ligninger, da man saa, at man ogsaa uden en saadan
Tilbageforelse kunde lose Opgaver ved de selvsamme
Hjeelpemidler.

Det lykkedes nu vel ikke Araberne at finde Los-
ningen af Trediegradsligningen; men den Interesse, som
de viste den, treder frem i talrige Undersogelser. Det
vigtigste Udgangspunkt for disse Undersogelser var dels
Archimedes’ Kugledelingsopgave, dels den gamle Op-
Josning af denne ved Keglesnit (se S. 190 ff.), som
antages at skrive sig fra Archimedes eller dog fra
hans Tid. Da denne, som vi have set, omfatter eller
dog let kan bringes til at omfatte alle Ligninger af
Formen

x8 L ax? 4+ b=0,

da endvidere Betingelsen for lige Rodder udtrykkelig
angives, og da man let enten kan fore den almindelige
Ligning af tredie Grad tilbage til denne Form eller be-
handle den vesentlig paa samme Maade, har der ikke paa
dette Punkt veeret seerlig store videnskabelige Vanskelig-
heder at overvinde. Araberne forte dog for saa vidt Under-
sogelsen af Trediegradsligninger videre, som de opstiliede
Inddelinger af Ligningerne af tredie Grad, dels efter For-
tegnene for Koefficienter, dels efter de Veardier af disse
sidste, som fore til flere eller feerre Redder. Den fuld-
stendigste af disse Inddelinger findes i “Omar Alchai-
jamis Algebra. For hvert enkelt Tilfeelde vises, hvorledes
Opgaven kan lgses ved Keglesnit, og hvor mange Rodder
den faar, det vil sige positive Rodder; thi om andre sporge
Araberne ikke. Alchaijamis Inddeling lider dog af

— e Dl s
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Mangler hidrerende fra, at han ikke faar fat paa den
; Diorisme, der i den greeske Behandling er Hovedudbyttet
’ af Losning ved Keglesnit. Dette lykkes, i Tilslutning til
| det ved Eutokios bevarede Manuskript, bedre for andre
5 arabiske Forfattere, serlig Alkiihi.
i Idet Ligninger af tredie Grad droges bestemtere
‘ frem, end Tilfeeldet er i den nu og den Gang opbevarede
greske Geometri, bleve de ogsaa et mere bestemt
\ Gjennemgangsled for Losninger af andre Opgaver, baade
saadanne, som forelaa fra Grekerne, og nye. Blandt
de forste fandt navnlig Vinklens Tredeling en stor
Meengde Oplosninger. Den, som jeg paa Grund af dens
Sammenhang med de Archimediske Hjelpesatninger,
har ment at kunne tillegge denne, have vi saaledes fra
Araberne. Alkuhi fandt ogsaa Lesningen af den Opgave
at bestemme et Kugleafsnit af dets Volumen og krumme
Overflade og knyttede dertil en Begrundelse af den Dio-
risme til denne Opgave, som Archimedes meddeler i
Slutningen af 2. Bog om Kuglen og Cylinderen (se S. 163
og 192).

Da det ikke lykkedes Araberne at finde en al-
mindelig Losning af Ligningen af tredie Grad ved Rod-
: stgrrelser, maatte de, naar praktiske Beregningsopgaver
1 forte til Ligninger af tredie Grad, holde sig til selve

disse — hvad der jo igvrigt ogsaa nu giver lettere Be-
regningsmidler end Anvendelse af den almindelige Los-
ning —. Et meget smukt Exempel paa en nummerisk

Beregning af en Rod i en Trediegradsligning er opbevaret.
Den skyldes rimeligvis Laegen Alkaschi i det 15. Aar-
hundrede, og gaar ud paa at finde sin 1°, der, da sin 3°
er bekjendt, kommer til at afhenge af en Ligning af
{ Formen
3 2%+ Q=P




T

Idet « er lille, bliver den med en vis Tilnsermelse
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y:l
For denne Steorrelse beregnes en saadan Tilnermelses-
verdi, @, at Divisionsresten & bliver lille af samme
Orden som @3, og man satter dernest £ —= a | y eller

3
a _i_ y —_ M_%‘_*__Q’
hvoraf — Mﬁﬁ

2

Da R, som er af samme Orden som a3, er stor i
Sammenligning med a?y, kan man i en tilnermet Be-
regning udelade de Led i Teelleren, som indeholde y, og
faar da med ny Tilnzrmelse

e By S
Z/—“P———b+ﬁ-

Dernzest indsattes i den nejagtige Ligning y = b + g,
hvorefter atter z paa lignende Maade bestemmes med
Tilnsermelse. — Brokerne fremstilles som Sexagesimal-
broker.

Formaalet for den her omtalte Beregning henhgrer
under Trigonometrien, hvorom vi snart skulle tale; men
forend vi forlade Arabernes Arithmetik, Algebra og
Taltheori, hvor vi hidtil navnlig have haft de forskjellige
almindelige Opfattelser for @je, skulle vi meddele nogle
Prover paa Resultater, der ere vundne indenfor disse
Omraader, navnlig i Taltheorien. I det 9. Aarhundrede
har Thabit ibn Kurra, i Tilslutning til Euklids Be-
stemmelse af «fuldkomne Tal» (S. 138), givet Regler for
Bestemmelsen af det, som Pythagorseerne kaldte «ven-
skabelige Tal», o: saadanne, af hvilke det ene er Sum

af det andets Faktorer. Reglen lyder saaledes: Ere
18
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p=3.2"—-1 ¢g=38.272~1 _1 p—=9 22-1__ 1
alle Primtal, blive 27 .p.q og 27.r venskabelige Tal.

Fra det 10. Aarhundrede have Araberne beskjaftiget
sig med de saakaldte Tryllekvadrater, det er Opstillinger
af dertil passende Tal i saadanne Kvadrater, at Sum-
merne efter Reekker, Sgjler og Diagonaler faa samme
Sum. Det @®ldste Exempel paa et saadant findes paa
en maaske 4—5000 Aar gammel kinesisk Tavlel.
Det er

S =
~ Ot W
DO © M~

Araberne dannede ogsaa Tryllekvadrater af Tallene
indtil 16, 25 og 36 og angav, at lignende kunne dannes
af Tallene indtil 49, 64 og 81. Indiske og byzantinske
Mathematikere have igvrigt beskjeftiget sig med det
samme Emne.

Sterre mathematisk Interesse har en taltheoretisk
Seetning, som Alchodschandi fandt omtrent Aar 1000,
nemlig at Ligningen 23 4 y3 = 23 ikke kan lgses
rationalt.

Hos Alkarchi treffer man de af Greekerne kjendte
Summationer af 12 422 4 32 ... og 13828 | 38...
Den forste kan han dog ikke komme ud af at bevise ;
han kjender altsaa ikke Archimedes’ Bevis. For den
sidste giver han derimod det Bevis, som vi anforte, da
vi omtalte Grakernes Kjendskab til samme (S. 215). Et
virkeligt Fremskridt er det derimod, at den allerede naevnte

! Tavlen er i Cantors: Geschichte der Mathematik I S. 576
fremstillet som et Exempel paa @ldgamle Fremstillinger af Tal hos
Kineserne; men det er Dr. Gram, der har gjort mig opmarksom
paa, at her foreligger et Tryllekvadrat.
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Alkéaschi summerer Reekken 144 24 --34...4 74,
Han siger, at den er

((1+2+5-..7~)__1 S o ...7«)) ( 12 —|—22—{—~--I“2>.

3. Arabernes Trigonometri.

Et Omraade, hvor man maatte komme til at skylde
Araberne med deres Fortrolighed med greesk Geometri
og indisk Regnekunst mere omfattende Fremskridt, er
den beregnende Geometri eller Trigonometrien, som
vi saa meget mere kunne kalde den nu, idet Araberne
som Inderne brugte Sinustabeller i Stedet for Ptole-
maios’ Kordetavler. Da Navnet sinus ogsaa for saa
vidt har indisk Oprindelse, som det er en rigtig latinsk
Oversattelse af et arabisk Ord, der er fremkommet
ved en Fordrejelse af det indiske Ord for sinus, kunne
Inderne vel have givet Anledning til denne Andring;
men det er ikke veesentlic af dem, at Araberne have
leert Trigonometri. Zndringen er netop udtrykkelig
indfort af Astronomen Albattdni som en Lettelse i de
fra Almagest kjendte Beregningsmaader.

Ved Tavleberegningen kom det nu sezrlig an paa at
finde sin 1° eller sin 4° som jo ikke kunne findes
ved kvadratiske Ligninger. Vi have nys set en af en
senere Forfatter benyttet nummerisk Losning af den
dertil tjenende Trediegradsligning. Tidligere anvendte
man saavel her som senere til Beregning af sin 10
en Interpolation mellem saadanne sinus, som kunde
udtrykkes ved Kvadratrgdder, af vasentlig samme Art
som den, hvorved Ptolemaios fandt Korden til 1°.
En saadan benytter f. Ex. den store Astronom og

Mathematiker Abul Wafa i sidste Halvdel af det
18*
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10. Aarhundrede. Araberne bleve imidlertid ikke staaende
ved Sinustavler; men Abual Wafa beregnede tillige
Tangenstavler. Hvad Tabellernes Ngjagtighed angaar,
naaede man til Sinustavler fra 10’ til 10’ med Fejl-

gransen E%' Abal Wafa’s Tangenstavler havde endog
: 1
Fejlgreensen 505"

Hvad nu Anvendelsen af Tavlerne angaar, treffe vi
allerede hos Albattani Formlen cos @ = cos b cos ¢ -
sin b sin ¢ cos A. Forgvrigt holdt man sig veesentlig til
Ptolemaios’ Formler (se S. 206) omdannede til Brug
af Sinustavler. Som oftest sker dette uden Opstilling
af noget Bevis. Saadanne, som tillige afvige fra Ptole-
maios’ Anvendelser af det saakaldte Menelaos’ Theorem,
finde vi hos Dschabir ibn Aflah, mere bekjendt under
Navnet Geber, der i det 11. Aarhundrede levede i Se-
villa i Spanien. Han har tillige ZLren af at have udfyldt
de til den retvinklede sfwmriske Trekant herende Formler
med en Relation mellem to Vinkler og en Side. Den
findes ved den samme Figur, som Ptolemaios benyttede,
hvor D E F' er den Storcirkel, der til Pol har Vinkel-
spidsen A i den i B retvinklede Trekant A B C. Den

4 ligeledes retvinklede Trekant

N D E C har nemlig , C felles

N

G

b

B

med ABCog DE=90° — A,
CD=90° — a, hvoraf cos A
= cos a sin C. Denne Swtning
kaldes den Geber’ske.

Den sidste Leerde er den eneste
Vestaraber, som vi have fundet -
Anledning til at omtale. Om den

vestarabiske Mathematik, som er den, der mest umiddel-

bart gik videre til de

europziske Folkeslag, skulle vi
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iovrigt blot bemarke, at den arithmetisk-algebraiske Be-
handling mere end hos de tidligere ostarabiske Forfattere
frigjorde sig fra de fra Graekerne hidrerende geometriske
Former. Hermed forbandt sig nogle Udvidelser af Brugen
af mathematiske Tegn, saaledes Indforelse af et Kvadrat-
rodstegn. Arbedigheden for de greeske Forfattere ved-
blev dog ogsaa hos Vestaraberne, saaledes at det er
ved dem, at.man i Europa lwerte disse Forfattere at
kjende, om end betydelig langsommere, end man vilde
have gjort ved at have @staraberne til Lerere. Til
Gjengjeeld kom Regning, Arithmetik og Algebra til Europa
i lettere tilgeengelige Former. Hgjest Forestilling om
Vestarabernes Mathematik faar man gjennem deres forste
store europeiske Lerling Leonardo fra Pisa; thi hvor
stort et mathematisk Geni denne end selv var, vidner
Omfanget af hans Kundskaber ogsaa om hans Lereres
Dygtighed, omfattende Viden og store Kjendskab til den
wldre arabiske og derigjennem ogsaa til den greeske
Mathematik.

4. Mathematikens ferste Gjenopvaagnen i Europa.

Det kan ikke ligge i vor Plan her at beskjeftige os
med Enkeltheder i den beskedne Udvikling, som den
fra Romerne modtagne Regning paa Abacus fik i Klost-
rene, eller med de Veje, ad hvilke andre Regnemidler
og en bedre Mathematik end den fra Romerne opbevarede
treengte ind i Europa fra Araberne. Naar vi nu skulle
omtale den storste europeiske Mathematiker i Middel-
alderen, Leonardo af Pisa, omtrent Aar 12C), maa
vi dog for at give ham den rette Baggrund berore,
hvor vidt man paa hans Tid ellers var kommen i Europa.
Der forelaa den Gang Oversettelser fra Arabisk af Regne-
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boger («Algorithmer»), af en Algebra med Ligninger af
forste og anden Grad, ja af Euklids Elementer 0g
Ptolemaios’ Almagest; men de enkelte haandskrevne
Exemplarer vare rent udvortes kun tilgengelige for yderst
faa, og den virkelige Indtrengen i Indholdet og Evne
til at benytte det var vistnok ogsaa for disses Ved-
kommende yderst begrenset. Den algorithmiske, 9: in-
diske Regning var allerede den Gang ifzerd med at faa
nogen Udbredelse i de lerde Kredse paa flere Steder,
medens andre brugte Regningen paa Abacus, som et
Par Aarhundreder tidligere seerlig Gerbert, den senere
Pave Sylvester II, havde bidraget til at fremme, og ved
hvilken man nu vistnok mest skrev Taltegnene paa de
inddelte Sgjler (S. 257). Forskjellen paa de to Regne-
maader var altsaa den, at den algorithmiske ved Brugen
af Tegnet O kunde undveere Sgjleinddelingen. Til de
forskjellige Regnemaader knyttede sig iovrigt forskjellige
Traditioner, deriblandt den for Algorithmikerne ned-
settende, at. de vedblivende fulgte Muhammed ibn
Muasa i at udskille Fordobling og Halvering som ser-
egne Regningsarter. Til Gjengjeld havde de det Fortrin,
at de ikke blot som Abacisterne kjendte Kvadratrods-,
men ogsaa Kubikrodsuddragning. Algorithmikerne be-
nyttede Sexagesimalbrgker, medens Abacisterne tildels
vedbleve at bruge den fra Romernes Montsystem stam-
mende Tolvdeling.

Leonardo Fibonacci, det er: Syn af Bonaccio,
som han ofte kaldes efter sin Faders Ogenavn, er fra
den vigtige Handelsstad Pisa, hvor han tidlig lerte
Regning paa Abacus. Paa Handels- (eller maaske Em-
beds-) rejser besggte han derefter Agypten, Syrien,
Grzekenland, Sicilien og Provence, hvor han videre satte
sig ind i Regnekunst.og Mathematik. Hvad han saaledes
leerte, har han segt at gjore tilgengeligt for «den latinske
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Folkestamme» ved sit omfangsrige Veerk Liber abaci, i
hvilket han med overlegen Dygtighed behandler og giver
rigelige Exempler saa at sige paa al den Regning, vi
hidtil ere trufne paa: Regning med hele Tal skrevne i
Positionssystemet, med Broker, al Slags Handelsregning,
Losning af Opgaver, der satte i Ligning vilde afheenge
af Ligninger af forste Grad, ved Hjzlp af de to regulce
falsi og den indiske Omvendingsmethode, Differensrakker
af forste og anden Orden, Opgaver, der afheenge af
Kvotientraekker eller som den om Kaniners F ormerelse
loses som sammensatte Rentesregningsopgaver, tildels saa-
danne, som komme til at afhenge at ubestemte Ligninger
af forste Grad — uden at Leonardo dog som Inderne
giver bestemte Regler for disses Oplosning — Kvadrat-
og Kubikrodsuddragning, endelig Opgaver, som afhaenge
af bestemte og ubestemte Ligninger af anden Grad.
Navnet Liber abaci synes ikke ret at stemme med, at
Leonardo netop helt igjennem bruger Taltegnet Qe
er imidlertid oplyst, at han selv fra forst af er opleert i
Brugen af Abacus. Den indiske Regnekunst har han
derimod direkte leert af Araberne, og han har maaske
neppe nok medt den i Europa, hvor den vel kun har
veret kjendt i enkelte gejstlige Kredse. At han ikke
oprindelig er Algorithmiker, viser sig derved, at han,
som han siger, selv har fundet paa Kubikrodsuddrag-
ningen. Denne findes heller ikke hos Alkarchi, som
or den af de bekjendte arabiske Forfattere, af hvem
han synes sterkest paavirket. Fra ham har han en stor
Del Opgaver, som han dog behandler med Selvstendig-
hed. Det stemmer ogsaa med Alkarchi’s Tilnermelse
til en Kvadratrod (S. 270), at Leonardo bestemmer
en yderligere Tilnzrmelse til en Kubikrod, hvori Antallet
af hele alt er fundet, ved regula duorum falsorum.
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Er 17a3 -+ 7 den sogte Kubikrod, @ de hele deri, bliver
r
3a2+4+3a-1

Leonardos’ Fremstilling er i Liber abaci helt
igjennem ledsaget af virkelige Beviser i geometrisk Form.
Det samme er Tilfeldet med hans Practica geometrica,
der blandt andet endog indeholder Uddrag af den da
yderst lidet kjendte Euklids stereometriske Boger. Hans
Beviser ere ofte forskjellige fra Euklids. Ved over-
hovedet at give saadanne afviger han ikke blot fra de
geometriske Arbejder, som da fremkom i Europa, men
ogsaa fra mange arabiske Forfattere.

I de her navnte Skrifter gjor Leonardo i en klar
Form, der reber selvsteendig Tilegnelse og fri Behandling,
de vigtigste forud kjendte arithmetiske, algebraiske og
elementar-geometriske Seetninger mere tilgeengelige end
de vilde blive ved Overswttelse, og oplyser navnlig de
forste ved talrige Exempler. Hans egen Evne til at
overvinde betydelige Vanskeligheder treeder derimod bedst
frem i hans Losninger af nogle Opgaver, som i Kejser
Frederik den- andens Nervarelse stilledes ham af
Kejserens Filosof Magister Johannes af Palermo. En af
disse gik ud paa at finde et Kvadrattal, som forgget
eller formindsket med Tallet 5 giver nye Kvadrattal,
eller at lgse Ligningerne

Tilnzermelsesveerdien a -

Y2 =—2x%+1a 1 1
22 =x%? —a (1)
rationalt, naar ¢ =5. Ligningerne (1) vare tidligere
behandlede af arabiske Mathematikere, som havde fundet,
at baade % 4 a og 2 — a ere Kvadrattal, naar

=m?+ n? a=4mn(m?2—n?2).
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Disse Resultater fremgaa iovrigt let af Diofants saed-
vanlige Behandling af «dobbelt uffiéninger» forbunden
med Euklids Bestemmelse af rationale retvinklede Tre-
kanter. Leonardo kommer ad en noget forskjellig Vej
til det samme Resultat, idet han benytter den Setning,
at Kvadrattallene ere Summer af de forste ulige Tal.
Det kom dernast an paa at bestemme m og 7

saaledes, at

dmn(m?—n?)

faar en given Veerdi, i det foreliggende Tilfeelde 5. Leo-
nardo beviser forst, at naar m og n ere hele Tal, blive
Tal af denne Form delelige med 24. For, om muligt,
at faa Ligninger, som kunne lgses i hele Tal, maa man
altsaa multiplicere de opgivne Ligninger med et saadant
Kvadrat, at det nye a bliver deleligt med 24. Leonardo
multiplicerer med 122, og finder, at

5.122 —4.5.4 (56 + 4) (6 — 4),

hvorefter 412 + 5 . 122 blive Kvadrattal. De sogte
Kvadrater findes dernst ved Division med 122 og blive

()" G e B
Ao 2\ SNERr

I sin meget almindelig anlagte Undersogelse faar
Leonardo Lejlighed til at give en almindelig Bestem-
melse af Summen af de forste ulige Kvadrattal op til
en vis Grense. Leonardos Lgsning bringer altsaa
mere, end han ligefrem er spurgt om.

En anden af de stillede Opgaver gaar ud paa at
finde 2« af Ligningen

28 1 222 1 10 2 = 20.

Leonardo finder forst, at ax er beliggende mellem 1
og 2 og altsaa ikke kan veere hel. Han paaviser der-




282 Middelalderen:

neest,. at den ikke kan veere nogen rational Bregk, heller
ikke nogen af de irrationale Sterrelser, som opstilles i
Euklids 10. Bog. Indholdet af denne vanskelige Bog,
som han studerede netop for deri muligvis at finde
Former for exakte Udtryk for Redderne i den forelagte
Ligning, har Leonardo opfattet fuldkommen rigtig, om
han end, som han siger, setter Tal i Stedet for de i
geometrisk Form fremstillede almindelige Starrelser.

Da Roden nu ikke er nogen Sterrelse af bekjendt
Form, maa Leonardo ngjes med at sgge en Til-
nermelsesveerdi. Han udlrykker den i Sexagesimal-
brgker og finder

ORI D FPLV L VRO VL,

et Resultat, der kun er omtrent 11V for stort. Leo-
nardo siger ikke, hvorledes han har fundet det. Han
har sikkert heller ikke fulgt en bestemt foreskreven
Methode, men —— som en o¢vet Regner i vore Dage
ogsaa vilde gjore — efterhaanden provet de Korrektioner
til de alt fundne Veerdier, der i Betragtning af alle fore-
liggende Omstendigheder maatte anses for de hensigts-
meessigste. Til at finde saadanne Forsggsveerdier har
han besiddet regula duorum falsorum, hvilken han,
som det kan ses af hans Kubikrodsuddragninger, forstod
at anvende som Interpolation. Som god Regner har
han igvrigt ogsaa vidst at give Neevnerne i de ved denne
Methode bestemte Korrektioner saadanne Afrundinger,
at hans Methode mere kan have lignet Vietas eller,
som den seedvanlig kaldes, Newtons Methode til til-
nermet Beregning af Redderne i en algebraisk Ligning.
Denne Methode er igvrigt blot en Udvidelse af den, som
bruges, og af Leonardo brugtes, til successiv Bestem-
melse af Cifrene i en Kvadrat- eller Kubikrod, og som
af Astronomerne siden Ptolemaios var brugt til Be-
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stemmelse af de successive Sexagesimalbroker i en
Kvadratrod. Det er for nylig eftervist, at den forelagte
Ligning er valgt saaledes, at man ved under Regningen at
bruge Sexagesimalbroker og ved et nogenlunde beheendigt
Valg af de successive Korrektioner forholdsvis meget
hurtig naar til den angivne Veerdi med sin lille Af-
vigelse fra det nojagtige.

Efter den sidste Bemaerkning maa L.eonardo maaske
dele Aren for den store Tilneermelse med den, som
har stillet Opgaven. Det er muligt, at ogsaa dette er
Leonardo, som i Anledning af den festlige Preesentation
for Kejseren kan have inspireret Mag. Johannes; men
denne, der selv var fra Sicilien og var knyltet til den
for arabisk Videnskab interesserede Kejser, kan ogsaa
have Opgaven fra arabiske Mathematikere. Idet ogsaa
Leonardo var en Discipel af Araberne, ses det, at
disse nu havde bragt den mathematiske Videnskab saa-
vidt, at Udregningen af en saa fin Tilneermelsesveerdi
ikke oversteg en fremragende Regners Kreefter. Det
Exempel paa en lignende Tilnermelse, som man har
fundet hos en arabisk Forfatter (S. 272), er et Par
Hundredaar yngre.

At Leonardo fra Pisa paa en klar Maade havde
fremsat det vigtigste og tilgengeligste af den da hos
Araberne foreliggende Mathematik, var ikke det samme,
som at den nu var bragt i deres Besiddelse, som der-
efter i Europa gave sig af med denne Videnskab. Bog-
trykkerkunsten existerede ikke, og der var ikke saa
levende Forbindelse mellem Fagets Dyrkere som fordum
mellem de vidt spredte Greekere. Den daveerende lerde
Stand, Gejstligheden, navnlig visse Munkeordener og nu
de af disse Kredse efterhaanden opstaaende Universiteter
strakte vel deres Forbindelser ud over Landene; men
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denne Stand synes i lang Tid ikke at veere bleven paa-
virket af, hvad der var fremkommet i italienske Kjob-
mandskredse, hvis Forbindelser med den kaetterske Kejser
Frederik nazppe var nogen Anbefaling.

Naar vi her have talt om lerde Kredse og Univer-
siteter, maa derved ikke tenkes paa saadanne Ud-
dannelsesanstalter, hvor der f. Ex. altid undervistes i en
Smule Mathematik. Der fandtes vel ved Universiteterne
et «Facultas artium», hvor den fornedne Fordannelse
til andre Studier meddeltes; men denne indskrenkede
sig i Reglen til «Zrivium» (hvoraf Ordet «triviel»),
omfattende Grammatik, Rhetorik og Dialektik, og medtog
ikke <«Quadrivium», omfattende Arithmetik, Musik
Geometri og Astronomi. Selv hvor ogsaa dette medtoges,
indskraenkedes Arithmetiken til en Smule Regning, Geo-
metrien til en vistnok yderst tarvelig Gjennemgang af
nogle Beoger af Euklid, om hvem man endnu lenge
vidste saa ringe Besked, at man troede, at hans Ele-
menter oprindelig vare skrevne paa Arabisk, eller mente,
at han kun havde givet Seetningerne, den greske Ud-
giver Theon Beviserne.

Fra disse Kredse udgik dog af og til Meend, som gave
sig af med Mathematiken. Det var da, som sagt, ikke
hos Leonardo fra Pisa, at disse sedvanlig segte deres
Lerdom, men i en Arithmetik og en Algebra (De numerts
datis) af hans samtidige Jordanus Nemorarius, et
hgjt anset Medlem af Dominikanerordenen, hvis Ordens-
general han blev med Hovedszde i Paris. Hans Arbejde
havde og forplantede saadanne Fortrin og Mangler, som
vi have tillagt Algorithmikerne. Til disse fgjede han
selv det vaesentlige Fortrin overalt at fremstille vil-
kaarlige Tal ved Bogstaver, dog saaledes at de
naevnes i Textens Ordforbindelser og ikke sammenstilles
til en Bogstavregning. Han har endvidere skrevet et
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geometrisk Arbejde om Trekanter, hvor han paa Grundlag
af Euklid foretager adskillige selvstendige geometriske
Undersogelser.

Staa nu end navnlig den her omtalte Arithmetik og
Algebra betydelig tilbage for Leonardo’s «Liber abaci»,
vidne de dog om, at man ogsaa i de lerde Kredse
arbejdede paa Tilegnelse og en selvsteendig Bearbejdelse
af Mathematiken. Dette Arbejde fortsattes paa mange
Steder. Det forbandtes med fortsatte Oversettelser fra
Arabisk, senere ogsaa fra Gresk. Leonardo’s Skrifter
udovede vel ogsaa nogen Indflydelse, dels i selve Nord-
italien, hvor det var, at en ny, frembringende Mathe-
matik bred frem 300 Aar senere, dels efterhaanden i
denne Mellemtid ogsaa andre Steder. Vi skulle dog
ikke her folge den mellemliggende Udvikling, men kun
give enkelte Exempler paa virkelige Fremskridt.

Vi skulle saaledes fra det 14. Aarhundrede nwvne
to Arbejder af Franskmanden Nicole Oresme. Det
ene er hans Tractatus de lalitudinibus formarum.
Overfort paa Planen betegne Ordene Bredde og Leengde
her det samme som ellers paa Kuglen, altsaa retvinklede
Koordinater. Benmvnelserne blive seerlig forstaaelige
derved, at Koordinaterne afswttes indenfor et Rektangel,
hvis storste Udstreekning gaar i Retning af Abscisserne
(Leengderne). Paa denne Figur fremstilles den for-
skjellige Styrke af et foranderligt Naturfeenomen f. Ex.
af Varmen som Ordinater (Bredder) med de tilsvarende
Tider som Abscisser (Langder). Der gives saaledes en
grafisk Fremstilling ved en Kurve af Varmens Variation
i Tiden, og det fortjener at bemeerkes, at allerede
Oresme har iagttaget, at Variationen er svagest i
Neerheden af Maxima og Minima. Det ses, at Anven-
delsen af Koordinater her er af en anden Natur end
hos de gamle Grakere, til hvilke han dog synes at
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henvise, men til hvis exakte, geometrisk-algebraiske
Brug af Koordinater til Studiet af Keglesnit og Los-
ninger af Opgaver han nappe hverken direkte eller
gjennem Araberne har haft noget indgaaende Kjendskab.

I den anden Bog af Oresme, som har Titlen Algo-
rismus proportionum, skulle vi iser naevne Indforelsen
af Potenser med bruden Exponent og de simp-
leste Regler for Regning med disse. Oresme bruger
ogsaa en sxregen Betegnelse for Potenser. 4 1% skriver
han omtrent saaledes [17%]4, hvor Bogstavet p betegner
«proportio» Forhold. Redderne for disse Potenser ere
nemlig Forhold, idet Euklids exakte Proportionslere
leegges til Grund, og Potenser med hel Exponent ere
dannede som sammensatte Forhold. Endog Dannelsen
af en Potens med bruden Exponent ad denne Vej har
et Forbillede hos de gamle, idet Archimedes viser, at
Forholdet mellem det storre og mindre Afsnit, hvori en
Kugle deles ved en Plan, er storre end Forholdet mellem
de krumme Overflader taget halvanden Gang o: end
dette Forhold i Potensen 3. Ved at udvide Reglerne
for Regning med Potenser af samme Rod og med hel
Exponent til Potenser med bruden Exponent bliver
Oresmes Arbejde en Forlpber for Logarithmeregning.

Det forst nzvnte Verk af Oresme udgaves ad-
skillige Gange efter Bogtrykkerkunstens Opfindelse og
har vistnok veeret ret udbredt ogsaa for denne. Det
sidste, saavelsom det af Chuquet, som vi nu skulle
omtale, ere derimod forst nylig aftrykte af historisk
Interesse, og de synes ikke at have faaet ret megen
Indflydelse. Saaledes rgber Chuquet, der paa anden
Maade end hans Landsmand Oresme 100 Aar tidligere
forbereder Logarithmeregningen, intet Kjendskab til
dennes Arbejde. Begge Arbejder fortjene dog her Om-
tale som Vidnesbyrd om, hvad dygtige Meend under de

D =0 S B T
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forhaandenverende Forhold formaaede. De vise, hvor
vidt man var kommen.

Det Arbejde af Chuquet, hvortil vi sigtede, og
som skal tjene os til Preve paa en fremragende Arith-
metik og Algebra i det 15. Aarhundrede, har Titlen
«Triparty en la science des nombres». For forst at
blive ved samme Emne, som vi have truffet hos Oresme,
optreeder brudne Exponenter indirekte i enkelte Opgaver
f Ex. folgende: En Mand rejser forste Dag 1 Mil, anden
Dag 3, tredie Dag 9, o.s.v., hvor langt er han rejst i
5% Dage. Chuquet giver rigtig den Losning, som faas
ved at forudsatte, at Hastigheden kontinuert tiltager efter
samme Lov som fra Dag til Dag. I en Opgave sporges der
ligefrem om en Exponent, altsaa om Logarithmen: Et
Kar har en Revne, gjennem hvilken der daglig ud-
tommes 4, af Karrets Indhold. Efter hvormange Dages
Forlgh vil Halvdelen af Indholdet veere tomt. Legsningen
6344 Y er den, som fremkommer ved simpel Inter-
polation eller ved Anvendelsen af «regula duorum
falsorum» paa Forsegsveerdierne 6 og 7. Chuquet er
er dog selv ikke tilfreds med denne Tiln®rmelse. For-
melt kommer han endog et Sted til at angive en Hoved-
regel for Regning med Logarithmer, idet han opstiller
en Rekke Potenser af 2 samt de tilsvarende Exponenter,
og bemrker, at Produktet af to Tal i den forste Raekke
er det Tal i samme Reekke, som svarer til Summen af
de til Faktorerne hgrende Exponenter.

Er det kun indirekte, at Chuquet viser sin For-
staaelse af brudne Exponenter, treede Exponenten O og
negative Exponenter bestemt frem i hans Betegneiser.
Allerede Diofant havde, som vi have set, seregne Be-
tegnelser for hver enkelt af Sterrelserne:

go= s O ...x57396
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og hans Regneregler viste, at han ikke var uden For-
staaelse af Overensstemmelsen mellem disse Sterrelser.
Chuquet lader denne Overensstemmelse treede frem i
selve Betegnelsen, idet Exponenterne til de forskjellige
Potenser af den ubekjendte betegnes ved et Exponenttegn
fajet til den Talkoefficient, hvormed denne Potens skal
multipliceres. Denne Exponent kan vere positiv, Nul

eller negativ, hvilket sidste betegnes ved Tilfgjelse af m.
Saaledes betegner 73m det, som vi nu skrive 7 &= 3.
Idet Chuquet tillige har en Betegnelse for n’te Rod (dog

kun for bestemte Verdier af n) samt Tegnene p og m
for vort - og —, ses det, at han er i Stand til at give
en ret overskuelig Fremstilling af Ligninger og derved
ogsaa af de Omdannelser af disse, som man hidtil havde
udtrykt i Ord.
Naar Chuquet, som vi have set, ikke frygter for
w at indfore negative Sterrelser i sine Exponenter, kan
} det ikke undre, at han rolig finder sig i, at Ligninger
\ faa negative Losninger, og forstaar at forklare det. At
i en af hans Opgaver i Virkeligheden faar imagineere
\’ Losninger, synes derimod kun at bero paa en Fejl-
1 tagelse.
Idet vi forbigaa Chuquet’s gode Behandling af
‘ Emner, som vi ogsaa have set tidligere Mathematikere
; 3 magte, skal det her endnu kun nsevnes, at han bruger
| og gjor Fordring paa selv at have fundet den bekjendte
‘ Regel til Dannelse af simple mellemliggende Storrelser
(%?i;ﬁ:‘ mellem to bekjendte %’f 0g %—:. Den
‘ bruges til Dannelse af nye Forsegsveerdier til ngjagtigere
|
{ | Losning af en Ligning med en Rod.mellem % 0g CZ—Q
1) 2
Saadanne nye Fremskridt som dem, vi her have
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omtalt, treeffe vi ikke i en Bog, som skyldes Chuquet’s
samtidige Luca Paciuolo, og som blev trykt i Venedig
1494 og har Titlen Summa de Arithmetica Geomeltria
Proportioni et Proportionalita. Den bringer vasentlig
kun, hvad der tidligere var bragt til Veje, og meget er
ikke saa klart og nojagtig fremsat som tidligere f. Ex. af
Leonardo fra Pisa; men den bringer det i stor Maale-
stok’ og anvendt paa talrige theoretiske og praktiske
Exempler. Og Hovedsagen er, at denne trykte Bog blev
udbredt og var i Heenderne paa de forskjellige Meend,
som i den nermeste Tid skulde fore navnlig Algebraen
videre. Disse havde saaledes nu et feelles Udgangspunkt
og derved et godt Middel til at forstaa hverandre og
arbejde sammen.

Medens vi her paa Arithmetikens og Algebraens
Omraade vaesentlig kun se Forberedelser til de store
Fremskridt, som den naermest folgende Tid skulde bringe,
treeffe vi endnu i den her omhandlede Tid en Mand, der
paa et andet Omraade selv er med til at bringe saa-
danne Fremskridt, som i Modsatning til Chuquets fik
blivende Betydning. Det er Tyskeren Johannes Miiller,
seedvanlig kaldet Regiomontanus. Han er fodt 143
og var Discipel af Peurbach, Professor i Wien, som
har store Fortjenester af Indferelsen af Ptolemaios’
og Arabernes Trigonometri i Europa. Regiomontanus
forte et meget beveeget Liv og opholdt sig snart i
Italien, snart i Tyskland og Ungarn, og allerede i en
Alder af 40 Aar standsede Deden hans efter en stor
Maalestok anlagte mathematiske og astronomiske Virk-
somhed. Hans Omflakken virkede dog ikke alene for-
styrrende, men bragte ham tillige i Beroring med mange
Astronomer og Mathematikere, og i Italien havde han
Lejlighed til at lere Greesk, sarlig med det Formaal at

fortsmtte Peurbachs Udgave af Ptolemaios’ Almagest.
19
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Han gjorde derved et Bekjendtskab paa forste Haand
ogsaa med andre graeske Mathematikere, som han satte
meget hpjt. En af dem, han lerte at kjende, var
Diofant, og han har lagt sin taltheoretiske Interesse,
som dog vistnok forud har veret nwret ved Forbindelsen
med italienske Mathematikere, for Dagen ved at opstille
en Raekke meget vanskelige herhen herende Opgaver.

Sterst Betydning have dog hans trigonometriske
Arbejder faaet. Blandt disse skulle vi i Tilslutning
til, hvad vi have truffet hos arabiske Astronomer, og
hvad hans Leerer Peurbach havde fortsat, forst omtale
hans trigonometriske Tabeller. I disse er han den forste,
som har gjennemfert Brugen af Decimalsystemet. Hans
sidst udarbejde Sinustavler gaa fra Minut til Minut, og
idet han lader Radius vere 107, er Ngjagtighedsgraensen
den samme som i vore 7-cifrede Tavler, uden at dog
egentlige Decimalbrgker endnu ere komne i Brug.

Leren om den geometriske Anvendelse af saadanne
Tavler er hos Regiomontanus for feorste Gang frem-
stillet selvsteendig og ikke blot som Hjeelpesaztninger til
Brug i Astronomien. Den Tanke at udarbejde et saadant
egentlig trigonometrisk Veerk forer Regiomontanus
med vanlig Pietet mod Peurbach tilbage til denne sin
Leerer. Hans Bog har Titlen: De triangulis omnimodis
libri quinque. Heri behandles ikke blot som af tidligere
Forfattere de retvinklede Trekanter, af hvilke de andre
ganske vist kunne sammenswttes; men baade i Planen
og paa Kuglen gjennemfores Losningen af mange Sporgs-
maal vedrorende den skjevvinklede Trekant. Paa Kuglen
har Regiomontanus saaledes vist, hvorledes en Tre-
kants Sider bestemme Vinklerne og omvendt.

De tre Aarhundreder, som vare fulgte efter Leo-
nardo af Pisa vare hovedsagelig benyttede til at give
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saadanne Kundskaber og Ferdigheder, hvoraf denne
allerede var i Besiddelse, en saa almindelig Udbredelse,
at de kunde danne et Udgangspunkt for en ny Ud-
vikling. Dette Grundlag styrkedes derved, at man nu
havde direkte Kjendskab til de Forfattere fra Oldtiden,
hvem det mest skyldtes, navnlig Euklid og tildels Ptole-
maios, samtidig med at man var begyndt at stifte et
forelobigt Bekjendtskab med de Forfattere, som skulde
vde Vejledning under den paafolgende Udvikling: Archi-
medes, Apollonios og Diofant. En virkelig ny Ud-
vikling var ved Regiomontanus begyndt paa Trigono-
metriens Omraade. Af de tekniske Hjelpemidler, som
Algebraen vilde faa Brug for, kjendtes almindelig Tegn
for - og — nemlig p og m, og enkelte andre. Chuquets
mere udviklede Tegnsprog viste, selv om det ikke kom
i almindelig Brug, at man var i Stand til at skabe sig
de Fremstillingsmidler, som en videregaaende Udvikling
maatte kraeve.

Herved var forberedt en ny Udviklingsperiode for
Mathematiken, der i Frugtbarhed kun kan sammenlignes
med de faa Aarhundreder, i hvilke den graeske Mathe-
matik naaede sit hojeste Standpunkt. Den kom til
Gjennembrud, da man ved Leosningen af Tredie-
gradsligningen saa, at man kunde magte en Opgave,
som Graker og Arabere havde maaltet lade ligge, og
derved fik en hidtil ukjendt Tillid til egne Krefier.
Ved Hjelp af Bogtrykkerkunsten kunde de mang-
foldige Arbejder, som nu fremkom i de forskjellige Lande,
paa frugtbringende Maade gribe ind i hverandre. I
Algebraen fulgtes det omtalte Gjennembrud rask af
andre store Fremskridt. Samtidig lerte man bedre at
forstaa de vanskeligere gracske geometriske Arbejder;
hvad man deraf lerte, satte man i nye Forbindelser
med den Algebra, som man selv havde givet en ny
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Form, og den analytiske Geometri fremstod. . Des-
uden gik man langt videre end de gamle i stereometrisk
Behandling af Keglesnittene. Man studerede Archi-
medes’ statiske Arbejder og skabte selv Dynamiken,
Fra Studiet af Diofant kom man gjennem helt nye
Undersggelser til de merkeligste taltheoretiske Sewet-
ninger. Studiet af Archimedes’ infinitesimale Under-
sogelser bragte til i stigende Omfang selv at foretage
lignende og at udvikle de dertil tjenende Methoder saa-
ledes, at man ved Slutningen af det 17. Aarhundrede
besad ‘en Infinitesimalregning. De i Slutningen af
Middelalderen omtalte Tilleb forte til en virkelig Brug
af Logarithmer.

Dette skal siges allerede her ved Enden af vor
Skildring af Mathematikens Historie i Oldtiden og Middel-
alderen. Man;-‘. vil da forstaa, at Grunden til, at vi have
dvaelet saala@nge swrlic ved den graeske Oldtid, ikke blot
er den store Interesse, den har i og for sig og som Léd
i den Kundékdbsmasse, der nu engang var naaet ved
Middelalderens Slutning, men tillige som den Kilde, hvoraf
man derefter vedblev: at @se rige Impulser, paa samme
Tid som man havde leert at bearbejde disse Impulser
selv og saaledes frembringe noget virkelig nyt.
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